Logikai és funkciondlis programozas matematikai alapjai vazlat
,,logifun jegyzet”

Logikai programok szemantikaja

Kezdjiik egy kis gyorstalpalé emlékeztetovel a logikai programokrél. Programkloznak neveziink
egy p1 Apa A ... Ap, — q alaka formulat, ahol py,...,p,, ¢ atomi formulak. [téletkalkulusban
ez azt jelenti, hogy itéletvaltozok. A p; A ... A p, részt a kldz torzsének, a ¢-t pedig a kloz
fejének nevezziik. A kloz feje sosem iires, a torzse lehet iires, ekkor csak — ¢-t frunk. Vannak,
akik ugyanezt a klézt ¢ - p1 A ... A p,-nek irjak, vannak, akik A helyett vesszovel, prologhan
q:-pl,...,pn a szintaxis, ebben a jegyzetben A és — lesz a jelolés.

Egy példa logikai program:

— even(0)
even(z) — odd(s(z))
odd(z) — even(s(z))

A fenti példa ugyan elsérendii logikat haszndl, de ez nem baj. Azt latjuk, hogy even és odd
a két (egyvaltozos) predikdtumjeliink, a 0 az egy konstansjel, az s pedig egy (egyvaltozos)
fliggvényjel. Egy klézt tigy interpretdlunk, mintha a benne szerepld elsérendii valtozok (16
x) univerzalis kvantorral lennének lekotve. Ha emléksziink a Peano-aritmetikara, abban az
s interpretacidja a rakovetkezés fiiggvény; ebben tehat a fenti klézok jelentése sorra ,,a 0 egy
paros szam”, , ha x paros, akkor x+1 paratlan” és ,,ha x paratlan, akkor x+1 paros”, mar ha az
even predikatumjelet a ,,paros” predikatummal, az odd jelet pedig a ,,paratlan” predikatummal
interpretaljuk.

Egy ilyen program Herbrand-kiterjesztését tigy kapjuk, hogy minden klézban a valtozdkat az
osszes lehetséges mdédon alaptermmel helyettesitjiik. Ahol is egy alapterm egy konstansokbdl
és fliggvényjelekbdl (figyelve a véltozdszamra) felépiilé kifejezés.

CA példéban az alaptermek: 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))) stb. )

Ha ezeket az alaptermeket behelyettesitjiik, egy (valdsziniileg végtelen sok) klézbdl allé logikai
programot kapunk, most épp ezt:

a N

— even(0)
even(0) — odd(s(0))
odd(0) — even(s(0))

even(s(0)) — odd(s(s(0)))
odd(s(0)) — even(s(s(0)))
even(s(s(0))) — odd(s(s(s(0))))

\ J

Tanultuk még BSc-n logikabdl, hogy az elsé alak modelljei és a masodik alak modelljei kozt
oda-vissza lehet transzformalni. Ez azért lesz (matematikailag) konnyebben kezelhetd az el6z6
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forménal, mert ebben mér tulajdonképpen csak itéletviltozok vannak: az even(0) is, az odd(0)
is, a even(s(0)) is, az odd(s(s(s(0)))) is, stb. mindegyikiik egy logikai értéket kell felvegyen,
egymastdl fiiggetleniil egy Herbrand-modellben.

A program egy modellje ezeknek az {téletvaltozoknak egy olyan értékadasa, ami az Osszes kldzt
kielégiti.

KA fenti példanak pl. egy modellje az ,,intuitiv’ értékadds, amiben is even(0), odd(s(O)),\
even(s(s(0))), odd(s(s(s(0)))), ...igazak, odd(0), even(s(0)),. .. pedig hamisak. Tehat ha n
péros, akkor even(s"(0)) igaz és odd(s"(0)) hamis, ha pedig n pératlan, akkor forditva.

De a fenti példdnak van mdasik modellje is: amikor is minden véltozdt igazra allitunk. (Ez
az értékadas minden logikai programnak modellje, hiszen minden kléznak van egy feje).

\ J

A logikai programok szemantikaja mint tertilet azt a kérdést feszegeti, hogy a program modelljei
koziil melyiket valasszuk? Es hogyan szamithatjuk ki?

Tehat az alapfeladat:

Adott egy (itéletkalkulus-beli, akar végtelen sok klozbdl all6) program.
Adjuk vissza egy ,,j6” modelljét.

Persze mint latni fogjuk, komplikédltabb esetekben (az altalanos logikai programoknal) nem
mindig egyértelmii, mitdl ,,jo” egy modell. ..

Horn-klézok halmazara mindenesetre még BSc-n tanultuk a Horn-algoritmust. Ezt az algo-
ritmust (amit dltaldban véltozdk ,,jeldlgetésével” tanitunk) a kovetkezéképp is definidlhatjuk:
el6szor is kiindulunk a konstans 0 értékadasbol, ezek utan iteralunk: egy iteraciéban kiértékeljiik
az Osszes torzset, és a kovetkezo iteracioban a g valtozo értéke akkor lesz 1, ha van olyan kloz,
melynek a torzse 1 értéki, a feje pedig q. Specialisan az iires torzs értékét is 1-nek vettiik.

Vissza az el6z6 példankra, az algoritmus az els6 kléz alapjan (melynek torzse iires, tehat igaz)
even(0)-t 1-re allitja, a tobbi véltozd értéke marad 0. A kévetkezd iterdciéban igy az elsé két
kléz torzse lesz 1, tehdt most mér even(0) és odd(s(0)) lesz 1. A kovetkezd iterdcidban az
elsé, a masodik és az 6t6dik kléz torzse 1, tehat even(0), odd(s(0)) és even(s(s(0))) lesz 1, stb.
Végiil (,,végtelen sok” iteracio uténED megkapjuk az elsé modellt, ami a paros-paratlan intuitiv
jelentésének felel meg.

A Horn-algoritmus egy tulajdonsdga, hogy csak azt dllitja 1-re, amit musza;j.

Ezt a tulajdonségot el is varjuk egy ,,j6” szemantikatol késobb is (a tapasztalat ezt mutatja):

( Egy ,,jo” szemantika minimalizalja az igazsidgértéket. )

Itt most egy kicsit alljunk meg, és ragadjuk meg matematikailag, hogy ez mit jelent. Ha
minimalizalasrdél van szo, akkor kell hozza egy halmaz és azon egy részbenrendezés.

Definicid

Egy P alaphalmazon a < reldcié részbenrendezés (partial order), ha reflexiv: z < =z,
tranzitiv: © <y, y <z = x < z (ha egy relaci6 ezzel a két tulajdonsiggal rendelkezik,
akkor elérendezés, preorder) és antiszimmetrikus: z <y, y <z = z =y.

Lezt majd pontositani fogjuk kicsit
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Ekkor (P, <) egy részbenrendezett halmaz, magyarul poset (partially ordered set).

Ha még a részbenrendezés dichotém is, azaz minden z,y-ra x < y vagy y < x teljesil,
akkor ez egy linearis rendezés.

Ha a rendezés egyértelmii a kontextusbdl, akkor csak az alaphalmazt irjuk le.

Nézzunk par példat:

KAZ (N; <), (Q, <) és (R, <) szamhalmazok a szokasos rendezéstikkel linedrisan rendezettek.\

Ha X egy halmaz, akkor X az (XW{Ll}, L <) poset (azaz az 1j L elem mindenki masnal
kisebb, a tobbiek kozt nincs reldcid). Ez nem linedrisan rendezett (hacsaknem |X| < 1).

Ha X egy halmaz, akkor (P(X),C) az X hatvdnyhalmaza, a ,részhalmaz” relaciéval. Ez
sem linedrisan rendezett (kivéve, amikor |X| < 1).

\ J

Két posetet gyakran fogunk hasznédlni: 2 jeloli a ({0,1},0 < 1) posetet; ez egy linedrisan
rendezett poset. (0 lesz a hamis, 1 az igaz igazsdgérték, a hamis a kisebb)

A miésik poset az értékadasok posetje lesz. Legyen Z az itéletvaltozok (esetleg végtelen) halmaza
(nincs rendezés!). Egy értékadds egy Z — 2 fiiggvény. Ezeknek a halmazat 27 jeloli. Altaldban
is, ha X és Y halmazok, akkor X¥ az Y — X fiiggvények halmaza.

Ha P egy poset és X egy halmaz, akkor P¥X is poset lesz a pontonkénti rendezéssel: u <
v < Vo e X u(zr) <v(x). Azaz egy fliggvény akkor kisebb-egyenl$ egy masikndl, ha minden
koordinatan kisebb-egyenld néla.

Példdul ha Z = {p,q,r}, akkor 27 elemei a (0,0,0), (0,0,1), ...,(1,1,1) (az els6 ko-
ordindtén p, a masodikon ¢, a harmadikon r értéke szerepel), és pl. (0,0,1) < (1,0,1), de
mondjuk (0,1,0) és (1,0,0) nem 6sszehasonlithatéak.

Ez azt is mutatja, hogy még ha P linedrisan rendezett is, PX altaldban nem lesz az.
Na tehét az értékadasok halmaza, 2%, egy poset a pontonkénti rendezéssel.

Ennél altalanosabban: ha X egy halmaz és minden z € X-re P, egy poset, akkor direkt

szorzatuk, [[ P, szintén egy poset a pontonkénti rendezéssel: u < v < Vo € X : u(z) < v(x).
reX

(Ennek P¥ az a specidlis esete, mikor P, = P minden z € X-re.)

d Definicio ~

Ha P poset és X C P, akkor z € X

e az X-nek a legkisebb eleme, ha Vy € X : z < y.
e az X-nek egy minimalis eleme, haVy e X 1y <z =y ==x.

e az X-nek a legnagyobb eleme, ha Vy € X : y < z.

. ° % X-nek egy maximélis eleme, haVyex:z <y =y ==x. )

Tehat a legkisebb elem mindenki masnal kisebb, a minimalis elemnél pedig nincs kisebb.
Névelokre odafigyelni: az ,,a” hatarozott nével6 arra utal, hogy ha van legkisebb elem, abbdl
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csak egy lehet. Es tényleg: ha z és y az X legkisebb elemei, akkor z < y (mert x legkisebb
elem) és y < x (mert y is legkisebb elem), igy a < antiszimmetridja miatt z = y.

Minimalis elembdl lehet tobb is, de persze a minimalis elemek mindig 6sszehasonlithatatlanok.
(Hiszen ha = < y és y minimélis, akkor = = y.)

Példaul a p V g V r formula modelljei kéziil minimalis: (1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1). Nincs
legkisebb modellje.

Ha van legkisebb elem, akkor az az egyetlen minimalis elem is.

Visszatérve a logikai programok szemantikajahoz, az Els6 Szabalyunk azt mondja, hogy

C Egy ,,j0” szemantika a program modelljei koziil egy minimalist ad vissza. )

Ezt fogjuk gy is mondani, hogy ,,minimalizélja az igazsagértéket”.

A P logikai programon végrehajtott Horn-algoritmust felfoghatjuk tgy, mintha a kovetkezd
Tp : 27 — 27 fiiggvényt (azaz értékadasbol értékaddst készitd fiiggvényt) iterdlnank:

Definici6

Tp(u)(q) = Vo ulp) Aulp) A Au(pn).

P1ApP2/A\...Apn—qEP

Intuitive tehat ha wu az értékadds, akkor Tp(u)-ban (ami szintén egy értékadds) a g valtozo
értékét ugy kapjuk, hogy ,,vagyoljuk” az Gsszes g fejii P-beli kloz torzsének u szerinti értékét.
De itt hasznaltuk a \/ és A jeleket, amik:

d Definicié ™\

Ha P poset, X C P, akkor az y € P elem. ..

e az X-nek egy als6 korldtja, ha Vo € X : y <z (ezt y < X-nek is frjuk);

e az X-nek az infimuma, ha az als6 korlatok halmazanak ¢ a legnagyobb eleme, ennek
jele y = A X;

e az X-nek egy fels6 korlatja, ha Vo € X : z <y (amit pedig X < y-nak is irunk);
e az X-nek a szuprémuma, ha a felsé korlatok halmazanak 6 a legkisebb eleme, ennek

jele y =\ X.
| eley-V )

Ha az X,Y C P halmazokra Vz € XVy € Y x < y teljesiil, azt pedig X < Y-nal is irjuk.
Ekkor ha \/ X létezik, akkor X < \/ X <Y (hiszen Y-ban X-nek fels6 korlatai szerepelnek,
\V X pedig a fels6 korlatok koziil a legkisebb), ha A Y létezik, akkor X < AY <Y (hasonl6
okokbdl), ha pedig mindketté létezik, akkor X < \/ X < AY <Y (mert pl. \V X < Y-t mar
lattuk, tehat \/ X az Y-nak egy alsé korlatja, A\ Y pedig a legnagyobb alsé korlétja).

Példaul 2-n a \/ a ,,vagyolas”, A\ pedig az ,,éselés”.

Az X = () esetet érdemes megnézni kiilon: egyrészt, az iires halmaznak minden x € P elem
fels6 korlatja (mindenkire igaz, hogy az iires halmaz Osszes eleménél nagyobb-egyenld), tehét
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\ 0 ezek koziil a legkisebb kell legyen, tehdt P legkisebb eleme. Vagyis \/ () pontosan akkor
létezik, ha P-nek van legkisebb eleme. Hasonloképp A @ a P legnagyobb eleme kell legyen.

Nem mindig léteznek a szuprémumok/infimumok, pl. az N, posetben az {1,2} halmaznak
nincs felsé korldtja, igy szuprémuma sem (infimumuk pedig 1).

Attél fiiggéen, hogy milyen részhalmazoknak van P-ben szuprémuma, osztalyozzuk P-
t:

(ﬂ Definicidé ~

A P poset. ..

e teljes hald, ha minden X C P-re létezik \/ X;

e teljes poset vagy CPO (complete partial order), ha minden linedrisan rendezett X C
P-re 1étezik \/ X;

o w-teljes poset vagy w-CPO, ha minden z; < x5 < 23 < ... sorozatra létezik \/, x; és
P-nek van legkisebb eleme.

J

Mivel a () is egy linedrisan rendezett részhalmaz, ezért teljes posetnek (és igy teljes halénak is)
mindig van legkisebb eleme. A legkisebb elem jele altalaban L lesz. (Ahogy N, esetében is.)

Példaul 2 egy teljes hél6, N, nem teljes hal6, viszont teljes poset (az iires halmaznak |
a szuprémuma, egy {z} egyeleml halmaznak az z, egy {L,n} kételemii halmaznak n, més
linedrisan rendezett részhalmaza pedig nincs, tehdt mindnek van szuprémuma). A természetes
szamok N halmaza a szokdsos rendezéssel nem teljes poset (és még csak nem is w-teljes poset),
pl. \/ N nem létezik. Egy ,,végtelen” legnagyobb elemet hozzavéve teljes poset lesz.

Hogy miért csak szuprémumrol beszéliink? Mert

Allitas

Teljes haléban minden részhalmaznak van infimuma is. J

d Bizonyitas ~

Legyen P teljes halo és X C P. Jelolje Y az X 0Osszes als6 korlatjanak halmazat, tehat
Y ={yeP:y<X}. Legyeny:=\Y. (Létezik, mert P teljes hdl6.) Azt allitjuk, hogy
y=N\X.

Eloszor is y < X, hiszen Y < X (mert Y az X-nek alsé korldtjaibdl &ll) és azt méar
lattuk, hogy ha \/ Y létezik, akkor Y < \/Y < X. Tehat y = \/ Y is als6 korldtja X-nek.
fgy eleme is Y-nak. Ha pedig egy halmaznak eleme a szuprémuma, akkor az egyben a
legnagyobb eleme is (hiszen minden eleménél nagyobb-egyenld, mert felsé korlat). Tehat
LY tényleg az X legnagyobb alsé korlatja.

J

Tovébba egy P teljes haléban \/ P is létezik, ez pedig a legnagyobb elem kell legyen. Tehét
teljes haloban mindig van legnagyobb elem, ennek jele pedig dltalaban T lesz.

Mivel 2 teljes halé, igy a P logikai programhoz rendelt Tp fliggvény (amiben infimumok és
szuprémumok vannak) tényleg mindenhol értelmezett (igy pl. nem baj az se, ha a jobb oldalon
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szerepl6 \/-ban végtelen sok elem &ll, és az sem, ha tires. Ha tires, akkor a ,,vagyolds” eredménye
0 lesz, a hal6 legkisebb elemef] )

Ha minden z € X-re P, teljes hél6 / teljes poset / w-teljes poset, akkor P = [] P, is az,
zeX

a szuprémumot pedig pontonként vehetjiik (azaz (\/ U)(z) = \/ (u(z))).
uelU

d Bizonyitas N\

Legyen U C P. Elészor is vegyiik észre, hogy ha u < v, akkor minden z € X-re u(z) < v(x)
(a P-beli pontonkénti rendezés def. szerint). Emiatt ha U linedrisan rendezett, akkor
minden x € X-re az U(z) := {u(z) : v € U} halmaz is az P,-ben, és ha U egy w-lanc (azaz
egy u; < ug < wug < ...sorozat), akkor U(x) is az.

Igy ha minden P, teljes halé, akkor a jobb oldali \/ U(z) szuprémum létezik (teljes haléban
minden szuprémum létezik); ha minden P, teljes poset, és U linedrisan rendezett, akkor
minden U(x) is linedrisan rendezett és igy \/ U(z) megint csak létezik; végiil, ha minden
P, w-teljes poset, és U w-ldnc, akkor minden U(x) is w-lanc, és igy \/ U(z) ilyenkor is
létezik. Tehat mindhérom esetben az u := \/(U(z)) képlet jobb oldala létezik.

Tovabba, u felsé korlat is: ehhez azt kell latnunk, hogy minden «' € U-ra v’ < u, ami
azzal ekvivalens, hogy minden z € X-re v/(z) < u(x), ami teljesiil, hiszen u(z) =

ésu eU.

Végiil, u a legkisebb fels¢ korlat: ehhez pedig legyen v is fels6é korlat, U < v. Azt kell
lassuk, hogy ekkor u < v, azaz minden = € X-re u(x) < v(z). Ez azért teljesiil, mert ha
U < w, akkor U(x) < v(z), tehat v(z) egy fels6 korlatja U(x)-nek, mig u(x) a legkisebb
L fels6 korlat.

Ezért példdul miven 2 egy teljes hélé, igy az értékadasok 27 posetje is teljes halo.

Nézziik most a P logikai programhoz rendelt Tp : 2¢ — 27 fiiggvényt, és prébaljunk
Osszefliggést keresni P modelljei és Tp kozt! Ime:

Allitss
Az u € 27 értékadds pontosan akkor modellje P-nek, ha Tp(u) < u. J

[

Bizonyitas ]

2h4t ezért volt anno az iires kl6z hamis, a 0-klézti CNF meg igaz.

6 2016,/09/05,/08:03:44



u modellje P-nek < wu minden P-beli klozt kielégit
< minden u szerint 1 értéki torzsh kloz feje is 1 értékl u szerint

< amelyik ¢-ra van p; A ... Ap, = q¢ € P, melyre

u(pr) = ... =u(p,) =1, arra u(q) =1
< amelyik ¢-ra Tp(u)(q) = 1, arra u(q) =1
& T < .
\ plu) su J

Az f(x) <z (és hasonld) tulajdonsagu elemeket el is nevezziik most:

d Definicio )

Ha P poset és f : P — P fliggvény, akkor = € P. ..

e az f prefixpontja, ha f(z) < z;

e az f posztfixpontja, ha x < f(z);

e az f fixpontja, ha z = f(x).

Tehat az eléz6 éllitdsbol és az Elsé Szabalybdl:

[ Ha P logikai program, akkor szemantikdja a T fiiggvénynek egy minimalis prefixpontja. )

Ez a Tp fliggvény azért ad nekiink egy jo szemantikat, mert ez egy tugynevezett monoton
fiiggvény, 2% pedig egy teljes poset, és teljes posetben monoton fiiggvénynek mindig van
legkisebb fixpontja. Ami az egyetlen minimalis prefixpontja lesz, igy ha ,,j6” szemantikat
akarunk, akkor azt kell valasszuk.

Lassuk ezeket a fogalmakat:

Definicié

Ha P, posetek és az f : P — @ fiiggvényre teljesiil, hogy x < y = f(x) < f(y), akkor
azt mondjuk, hogy f monoton.

Ha esetleg a P posetnek csak az alaphalmazarodl beszéliink és tobbféle rendezés is szoba keriilhet,
akkor a ,,monoton” sz6 elé magat a rendezést is beszurjuk, amelyikre nézve monoton. Tehat ha
pl. (P,<;) is poset és (P, <,) is poset, akkor a © <, y = f(z) < f(y) Osszefiiggést ugy fogjuk
hivni, hogy f ,,<,-monoton”.

Tehat, most azt szeretnénk belatni, hogy T monoton. Ennél tébbet fogunk beldtni: azt, hogy
Tp folytonos.

Definicidé

Legyenek P, () posetek és f : P — (@) fiiggvény. Ha tetszoleges nemiires X C P linearisan

rendezett részhalmazra, melyre \/ X létezik, igaz, hogy f(\/ X) = \/ f(z) (tehat pl ez a
zeX
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L jobb oldali szuprémum létezik is), akkor azt mondjuk, hogy f folytonos. )

Amiért azt mondjuk, hogy tobbet, az azért van, mert

d Allitas N\

LMinden folytonos fliggvény monoton. J

d Bizonyitas ~\

Legyen f : P — (@ folytonos fliggvény és x < y. Erdemes észrevenni, hogy = < y pontosan
azt jelenti, hogy V{z,y} = vy, hiszen a jobb oldalbdl kévetkezik, hogy y felsé korlatja z-nek,
azaz x < y; a bal oldalbdl pedig kovetkezik, hogy y fels6 korlatja az {z,y} halmaznak, és
mivel ha {z,y} < z, akkor y < z, igy legkisebb fels6 korlat.

Tehdt ha = < y, akkor {z,y} egy nemiires linedrisan rendezett halmaz, melynek
szuprémuma létezik, igy a folytossdg definicidja szerint f(y) = f(V{z,y}) = V{f(z), f(v)},
tehéat f(y) (a legkisebb) fels6 korlatja f(x)-nek és f(y)-nak, igy példdul f(x) < f(y), tehat
S f tényleg monoton.

Folytonos fliggvény minimalis prefixpontjait keresni ,,konny”, mert:

Allitas

Ha P egy w-CPO és f : P — P folytonos, akkor f-nek van legkisebb prefixpontja,
mégpedig \/ f"(L).

neN

(Ez a Tarski-féle fixponttétel.)

ﬁ Bizonyitas N\

Elészor teljes indukciéval belatjuk, hogy minden n-re f*(L) < f**1(1). Az n = 0 esetben
ez vilagos: fO(L) = L és L < f(L), hiszen L a P legkisebb eleme.

Ha pedig igaz n-re, akkor igaz n + l-re is: ha f*(1) < f**!(L), akkor alkalmazzuk f-et
mindkét oldalon, és hogy f monoton, kapjuk, hogy f"™(L) < f*2(L).

Tehat | < f(L) < f3(L) < f3(L) < ... egy w-ldnc, P pedig w-CPO, igy létezik az
x =\ f"(Ll) szuprémuma.
neN

Ez az x prefixpont is: f(z) = f(Va.f"(L)) = V.f(f"(L)) (a folytonossdg miatt)
= V,,f""(L). Ha megnézziik ezt a halmazt, ez az {f(L), f(L),...} halmaz; tetsz6leges
X-re VX = V(X U{L}) (hiszen ha a fels6 korldtja X-nek, akkor mivel L < a garantéltan
teljesiil, ekkor a fels6 korlatja X U{ L }-nak is, ha pedig a felsé korlatja X U{_L}-nak, akkor
X-nek is, mert X C X U{L}), ezért ez tovabb egyenld \/{ L, f(L), f2(L),...}-al, ami épp
.

Tehat ez a bizonyos x nem csak hogy prefixpont, de fixpont is.

Be kell lassuk még azt, hogy a legkisebb prefixpont. Ehhez legyen y egy prefixpont. Elég
azt megmutassuk, hogy minden n-re f"(L) < y, hiszen akkor azt kapjuk, hogy y ezen
elemeknek egy felso korlatja, x pedig a legkisebb felso korlatja és ebbdl x < y.
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Ezt megint teljes indukci6val tessziik: n = 0O-ra igaz, hiszen f°(L) = 1| < y minden
y-ra. Ha pedig igaz n-re, hogy f"(L) < y, akkor mindkét oldalon alkalmazva f-et és a
monotonitdst kapjuk, hogy f"™(L) < f(y) < vy, ahol az f(y) < y onnan jott, hogy y
prefixpont. Tehdt tényleg, f*™1(L) <y és az allitdst bebizonyitottuk.

Tehdt ha belatjuk, hogy Tp folytonos, akkor (mivel 27 teljes hdlé, ezért w-CPO is) a Tp
fiiggénynek lesz egy legkisebb prefixpontja, ha legkisebb, akkor ¢ lesz az egyetlen minimaélis
prefixpontja, ami pedig azt jelenti, hogy a P szemantikéja konkrétan ez a legkisebb (pre)fixpont
kell legyen, nincs mas lehetoség, ha be akarjuk tartani az Els6é Szabalyt az igazsagérték mini-
malizaldsarol.

Egyébként az el6bb lattuk, hogy ez a prefixpont egyben fixpont is lesz (és akkor nyilvan a
legkisebb fixpont is, hiszen ha legkisebb prefixpont, akkor minden prefixpontnak alsé korlatja,
a fixpontok pedig prefixpontok is). Ez nem véletlen:

Allitas

Ha f: P — P monoton fliggvény, és x egy prefixpontja, akkor f(z) is prefixpontja.

Bizonyitas

Ha f(z) < z, akkor f monotonitasat alkalmazva f(f(x)) < f(x), azaz f(z) is egy prefix-
pont.

Ha f : P — P monoton fliggvény, akkor f minden minimalis prefixpontja minimaélis
fixpont is.

Bizonyitas

egyenld; ha = minimélis, akkor kisebb nem lehet, tehat f(z) = z, fixpont. Tovabba ha
y < x is fixpont, akkor y prefixpont is, és ekkor a minimalitds miatt megint csak = = y.

Ezért

Ha f : P — P monoton fiiggvény és van legkisebb prefixpontja, akkor ez egyben a legkisebb
fixpontja is.

Bizonyitas

A legkisebb prefixpont minimalis prefixpont is, igy az el6z6 szerint fixpont; mivel minden
fixpont prefixpont is, a legkisebb prefixpont minden fixpontnak is alsé korlatja, tehat 6 a
legkisebb fixpont is.

Legyen x € P minimdlis prefixpont. Akkor f(x) < z is prefixpont, ami néla kisebb Vagy]
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Visszatérve a logikai programokra, azt lattuk, hogy Tp prefixpontjai a P modelljei. Koziiliik a
fixpontok milyen modellek? Olyanok, melyekben ; minden valtozé okkal lesz igaz”: csak akkor
lesz igaz egy ¢ valtozo, ha van is olyan ¢ fejii kléz, akinek igaz a torzse is (kiilénben Tp(u)(q)
hamis lenne, hiszen nincs igaz torzse, és akkor u # Tp(u), mert ¢-n eltérés van). Ezt el is
nevezzik

Definici6

A P program aldtdmasztott modelljei (supported model) a Tp fiiggvény fixpontjai. ]

Na tehat ha végre megmutatjuk, hogy T folytonos, akkor a logikai programok szemantikajaval
készen is vagyunk, mert mas nem lehet, csak a Tp legkisebb fixpontja.

Ehhez bevezetiink par miveletet fliggvényeken, melyekbdl eléall Tp és megmutatjuk, hogy
megorzik a folytonossagot. Az els6 a target tupling, ami lényegében arrdl szol, hogy sok
fliggvény eredményét egyetlen ,,vektorba” rendezziik.

Definicio
Ha f; : P — Q;, ¢ € I figgvények, akkor target tuplingjuk az az f = (fi)ier : P — [[ Qi

icl
fliggvény, melyre f(x)(i) = fi(z) minden i € I, x € P-re.

Ha csak két fliggvény van, f: P — @ és g : P — R, akkor egyszerlien (f, g)-vel jeloljiik a fenti
P — @ x R figgvényt.

Példaul Tp a kévetkezd Tp,, : 27 — 2, q € Z fiiggvények target tuplingja:
Tpaw) = \/  ulp) A Aup,),
P1A-.Apn—qEP

hiszen épp azt csindljuk, hogy minden ¢-ra kiszdmoljuk az 1j értéket (a ¢ fejii torzsek értékeinek
szuprémumaként), majd ezeket egy ,,Z-vel indexelt” vektorba rendezziik.

Allitas

Ha f; : P — Q;, @ € I folytonos fiiggvények, akkor target tuplingjuk is folytonos. J

d Bizonyitas ~

Legyen X C P a P-nek egy nemiires, linedrisan rendezett részhalmaza, melyre z* =

V X létezik. Ekkor minden i € I-re fi(z*) = \/ fi(x), mert f; folytonos. Tehat a
reX

szuprémum képe az i € I koordinatén f(z*)(i) = \/ fi(x). Ez pedig ugyanaz, mint a
reX
képek szuprémuma, hiszen [] Q;-ben a szuprémumot pontonként vessziik.
i€l
. J

Késébb hasznalni fogjuk azt is, hogy monoton fiiggvények target tuplingja is monoton: ha
minden f; : P — @; monoton, és z < y, akkor minden i € I koordinatara f(x)(i) = fi(z) <
fily) = f(y)(i), ahol f = (fi)icr, ami épp f(z) < f(y)-t jelenti a pontonkénti rendezésben.

Emiatt mar ha megmutatjuk, hogy mindegyik 7, folytonos, kapjuk, hogy T is az. A Tp,
fiiggvény egy szuprémumképzés, errdl is hasonldkat tudunk mondani:
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Ha f; : P — Q, i € [ fiiggvények és @Q teljes héls, akkor az fi-k szuprémuma is létezik (a
fiiggvények szokasos, pontonkénti rendezésében), f = \/ f; : P — @ az a fiiggvény, melyre

@) =V fi@).

el

Hasonlé médon ha @ teljes poset és az {f; : i € I} halmaz a fiiggvényeknek egy linedrisan
rendezett halmaza, akkor — mivel ebben az esetben minden x-re az {f;(x) : ¢ € I} halmaz a
(Q-nak egy linearisan rendezett halmaza lesz — a szuprémum megint csak 1étezik.

d Allitas N\

LHa fi: P — @, 1 € I folytonos fliggvények és szuprémumuk létezik, akkor az is folytonos. J

d Bizonyitas ~\

Legyen f = \/ f; a fliggvények szuprémuma és X C P a P-nek egy nemiires, linedrisan ren-

i€l
dezett részhalmaza, melyre z* = \/ X 1étezik. Meg kell mutassuk, hogy f(z*) = V f(x).
zeX
A bal oldalt kifejtve: f(a*) =\ fi(z*) =\ V fi(z). A jobb oldalt kifejtve: \/ f(x) =
i€l iel zeX zeX

V V fi(@).

rzeX i€l

Ez a két érték megegyezik, egybeesik \/  fi(z)-szel. Hogy ezt beldssuk, legyen y =
zeX,iel

V V fi(z). Akkor \/ fi(x) <y minden ¢ € [-re, aminek kovetkezménye, hogy fi(z) <y

i€l zeX zeX

minden i € [-re és x € X-re, tehat y felsé korldtja az {fi(z) : i € I,z € X} halmaz-

nak. Most megmutatjuk, hogy a legkisebb felso korlatja: legyen z is egy felso korlatja

ennek a halmaznak. Akkor z fels6 korldtja minden rogzitett ¢ € I-re a {fi(z) : x € X}

halmaznak is (mert ez részhalmaza az el6zének). Tehdt minden ¢ € I-re \/ fi(z) < z.
rzeX

fgy szuprémumuk, ami épp vy, is alsé korlatja z-nek, tehat y < z. Annak igazolasat, hogy

V V fi(x) is egybeesik  \/  fi(x)-szel, X és I szerepének felcserélésével kapjuk.
zeX icl ceX icl

J

Igy tehdt most mar csak annyit kell beldtnunk, hogy az u — wu(p1) A u(ps) A ... u(p,) alaki
fliggvények folytonosak (mert a Tp , fiiggvények ilyenek szuprémumaként dllnak el6).

Itt most fontos, hogy ez egy véges konjunkcié, nem pedig egy esetleg végtelen infi-
mumképzés, az nem folytonos.

Az ilyen alaki fiiggvények gy allnak el6, hogy vessziik el6szor az u +— (u(p1), u(pa), .- ., u(pn)),
27 — 2" fiiggvényt, majd ennek az eredményre alkalmazzuk az A, : 2" — 2 n-tényezOs
konjunkciot. Ezekrdél ha megmutatjuk, hogy folytonosak, és még hogy két folytonos fiiggvény
kompozicidja is folytonos, akkor készen vagyunk.

Definicidé

Ha f : P —- @ és g : Q@ — R fuggvények, akkor kompoziciéjuk, go f : P — R az
(go f)(x) = g(f(x)) fiiggvény.
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Allitas ~

Y

LFolytonos fliggvények kompozicidja is folytonos. J

ﬁ Bizonyitas N\

Legyen f : P — (@ folytonos, g : Q — R folytonos és X C P egy nemiires, linearisan
rendezett részhalmaza P-nek, melyre z* = \/ X létezik. Meg kell mutassuk, hogy (g o

Nm) =V (go f)().

zeX

Mivel f folytonos, igy monoton is, tehdt az f(X) = {f(z) : + € X} részhalmaza R-nek
is egy nemiires linedrisan rendezett halmaz. Az f folytonossdga miatt f(x*) =/ f(X).
Mivel eszerint f(X) is nemiires linedrisan rendezett halmaz, 1étez6 szuprémummal, igy g

| folytonossiga miatt g(f(x")) = 9(V/ f(X)) = V,ex (£ (x). )

Késobb még hasznélni fogjuk azt is, hogy monoton fiiggvények kompozicidja is monoton: hiszen
ha f: P — @ és g : @ — R monotonok és z < y P-ben, akkor f monotonitdsa miatt
f(z) < f(y), igy g monotonitdsa miatt g(f(z)) < g(f(y)).

Allitas

Tetsz6leges véges n > O-ra az A\, : 2" — 2, (x1,...,2,) — x1A. .. Az, figgvény folytonos.]

d Bizonyitas ~

Legyen U C 2™ egy nemiires, linedrisan rendezett részhalmaza 2"-nek, melyre u* = \/ U
létezik. Mivel 2" véges, igy U is véges, egy véges linedrisan rendezett részhalmaz pedig
felithatd U = {uq, ..., ux}, ug < wup < ... < uy alakban. Ekkor \/ U = wy.

Két eset lehetséges: ha up, = (1,1,...,1), akkor A, (ux) = 1, és ekkor persze \/ A,(u) =1,
uelU
hiszen u;, € U és 1 a 2 legnagyobb eleme.

Ha pedig u;, tartalmaz nullat, mondjuk wuy (i) = 0, akkor mivel minden j-re u; < uy, igy
minden j-re u;(i) = 0. Ekkor A,(u;) = 0, és mivel minden egyes u;-re A,(u;) szintén 0
(u;(i) = 0 miatt), igy szuprémumuk is 0.

L Tehat mindkét esetben megegyezik a képek szuprémuma a szuprémum képével. )

Mar csak az u — (u(p1),...u(p,)) alaki fiiggvényekrdl kell megmutassuk, hogy még az is
folytonos, és mar be is lattuk, hogy Tp is egy folytonos fliggvény. Az ilyen alaku fiiggvények
pedig az u — wu(p;) alaki fliggvények target tuplingjai, amir6l mar lattuk, hogy megérzi
a folytonossagot. Tehat mér csak az u +— wu(p) alaku fliggvények folytonossagat kell iga-
zoljuk.

Definicié

Ha P;, i € I posetek és j € I, akkor a j. projekcié a w; : [[ B, — Pj, m;(u) = u(j)
i€l
fiiggvény.

12 2016,/09/05,/08:03:44



Allitas
A projekcidk folytonosak. J

d Bizonyitas N\

Legyenek P;, i € I posetek és j € I. Legyen tovabbd U a P = [] P; posetnek egy nemiires,
i€l

linedrisan rendezett részhalmaza, melyre \/ U létezik. Ekkor az U(j) = {u(j) : v € U})

halmaz is linedrisan rendezett (P;-ben), és tudjuk, hogy a direkt szorzatban a szuprémumot

pontonként vessziik, azaz 7,;(\/ U) = (\VU)(j) = V(U (y)) = V 7;(u).

\ uelU y

Ezzel belattuk, hogy Tp folytonos, hiszen target tuplingja olyan fliggvényeknek, melyek

folytonos fiiggvények (projekcidk) target tuplingjanak és folytonos fiiggvénynek (a A, véges

konjunkciénak) kompozicidjaként allnak eld, igy a fenti allitdsok Gsszessége szerint 6 is folytonos.

Mivel pedig Tp folytonos, igy van egy legkisebb (pre)fixpontja, mely el6dll \/ T7(L) alakban
neN

(L a 2%7-ben az az értékadds, melyre minden valtozé értéke 0).

Azt kaptuk tehat, hogy

Egy P logikai program egyetlen ,,j6” szemantikaja az, melyet a Horn-algoritmus eléallit: a
Tp fiiggvény legkisebb fixpontja.

(azzal, hogy ez az ,,el6éllitas” esetleg végtelen sok 1épésen keresztiil zajlik, ha Z végtelen, mint
pl. az els6 példankban is.)

Definicid

A P program kanonikus szemantikaja a Tp fliggvény legkisebb fixpontja. )

Altaldnos logikai programok szemantikdja

Az el6z6 részben un. negaciomentes logikai programokrol volt sz6 végig, és a folytonossagnal ki
is hasznaltuk, hogy negélas sehol nincs. Ebben a részben szemantikat fogunk rendelni altaldnos
logikai programokhoz (pl. a prolog tamogat ilyet), melyeknek a torzsében negalhatjuk is a
valtozdkat:

Definicidé

Altaldnos logikai program ¢; Als A ... £, — p alaki kl6zok (esetleg végtelen) halmaza, ahol
az l;-k literalok, p pedig valtozé.

A péaros-paratlan példank itt pl. lehet ez:
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— even(0)
—even(z) — even(s(x))

Ennek is elkészithetjiik a Herbrand-kiterjesztését, = helyébe behelyettesitve az sszes s™(0)
alaptermet. Egy modell itt is lehet ugyanaz, mint korabban: even(s"(0)) pontosan akkor igaz,
ha n paros. De ennek a programnak is (mint mindnek) modellje a konstans igaz értékadas is
(megint azért, mert minden kléznak van egy feje, ami egy valtozd).

Tovabbra is értelmezhetjiik a P programhoz rendelt Tp : 27 — 27 fiiggvényt gy, hogy
., kiértékeljitk w szerint a torzseket és Tp(u)-ban ¢ akkor lesz igaz, ha van ¢ fejli, u szerint
igaz torzsi programkloz”, azaz

Tp(u)(r) := \/ w(pr) A oou(pn) A ou(q) A .oou(ge),
PIN . APRASGIA. . Aq—TEP

és ez a fliggvény persze azért okossag, mert tovabbra is Tp prefixpontjai a P modelljei. fgy
kereshetiink modellt, alatdmasztott modellt, minimalis alatamasztott mode

NEM

...nem? nem. Azért nem, mert ez a Tp fliggvény még csak nem is monoton. Pl. ha a
programunk annyi, hogy —p — p, akkor Tp(0) = 1 és Tp(1) = 0, nincs fixpontja, nincs
kétértéki alatdmasztott modellje!

Valamit tenni kell. A kétértékii logika nem lesz elég, ez latszik.

Ahhoz, hogy mégiscsak tudjunk , alatdmasztott” modellrél beszélni, harom-, és négyértékii
logikat fogunk hasznalni’l Ezekben a logikdkban igazsdgértékintervallumokkal fogunk dolgozni:
pl. (0,0) lesz a csak a 0-t tartalmazé intervallum, (1,1) a csak az l-et, (0,1) a mindkettt,
(1,0) pedig az iires intervallum.

Folytassuk egy kis matekkal, dltalanosabban.

Ha L egy poset, akkor az L x L = L? halmazt felfoghatjuk mint az intervallumok hal-
mazat.

Definici6

Az (z,y) € L? intervallumot konzisztensnek hivjuk, ha x < y. ]

Az L? poseten két rendezést is bevezetiink: a <, ,igazsdgérték szerinti” rendezést és a <,
,,preciziés rendezést”. Mégpedig igy:

Definicié ]

3Vannak, akik nem ezt csindljik; az altaldnos logikai programok szemantikéja terén nem mindig vildgos,
hogy mi a ,,j6” szemantika. . .

14 2016,/09/05,/08:03:44



Tehat a <; két intervallum kozt akkor all fenn, ha az egyik intervallum mindkét végpontja
legaldbb akkora, mint a masik intervallum megfelelé végpontja; a <, pedig akkor, ha az egyik
intervallum tartalmazza a masikat.

Mindkét rendezés szerint el6 fog fordulni, hogy infimumot vagy szuprémumot vesziink; a V és
A jeleket a <; rendezés szerinti szuprémumra és infimumra hasznaljuk, a @ és ® jeleket pedig
a <, rendezés szerinti szuprémumra és infimumra.

Ha L teljes halé, akkor L x L is az mindkét rendezéssel: \/(z;,y;) = (Vay, Vy;) és (x5, ;) =
(Va;, Ay;). Ebbél az -t megnézzik: egyrészt (Va;, Ay;) 1étezik, mert L teljes hald, melyben
minden szuprémum és infimum is 1étezik. Masrészt @-ra nézve fels6 korlatja az (z;,y;) ele-
meknek, hiszen z; < V,;x; és A;y; < y; minden j € I-re fenndll, tehat (z;,y;) <, (Vixi, Aiyi).
Harmadrészt, ha (x,y) szintén fels6 korlat, akkor (x;,v;) <, (x,y) minden i-re, azaz x; < x min-
den i-re (tehat V;z; < x) és y < y; is minden i-re (tehat vy < Ay;), azaz (V,x;, Aiyi) <, (2,y).
Példaul, ha L = 2, akkor L? elemeinek a szokasos jelolése t = (1,1) (ebben az intervallumban
csak az 1 van, tehat ez az ,jigaz” érték), f = (0,0) (ebben csak a 0, ,hamis”), L = (0,1)
(ebben a 0 és az 1 is, ,,unknown”) és T = (1,0) (ez iires, ,,inkonzisztens” érték, a mésik hdrom
konzisztens).

Ebben a héléban a két rendezés: f <, L. T < tés L <, f,t <, T. (Ez utébbi
megmagyarazza azt is, hogy miért épp a L és T jeleket vélasztottuk.)

Ha L = 2%, akkor w = (u,v) € 2% x 2% minden ¢ valtozéhoz egy ilyen intervallumot rendel:
u(q) adja meg az intervallum bal végpontjit, v(q) pedig a jobb végpontjit. Azaz g-hoz az
(u(q),v(q)) intervallumot.

Egy f : L? — L3 figgvény mindig felirhaté [ = (fi, fo) alakban, fi, fo : L3 — Lo, az fi
szamitja ki az f(z,y) fiiggvény eredményének els6 koordinatajat, az fo pedig a méasodikat.

A 2 x 2 halmazon a negdlas miiveletét definidlhatjuk a kovetkezoképpen:

Definici6
—(z,y) = (—y, ~x). ]

Ez azért ,,j6” definicid, mert -t = —(1,1) = (—1,-1) = (0,0) = f és =f = —(0,0) = (=0, -0) =
(1,1) = t, tehat az igaz-hamis értékeket cseréli, tovabba -1 = —(0,1) = (=1,-0) = (0,1) = L
és hasonldéan - T = T, ami egyezik azzal az intuicioval, hogy ismeretlen érték negaltjarol
tovabbra sem tudunk semmit, lehetetlen érték negaltja pedig szintén lehetetlen.

Szamunkra fontos tulajdonsaga, hogy

Allitas

A negéalas <,-monoton, ]

vagyis ha (z,y) <, («/,y), akkor —=(z,y) <, = (2", ¢/).
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Bizonyitas

akkor x < 2’ és v < y, ekkor pedig —y < -y és —2' < -z, tehdt

Ha (:L‘7y) SP (:Elay/)7
) Sp (_‘yla _|.T,) = _'<33/, y/)

=(z,y) = (-y, ~

Megprébalhatjuk vizsgalni a P programhoz rendelt Tp fliggvényhez analég médon bevezetni
azt a Op 1 (2 x 2)% — (2 x 2)Z fiiggvényt, melyben ,.az r véltoz6 1ij értéke az r fejii kldzok
torzseinek értékének szuprémuma”, mint ahogy Tp-ben is tettiik:

Definicidé

= \/ w(pr) A ... ANw(pn) A —w(gr) A ... ~w(qy).

PIN AP AGIA...Aq—TEP

Tehat, w megad minden valtozénak egy intervallum-értéket, ezeket a negativ literalok esetében
a most bevezetett negaldssal negaljuk, majd <; szerint vessziik ezeknek az értékeknek az infi-
mumat, igy kapjuk meg egy torzs értékét, és az r feji torzsek igazsagértékeinek a <, szerinti
szuprémumat kapja meg 1j értéknek a valtozo.

Matematikailag konnyebben lesz vizsgalhaté ez a ®p fiiggvény, ha nem (2 x 2)7 — (2 x 2)?
fliggvényként, hanem egy Up : (22 x27) — (27 x 2%) fiiggvényként kezeljiik. Lattuk, hogy 27 x
27 halmazt tigy képzeljiik el, melynek egy w = (u,v) eleme szintén minden Z-beli valtozénak
ad egy intervallumértéket, mégpedig tigy, hogy u adja meg az intervallum bal, v pedig a jobb
végpontjit. Azaz a q véltozé értéke ekkor (u(q),v(q)) lesz.

Mivel ez a Up fiiggvény két halé direkt szorzatédba képez, igy felirhaté Wp = (fp, gp) alak-
ban (tehat fp szdmolja minden véaltozénak az 1ij intervallum bal végpontjéit, gp pedig a jobb
végpontjat).

Ha a p valtozé értéke az (u(p),v(p)) intervallum, akkor ennek bal végpontja u(p); a —q literdl
értéke pedig az (—v(q), 7u(q)) intervallum, melynek bal végpontja pedig —v(q). Ezért a fenti
®p fiiggvénynek a bal végpontjait kiszamold fp fliggvényt igy tudjuk felirni:

Definicidé

= \/ u(pr) Ao Au(pn) A=v(q) Ao A =o(gg).

PN APRATGIA...A—q—TEP

Teljesen hasonl6é gondolatmenettel az intervallumok jobb oldalat kiszamito gp fiiggvény:

gp(u,v)(r) := \/ v(p1) Ao Av(pn) A —ulgr) Ao A —u(ge).

PINAPRATQIN.  ADq—TEP

Amiért pedig konnyebb lesz kezelni ezt a fliggvényt ebben a Wp alakban: vegytik észre, hogy
f-ben és g-ben u és v szerepe felcserélodik, azaz

fr(u,v) = gp(v,u).

Ez egy nagyon fontos tulajdonsiaga ¥p-nek, el is nevezziik:
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Definicidé

Az f = (f1, f2) : L3 — L2 fiiggvény szimmetrikus, ha fi(z,y) = fo(y, ) minden z,y € L;-
re.

Most a célunk belatni, hogy a Wp fiiggvény <,-monoton is. (Azaz azt, hogy ha (u,v) <, (u/,v'),
akkor Up(u,v) <, Up(u/,v'). Itt u,v € 27; ahogy eddig is, a <, a pontonkénti rendezést
jelenti, tehdt (u,v) <, (v/,v’) akkor 4ll fenn, ha u < v’ és v' < v igaz 27-ben, az pedig akkor,
ha tetszéleges ¢ € Z valtozora u(q) < u'(q) és v'(q) < v(q).) Ehhez az fp fluggvényt fogjuk
nézegetni.

Szimmetrikus fiiggvények <,-monotonitdsardl a kovetkezdét tudjuk mondani:

Allitas

Egy f = (f1, f2) : L? — L3} szimmetrikus fliggvény pontosan akkor <,-monoton, ha az fi
figgvény <,-monoton,

azaz ha © < 2’/ és y < y (vagyis ha (z,y) <, (2/,v')), akkor fi(z,y) < fi(2',y') (az Lo-beli
rendezés szerint).

ﬁ Bizonyitas N\

Tegyiik fel, hogy (z,y) <, (’,3). Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:
p

fl,y) <, f(oy) & filr,y) < A@Y) AN LEY) < faole,y) (S, def)
& filz,y) < il y) AN AW, D) < fily,z)  (szimmetria),

tehat a <,-monotonitasbdél valéban kovetkezik az f; fiiggvény <,-monotonitdsa is, és
visszafelé is, ha fi(z,y) < fi(2',y') mindig teljesiil, ahdnyszor = < 2/, ¢/ < y, akkor
az r és y, valamint a vesszék szerepének felcserélésével kapjuk, hogy fi(y/,2') < fi(y,x)

L szintén igaz, ami egyiitt implikdlja az f fiiggvény <,-monotonitasat. )

Mivel tehat azt mar lattuk, hogy Up egy szimmetrikus fiiggvény, igy ha azt is belatjuk, hogy
fr egy <,-monoton fliggvény, akkor kapjuk, hogy ¥Up is <,-monoton.

d Allitas )

LAZ fp figgvény (igy a Up fiiggvény is) <,-monoton. J

d Bizonyitas N\

Egy p pozitiv literdl kiértékelése, az (u,v) — u(p) figgvény <,-monoton, hiszen ha
(u,v) <, (v, 0"), akkor v <, ami def. szerint azt mondja, hogy u(p) < v'(p).

Egy g negativ literal kiértékelése, az (u,v) — —v(q) fliggvény szintén <,-monoton, hiszen
ha (u,v) <, (¢/,v"), akkor v/ < v, ami def. szerint azt mondja, hogy v'(¢) < v(q), ekkor
pedig —ﬂ)(q) < —|U/<q).

Azt pedig mér lattuk, hogy monoton fiiggvények szuprémuma/infimuma szintén monoton
lesz (az infimumot hasznaljuk egy-egy torzs kiértékelésénél, a szuprémumot pedig a torzsek
eredményei szuprémuménak képzésénél), igy minden r valtozo esetén az r véaltozé Gj értékét
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eléallits 27 x 22 — 2 fiiggvény <,-monoton, az egész fp fliggvény pedig ezek szerint <,-
monoton fliggvények target tuplingja, tehdt szintén <,-monoton.

Sajnos a ¥p fliggvény nem <,-folytonos, igy nem tudjuk alkalmazni a korabbi tételiinket, misz-
erint w-CPO-ban folytonos fliggvénynek mindig van legkisebb (pre)fixpontja. Célunk most bebi-
zonyitani azt, hogy teljes posetben monoton fiiggvénynek is mindig van legkisebb (pre)fixpontja.

Ehhez el6szor nézziink egy példat. Legyen a posetiink az L = Rs¢ U {oo} nemnegativ valos
szamok halmaza a szokasos rendezéssel, kibovitve egy oo legnagyobb elemmel. Ez egy teljes
poset, sOt egy teljes hald, minden részhalmazanak van szuprémuma. Legyen az f : L — L
fliggvény a kovetkezd: az r = n — a valds szamhoz, ahol n egész, a pedig egy (0, 1]-be es6 valos
szam, rendelje az f(r) =n — a/2 valést. Tehat: vegyiik az r-nél els6 nagyobb n egész szamot,
és felezziik meg a tavolsagot r és n kozt. Azaz pl. f(1/2) = 3/4, £(0.9) = 0.95, f(0) = 1/2,
f(5) = 5.5. Legyen tovabba f(o0) = co. (Igen, ez az egy fixpontja van.)

Ez a fiiggvény ellenérizhetéen monoton, viszont nem folytonos: pl. ha X = [0, 1) az 1-nél kisebb
nemnegativ valésak halmaza, akkor f(X) = [0.5,1) lesz, ennek a halmaznak a szuprémuma 1;
azonban, X szuprémumdnak (1-nek) az f melletti képe 1.5, tehdt a szuprémum képe nem
ugyanaz, mint a képek szuprémuma.

A (legkisebb) fixpontot mégis ,.el tudjuk érni” a folytonos esethez hasonlé iteraciéval: kiindu-
lunk a 0 (legkisebb) elembdl, alkalmazzuk az f-et: 1/2,3/4,7/8,.... Majd a ,,végtelenedik”
iteracioban megkapjuk az f"(0) értékek szuprémumat, 1-et. (Ez eddig pontosan ugyanaz, mint
amit a folytonos esetben csindltunk, ott ez automatikusan egy fixpont lett.) Most az 1 nem
fixpont, iterdlunk tovabb: 3/2,7/4,15/8,.... Ismét a kovetkezd ,,végtelenedik” iterdciéban
elérjiik a 2-t, de ez sem fixpont, ha tovabb alkalmazzuk az f-et, kapjuk a 2.5,2.75, ... értéket,
ujabb végtelen sok 1épés utan az el6zoek szuprémumaét, 3-at, ijabb végtelen sok lépés utan a
4-et, és ,,végtelenszer végtelen” iteraciéban egyszer csak elérjiik a co elemet, ami mar fixpont
lesz.

Ez a médszer altalaban is mikodik. Ahogy pedig hivjak: transzfinit indukcié.

Erzékelhetoen az torténik, hogy a sorozatot nem ,,csak” a természetes szamokkal, hanem
,,valami massal” indexeliink. Amivel indexeljiik a sorozatunkat, azt ugy hivjak, rendszam.

A rendszamok matematikdjanak a megalapozasa énmagaban egy fél féléves anyag lenne. Amit
alkalmazni fogunk beldle, azokat bizonyitas nélkiil felsoroljuk itt:

1. A 0 egy rendszam.
A rendszamok kozt van definidlva egy részbenrendezés. A 0 a legkisebb rendszam.

Rendszamok barmilyen nemiires halmazanak van legkisebb elemeﬂ

- W N

Ez azt is jelenti, hogy ha « és ( rendszamok, akkor az {«, 5} halmaznak van legkisebb
eleme, tehat vagy a < (3, vagy 8 < a. Azaz rendszamok barmilyen halmaza linearisan
rendezett.

5. Rendszamok tetszéleges halmazanak van szuprémuma (ami szintén egy rendszam).

6. Tetszoleges o rendszamra az a-nél kisebb rendszamok mindig halmazt alkotnakﬂ

4Ezt gy hivjak, hogy ,,jélrendezve” vannak.

5Ahogy az Osszes halmazok egyiitt nem alkotnak halmazt, mert ahhoz tdl sokan vannak — ezt tanultuk
logikabol — , gy az Osszes rendszam sem alkot halmazt, ahhoz 6k is til sokan vannak. Ez az allitas viszont azt
mondja, hogy ha van egy ,.fels6 korlat” rendszam, akkor az anndl kisebb rendszamok még halmazt alkotnak,
tehat pl. van szuprémumuk is.
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7. Ha a egy rendszam, akkor van egy olyan a + 1-gyel jelolt rendszam, amire a@ < a + 1,
és minden S rendszamra ha a < 3, akkor a + 1 < 3. Tehat a + 1 az o utan kévetkezo

elsd rendszam{’ Az ilyen, o + 1 alakban el3allé rendszdmokat rékovetkezd rendszamnak
hivjak.

8. Azok az a rendszamok, amik nem a nulla és nem réakovetkez6 rendszamok, azok un.

limesz rendszamok, és elédllnak o = \/ f alakban, tehét a naluk kisebb Osszes rendszam
B<a
szuprémumaként.

9. Rendszamokra lehet transzfinit indukciot csinalni: ha a P tulajdonsag

e igaz a 0 rendszamra,
e ha igaz az a rendszamra, akkor igaz az o + 1 rendszamra is,

e ¢és haigaz az a (limesz) rendszamnél Gsszes kisebb f rendszéamra, akkor igaz a-ra is,

akkor P igaz az Osszes rendszémram. (A teljes indukcié mdédszere az elsé két pontot
hasznalja, ekkor az Osszes természetes szamra igaz P; ez nem véletlen, mert a természetes
szamok éppen a 0, 1, 1+ 1, 1 + 1+ 1,...rendszamok: mindnél van eggyel nagyobb.

10. Tetszoleges X halmazra igaz, hogy létezik akkora ax rendszam, melyre az ax-nél kisebb
rendszamok halmaza nagyobb szémosségﬁﬂ, mint Xﬂ

Nézziink példakat par relative kicsi rendszamra. A 0 egy rendszam, azt mondtuk. Akkor a 0
utani elsé rendszam a 0 + 1, jelolhetjiik 1-gyel. Az azt koveto az 1 + 1, jelolhetjik 2-vel. Az
azt kovetd a 3-mal jelolt 2 + 1 (vagy aki hardcore, annak 0+ 1+ 1+ 1). fgy tovabb, minden
természetes szam egy rendszam is.

Viszont a természetes szamok halmaza ezek szerint rendszamok egy halmaza, és a fenti 6todik
pont szerint akkor van az ¢ szuprémumuk, ami szintén rendszam. A szuprémumuk nyilvan nem
lehet egy természetes szdm sem (mert anndl lenne nagyobb természetes szam), hanem ,,valami
1j”: ezt jelolik w-val. (Tehat w az els6 végtelen rendszam, és az elsd limesz rendszam egyben.)
Az eloz6 fiiggvényes példaban pl. az w. 1épésben értiink el az 1-ig.

Mivel pedig az w egy rendszam, ezért van néla is eggyel nagyobb, ezt w + 1 jeldli, az annal
1-gyel nagyobbat w+ 2, majd w+ 3, stb. A sorozatunk ennyiedik indexeinél jartunk, amikor az
1.5,1.75,1.875, ... szamokon haladtunk végig. Viszont az {w,w + 1,w + 2,w + 3,...} halmaz
az megint rendszamok egy halmaza, tehat van szuprémuma, ami megint egy ,,1j” dolog kell
legyen, mert ebben a halmazban nincs legnagyobb elem, tehat a szuprémum ezeken kiviil esik,
jelolje mondjuk w + am Jelolhetjik ezt épp w x 2-vel is. Persze ezutan jonnek az w x 2 + 1,
w X 2+ 2,...rendszamok, majd ezek limesze az w X 3, és igy tovabb, megkapjuk az w x4, w X 5,
... rendszamokat is, majd ezek limeszeként rendszam lesz az w X w, amit az elobb gy hivtunk,
hogy ,,végtelenszer elszamoltunk végtelenig”, és ekkor kaptuk meg a co-t mint fixpontot.

Az w x w, avagy w? még mindig egy relativ kicsi rendszadm, ha egymds utén tesziink belSle w
sokat, kapjuk az w®, w*,...rendszdmokat, majd limeszként megint az w*-val jeldltet, nagyon

5Ezt mondhatnank dgy is, hogy ,,az a-nal nagyobb rendszdmok kozt van legkisebb elem, jel6ljiik o+ 1-gyel”.
Ez kicsit veszélyes, mert az a-nal nagyobb rendszamok viszont nem alkotnak halmazt. . .

"Ez egyébként pont azért van, mert jélrendezve vannak.

8ebbe most ne menjiink bele

9Na pont ez az a tulajdonsig, ami miatt rendszamokkal indexeliink: akér kontinuumig vagy sokkal tovabb
is tudunk szamolni veliik.

10jelezném, most tartunk ott, mint Chuck Norris
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sokdig el lehet szamolni igy és még mindig nagyon az elején tartunk. Akit érdekel ennél
mélyebben, nézzen wikit.

Es akkor most bebizonyitjuk, hogy

Allitas

Ha P egy teljes poset, f : P — P pedig egy monoton fliggvény, akkor f-nek van legkisebb
(pre)fixpontja.

Jelolje 6t k(f).

d Bizonyitas N\

Minden « rendszamhoz fogunk rendelni egy x, € P elemet a kovetkezo szabalyokkal:

e 1o = L, a poset legkisebb eleme. (Van neki, mert teljes.)

e Ha o = 4 1 rdkovetkezd rendszam, akkor legyen z, = f(zs). (Ezt csindltuk a
folytonos fiiggvények esetén is.)

e Ha « limesz rendszam, akkor legyen x, = \/ x3. (Ezt nemsokara latni fogjuk, hogy
B<a
mindig létezik, mert az {3 : f < a} halmaz linedrisan rendezett.)

El6szor is be akarjuk bizonyitani azt, hogy ha o < 3, akkor x, < z5. Ez a 8 = 0 esetre
vildgos, mert ha o < 0, akkor aw = 0 és x, = xg. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz az Osszes
(-nal kisebb rendszamra (tehat ha oo <y < g, akkor z, < z,), ebbdl bebizonyitjuk, hogy
igaz [-ra is.

Ha g limesz rendszam, akkor a $-nél kisebb rendszamokra az indukcios feltevés igaz, azaz
ha a < v < B, akkor z, < z,. Ez azt is jelenti, hogy az {z, : @ < 8} halmaz linearisan
rendezett (mert rendszamok tetszéleges halmaza az és a f-nél kisebb rendszdamok halmazt
alkotnak, igy az z,-k is), tehdt a szuprémum az z3 = \/ z, képletben tényleg létezik,
a<f
mert P teljes poset. Tovébbd, tetsz6leges a < f rendszamra nyilvan z, < \/ z,, hiszen
<8

T, eleme a halmaznak, melynek szuprémumat vessziik.

Most legyen 8 = v + 1 rakovetkez6 rendszam. Ekkor a -nél kisebb rendszamok: a ~-nél
is kisebb rendszamok és maga . Ha o < 7, akkor az indukcios feltevés szerint z, < x5,
tehdt elég azt belatnunk, hogy x, < z3 = f(z,). Harom eset lehetséges: v vagy a nulla,
vagy egy rakovetkezo rendszam, vagy egy limesz rendszam.

Ha v =0, akkor =, = L és persze L < f(L), mert L a poset legkisebb eleme.

Ha v = 0+1 rdkovetkezo rendszam, akkor az indukcids feltevés szerint x5 < . Alkalmazva

f monotonitasat azt kapjuk, hogy f(zs) < f(z,), ami, mivel § +1 = és v+ 1 = 3, épp

azt jelenti, hogy z, < wg.

Végiil, ha v = \/ § limesz rendszdm, akkor a definicié szerint z, = \/ x;. Tovdbbda, mivel
o<y o<y

Zs41 < X, is igaz minden § < 7-ra (tovabbra is mert 7 limesz, igy § 4 1 is kisebb y-ndl, és

itt alkalmazhatjuk az indukcids feltevést), ezért \/ w541 < z, is igaz, tehat =, = \/ x541.
o<y d<y
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Ha 0 < «, akkor alkalmazva az indukcids feltevést kapjuk, hogy x5 < x,, ebbdl f
monotonitasa miatt kapjuk, hogy f(zs) < f(z,), azaz a sorozat definicidja szerint
Top1 < Typ1 = xg. Tehdt xg egy felsd korlatja az {511 : 6 < B} halmaznak, z., pedig a
legkisebb felsckorlatja, igy x, < x3 tényleg fennall.

Vagyis igazoltuk, hogy a sorozat jéldefinidlt és ha o < 3, akkor z, < z3.

Most pedig alkalmazzuk, hogy rendszambdl mindig van elég: legyen o egy olyan nagy
rendszam, melyre az a-nal kisebb rendszamok halmaza nagyobb szdmossagi, mint L!
Akkor az a — z, fiiggvény nem lehet injektiv (errél sz6l a nagyobb szdmossag egyébként:
egy halmaz nagyobb szdmossagi, mint egy masik, ha nem lehet injektiven beleképezni),
tehat vannak kiilonb6z6, mondjuk 8 < v < « rendszdamok, amikre zg = z,. Akkor 8 + 1-
re is igaz, hogy xs = x4y (hiszen § < f+ 1 < v miatt 25 < 2511 < z,, de a két
sz¢é1s6 egyenld). Vegyiik a legkisebb ilyen f rendszdmot (tehdt az a-ndl kisebb olyan ~
rendszamok koziil, melyekre z, = x,41, ilyen ezek szerint van, vegyiik a legkisebbet).

Erre a f-ra zg = x541 = f(z3), tehdt x5 egy fixpont.

Most még megmutatjuk azt is, hogy x3 a legkisebb prefixpont. Ezt megint transzfinit
indukcioval tessziik: megmutatjuk, hogy ha x prefixpont, akkor minden z, rendszamra
Ty < T

Az a = 0 rendszamra ez igaz, mert ro = L < x minden x-re.

Ha o = v + 1 rdkovetkezd rendszam, akkor indukcié szerint z, < z, alkalmazva f mono-
tonitdsat kapjuk, hogy =, = f(z,) < f(z) < x, mert x prefixpont.
Haa = \/ «limesz rendszam, akkor x, = \/ z,. Indukcid szerint ezen z.,-k mindegyikére

y<a y<a
z, < z, tehat = egy felsé korlatjuk, z, pedig a legkisebb fels6 korlatjuk, igy z, < x ekkor

is igaz.
Tehat az x, sorozat tetszoleges elemének barmelyik prefixpont felso korlatja, igy az x,
(pre)fixpont, amit kaptunk, valéban a legkisebb prefixpont, és igy a legkisebb fixpont kell

legven.
\_ &Y J

A bizonyitasban definidlt z, sorozatot Kripke-Kleene fixpontiteraciénak, az ezzel kapott
legkisebb fixpontot pedig Kripke-Kleene fixpontnak hivjdk. (Ezért jeloli k(f).)

Mindezt azért csinaltuk, hogy az altaldanos logikai programoknak szemantikat rendeljiink, a
Kripke-Kleene szemantika éppen ez: a P altalanos logikai program szemantikdja legyen a WUp
fliggvény legkisebb (pre)fixpontja a <, rendezés szerint (ami van, mert Up-r6l mar lattuk, hogy
<,-monoton, a 27 x 27 halmaz pedig teljes hald, tehat teljes poset is).

Hogy a WUp fiiggvény egyszerre szimmetrikus és <,-monoton is, annak van par hasznos
kovetkezménye, pl. hogy ebben a legkisebb fixpontban nem fog szerepelni a T inkonzisztens
érték. Ezeket a fliggvényeket el is nevezziik:

Definicid

Az f: L? — L? fiiggvény approximdcids fiiggvény, ha szimmetrikus és <,-monoton. ]

Azt mér lattuk, hogy minden <,-monoton fliggvénynek van legkisebb fixpontja (a <, rendezésre
nézve), de ennél t6bb is igaz:
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Allitas

Legyen L teljes hals, f : L? — L? pedig approximéciés fiiggvény. Ekkor f legkisebb
fixpontja konzisztens.

d Bizonyitas ~

Lattuk, hogy a legkisebb fixpont eléall x, alakban valamilyen « rendszamra az xo = L,

rékovetkezé rendszdmra z,41 = f(x,), limesz rendszamra pedig =, = \/ zz iteracit
B<a

alkalmazva.
Belatjuk, hogy ennek a sorozatnak minden tagja konzisztens.
A <, szerinti rendezésben L? legkisebb eleme z¢ = (L, T), ami konzisztens.

Ha z, = (z,y) konzisztens, azaz x < vy, akkor f(x,y) = (fi(z,y), fo(x,y)) =
(fi(x,y), f1(y, x)) a szimmetria miatt. Tudjuk, hogy ha f approximadciés fiiggvény, akkor f;
pedig <,-monoton, igy (mivel z <y, fgy (z,y) <, (y,2)) kapjuk, hogy fi(z,y) < fi(y,z),
tehédt f(x,y) tényleg konzisztens.

Ha pedig minden a-ndl kisebb 8 rendszamra zz konzisztens, akkor z, = @ x5 alakban
B<a

(vegyiik észre, hogy a <,-monoton fiiggvény iteracidjakor a <, szerinti & szuprémummal
kell dolgozzunk). Igy, ha xg = (yp,2p) alakban irjuk fel a sorozat elemeit, akkor -
szuprémumuk x, = (Vgyg, Agzs)-16l kell beldssuk, hogy konzisztens. Ehhez elég megmu-
tatnunk, hogy tetszéleges (1, 2 < a-ra yg, < 23, (hiszen ha Y < Z, akkor VY < AZ, ha
az infimum és a szuprémum létezik).

Tudjuk, hogy ha 51 < (s, akkor xg, <, zs,, tehdt az {xg : f < a} egy linedrisan rendezett
részhalmaz. Legyen 1 < (5. Ekkor tehat (ys,,2s) <, (Ys 28,), azaz ys < yp, €s
2p, < 2p,. Mivel zg, és xg, konzisztensek is az indukcids hipotézis szerint, igy yz, < 2, és
ys, < 2, is igaz, tehdt yg, < yg, < 28, €s yp, < 2p, < 2, is valéban teljesill, ezzel kész

k.
| vagyun )

Tehat azt kaptuk, hogy a Wp fliggvény <, szerinti legkisebb fixpontja létezik, megkapjuk
Kleene-Kripke fixpontiteraciéval, és az iteracié kozben végig konzisztens elemeket kapunk.
Mivel a Up fiiggvény egy masik reprezentdcidja a ®p : (2 x 2)Z — (2 x 2)Z fiiggvénynek:

Op(w)(r) = \/ w(p) A Aw(pp) A—w(g) A .. —w(g),

PIN AP ATGINA.. NATqQ—TEP

ezért azt kaptuk, hogy ennek a fiiggvénynek (ahol tehdt a véltozdk értékei a f <, L <; t
harom érték egyikét vehetik fel, a V és a A miiveleteket eszerint a rendezés szerint vessziik, az
iteraciét pedig a LZ elembdl inditjuk) a legkisebb fixpontja szintén eléall ugyanezzel a Kripke-
Kleene iteracidval: a T érték nem fog eléallni kozben. Ezért nevezziik 3-értékii modellnek a ®p
fiiggvény prefixpontjait, alatamasztott 3-értékii modellnek a ®p fliggvény fixpontjait és Kripke-
Kleene modellnek a <, szerinti legkisebb fixpontjat. (ami, a 27 x 22 = (2 x 2)Z izomorfizmus
mellett ugyanaz, mint a Up fiiggvény <, szerinti legkisebb fixpontja.)

Tehat, altalanos logikai programoknak is sikeriilt adjunk egy szemantikat, a Kripke-Kleene
szemantikat.

Orﬁliink, Vincent?
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NEM

mert kozben elfeledkeztiink az Els6é Szabdlyrdél, amit a szemantika koriili gondolkodaskor
tettink,

C Egy ,,jo” szemantika minimalizalja az igazsidgértéket. )

tehat a <; szerint is minimaélis prefixpontot kellene keresniink!

Es ha ez még nem lenne elég, nézzik a p — p (nem tul komplikalt) programot. Ennek a
Kripke-Kleene szemantika szerinti legkisebb fixpontja a p = 1: ebbdl indulunk ki az iteracié
sordn és az 1j értéke is pont ez lesz (az egyetlen torzset kiértékeljiik, lesz L, ezt adjuk értékiil
a fejnek, p-nek, marad L, fixpont). Viszont ha a ,,szokdsos” kanonikus megoldasat vessziik
(ennek van, mert nincs a torzsben negélds, tehat alkalmazhatjuk pl a Horn-algoritust, azaz a
Kleene-iteraciot), akkor az a p = 0 (vagy p = f) értékbél indul ki, és ez lesz a fixpontja.

Tehat

Kozonséges logikai programokon a Kripke-Kleene szemantika nem ugyanaz, mint a
kanonikus szemantika,

ami mar nagyobb probléma, mert azt hallgatélagosan -elfogadtuk, hogy kozonséges
(=negaciémentes) logikai programoknak marpedig a kanonikus szemantika ,,a” j6 szemantika.
Tehat valami ,,gond” van a Kripke-Kleene szemantikaval.

Most egy olyan masik szemantikat fogunk megadni altalanos logikai programokra, kiindulva a
® fliggvénybol, mely minimalizélja az igazsiagértéket is és a kanonikus szemantikanak is kiter-
jesztése lesz. Ehhez ismét definidlunk egy jelolést, majd egy altaldnosabb fogalmat.

Definicié

Legyen f : P — P egy monoton fliggvény a P teljes poseten. Ekkor uz.f(x) jeloli az f
legkisebb fixpontjat.

Definicié

Legyen L teljes hdl6 és f = (f1, fo) : L? — L? approximécids fliggvény. Az f stabilizdcids
fliggvénye az az s : L? — L? fiiggvény, melyre s(z,y) = (s1(y), s1(x)), ahol az sy : L — L
fiiggvény az s1(z) := px. f1(z, 2).

Vagyis, ha s;(y)-t akarjuk kiszémitani input y-ra, akkor az z — fi(z,y) fliggvény legkisebb
fixpontjat kell kiszamitsuk. Ez létezik, hiszen ha f approximacios fiiggvény, akkor f; pedig
Sp“m0n0t0n7 tehat ha 21 S 225 akkor (Zl7y) Sp (Z27y>7 igy fl(zl7y) S f1(227y)7 Va’gyis €z a
z — fi1(z,y) fiiggvény tetszOleges rogzitett y paraméterre egy monoton fiiggvény (az L halén).

Tovabbs,

Allitas

Approximaciés fiiggvény s stabilizacios fiiggvénye <;-antimonoton approximaciés
fiiggvény: ha (z,y) <; (2/,y), akkor s(z’,y') <; s(x,y).
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(tehat, tulajdonsagok szempontjabdl a stabilizélas egy eleve ,,j6” — approximaciés — fiiggvénybél
készit egy ,,még jobbat”, ami pluszban még <;-antimonoton is. Ennek a hasznat mindjart latni
fogjuk.)

d Bizonyitas ~

Legyen f = (fy, fo) : L* — L? approximéciés fiiggvény, s = (s1,s9) : L? — L? pedig a
stabilizdcids fiiggvénye, tehat s(z,y) = (s1(y), s1(z)), ahol s1(y) = px. fi(z,y).

Elészor is, sy antimonoton: ha y; < yo, akkor tetszbleges z-re (z,y2) <, (z,v1), 1gy —
mivel f approximacids fiiggvény, ezért fi <,-monoton — fi(z,y2) < fi(z,v1). Specialisan
ha = = s1(y1), akkor s; definicidja szerint x = fi(x,y1), tehat fi(z,y2) < fi(z,y1) = =,
azaz x az x© — fi(x,1y.) fliggvénynek egy prefixpontja. Tudjuk, hogy a legkisebb fixpont,
s1(y2) pedig s; definicidja szerint pedig a legkisebb prefixpontja, tehat si(y2) < s1(y1), és
igy s; tényleg antimonoton.

Maésodszor, s szimmetrikus, hiszen s(y, z) = (s1(z), s1(y)), az argumentumokat felcserélve
a fliggvényértékben is felcserélodnek a koordinatak.

Harmadszor, s egy <,-monoton fiiggvény, hiszen ha (x,y) <, (2/,y'), akkor x < ' és
y' < y, alkalmazva s; antimonotonitdsat kapjuk, hogy s1(z') < s1(z) és s1(y) < s1(y),
tehat s(z,y) = (s1(y), s1(x)) <, (s1(¥), s1(2”)) = s(2’,y'). (Eddig tehdt megvan az, hogy
s approximécids fiiggvény.)

Végiil, s egy <;-antimonoton fiiggvény is, hiszen ha (z,y) <; (2/,y’) akkor z < 2’ ésy < ¢/,
itt alkalmazva s; antimonotonitasit kapjuk, hogy s1(z') < s1(z) és s1(¢y') < s1(y), tehat

3 s(@,y) = (s1(v), s1(2)) <¢ (51(y), s1(x)) = s(z,y). )

Amiért pedig a stabilizaciés fliggvényt ,,jobb”nak hivjuk az eredeti approximéacios fliggvénynél,
annak az oka, hogy a stabilizaciés fliggvény fixpontjai az eredeti fliggvény <;-minimalis fix-
pontjai lesznek (és gy ,,minimalizaljuk az igazsagértékeket”, ha ennek keressiik a (mondjuk
<,-legkisebb) fixpontjait):

Allitas

Ha s az f stabilizacios fliggvénye, akkor s-nek minden fixpontja egyben az f-nek <;-
minimalis fixpontja is.

d Bizonyitas ~\

Legyen (x,y) az s fixpontja: (z,y) = s(z,y) = (s1(y),s1(x)). Az s; definici6ja szerint
akkor x = s1(y)-bol x = fi(x,y) és y = s1(x)-bdl y = fi(y, x)-et kapjuk, azaz (z,y) =
(fi(z,y), fi(ly,x)) = f(z,y). Tehat s fixpontja egyben f-nek is fixpontja.

Most megmutatjuk, hogy <;-minimalis. Legyen (2',vy') <; (z,y) az f-nek egy fixpontja.
Tehét 2’ < z és iy <y, tovabba fi(a',y) =2’ és fi(y,2") = .

Akkor az f; <,-monotonitdsbdl kapjuk, hogy fi(y,z) < fi(y/,2") = v/, tehat ¢ az ¢y —
fi(y/, o) fliggvénynek egy prefixpontja, az s; definici6ja szerint pedig s;(z") = y a legkisebb
(pre)fixpontja, igy y < ¢/ is igaz, tehat ¢y < y miatt y = ¢/'.

Hasonldan, fi(z',y) < fi(2',y') = 2’ miatt 2’ az 2’ — fi1(2/,y) figgvénynek egy prefix-
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pontja, amik kozil x = s1(y) a legkisebb, tehdt x = 2’. Tehét (x,y) tényleg <;-minimalis
fixpontja az f-nek.

A stabilizaciés fliggvény fixpontjait tehat azért szeretjik, mert fixpontjai az eredeti
approximaciés fiiggvénynek is, és minimalizaljak az igazsagértéket is, el is nevezziik
oket:

Definici6

Az f approximaciés fiiggvénynek azokat a fixpontjait, melyek a stabilizaciés fiiggvényének
is fixpontjai, az f stabil fixpontjainak nevezziik.

Mivel pedig a stabilizacids fliggvény is egy approximacids fliggvény, igy <,-monoton és van neki
<,-re nézve egy legkisebb fixpontja. A,rlni ezek szerint az eredeti approximaciés fliggvénynek a
<, szerinti legkisebb stabil fixpontja. O lesz, akit keresiink!

d Definicidé ~

Egy f approximaciés fiiggvény jol megalapozot fixpontja a <, szerinti legkisebb stabil
fixpontja.

Jelolje 6t w(f).

Swell-founded

J

Nyilvan mivel ha f egy approximécids fiiggvény, k(f) a <, szerinti legkisebb fixpontja, w(f)
pedig a <, szerinti legkisebb stabil fixpontja, igy k(f) <, w(f): a jol megalapozott fixpont
,,precizebb”, | sziikebb” intervallumokat ad értékiil, mint a Kripke-Kleene fixpont. So6t, mivel
az s stabilizacids fliggvény is approximécids fiiggvény, és w(f) ennek az s-nek a Kripke-Kleene
fixpontja (azaz w(f) = k(s)), ami mindig konzisztens, igy Gsszefoglalva

Allitas

Egy f approximaciés fiiggvény jél megalapozott fixpontja mindig konzisztens, <;-
minimalis, és legalabb olyan preciz fixpontja f-nek, mint a Kripke-Kleene fixpontja.

Azt tehat mar latjuk, hogy az Els6 Szabaly teljesiil a jél megalapozott fixpontra: minimalizélja
az igazsagértéket. Még azt is szeretnénk belatni, hogy kozonséges logikai programokon ugyanaz
a kanonikus és a j6l megalapozott szemantika (ez volt a masodik probléménk a Kripke-Kleene
szemantikdval).

Egyuttal fény dertil arra is, hogy miért hivjuk az szimmetrikus, <,-monoton fliggvényeket épp
,,approximacios” fuggvénynek.

Definicié

Legyen f = (f1, f2) : L* — L? approximdcios fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
az x — fi(z,z), L — L figgvénynek egy kozelitése.

Vagyis, az f approximécios fiiggvény, mely intervallumokhoz rendel intervallumokat, , kozelit”
egy olyan fliggvényt valamilyen értelemben, mely az eredeti halon egy transzformacié. Nos,
abban az értelemben , kozeliti” | hogy pontszerii intervallumokon a két fiiggvény értéke ugyanaz
(mdrmint, ha az z € L elemet azonositjuk az (z,z) € L? intervallummal):
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Allitas

Ha az f : L? — L? approximé&cios fiiggvény a ¢ : L — L fiiggvény kozelitése, akkor minden
z € L-re f(x,x) = (g(ﬁ(]),g(l’)
fgy példaul (x,z) pontosan akkor fixpontja f-nek, ha x fixpontja g-nek.

Bizonyitas

f(x,x):(fl(:c,x),fl(:c,x)):(g(a:),g(:c)) ]

Tovabb4d, a stabil fixpontok, ha pontszeriiek, akkor az eredeti fiiggvénynek is ,,szép fixpont-

29,

Ha (z,x) az f approximdciés fliggvénynek egy stabil fixpontja, és f a g kozelitése, akkor
x a g-nek egy minimalis fixpontja.

d Bizonyitas ~

Ha (x,z) az f-nek egy stabil fixpontja, akkor egyben <;-minimélis fixpontja is f-nek.

Tovébba, mivel (z,x) fixpontja f-nek, igy x fixpontja g-nek. Ha y < x is fixpontja g-nek,

akkor (y,y) is fixpontja f-nek; mivel y < z, igy (y,y) <; (z,x), a <;-minimalitds szerint
L tehat (y,y) = (z,x), vagyis y = x és x tényleg minimadlis fixpontja f-nek.

J

Kérdés, hogy a Up approximacios fiiggvény vajon melyik fiiggvénynek a kozelitése? Mivel
Up(u,v) = (fp(u,v), fp(v,u)), igy ¥ az u — fp(u,u) figgvényt (ami egy 27 — 27 fiiggvény)
kozeliti. Lassuk azt az fp-t még egyszer:

fr(u,v)(r) = \/ u(pr) Ao Au(pn) A—o(q) Ao A—o(gg)-

PIN . APRATQIA...qx—TEP

tehét a kozelitett fliggvény a

gp(u)(r) = \/ u(pr) Ao Au(pn) A —u(g) Ao A —u(ge),

PIN . APRATGIA...q—TEP

ami pontosan az ,,0j értékadds szerint akkor lesz egy véltozé igaz, ha a régi értékadas szerint
van igaz torzse” fuggvény!

Tehat,

C Negaciomentes logikai programokon a Wp fiiggvény a Tp fliggvénynek a kozelitése. )

és ezért
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Allitas

Negaciomentes logikai programok jol megalapozott és kanonikus szemantikaja megegyezik. J

d Bizonyitas ~\

Negaciomentes programokban mivel nincsenek negativ literalok, azt kapjuk, hogy
\Il'P(uv U) = <f'P(u7 U)? f77<va U)>, ahol

Fp(u,v)(r) == \V o ul) A Au(p,).

PIN...Apn—TEP

Vagyis fp(u,v) nem fiigg v-t6l, csak u-t6l. Ha v-t tordljik az argumentumlistajabol, és
igy egy 2% x 2% — 27 helyett 22 — 27 fiiggvényként kezeljiik, akkor ez a fiiggvény éppen
Tp! Ekkor a stabilizdcids fliggvényéhez az s1(v) = px. fp(u,v) képlet szerint (,,rogzitjik
v-t, erre mi a legkisebb fixpont”) s;(v) értéke mindig a Tp fiiggvény legkisebb fixpontja
lesz, azaz s, konstans fliggvény, melynek értéke épp a program kanonikus szemantikéja.
Tehét ebben az esetben az s(x,y) = (s1(y), s1(x)) fiiggvény is konstans, értéke szintén a
program kanonikus szemantikéja (azzal, hogy (x, z)-et mint pontszert intervallumot x-szel
azonositjuk), igy legkisebb fixpontja (azaz az egyetlen stabil fixpont) maga a kanonikus
szemantika. )

\.

na most. ..
ortliink, Vincent?
ortlink.

Megadtuk altalanos logikai programoknak egy ,,jé” szemantikajat, mégpedig a jol megalapozott
szemantikat, ami minimalizdlja az igazsagértéket, és kiterjeszti a kanonikus szemantikat.

Most pedig jojjon valami egészen mas.

Funkcionalis programozasi nyelvek szemantikaja
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