Logikai programok

Logikai program

Programkléz: py Apo A...pn — q alakid formula, ps, ..., pn, g atomi
formuldk
Itéletkalkulusban: pi, ..., pp, g (itélet)valtozdk

Program: programklézok egy (akar végtelen) P halmaza
p1 /A ... A pp akléz torzse (lehet ires is!)
q: a kléz feje

v

— even(0)
even(x) — odd(s(x))
odd(x) — even(s(x))
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Szintaxis, szemantika

Recap: elsérendil logika szintaxis

Az el6z8 didn even, odd (egyvaltozds) predikatumjelek, O konstansjel, s
(egyvaltozés) fliggvényjel, x (objektum)valtozé.

Ugy képzeljilk, mintha a klézokban a véltozék univerzalisan lennének
kvantdlva.

A program modellje egy struktira, ami minden programklézt kielégit.

o Alaphalmaz: N, s: n+— n+1, odd(n): ha n paratlan, even(n): ha n
paros

e Alaphalmaz: N, s: n~ 2n, odd(n) és even(n) mindig igaz

A sok modell koziil melyiket valasszuk? (ez a program ,,jelentése”)
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Herbrand-kiterjesztés

| 1
‘

Alaptermek

A konstansokbdl és fiiggvényjelekbdl felépithet6 kifejezések
A példaban: {0,s(0),s(s(0)),s(s(s(0))), ...}

A program Herbrand-kiterjesztése

Ahanyféleképp lehet, a programklézok véltozdinak helyébe alaptermeket
irunk

A

A példdban

— even(0)
even(0) — odd(s(0)
odd(0) — even(s(0

even(s(0)) — odd(s(s(0
odd(s(0)) — even(s(s(0
even(s(s(0))) — odd(s(s(s(0)))) stb )
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Herbrand-tétel

Herbrand-tétel recap

Az eredeti program pontosan akkor kielégithetd, ha
Herbrand-kiterjesztésének van Herbrand-modellje
és a modellek kozt oda-vissza tudunk transzformalni

Herbrand-modell

Minden atomi alapformula kap egy igazsagértéket, egymastdl fliggetleniil

A példaban
even(0), odd(0), even(s(0)), odd(s(0)), even(s(s(0))), - ..

Rovidebben

Po, P1, P2, - - - : even(s"(0)) qo, g1, g2, . . . : odd(s"(0))
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[téletkalkulus

R

Ciklusban:

o kiértékeljik a torzseket

— Po
@ a kovetkez6 menetben azokat allitjuk igazra,
Po — q1 : . .
akiknek ebben a menetben van igaz torzse

qdo — P1 ‘
P17 @2 A példaban
e © Ures torzs igaz: pp =1
p2 — q3

@ Ures torzs igaz: po =1, pop — g1 torzse igaz:
g=1

(végtelen sok © ...q1 — pp torzse is igaz: pp =1

véltozd, végtelen Qo ...
sok programkléz)

) ,,Végén": p, igaz, ha n paros, g, igaz, ha n paratlan
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A Horn-algoritmusrdl

Csak azt allitja igazra, amit , feltétlentl muszaj”
Ez (tapasztalat szerint) &ltaldban is ,,j¢" modellt ad

Az alapszabdly

Egy ,,j6" szemantika minimalizalja az igazsdgértéket.

Lassuk a matekot. )
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Egy P alaphalmazon a < reldci6 részbenrendezés (partial order), ha

o reflexiv: x < x
o tranzitivi x <y, y<z=x<z
@ antiszimmetrikus: x <y, y < x = x =y
Ekkor P egy részbenrendezett halmaz, magyarul poset. (partially ordered

set)
Ha még dichotém is: x <y V y < x, akkor linearis rendezés.

o Az (N, <) szdmhalmaz a ,,szokdsos" rendezéssel linedrisan rendezett.
e Ha X egy halmaz, X| := (X W {Ll}, L <x) (L mindenkinél kisebb,
tobbi nem 6sszehasonlithatd) (dltaldban) nem linedrisan rendezett

e Ha X egy halmaz, akkor (P(X),C) az X hatvanyhalmaza,

(4ltaldban) ez se linedrisan rendezett
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Két poset: 2 és 27

Az igazsagértékek
2a({0,1},0 <1) poset

A valtozék

esetleg végtelen halmazat Z fogja jelolni
Az értékaddsok

halmazat pedig 24

Ha P egy poset és | egy (nem rendezett!) indexhalmaz, akkor P! az
| — P fliggvények posetje a pontonkénti rendezéssel:

f<g < Viel:f(i)<g(i.
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Ertékadasok posetje

Ha Z = {p, q, r}, akkor 2 elemei (0,0,0), (0,0,1), ..., (1,1,1) (p
értéke, g értéke és r értéke egy ,,vektorban”)

(0,0,1) <(1,0,1)

(1,0,1) és (0,1,1) nem &sszehasonlithatéak

tehat 2 linedrisan rendezett, de 24 (ltaldban) nem az J
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Minimalis és legkisebb elemek

Ha P egy poset és X C P, akkor x € X. ..

@ az X-nek a legkisebb eleme, ha Vy € X : x < y (mindenki mdsnal
kisebb)

@ az X-nek egy minimélis eleme, ha Vy € X : y < x = y = x (nincs
nala kisebb)

@ az X-nek a legnagyobb eleme, ha Vy € X : y < x (mindenki masnal
nagyobb)

@ az X-nek egy maximélis eleme, ha Vy € X : x <y = y = x (nincs
nala nagyobb)

Legkisebb/legnagyobb elembdl legfeljebb egy van, minimalis/maximélisbdl
lehet tobb is.
Ha van legkisebb, akkor az az egyetlen minimdlis.
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J6 szemantika

Ha a pV gV r formula modelljei koziil nézziik a minimalis modelleket:
(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), nincs koztiik ,,legkisebb”, se ,,legjobb” .

Az alapszabdlyunk, még egyszer

Egy ,,j6" szemantika a P programhoz egy minimalis modelljét adja meg.

,,egy jo szemantika minimalizdlja az igazsagértéket” J
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A Horn-algoritmus mint iterdlt fuggvény

A Horn-algoritmus egy iteraciéjat mint egy Tp : 24 — 27 fiiggvényt
felirva:

Tp(u)(q) == \/ u(pr) A ... A u(py)

PiN...Aph—qEP

(még ha az , éselés” vildgos is. . . végtelen vagyolds? nulla-tagd vagyolds?
nulla-tagd éselés?)

Infimum, szuprémum

Ha P poset, X C P és y € P, akkor y az X-nek. ..
egy alsé korldtja, haVx € X : y < x (jele y < X)
egy felsd korlatja, ha Vx € X : x <y (jele X < y)

o
o
@ az infimuma, ha a legnagyobb alsé korlatja (jele y = A X)
°

a szuprémuma, ha a legkisebb felsé korlatja (jele y = \/ X)

v
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Vagyolas, éselés

Pl. 2-ben \/{0,1} =0V 1,0Vv0VO0=\/{0} stb.
vagyolds = szuprémum, éselés = infimum

D—

ezzel a ,,végtelen" éselés/vagyolas letudva

@ az -nek P minden eleme felsd korlatja
o akkor \/ () ezeknek a legkisebb eleme = P legkisebb eleme

ureskléz

Tehat pl. 2-n az iires vagyolds ezért hamis (a legkisebb elem), az iires
éselés (0-tagui torzs) ezért igaz (a legnagyobb elem)

2-ben minden halmaznak van infimuma és szuprémuma = a Tp
fiiggvénynek minden u € 24-re van értelme

v
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A Tp fuggvény és P modelljei

u € 24 modellje P-nek < Tp(u) < u.

u modellje P-nek <

minden p; A ... A p, — q klézt u igazza tesz <

minden klézra ha u(p1) A ... Au(pn) =1, akkor u(q) =1 <

minden g-ra ha van py A ... A p, — q, amire u(p1) A ... A u(pn) =1,
akkor u(q) =1«

minden g-ra ha \/ u(p1) A ... Au(pn) =1, akkor u(q) =1 <

minden g-ra ha Tp(u)(q) = 1, akkor u(q) =1 <

minden g-ra Tp(u)(q) < u(q) &

Tp(u) < u.
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Prefixpontok

Ha P poset és f : P — P fliggvény, akkor x € P az f-nek. ..
e prefixpontja, ha f(x) < x;
@ posztfixpontja, ha x < f(x);
e fixpontja, ha x = f(x).

Ha van legkisebb elem, az mindig posztfixpont; ha van legnagyobb, az
mindig prefixpont.

Az alapszabalyunk szerint

Egy ,,j0" szemantika a P programhoz a Tp fliggvénynek egy minimalis
prefixpontjat adja vissza.
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Elso célunk

Meg fogjuk mutatni, hogy Tp-nek mindig van legkisebb fixpontja.
= csak egyetlen ,,j6" szemantika van, az pedig pont a Horn-algoritmusé.

v

o Megmutatjuk, hogy Tp ,,folytonos” fliggvény;

o Megmutatjuk, hogy 24 , teljes hald";

o Megmutatjuk, hogy teljes halon folytonos fliggvénynek mindig van
legkisebb prefixpontja.
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Teljes halé

A P poset teljes halé, ha minden X részhalmazanak van szuprémuma. J

o P(X) teljes hdld, a szuprémum az unid;

o 2 teljes hdls, \/ 0 = \/{0} =0, \V{0,1} = \/{1} =1,

o N a szokasos rendezéssel nem teljes halé: a végtelen részhalmazoknak
nincs szuprémumuk;

o N, nem teljes hdlé: pl. {1,2}-nek nincs fels6 korldtja (igy
szuprémuma se)

Nekiink most az kell, hogy 27 teljes halé legyen. J
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Ha P teljes hald, akkor P! is az, a szuprémumot pedig pontonként kell
venni: ha U C P!, akkor

(\V/ u)(i)="\/ u(i).

uel

Bizonyitds

@ Elbszor is, ha P teljes hdld, akkor minden U-ra és i-re a \/ u(/)
uel

kifejezés létezik.

o Legyen u* az a fiiggvény, amire u*(i) = \/ u(/).

uel

o u* felsd korlatja U-nak: ha u € U, akkor minden i-re u(i) < u*(i),

mert u(i) < \/ u(i). Tehdt u < u*.
ucl

@ u* a legkisebb: legyen U < v felsé korlat. Akkor minden u € U-ra
u < v, azaz minden i-re u(i) < v(i), tehat \/ u(i) < v(i), vagyis
u*(i) < v(i), igy u* <.
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Folytonos és monoton fliggvények

Folytonos fliggvények
Ha P, Q posetek és f : P — @ olyan fliggvény, amire a kovetkez6 igaz:
@ minden olyan X C P-re,
@ ami linedrisan rendezett,
@ és amire létezik \/ X,
e arra f(\/ X) =V f(x),

akkor f-et folytonos fliggvénynek hivjuk.

| A\

Monoton fliggvények
Ha P, Q posetek és f : P — @ olyan fiiggvény, amire

x<y = f(x) <f(y),

akkor f-et monoton fliggvénynek hivjuk.

i
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Folytonos fliggvény monoton is

Ha f folytonos, akkor monoton is.

_

Bizonyitas
Vegyiik észre, hogy
x<y & y=\/{xy}

és ilyenkor {x,y} linedrisan rendezett halmaz. Akkor ha f folytonos:

X<y = y:\/{X,y}

= f(y) = V{f(), f(y)}
= f(x) < f(y).

N,
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Monoton fliggvény iterdcidja

Ha f : P — P monoton fiiggvény, akkor prefixpont képe prefixpont,
posztfixponté posztfixpont.

Bizonyitas
Ha x < f(x) (azaz x posztfixpont), és f monoton, akkor alkalmazva f-et
mindkét oldalon f(x) < f(f(x)), vagyis f(x) is posztfixpont.
Prefixpontra ugyanigy.

| A\

Kovetkezmény
Ha f : P — P monoton fiiggvény és | a P legkisebb eleme, akkor

L<F(L)<FFL) < ... <F(L) < ...

A\
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Folytonos fliggvény iteracidja teljes haléon

Allitas
Ha P teljes hdlo, f : P — P pedig folytonos fiiggvény, akkor
Fro="\/ (L)
n>0

az f legkisebb prefixpontja, s6t fixpont is.

Bizonyitas eleje

| .

Teljes halén ez a szuprémum létezik.
Ha x prefixpont, akkor f* < x:

o | < x (mert L a legkisebb elem)

@ ha (L) < x, akkor f"T1(L) < f(x) (mert f monoton), és f(x) < x
(mert x prefixpont), ezért f™1(1) < x

o tehdt x felsé korlatja a {f"(L) : n > 0} halmaznak
o * pedig a legkisebb felso korlatja, tehat * < x.
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Folytonos fliggvény iteracidja teljes haléon

Allitas

Ha P teljes hdlo, f : P — P pedig folytonos fiiggvény, akkor

Fro=\/ (1)

n>0

az f legkisebb prefixpontja, s6t fixpont is.

Bizonyitas vége

Az f* pedig fixpont:

F(F)=fF(\/ )=\ L) =Lv \/ (L) =r

n>0 n>0 n>0

Addig tehat megvagyunk, hogy 24 teljes halé és hogy ha Tp folytonos,
akkor tényleg van legkisebb fixpontja.
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Folytonossagorzo miiveletek fliggvényeken

Target tupling

Ha minden i € I-re f; : P — Q egy fliggvény, akkor az fi-k target tuplingja
az (f)je; : P — Q' fiiggvény, amire

(f)iei(x)(i) = fi(x).

(tehat az f; fliggvények eredményeit egy /-vel indexelt ,,vektorba” tessziik.)

Példaul
A Tp: 24 — 27 fiiggvény a

| A

Tp q(u) = \/ u(pi) A ... Au(pn)

PiA...A\pn—qEP

fiiggvények (ezek 24 — 2 fiiggvények, minden g € Z-re van egy fiiggvény)
target tuplingja.

4
Ivén Szabolcs Logifun 2016 6sz 24 /118



Folytonos fliggvények target tuplingja is folytonos.

Bizonyitas

Legyenek f; : P — Q folytonos fliggvények és X C P egy linedrisan
rendezett halmaz P-ben, aminek van szuprémuma, x* :=\/ X. Jelolje
faz (f)ic: P — Q' fiiggvényt.

Meg kell mutatnunk, hogy f(x*) = \/, cx f(x).

Ez azt jelenti, hogy minden i-re f(x*)(i) = <\/X€X f(x))(i).

A jobb oldalon tudjuk, hogy a szuprémumot pontonként kell venni:

(V) =V 6060 =\ £,

xeX xeX xeX

Ami pont f;(\/,cx x) = fi(\/ X), mert f; folytonos.

Ami f(x*)(i) az f definiciéja szerint.

V.
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Folytonos fliggvények szuprémuma is folytonos

Ha Q teljes hdlé és f; : P — Q folytonos fliggvények, akkor f :=\/f; is
folytonos.

Bizonyitas

Ha @ teljes hald, akkor PQ is az, tehat f létezik. Legyen X C P linedrisan
rendezett halmaz, melyre x* = \/ X létezik. Meg kell mutatnunk, hogy

F(X*) = Viex F(%).

Kiirjuk a definicidkat:

)=\ 1ix) =\ V fi)=\ Vi) =\ fx).

i€l iel xeX xeXiel xeX

v

Mivel a Tp 4 fliggvények u — u(p1) A ... A u(pp) fliggvények kompozicidi,
elég ez utébbiakrdl beldtnunk most mar, hogy folytonosak.
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Projekcidk

Ha P poset, | halmaz, i € | index, akkor 7; : P! — P az i. koordinatéra
valé projekcio:

A projekcidk folytonosak.

Bizonyitas

Legyen U C P! linedrisan rendezett halmaz, amire u* := \/ U létezik.
Be kell Iassuk, hogy m;(u*) = \/ ey u(i).
Ez igaz, hiszen

mi(u*) =\ u)(i) =\ u(i),

uelU

mert P'-ben a szuprémumot koordinatanként kell venniink.

V.
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Véges éselés

Eddig az megvan, hogy u — u(p) folytonos minden p € Z-re, az kell, hogy
ur u(p1) A...Au(pp) is folytonos minden py, ..., p, € Z-re.

Az N, 0 2" — 2 fiiggvény folytonos.

Bizonyitds
Legyen X C 2" linedrisan rendezett halmaz, melyre x* = \/ X létezik. Meg
kell mutassuk, hogy An(x*) =V, cx An(x).

Mivel 27 véges, a linedrisan rendezett X = {xi,...,xx} kell legyen gy,
hogy x1 < xo < ... < Xg.

Akkor x* = xi és Ap(xk) akkor 1, ha xx-ban minden koordinata 1.

A\ ex Nn(x) pedig akkor 1, ha van a Ap(x)-ek kozt 1, ami pont akkor
igaz, ha van olyan x € X, melyben minden koordindta 1, ami pedig megint
csak azt jelenti, hogy a koztiik legnagyobb xx-ban minden koordinata 1.

v
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Kompozicié
Allitas

Folytonos f : P — Q és g : Q@ — R fliggvények gof : P — R
kompozicidja folytonos.

Bizonyitas

Legyen X C P a P-nek egy linedrisan rendezett részhalmaza. Mivel f
monoton is, ezért ha x <y, akkor f(x) < f(y). Tehat az f(X) halmaz is
linedrisan rendezett Q-ban.

Mivel f folytonos, igy f(\/ X) = \/ cx f(x). Tehat a jobb oldalon egy
linedrisan rendezett halmaz all Q-ban, aminek van szuprémuma, erre
alkalmazva g folytonossagat kapjuk, hogy

g(Viex F(x)) = Vyex(g(f(x))), és pont ezt akartuk.
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Osszegezve

A Tp fiiggvény folytonos.

Bizonyitas

Tp-t gy kapjuk, hogy vesziink projekcidkat, ezeknek a target tuplingjat,
az eredményen alkalmazunk véges éselést, ilyen fliggvényeknek vessziik a
szuprémumat, és az eredményeknek a target tuplingjat, minden
alapfiiggvény folytonos és minden miivelet 6rzi a folytonossigot.
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Logikai programok szemantikaja

Tehat azt kaptuk, hogy

A P logikai program egyetlen ,,jé" szemantikdja pontosan a Tp fliggvény
legkisebb (pre)fixpontja.

Ez pontosan az az értékadas, melyet a Horn-algoritmus (esetleg végtelen)
iteralasaval kapunk.

(Hiszen az értékadasok 24 posetjének legkisebb eleme az épp a konstans 0
értékadas, melybdl a Horn-algoritmus is kiindul, és melyre folytatjuk az
1< T’p(J_) < Tp(T’p(J_)) <... iteréciét.)
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Modellek, alatamasztott modellek

A P program modelljei koziil (amik pont a Tp fliggvény prefixpontjai) . ..
e a Tp fliggvény fixpontjait aldtdmasztott (supported) modelljeinek
hivjuk,

@ a legkisebb fixpontjat pedig a kanonikus szemantikanak.

Az ,,aldtamasztott” modellekben minden igaz valtozé ,,okkal” igaz: ha

u(q) = 1, akkor van is olyan kléz, melynek q a feje és u melletti torzse
szintén 1.
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Altaldnos logikai programok

Lehet negdlni a torzsben

Altalanos logikai program: {1 Ay A ... ¢, — p alakd klézok (esetleg
végtelen) halmaza, ahol az ¢;-k literdlok (valtozék vagy negéltjuk), p pedig

valtozd. )
Paros-paratlan példa

— even(0) —even(x) — even(s(x))

\

Herbrand kiterjesztése

— Po —Po — P1 —p1 — p2 —p2 — p3 p3 — P4

A,
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Szemantikajuk

Tovabbra is van tobb modell.

Tovéabbra is modell a konstans igaz értékadas.
Tovabbra is egy modellt akarunk valasztani.
Tovabbra is nézhetjiik a Tp fliggvényt:

Tp(u)(r) = \/ u(p1)A. . .Au(pp)A—u(gr)A. . .A-u(qy)
PIN..APaA=GIN...Amqk—TEP

Tovabbra is Tp prefixpontjai a P modelljei.

Ami valtozik. . .

A Tp fiiggvény még csak nem is mindig monoton, nemhogy folytonos:

—p—=p

nincs fixpontja, nincs aldtdmasztott modellje!

y
Ivan Szabolcs Logifun 2016 6sz 34 /118




Intervallumok

A problémat gy hidaljuk at, hogy konkrét igazsagértékek helyett
igazsdgérték-intervallumokkal fogunk szamolni.

Ha P egy poset, akkor a P x P halmazt felfoghatjuk Ggy, mint az
intervallumok egy halmazat: az (x, y) intervallumba azok a z elemek
tartoznak, melyekre x < z < y.

(Ha x £ y, akkor az intervallum ires, avagy inkonzisztens. Ha x <y,
akkor pedig konzisztens.)

Rendezések P x P-n
Két rendezést definidlunk: a <; , igazsagérték-rendezést” és a <,
.,preciziés rendezést” :

(Gy) <e (X y) & x <X, y <y (igazabb")
(6y) <p (Xsy) & x <X, y' <y (,precizebb”)

v
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Infimum, szuprémum

Jelolések
A\, N jeleket a <; szerinti, a @, ® jeleket pedig a <, szerinti
szuprémumra ill. infimumra hasznaljuk.

Ha P teljes hdld, akkor (P x P,<:)is az és (P x P, <,) is az.

N
N
N
s

A négyértékii logika

Ha a posetiink L = 2, akkor L? elemei:

e (0,0), af, , hamis” elem;

e (1,1), at, ,igaz" elem;

e (0,1), a L, ,,unknown” elem;

e (1,0), a T, , inkonzisztens" elem.

Esf <, T,L < t valamint L <, t,f <, T.

v
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Negalas

Legyen az intervallumokon a negélds a kovetkezd: —(x, y) := (—y, —x). )

Ez azért ,,jé" negéldsnak, mert pl. —=f = —(0,0) = (—0,-0) = (1,1) =,
hasonléan —t = f (tehat kiterjeszti a ,,hagyomanyos” negélast), =L = L
(unknown értékének a negdltjardl se tudunk semmit) és =T =T
(inkonzisztens érték inkonzisztens marad).

A negdlds <,-monoton.

vagyis ha (x,y) <, (X', y), akkor =(x', y") <, =(x,y).

Bizonyitas

() <p (X,y)=x <X,y <y
= —|XI S —|X7 —\y S ﬂy/
= _'(Xay) SP (_'X/7.y/)'
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A &5 flggvény

Hasonlit Tp-hez, csak négyértékii

Ha u € (2 x 2)? egy értékadas (minden véltozé kap egy intervallumot
értéknek), akkor vizsgélhatjuk a

dp(w)(r) = \V  wlp) A Aw(pa) A-w(qr) A . Aw(qx)
PINA.APaATGIN...Aqr—FEP

fuggvényt.

.,minden r valtozdra értékeljiik ki az r fejii klézok torzsét és az
igazsagérték szerinti szuprémumra allitsuk be r (j értékét.”

A torzsek kiértékelése kozben az éselés is az igazsagérték szerinti infimum,
a negdlds pedig az intervallumokra az el6bb bevezetett negalas.
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A &5 fliggvény Uy alakja

Atformalizal3s

Matematikailag kezelhetébb lesz a ®p fiiggvény, ha nem (2 x 2)?-t,
hanem 24 x 24-t képzi Gnmagaba.

A kilonbség

Tehat dp két , hagyomanyos’ u,v € 2%-beli értékadast kap: az elsében
az intervallumok ,,bal” végpontjat, a masodikban a ,,jobb” végpontokat.

A bal végpontokat kiszdmité flggvény: fp

fp(u, v)(r) == \/ u(pi)A. .. Au(pn) A=v(g)A. . . A=v(qk).
PIN...ApaA=GIN...Aqk—rEP
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A &5 fliggvény Uy alakja

A bal végpontokat kiszamité fuggvény: fp

fp(u, v)(r) := \V  ulp)AAu(pa) Amv(g) A A=v(ar).
PINA...APaATGIA...ANDq—TEP

gp(u,v)(r) = \/ v(p)A. . Av(pp) A—u(gi) A .. A—u(gk).
PN APaATGIN. . NG—FEP

Vp = (fp,gp). )

Vegyiik észre: f(u,v) = g(v,u)!
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Szimmetrikus és <,-monoton fliggvények

Az f = (f1, f) fliggvény szimmetrikus, ha fi(x,y) = f(y, x).

D

Példaul a Wp fliggvény szimmetrikus.

Allitas

Egy f = (f, ) : L3 — L3 szimmetrikus fiiggvény pontosan akkor
<p-monoton, ha f; is <,-monoton.

N
N
\

Bizonyitas

Ha f szimmetrikus és (x,y) <, (x',y’), akkor

f(x,y) <p F(X.y') & fAlxy) <AK.y) A B(X.Y) < h(xy)
& fAlxy) <AKLyY) A AL, X) < Ay, x),

tehdt ha f <,-monoton, akkor f; is, és ha f; <,-monodon, akkor
(x y) <, (¥, y) maga utan vonja az utolsé allltast is (mert akkor

x/ < x) is igaz), igy akkor f is <,-monoton lesz.
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A célunk most

o Be akarjuk latni azt, hogy a Wp fliggvénynek is van legkisebb
(pre)fixpontja.

@ Ehhez el6szor megmutatjuk, hogy <,-monoton.

@ Aztan azt mutatjuk meg, hogy teljes hdlén monoton fliggvénynek
mindig van legkisebb (pre)fixpontja (ami megint csak fixpont lesz).

Ez a legkisebb fixpont lesz majd az dltaldnos P program Kripke-Kleene
szemantikdja.
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Projekcidk

+

Tetsz8leges z € Z-re a pozitiv projekcié 7} (u, v) = u(z), a negativ

projekcié 75 (u, v) = —v(z).

A pozitiv / negativ projekcidk <,-monotonok.

Bizonyitas

Legyen (u,v) <, (u,Vv'), azaz u < v/ és v/ < v. Ekkor:
o mi(u,v)=u(z) < (z) =nf (v, V) (mert u< ) és
o 7w, (u,v) =-v(z) < V(z) =7, (v, V') (mert v/ < v, igy
/ z /
v/(z) < v(z), tehdt —v(z) < =V/(2).
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Monotonitds: infimum, szuprémum

Ha f; : P — Q monoton fiiggvények, i € I, akkor \/ f; és A fi (ha Iéteznek)
is monotonok.

Bizonyitas

Legyen x,y € P, x < y. Akkor minden i € I-re fi(x) < fi(y) (mert az fi-k
monotonok). Ezért X = {fj(x) : i € I} minden elemének van

Y = {fi(y) : i € I}-beli felsé korlatja, ezért

(VA)(x) =VX<VY=(Vf)y)és

(AF)x) = AX < AY = (Afi)y).
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Monotonitds: target tupling

Ha minden i € I-re f; : P — Q monoton, akkor target tuplingjuk,
f={(f)jc1: P— Q' is monoton.

Bizonyitas

Legyen x,y € P, x < y. Be kell lassuk, hogy f(x) < f(y).

Mivel f(x),f(y) a Q' poset elemei, ez annyit tesz, hogy minden i € I-re
F(x)(1) < F()(7).

De a tupling def szerint f(x)(i) = fi(x) és f(y)(i) = fi(y), azt pedig, hogy
fi(x) < fi(y), tudjuk, mert f; monoton.

Kovetkezmény

Az fp fiiggvény (és igy Wp is) <,-monoton.
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Monoton fliggvények fixpontjai: példa

Példa f

Vegyiik a kovetkezé f : P — P fliggvényt, ahol P = Ro U {o0}:
f(ln—a)=n—5,hanegészés 0 <a<1,és f(oo) = oo.

PI. £(0) = 0.5, £(0.5) = 0.75, £(0.75) = 0.875, f(1) = 1.5,
f(42.5) = 42.75.

Iteracio

X0 = 0, X1 = 0.5, Xo = 0.75, X3 = 0.875, X4 = 0.9375,. 50
(szuprémum) x, =1

(tovdbb) x,+1 = 1.5, X442 = 1.75,. ..

(szuprémum) x,x2 = 2

(végtelen sok szuprémum utdn) X, x, = 00
és ez a legkisebb fixpont.
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Rendszamo

NEEES

Az el6z6 sorozatot rendszamokkal indexeltiik. Amit a rendszamokrdl tudni
érdemes:

@ a 0 egy rendszam;
@ a rendszamokon van egy teljes rendezés, 0 a legkisebb rendszam;

@ minden « rendszamnal van egy eggyel nagyobb, a + 1, koztiik nincs
mdasik, az o + 1 alakd rendszdmok a rdkovetkezd rendszdmok;

@ rendszamok tetszéleges X halmazanak van szuprémuma, az
a = vB<a [ alakid rendszamok a limesz rendszamok;

o tetszOleges a rendszédmra az a-nal kisebb rendszdmok halmazt
alkotnak;

@ rendszamokon lehet jélmegalapozott indukciét csinalni.
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Indukcid

Amit a legutolsé pont jelent: ha egy P tulajdonsagrdl belatjuk, hogy
@ P igaz a O-ra;
@ ha P igaz a-ra, akkor P igaz o + 1-re is;

@ haa= \/ B és P igaz minden 8 < a-ra, akkor P igaz a-ra is;
B<a

akkor P igaz minden rendszamra.

Jélmegalapozott indukcié
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Kripke-Kleene iteracié

Egy rendszdmokkal indexelt sorozat

Legyen P teljes halé és f : P — P monoton fiiggvény. Minden «
rendszamhoz definidljuk az x, € P elemet a kovetkez6képp:

@ ha a =0, akkor x, = L.

@ ha a =+ 1 rdkovetkezé rendszam, akkor x, = f(xg).

e ha o = V6<a/6 limesz rendszam, akkor x, = \/5<a XB-

Minden x, az f-nek egy posztfixpontja.

Bizonyitas
@ xo =1 < f(L), mert L a P legkisebb eleme.
e Ha x < f(x), akkor f(x) < f(f(x)), mert f monoton. Tehat ekkor

7

f(x) is posztfixpont. Igy ha x, posztfixpont, akkor f(xy) = Xa+t1 is
az.
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Kripke-Kleene iteracié

Bizonyitds tovabb

Legyen X posztfixpontok tetszéleges halmaza. Akkor x* =\/ X is
posztfixpont:

@ Minden x € X-re x < x*, mert x* az X-nek egy felsé korlatja.

e Az f monotonitdsa miatt tehdt minden x € X-re f(x) < f(x*).

@ Mivel X-ben posztfixpontok vannak, igy minden x € X-re x < f(x),
tehat x < f(x*).

Tehat f(x*) az X-nek egy fels6 korlatja.

x* pedig az X-nek a legkisebb felsé korlatja, igy x* < f(x*), tehat x*
is posztfixpont.

Tehdt ha a limesz rendszdm és minden 3 < a-ra xg posztfixpont, akkor
oy = \//3<a xg is posztfixpont.

Ivan Szabolcs Logifun 2016 6sz 50 / 118



Kripke-Kleene iteracié

Allitas
Legyen X az osszes x, alakban el6allé elem halmaza.
Akkor X-nek van legnagyobb eleme, ami egy fixpont.

Bizonyitas

Legyen minden x € X-re ay egy olyan rednszam, melyre x = x,,. Akkor
az {ay : x € X} rendszdm-halmaznak van szuprémuma, legyen ez c.
Legyen a* az {a,a + 1,ax + 2, ...} rendszdm-halmaz szuprémuma.
Ekkor o* limesz rendszam és nagyobb, mint barmelyik .

gy x* = xo+ = \/5<a* xg = \/ X, mert minden X-beli elem el6all x3
alakban egy 3 < o* rendszamra és mert minden xg alaki elem X-beli.
De akkor xp+4+1 = f(x*) is X-beli (tehdt posztfixpont is) és f(x*) < x*
(mert x* az X-nek egy felsd korldtja), tehat f(x*) = x™.
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Kripke-Kleene iteracié

X legnagyobb eleme az f legkisebb (pre)fixpontja.

Bizonyitas

Azt mar lattuk az el6bb, hogy ez az x* =\/ X elem |étezik és X-beli,
tovabba hogy fixpont. Megmutatjuk, hogy tetszdleges y prefixpontra
X <y.
(Ebbél kapjuk, hogy \/ X <y, vagyis y a legkisebb prefixpont.)
Jélmegalapozott indukciéval belatjuk, hogy minden x, < y:
@ Ha a =0, akkor x, = 1L <y, mert L a legkisebb elem.
@ Haa= 3 +1 és xg <y, akkor f monotonitdsa miatt
xa = f(xg) < f(y), és f(y) <y, mert y prefixpont. lgy xo < y.
@ Haa= \/ﬂ<a B, és minden 8 < a-ra x3 < y, akkor x, = \/ﬂ<ax5 az
{x3 : B < a} halmaznak a legkisebb felsé korlatja, y pedig egy fels6
korlatja, tehat x, < y.

V.
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Kripke-Kleene iteracié

Belattuk tehat, hogy minden f : P — P monoton fiiggvénynek a P teljes
halén létezik legkisebb (pre)fixpontja, mely eléall a Kripke-Kleene
iteraciéval. )

A Kripke-Kleene szemantika

Ilgy egy P altalanos logikai program Kripke-Kleene szemantikajat
definidlhatjuk mint a Wp fiiggvény <,-legkisebb (pre)fixpontjat. Jeldlje
ezt k(P).
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A Kripke-Kleene szemantika j6 tulajdonsagai

Approximacids fuggvények

Az f : P? — P? fiiggvényt approximaciés fiiggvénynek nevezziik, ha f
szimmetrikus és <,-monoton.

Példaul Wp ilyen.

Approximacios fliggvény Kripke-Kleene fixpontja mindig konzisztens.
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Konzisztencia

Elészor beldtjuk, hogy ha 8 < «, akkor x3 < x,. Ezt « szerinti
joélmegalapozott indukciéval tessziik:

@ Ha a = 0, akkor nincs nala kisebb rendszam és az allitas igaz.
o Ha o=+ 1, akkor x3 < f(xg) = xo, mert xg posztfixpont.
o Ha a=\y_,, akkor xo =\/5_, x5, tehdt xg < xo (mert x, az xs-k
fels6 korlatja).
Most beldtjuk, hogy minden x, konzisztens, ha f : P2 — P2
approximdacios fliggvény, « szerinti j6lmegalapozott indukcidval:
@ ha o =0, akkor x, = (L, T) (ez a <-legkisebb elem), ami
konzisztens, mert L < T.
e ha o =+ 1, mondjuk xg = (x,y), ahol indukcié szerint x <y,
akkor xo, = f(x3) = (A(x,y), 22(x,¥)) = (A(x, ), iy, X)) és
fi(x,y) < fi(y,x), mert (x,y) <, (¥, x) és fi <p,-monoton.

v
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Konzisztencia

Bizonyitas, tovabb

Végiil, ha o = \/_,, B, akkor xo = @4, x5 (mert ha f egy <,-monoton
fliggvény, akkor <, szerinti szuprémumat kell vegyiik).
Legyen minden (-ra xg = (ug, v3). Indukcié szerint ug < vg és az el6z6bdl
tudjuk, hogy ha 3 < v, akkor (ug, vg) <p (uy,Vvy), azaz ug < uy és
vy < vg.
Ekkor ®ﬁ<a Xg = (\/B<a Ugs /\B<a V/B)'
Legyen U = {ug: B < a} és V ={vg: 3 < a}. Megmutatjuk, hogy
U < V, ebbdl kovetkezik, hogy \/ U < A V, tehat hogy x, konzisztens.
Legyen ug € U és v, € V. Két eset lehetséges: 3 < v vagy v < 3.
@ Ha 3 <, akkor ug < uy < v,.
@ Ha vy < 3, akkor ug < vg < v,
Tehat U < V és igy x, konzisztens.
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A Kripke-Kleene szemantika rossz tulajdonsagai

A Kripke-Kleene szemantika
@ nem minimalizdlja az igazsagértéket;
@ negdciémentes programokon nem ugyanaz, mint a kanonikus
szemantika.

A célunk most

@ Definidljuk approximacios fliggvények stabilizacids fliggvényeit.

o Megmutatjuk, hogy a stabilizaciés filiggvény is approximacios
fliggvény. (Tehdt pl. van fixpontja, sét <,-legkisebb fixpontja is.)

o Megmutatjuk, hogy a stabilizacids fliggvény minden fixpontja az
eredeti approximacios fliggvény <;-minimalis fixpontja is.

° I,gy altalanos logikai programok (n. jolmegalapozott szemantikajat
definidlhatjuk mint a Wp fliggvény stabilizacids fliggvényének
<p-legkisebb fixpontjat.

@ Az igy kapott szemantika minimalizdlja az igazsagértéket és
negaciémentes programokon ugyanaz lesz, mint a kanonikus.

v
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Recap: Kripke-Kleene szemantika, példa

Vegyik a kovetkez6 P logikai programot:

Erre ®p iterdcidja:
- P

p — g Z szat(zély j)_ 11234
rAs — g ILP VAD=t tlt|t]t
glpV(rAs)|L|L]|t]|t]|t
PG = r pPAQg L] L] L]ttt
s =t s \VO=f | L|f|f|f]|f
It s LiL | L|f|f
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Recap: Kripke-Kleene szemantika, példa

Vegyuk a kovetkezé P logikai programot:

Erre ®p iteracidja:
— P

p — g V4 szal(zély 0111234
rAs — g LP VAD=t | L]t |t]|t]t
g|pV(rAs)| L|L|lt]t]t
pAG = Ty pPAQq L L]t]t
s = t|s s LlL{L|L]|L
s — s |t s I (I

Erre a kanonikus szemantika s = t = fl
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px.fi(x, y)

Ha f : P2 — P monoton fiiggvény, akkor tetszéleges y € P-ra a Ax.f(x,y)
fuggvény is az.

(A Ax.f(x,y) jelolés az x — f(x,y) flggvényt jelenti, ami egy P — P
fliggvény).

Hiszen ha x < x/, akkor f(x,y) < f(x',y). ]

Mivel Ax.f(x,y) egy P — P monoton fliggvény, van legkisebb fixpontja.
Ezt ux.f(x,y) jeloli.

Stabilizacids fuggvény

Ha f = (f,f) : P2 — P2 approximacids fiiggvény (=szimmetrikus és
<p-monoton), akkor stabilizaciés fliggvénye az s(x, y) = (si(y), s1(x)),
s1(z) = px.fi(x, z) fuggvény.
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px.fi(x, y)

Mit , jelent” px.fi(x,y) pl. Vp esetén?

o Az fi fuggvény megkapta az x, y intervallumvégpontokat: x a bal, y
a jobb végpontok vektora.

@ Ebbdl kiszdmolta az dj intervallum-balvégpontokat. (f, pedig a
jobbakat).

@ Akkor si(y): rogzitjik a jobb végpontokat y-ra, kiindulunk a L
balvégpontokbdl (mindenki 0), x; = f1(L, y) a bal végpontok uj
értéke, xo = fi(x1,y),. .., iterdljuk fi-et mindig ugyanazokkal a jobb
végpontokkal, csak a bal végpontokat updateljiik.

@ A legkisebb fixpont az eredmény.

Az s(x,y) = (s1(y), s1(x)) képletben a médsodik argumentum s;(x), ez
wy-fi(y,x) = py.f(x,y), ugyanez szimmetrikusan: a bal végpontokat
rogzitjiik x-re és csak a jobbakra szdmolunk legkisebb fixpontot.
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A stabilizaciés fliggvény

Ha s az f stabilizdcids fiiggvénye, akkor s is approximdcios fliggvény.

@ s szimmetrikus, hiszen s(x,y) = (s1(y), s1(x)),

s(y,x) = (s1(x),s1(y)): az argumentumok cseréje megcseréli az
output koordinatdit.

e s <,-monoton: ha (x,y) <, (x',y’), akkor x < x’ és y' < y.
Elég belatnunk, hogy s; antimonoton: ha x < x’, akkor
s1(x") < si(x). (Ekkor lesz az (x,y) — si(y) fiiggvény <,-monoton.)
Legyen y = s1(x). Akkor y = fi(y,x). Ha x < x/, akkor
(v, x") <p (v, x), fi <p-monotonitdsa miatt akkor
fily,x") < fly,x) =y.
Tehdt y = s1(x) a A\y.fi(y, x") fliggvénynek egy prefixpontja. si(x’)
pedig a legkisebb prefixpontja, tehat s;(x’) < s1(x).

v
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A stabilizaciés fliggvény

Allitas
Ha s az f stabilizdcids fiiggvénye, akkor s minden fixpontja az f-nek egy
<¢-minimalis fixpontja.

Bizonyitas
Legyen s(x, y) = (x, y).
e Fixpont: akkor x = s1(y) és y = s1(x). Tehdt x = fi(x,y) és
y = fi(y,x) = f(x,y), tehat (x,y) = f(x, y) az f-nek is fixpontja.
o <;-minimélis: Legyen (x',y’") < (x, y) szintén fixpontja f-nek.
o Akkor A(x',y") =x"és fA(y',x') =y’
o Mivel X' <xésy <y, igy (x,y) <, (xX,y).
o lgy A(x',y) < A(X,y') = X, tehat X’ a Ax.fi(x, y)-nak egy
prefixpontja.
o Az x = s1(y) pedig a legkisebb prefixpontja = x < x/, ezért x = x'.

e Hasonldan y =y’ is, tehdt (x,y) = (X, y'), igy (x,y) egy
<;-minimdlis fixpont.

| A\

v

Ivan Szabolcs Logifun 2016 6sz 63 / 118



A jélmegalapozott szemantika

Definicio

A P altalanos logikai program jélmegalapozott szemantikdja a Wp
fliggvény stabilizaciés fiiggvényének a <,-legkisebb fixpontja (azaz a
Kripke-Kleene fixpontja).

Allitas
A jélmegalapozott szemantika is mindig konzisztens, <;-minimalis és
negacidmentes programokra ugyanaz, mint a kanonikus szemantika.

Ugyanaz, mint a kanonikus

A Vp fiiggvényben fp(x,y) = Tp(x), ha P negiciémentes.
Akkor az s1(y) fuggvény Tp legkisebb fixpontjat adja vissza, ami maga a
kanonikus szemantika.
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Logikai programok szemantikaja, osszefoglalds

o Logikai program: p; A ... A p, — g alakd implikaciék P halmaza.

@ Tp: a g valtozd Uj értéke a g fejli klozok torzseinek régi értékeinek
szuprémuma.

@ Tp prefixpontjai: P modelljei.

@ A kanonikus szemantika: a legkisebb (pre)fixpont.

Altalanos logikai program: py A ... Aps A=q1 A ... A\ —qx — r alakd
klézok P halmaza.

Négyértékii logika: L, t, f és T, mint intervallumok.

Tp megfelelje ebben az esetben: dp.

®p-nek egy masik formdja: Wp, aki <,-monoton.
Kripke-Kleene szemantika: ®p legkisebb fixpontja <, szerint.
Stabilizacids fiiggvény: egy lépésen beliil is fixpontiteralunk.

Jélmegalapozott szemantika: ®p legkisebb stabil fixpontja.

Ez minimalizélja az igazsdgértékeket és kiterjeszti a kanonikust.
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Funkciondlis programozasi nyelvek szemantikdja

Funkciondlis nyelvek

@ Vannak elemi adattipusok

@ és ha A és B mar tipus, akkor az A — B fiiggvények is egy osztalyt
alkotnak

@ a nyelv tdmogatja olyan fliggvények irdsat, melyek valamilyen tipusu
fliggvényt varnak argumentumként és szintén (esetleg masmilyen
tipusd) fliggvényt is adhatnak vissza
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Scala példa

Viltozé Viltozé tipusénak deklardlasa Visszatérési érték tipusa

def -<’® -) -{
nn==o)f(1).f(- (f)(n—l))

Thel

Fliggvény-absztrakcié LeRrEe

if — else Built-in: 0, 1, x > x — 1
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A-kalkulus: Tipusok

@ nat az egyetlen alaptipus (szandék: objektumai a természetes szamok)
@ ha o és 7 tipusok, akkor (o — ) is tipus (szandék: objektumai olyan
egyvaltozds fliggvények, melyek o tipust inputot varnak és 7 tipust

outputot adnak vissza)

v

Példak
@ nat — nat egy tipus (ilyen tipust lehet pl. az n— n+ 1 vagy az
n — 2n fiiggvény)

@ nat — (nat — nat) egy tipus (input: egy szdm; output: egy
szam—»szam fuggvény. llyen lehet pl. az n+— (m — n+ m) figgvény:
ha az input az n szam, az output az ,,adjunk hozza az inputhoz n-t"
fliggvény lesz)

e (nat — nat) — (nat — nat) egy tipus (input: egy szam—szam
fiiggvény, output: egy szam— szam fiiggvény. llyen pl. az
f +— (n > 2f(n)) figgvény: ha az input az f fliggvény, az output egy
olyan f’ fiiggvény, ami minden outputra pont kétszer annyit ad, mint

az f
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A-kalkulus: valtozédeklaracidk — kornyezetek

Context, kornyezet

egy [ = x1:01,X0:02,...,X, : 0, sorozat, az x;-k kiilonboznek

kb. ,,x; egy o1 tipust, x» egy o tipusu stb. valtozd”

Az iterate fuggvényiink belsejében (pl. az f(1) résznél) a kornyezet

I = n:nat, f:nat — nat, iterate : (nat — nat) — (nat — nat)
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A-kalkulus: termek

Egy I = M : o alakt harmas, ahol

o [ egy kornyezet,
@ o egy tipus (a ,visszatérési értéké"),

@ M egy dn. ,,nyers term” (tkp. maga a term ,,kédja")

A valid termeket épitési szabalyok alkalmazdsaval képezziik.

Ivan Szabolcs Logifun 2016 6sz 70 / 118



A 0 kifejezés (nyers term) minden kornyezetben egy nat tipusu term:

'~ 0 : nat

Ha egy kornyezetben M egy nat tipust term, akkor succ(M) és pred(M) is
nat tipust termek (ugyanabban a kdrnyezetben):

= M : nat = M : nat
I+ succ(M) :nat I+ pred(M) :nat

Példak

Ha I az el6bbi kornyezet, akkor

= 0 : nat
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Viltozok

Ha a kornyezetben szerepel x : o, akkor x egy kifejezés, aminek tipusa o: J

M,x:0,[2 F x 1 0

Példak

Ha I az el6bbi kornyezet, akkor

= n: nat

= f : nat — nat

[+ iterate : (nat — nat) — (nat — nat)
I+ pred(n) : nat
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Fliggvény-alkalmazas (application)

Ha '-ban M tipusa o — 7, N tipusa pedig o, akkor M(N) egy kifejezés,
aminek tipusa 7: J

r-™mM:o—-7, TN : 0o
re= M(N) : 7

Példak

Ha I az el6bbi kornyezet, akkor

I F f(succ(0)) : nat

I F iterate(f) : nat — nat

I+ (iterate(f))(pred(n)) : nat
[+ f((iterate(f))(pred(n))) : nat

v
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Feltételes eldgazds (conditional branching, ifzero)

Ha -ban My, M, és M5 tipusa nat, akkor ifzero( My, M, M3) tipusa is nat:J

'FMyp:nat, THMy:nat, T'F M;s:nat
[+ ifzero(Myi, Mo, M3) : nat

I'I—ifzero(n, f(succ(O)),f((iterate(f))(pred(n)))> . nat)
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A-absztrakcié (fliggvényabsztrakcid)

Haal =T1,x: 0, kornyezetben M tipusa 7, akkor a I'1, >

kornyezetben Ax : 0.(M) tipusa o — T:

D—

M,x:0,[o WM : 7
M, b Xx:0.(M) : 0 =71
Tkp. egy eddigi ,,globalis” valtozdt formalis paraméterré

Példa

f : nat — nat, iterate : (nat — nat) — (nat — nat)
- An nat.ifzero(n, f(succ(0)), f ((iterate(f))(pred(n)))

iterate : (nat — nat) — (nat — nat)

F Af : nat — nat.An: nat.ifzero(n, f(succ(0)), f((iterate(f))(pred(n))))

. (nat — nat) — (nat — nat)

Ilvdn Szabolcs Logifun
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Rekurzié (fixpont)

Ha a ' kornyezetben M tipusa 0 — o, akkor Y, (M) tipusa o: ]

Fr- ™M :o—o0

re Y, (M) : o
Ezt a konstrukcidt rekurziv figgvényhivasok modellezésére fogjuk hasznalni
(mivel A-kalkulusban a termeket nem ,,nevezziik el”, igy masképp kell
megoldani a rekurziv hivdsokat), hamarosan latni fogjuk, hogyan.

Példa: Az iterate fiiggvénnyel (majdnem) ekvivalens A-term

+ Y(nat—)nat)—)(nat—mat) (

Ai : (nat — nat) — (nat — nat).Af : nat — nat.An : nat.

ifzero (n, f (succ(0)), f((i(f))(pred(n)))))

: (nat — nat) — (nat — nat).
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@ El6szor megadunk egy miiveleti szemantikat, ami nyers termeknek
egy atirdsi szabalyrendszere lesz; ez hasonlé lesz nagyon a funkciondlis
programok ,,futtatdsanak” modjahoz, [épésenként atirva a termeket
egymasba, majd megéllva egy végeredménnyel (vagy végtelen ciklusba
esve).

@ Ezutdn megadjuk termeknek egy denotacids szemantikat is, ami pedig
egy termhez egy (folytonos) fiiggvényt rendel majd; ez ahhoz hasonlé,
mikor egy fliggvényrél azt mondjuk, hogy ,,ez a négyzetreemelés
fliggvény”, ,,ez a faktorialis” stb.

e Ezutdn belatjuk, hogy a két szemantika ekvivalens (azaz 6k ketten
valéjaban funkciondlis programozasi nyelveknek egy szemantikajanak
két vetlilete, a ,,hogyan” és a ,,mit" nézete ugyanannak a
viselkedésnek).
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Miveleti szemantika

Ezt a szemantikdt nyers termekre definialjuk: M > N jeloli azt, hogy az M
termet egy lépésben atirjuk az N termre.

o Mp* N: nulla, egy vagy tobb Iépésben.
o M| N: Mp* N és N mar nem irhaté at.

@ Azokat a nyers termeket, melyeket nem tudjuk atirni, (szintaktikus)
értéknek (value) nevezziik.

Ha M || V, akkor azt mondjuk, hogy az M értéke V.
Ha M-nek nincs értéke, annak jele M * lesz.

M — 0| x | pred(M) | succ(M) | M(M) | ifzero(M, M, M) | Ax : o.M | Yo(M
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Konstans, valtozd, A-absztrakcid

Ezek mind értékek: 0, x és a Ax : .M alakd nyers termek.

Jelolje n a succ”0 nyers termet. Ezek lesznek a szamok.

Built-inek

Ha a termiink succ(M) és belseje nem érték, akkor atirjuk (redukaljuk) a
belsejét:

M>N
succ(M) > succ(N)

Ha a termiink pred(M) és belseje. . .

@ 0, akkor &tirjuk 0-ra az egészet: pred(0) > O
@ pozitiv szdm, akkor eggyel csokkentjiik: pred(n+1) > n
@ nem érték, akkor a belsejét redukaljuk:

M> N
pred(M) > pred(N)

v
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Alkalmazas

Ha a termiink M(N) alakd, akkor. ..
@ ha M redukalhatd, akkor redukaljuk:

M > M
M(N) > M'(N)

@ ha M = \x : o.M’ alakd, akkor M’-ben az x-ek helyére N-t
helyettesitiink (pontosabban Id mindjért):

(Ax :o.M)(N) > M[x/N]

@ egyébként nem tudunk redukalni.
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Helyettesités

Mint elsérendii logikaban

Ha M egy nyers term, x egy valtozd és N szintén egy nyers term, akkor
M|[x/N] az a nyers term, amit gy kapunk, hogy M-ben az Gsszes szabad
x-et atirjuk N-re Ggy, hogy ha egy beirt N-ben igy ,,lekotédne” véltozd,
annak a koté A-jat atnevezziik, hogy feloldjuk a néviitkozést

e O[x/N] =0

o x[x/N] =N, és y[x/N]=yhax#y

e pred(M)[x/N] = pred(M[x/N]), succ(M)[x/N] = succ(M[x/N])

o ifzero(My, M, M3)[x/N] = ifzero(My[x/N], Ma[x/N], M3[x/N])

o (Ax:o.M)(x/N)=Ax:0.M

o (A\y:0.M)[x/N] = Az:0.M[y/z][x/N], ha y # x, ahol z olyan
valtozd, mely nem fordul elé sehol mashol

o Yo (M)[x/N] = Y, (M[x/N))
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Ha a termiink ifzero(My, My, M3) alakd, akkor
e Ha M; =0, akkor atirjuk az egészet My-re: ifzero(0, My, M3) > M,

@ Ha Mj egy pozitiv szam, akkor atirjuk az egészet Ms-ra:
ifzero(n + 1, My, M3) > M3

o Ha Mj redukalhatd, akkor redukaljuk:

Ml > N1
ifzero(Ml, Mo, M3) > ifzero(Nl, My, M3)

@ egyébként nem tudunk redukalni.

Rekurzié
Ha a termiink Y, (M) alakd, akkor redukaljuk M(Y,(M))-re:

| A

Yo (M) > M(Y5(M))
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Példa: 2 x2 =4

Nézziink egy példat, amibdl a rekurzid is vildgosabb lesz.

def f(n) = if(n=0)0else 2+ f(n—1); f(2)

Ez a kettdvel szorzas fuggvény.

Nyers A-term (undrisakndl f(x) helyett f.x, tipusok elhagyva)

<Y.)\f.)\n.ifzero(n, 0, succ.succ. f.pred.n)) (succ.succ.0)

Nézziik meg, hogy a redukdldsi szabalyokkal ebbdl hogy kapunk
succ.succ.succ.succ.0-t! (négyet)
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Denotacids szemantika

Ez a szemantika egy ' = M : o termhez rendel egy [[I F M : o]]-val jeldlt
(folytonos) fliggvényt. J

A tipusok interpretaciés domainek

Elészor is minden o tipushoz rendeliink egy [[o]] alaphalmazt, domaint (a
o tipust ,,objektumok” halmazit). Ez egy poset lesz.

o [[nat]] legyen az N poset.
o [[c — 7]] legyen a [[o]] — [[7]] folytonos filiggvények posetje.

A P — Q@ folytonos fiiggvények posetjét jeldlje innentdl [P — Q].
Tehit [[o — 7]] = [[[o]] — [[7]]].

Hal = x3:01,...,X%,: 0p kornyezet, akkor legyen J

[[F1] = [[o]] < ... x [[]].
A [l = M : o]] figgvények [[T]] — [[o]] figgvények lesznek.
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Teljes részbenrendezett halmazok, CPOk

Az N | poset nem teljes hald. )

De szuprémumokkal kell dolgoznunk. Egy gyengébb struktira:
Definicié: CPO

A P poset CPO, ha minden linedrisan rendezett részhalmazanak van
szuprémuma.

Linedrisan rendezett az X halmaz, ha barmelyik két eleme
osszehasonlithato.

Példdul X minden X-re CPO, igy [[nat]] = N is az. ]

Fixpontokkal akarunk majd szamolni. A Tarski-féle fixponttétel szerint ha
P CPO és f : P — P folytonos fiiggvény, akkor van legkisebb fixpontja.
Ezért beldtjuk, hogy minden domain CPO és minden [[...]] fliggvény
folytonos lesz.
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Minden tipus domainje CPO

Ha P és Q CPO-k, akkor [P — Q] is az.

Bizonyitas

Legyen F C [P — Q] folytonos P — Q fliggvények linedrisan rendezett
halmaza. Belatjuk, hogy \/ F Iétezik és folytonos.

o Azt tudjuk, hogy (\/ F)(x) = Vg f(x) ha létezik, akkor ez a
szuprémuma F-nek.

o Mivel {f(x):f € F}C Q és Q CPO, igy ha belatjuk, hogy
{f(x) : f € F} linedrisan rendezett, akkor \/ F létezik.

o Legyen fi(x), fa(x) € {f(x) : f € F}. Mivel fi,f, € F, és F linedrisan
rendezett, igy vagy f1 < f, vagy f» < fi.

e Ha f; < f,, akkor (fliggvény < def szerint) fi(x) < f(x); ha L < A1,
akkor f(x) < fi(x). Tehat \/ F létezik P — Q-ban.

V.
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Ha P és Q CPO-k, akkor [P — Q] is az.

Minden tipus domainje CPO

e

Bizonyitas, tovabb

Még latnunk kell, hogy \/ F folytonos. Legyen X C P nemiires, linedrisan
rendezett halmaz és x* =\/ X a szuprémuma. Akkor

(VAE) =V fix)

feF

= \/ \/f(x)

fEF xeX

-V Vrw

xeX feF

=V (VARX.

xeX

v
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A kornyezetek domainje is CPO

Ha P;, i € I mind CPOk, akkor [] P; is az.
i€l

Bizonyitas
Legyen U C [] P; linedrisan rendezett. Akkor tetszéleges i € I-re

iel

U(i) = {u(i) : u € U} is az, hiszen ha u < v, akkor u(i) < v(i) (mert a
szorzat posetben a rendezés pontonkénti).

Tehdt minden i € I-re \/ U(i) létezik, igy a (\/ U)(i) = \/ U(i) joldefinidlt
szuprémuma U-nak.
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Konstans, valtozék

Innentdl jelolje I az xy : 01, ...

, Xn . 0p kornyezetet.

Konstans

Legyenal F O :

nat term szemantikdja a konstans 0 fliggvény:

[T + 0 : nat]](c1,...,d,) = 0.

Viltozé

Legyenal F x; :

o; term szemantikdja az /. projekcio fiiggvény:

[[I' |— Xj U;]](dl,...,dn):d,'.

A konstans fliggvények és a projekciék mindig folytonosak.
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Legyen [[succ]] : [[nat]] — [[nat]] a kdvetkezd fliggvény:

1 ha x=_1

v sl = {X +1 egyébként.

[[nat]] — [[nat]] fiiggvények folytonossaga
Egy f : [[nat]] — [[nat]] fliggvény mikor folytonos?
@ Ha minden nemires linedrisan rendezett X C N -ra
F(V X) = Vyex f(x).
o A feltétel automatikusan teljesiil az tres és az egyelemii X-ekre.

@ Tehat csak a kételemdi, { L, x} alakd halmazokat kell vizsgalni.
Ezeknek szuprémuma x.

o A feltétel: f(x) = f(L)V f(x), azaz hogy f(L) < f(x).
Ez [[succ]]ra igaz, tehat folytonos.

V.

Ivan Szabolcs Logifun 2016 6sz 90 / 118



[[pred]]

Legyen [[pred]] : [[nat]] — [[nat]] a kdvetkezd fiiggvény:

1 hax= 1
[[pred]](x) =< 0 ha x=0
x —1 egyébként.

Ez a [[pred]] fiiggvény is folytonos, hiszen L képe L.

Ha a termiink I - succ(M) : nat ill. T+ pred(M) : nat alaki, akkor
szemantikdja M szemantikdja plusz ill. minusz egy:

[T F succ(M) : nat]](d) = [[succ]] ([[r M nat]](J))

—.

[T+ pred(M) : nat]](d) = [[pred]]([[r FM: nat]](J))

Vagyis [[I" F succ(M) : nat]] = [[succ]] o [[T - M : nat]]. Folytonosak.

v
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[[ifzero]]

Legyen [[ifzero]] : [[nat]]® — [[nat]] a kdvetkez6 fiiggvény:

1 hax=1,
[[ifzero]](x,y,z) =y hax=0,
z egyébként.

Ha a termiink I I ifzero( My, My, M3) : nat alakd, akkor szemantikdja:

kiszamoljuk az M;-ket, erre a harom értékre alkalmazzuk az ifzero
fliggvényt:

[l F ifzero(My, My, Ms) : nat]](d) = [[ifzero]](v1, v2, vs),
ahol v; = [[[ + M; : nat]](d). lgy is irhatjuk:

[T F ifzero( My, My, M3) : nat]]

= [[ifzero]] o ([[I = My : nat]], [[I = M> : nat]], [l = M3 : nat]]
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[[ifzero]] folytonos

Ahhoz, hogy belassuk, hogy [[ifzero]] is folytonos, ezzel kezdjiik:

Legyen f : Py X ... x P, — Q fliggvény, P; és Q CPO-k.

Azt mondjuk, hogy f az i. koordinatan folytonos, i = 1,...,n, ha minden
p1 € Pi,...,pi—1 € Pi—1,pit1 € Pit1,...,pn € P, rogzitett értékekre és
X; C P; nemiures, linedrisan rendezett halmazra igaz, hogy

F(p1-- - Pie1, \/ XisPiv1s - Pn) =\ F(P1, - Pi1, % Pit1s- - Pn).
XEX;

v

Allitas
A fenti f pontosan akkor folytonos, ha minden 1 < j < n koordinatan
folytonos.
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Miért lesz ez j6

Ha ez igaz, akkor f = [[ifzero]] folytonos, mert:

@ Az elsd koordinatan folytonos, ha f(L,y,z) < f(x,y,z) — azaz
1 < f(x,y,z), ami igaz;
@ A mdsodikon folytonos, ha f(x, L, z) < f(x,y,z) — azaz
e hax=1: 1 <1 -igaz
e hax=0: L <y-igaz
e hax>0:z<z-igaz
@ A harmadikon folytonos, ha f(x,y, 1) < f(x,y,z) — azaz
e hax=1: 1 <1 -igaz
e hax=0:y<y-igaz
e hax>0: L <z-igaz

Tehat [[ifzero]] minden koordinatajan folytonos, tehat folytonos.
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Bizonyitas
Legyen f : P; X ... X P, — @ minden koordinatajan folytonos és
U C P; x...x P, linedrisan rendezett, nemires részhalmaz, és mondjuk

irjuk az u € U elemeket u = (x{', x5, ..., x}) alakban.
o Legyen X; = {x : u € U} az i. koordinatan el6fordulé elemek
halmaza.

o Tudjuk, hogy X; linedrisan rendezett (mert ha u < v, akkor x! < xY),
tehdt van szuprémuma (mivel P; CPO) és

\/Uz(\/ a0 \/ X320, \/ x,‘f").

mel wel u,elU
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@ A koordinatankénti folytonossagot alkalmazva n-szer:

f(\/U) = f( P \/ 5% e \/ x,‘,’")

m ey welU upelU

= VA Vo Vo)
m ey welU upelU

u u; un

=V V(e Vo)
m el el upelU

— \/ \/ \/ f(xfl,xé’z,...,x,‘j")

el uwmel upelU

— uy u2 u
= \/ f(x1 ,X2,...,Xn").

ut,...,.un€lU

@ Errdl kellene latnunk, hogy ugyanaz, mint \/,., f(xf,xé’, e ,x,‘,’).

v
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o Elég beldtnunk, hogy minden (x;*, x52, ..., x5") alaki vektornak van
(x{',x3,...,xY) alakd fels6 korlatja.
@ Mivel U linedrisan rendezett volt, a véges {u1,...,u,}

részhalmazanak van legnagyobb eleme. Legyen ez wu.

Ekkor x,-uj < x{' minden i, j-re.

Tehat (X1, ..., xp") < (x{,...,x}).

A koordindtankénti monotonitdst alkalmazva pedig
FOxqt, o xgn) < (X, xY).
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Eval, alkalmazas

Legyen eval : ([P x Q] x P) — Q az eval(f, x) = f(x) fiiggvény.

Az eval fiiggvény folytonos.

Bizonyitas

Koordinatanként:
e Ha f € [P — Q] és X C P lanc, akkor
eval(f, vX) = f(VX) = Vf(x) = Veval(f, x).
e Ha F C [P — Q] lanc és x € P, akkor
eval(VF, x) = (VF)(x) = Vf(x) = Veval(f, x).

v

[T M(N):7]]:=evalo([[TEFM:0—7]],[[TFN:a]]) J
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Curry, A-absztrakcié

Legyen curry : [(P x Q) — R] — (P — (Q — R)) az a fiiggvény, melyre J

curry(f)(p)(q) = f(p,q).

curry(f) egy [P — [Q — R]] fiiggvény.

Bizonyitas
e Ha Y C Q lanc, akkor
curry(F)(p)(VY) = f(p, VY) = Vi(p,y) = Veurry(f)(p)(y)-
e Ha X C P lanc, akkor curry(f)(VX) = Veurry(f)(x), mert minden
y € Q-ra
curry(F)(VX)(y) = F(VX,y) = VF(x,y) = Veurry(f)(x)(y).

v

[FTEFAx:oM:0—7]] == curry([[l,x: 0 M:7]]). J
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Ifp

Ha f: [P — [Q — Q]] fliggvény, akkor legyen Ifp(f) aza P — Q
figgvény, melyre

Ifp(f)(p) az f(p) : @ — Q folytonos fliggvény legkisebb fixpontja.

Ekkor Ifp(f) egy [P — Q] fluggvény.

Bizonyitds

Azt kell beldssuk, hogy ha X C P nemiires lanc, akkor
Ifp(f)(VX) = VIfp(f)(x).
o Tudjuk, hogy Ifp(f)(p) =V ,>0(f(p))"(L).

Ivan Szabolcs Logifun 2016 6sz 100 / 118



o Tehdt a jobb oldal: V/ V (F(x))"(1) = V_ V (F())"(L)

o A bal oldal: V/ (F(vX)")(L).

o Elég azt beldtnunk, hogy minden n-re

V (F(0)(L) = F(vX)"(L).

xeX
@ A jobb oldal:
fF(VX)"(L) = FVX)F(VX)F(VX) ... fF(VX)(L)
=\ V-V f)f(e).. . flxa)(L).
X EX EX  xpeX
@ Megint elég megmutatnunk, hogy minden f(x1)f(x2)...f(xn)(L)

alaku elemnek van f(x)"(L) alakd felsé korlatja.

v
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Mivel X lanc, igy {xi1,...,xn} egy véges lanc, van legnagyobb eleme,
mondjuk x.

Monotonitds miatt akkor f(x;) < f(x) minden i-re.

Ez a pontonkénti rendezés definicidéia miatt azt jelenti, hogy
f(xi)(y) < f(x)(y) minden i-re és y-ra.

Mivel az f(x) fliggvények is monotonok, ez azt is jelenti, hogy
f(x)(y) < f(x)(y') minden i-re és y < y'-re.

Akkor:
1 <1
f(xn)(L) < F(x)(L)
f(xn-1)f (xn)(L) < F(x)?(L)

és kész vagyunk.
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A rekurzié operator

[[F - Yo(M) : o]] = Ifp([[T F M : o — o]]). ]

Ekvivalencia

A célunk megmutatni, hogy a miveleti szemantika és a denotdcids
szemantika megegyezik, tehat azt, hogy

[[FM:nat]l=n & MJ{n
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Atirds soran nem véltozik [[]]

Ha M> N, akkor [[TEM: o] =[[TF N:a]].

sy 7

Bizonyitas

Az M felépitése szerinti indukcidval.
@ Ho M =0, M = x; vagy M = Ax : 7.M’: nem irjuk &t, ilyen eset nincs
e Ha M =f(M'), ahol f € {pred,succ} és M'> N, akkor N = f(N') és

[[TFM:nat]] = [[[+f(M): nat]]
= [[fl]o[[F F M : nat]]
= [[f]]o[[F + N : nat]]
= [[F = f(N') : nat]]
= [[TF N : nat]].

v
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e Ha M = pred(0), akkor N =0 és

0=|[[F+0:nat]] = [[pred]] o [[I F 0 : nat]] = [[ F pred(0)]],

mert [[pred]](0)

e Ha M = pred(n + ) akkor N = n és

[T+ n:nat]] = n = [[pred]](n + 1) = [ - pred(n + 1)]].

o Ha M = ifzero(My, My, M3) és My > M;, akkor
N = ifzero(Mg, Mo, M3) és

[+ M : nat]]
[[ifzero]] o ([[I = My : nat]], [[I F My : nat]], [l F M3 : nat]])
[ifzero]] o ([[F = M1 : nat]],[[T = M> : nat]], [[T = M5 : nat]])
= |[[F'F N : nat]].
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e Ha M = ifzero(0, M, M3), akkor N = M, és

[[TF M : nat]]
= [[ifzero]] o (0, [[I = Ma : nat]], [[T + M5 : nat]])
= [[MF Mo]],

mert [[ifzero]](0,y,z) = y.
e Ha M = ifzero(n+ 1, M, M3), akkor N = M3 és

[[TF M : nat]]
= [[ifzero]] o (n+ 1,[[I = M, : nat]], [[ - M5 : nat]])
= [[F = Ms]],

mert [[ifzero]](n+ 1,y,z) = z.
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e Ha M = My(My) és My > My, akkor N = Mj(M>) és

[[T=M: 7]
= evalo([[TFM;:0—7]],[[lT+ M :0a]])
= evalo([[T-M;:0—7],[[lF M :o]])
= [[F+N:7].

e Ha M = Y, (M), akkor N = M'(Y,(M’)). Ekkor tetsz8leges
d € [[]-ra .
x = [T+ Ys(M): c]](d)

—.

az f :=[[T' = M : 0 — o]](d) fliggvény legkisebb fixpontja, vagyis:

([T = Yo (M) : o]](d)
= X = f(X) = . _
= eval([[T F M : o — o])(d).[[T F Yo (M) : o]])(d))

—.

= [[F= M'(Yo(M) : ol}(d).
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Bizonyitds

Az utolsé eset:
@ Ha M = (A\x:aoM)(N'), akkor N = M'[x/N']
bizonyitasat atugorjuk.

Egyébként ennek a lemmanak a kovetkezménye:
[[FTFM: a]]o<[[A FNycol],. L [[AFEN,: U,,]]> =[[AF M[)?'/N] 2 o]
Melyet szintén M felépitése szerinti indukcidval bizonyithatunk be.

Tehat ha M || n, akkor [[T = M : nat]] =[[ + n: nat]] = n. ]
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Ha [[F M : nat]] = n, akkor M | n.

Egy < relacié

Definidlunk tipus szerinti rekurziéval egy < relaciét [[o]] ésa M : o
termek kozt.
@ Ha o = nat, akkor
e I < F M : nat mindig;
on < F M:nat, ha M| n.
@ Ha 0 = 01 — oo, akkor f < F M : o pont akkor alljon fenn, ha
minden x < F N:oj esetén f(x) < F M(N): oz.

Ha f :[[T]] = [[o]] és T = M : o, akkor pedig legyen f < ' M : o, ha
minden d; < F N;: o; esetben
f(dl,...,dn) < FM[Xl/Nl,...,Xn/Nn].

v
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[FTEM:o]] < THM:o.

Amiért ez elég

Akkor [[F M :nat]] < F M :nat miatt ha [[- M : nat]] = n, akkor
M |} n tényleg fenn kell alljon.

Ezt is M felépitése szerinti indukcidval lehet igazolni, itt a rekurzié
operator kezelése a bonyolult.
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Belatjuk, hogy [[+ M : 6]](d) < M[X/N], ha minden i-re d; < N;.

o [[F'+0: nat]](d) =0, O[x/N] =0 és 0 | 0, ez igy OK.

o [[[ + succ(M) : nat]](d) = [[succ]]([[T + M : nat]](d)).

—.

o Ha [[TF M : nat]](d) = L, akkor [[succ]](L) = L miatt az eredmény is
1, ami OK, mert L < T F succ(M) : nat.

o Ha [+ M : nat]](d) = n € N, akkor az indukciés feltevés miatt
M[%/N] I n. Ekkor pedig [[I" - succ(M) : nat]](d) = n+1 és

succ(M)[X/N] | n+ 1, OK.
o [[I F pred(M) : nat]](d) = [[pred]]([[T F M : nat]](d)).

e Ha a bels6 eredmény L, akkor a kiils6 is, ami OK.

o Ha a bels6 eredmény 0, akkor a kiils6 is. Masrészt akkor az indukcids
feltevés szerint M[X/N] | 0, tehat pred(M)[X/N] >* pred(0) 0.

e Ha a bels6 eredmény n+ 1, akkor a kiilsé n. Ekkor pedig az indukcids
feltevés szerint M[%/N] |} n+ 1 és ekkor pred(M)[%/N] | n.
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o [[MFx: O’,‘]](J) =d; és X,[)?/N] = N;, és abbdl indultunk ki, hogy
d; < N; minden i-re, OK.
o Az [[[ + M(K) : o]](d) eset:
o Indukcié szerint [T+ K : 7]](d) < K[x/N].
o Tovabba, [[[F M : 7 — o]](d) < M[/N].
e Ez utébbi mivel 7 — o fliggvény tipus, azt jelenti, hogy minden d
értékre és - T : 7 termre [[[ = M : 7 — o]](d)(d) < M[Z/N](T).
o Specidlisan d = [[[ + K : 7]](d), T = K[%/N]-re:
[[r = M(K) : o])(d)
[IFEM:r—=ol(d)(IF+ K : 7]](d))
M[Y/N](fi[?/ﬁ])
M(K)[%/N].

IA
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—.

o Az [T Ax:0.M: o — 7]](d) eset:

o Indukcié szerint [[I,x:o-M:7]] < TEM:7T.
e Mivel o — 7 fliggvény tipus, a < relacié akkor all fenn, ha minden
d < FK:o-ra

(M Ax:o.M: o — 7])(d)(d) < (Ax : o.M)[Z/N](K).
e Azaz a curry definiciéja szerint ha
(M, x:0F M:7]|(d,d) < (Ax : o.M)[3/N](K).
o Tudjuk, hogy (Ax : 0.M)[/N](K) > M[/N,x/K] és hogy indukcié

szerint . .
[[T,x:0F M:7]](d,d) < M[X/N,x/K].

A kovetkezd lemma hasznos lesz ennek az esetnek (és a rekurziéénak) a
befejezéséhez.
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Haf < THFK:0é M>K, akkor f < TEM:o.

Bizonyitas
A o felépitése szerinti indukcidt alkalmazunk. Legyen d<N.
e Ha o = nat:
o Ha f(d) = L, akkor OK, mert L reldciéban 4ll minden termmel.
o Ha f(d)=neN, akkor f < T+ K : nat miatt K[X/N] |} n, tehat
M > K miatt M[Z/N] |} n is igaz.
@ Ha o0 =75 — 7, akkor legyen d < T N : 7.
o Be kell Iatnunk, hogy f(d)(d) < M[x/N](N).
o De ekkor M[x/N](N) > K[%/N](N).
o Indukcié szerint tehat valéban, f(d)(d) < M[Z/N](N).

.
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o Az utolsé eset: [[IF Y,.M : o]](d).

@ Ekkor x =[[IT = Y,.M:o]|(d) az f =[[T - M : o — o]](d) figgvény
legkisebb fixpontja.

@ Tehdt x =\, 5o F"(L).

eHad < TF g’g.l\/l : 0, akkor f(d) is, mert:

o Indukcié szerint f < T+ M[Z/N]: 0 — o
o Mivel o — o fliggvény tipus, alkalmazhatjuk d < TF Y,.M : o-t és
kapjuk:

f(d) < T+ M[R/N](Y,.M[X/N]) = M(Y,.M)[%/N]
e Mivel pedig Y,.M> M(Y,.M), az el6z6 lemmabdl

f(d) < T+ (Y,.M)[X/N].

Ha belatjuk, hogy 1. < TEFM:0éshaD < '+ M:o a D nemiires
lancra, akkor VD < ' M : o is igaz, kész vagyunk.

v
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1 <TEM:o.

Bizonyitas

| \

A o tipus felépitése szerinti indukciét alkalmazunk.
@ 0 = nat: a < definicidja szerint igy van.
@ 0 =11 — 7. Ennek a tipusnak a |, legkisebb eleme az a fuiggvény,
melyre 1 ,(x) = L., minden x € [[r1]]-re.

Indukci6 szerint tehat L,(x) < T+ M(N) minden - N : 1 termre.
Tehat 1L, < - M.

A\
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Lemma

Ha D C [[o]] nemiires lanc, és minden d € D-red < '+ M : o, akkor
VD < THEM:o.

| A\

Bizonyitds
A o tipus felépitése szerinti indukciét alkalmazunk.

o o =nat: (VD)(d) = Vgepd(d) egy véges lanc szuprémuma, tehat az
egyik eleme, melyre az allitas a feltevés szerint teljesiil.

@ o =11 — 7: legyen x < F K:m1. Akkor

(VD)(d)(x) = Vaen(d(d)(x)),
ami egy véges lanc szuprémuma [[72]]-ben. Indukcié szerint tehat

Vaen(d(d)(x)) < T+ MIx/N](K),

tehat VD < T M : 0.

v
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Ezzel a két szemantika ekvivalencidjdnak mindkét iranyat befejeztiik. )
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