Logika gyakorlat — 01

Paradoxonok, itéletkalkulus szintaxis és szemantika

Warm-upként beszélgesstink par ,,paradoxon”rél, amit tobben lehet, hogy ismernek:

A falusi borbély]

A faluban lakik egy borbély, aki (munkakori leirasénak megfeleléen) pontosan azokat a
falusiakat borotvalja, akik maguk nem borotvalkoznak.

Mi a gond ezzel az allitassal?

Felmertl a kérdés, hogy maga a borbély borotvalkozik-e?

« Ha igen, akkor a ,pontosan azokat” konnektiva miatt mivel § borotvilkozik (azaz nem
igaz rd, hogy nem borotvalkozik), igy az sem lehet igaz ra, hogy sajat magat (mint falusit)
borotvalné, azaz ekkor 6 nem borotvalkozik. Ez ellentmondas: azt kaptuk, hogy feltéve,
hogy borotvalkozik, kijon, hogy nem borotvalkozik, tehat ez az 4g nem lehetséges.

o Ha nem borotvélkozik, akkor (ismét a munkakori leirds vége szerint) borotvalnia kell
magat, azaz ekkor meg borotvalkozik. Ez megint ellentmondas: ezuttal azt kaptuk,
hogy feltéve, hogy nem borotvéalkozik, kijon, hogy borotvalkozik, ez az 4g szintén nem
lehetséges.

Végeredményben azt kaptuk, hogy se az nem lehet igaz a borbélyra, hogy borotvalkozik, se az,
hogy nem borotvalkozik.

Ebbdl persze annyi dertl ki, hogy ilyen borbély biztosan nem lakik semmilyen faluban, igy ez
a mondat csak annyira ,paradoxon”, hogy biztosan hamis az allitas.

Megjegyzés.

A logika kurzushoz ennek annyiban van koze, hogy (a dimategyrél ismert) elsérendii logikaban
pl. ezzel a formuldval tudjuk leirni a borbély munkakori leirdsat:

V:C(p(c, T) ﬂp(x,:c))

(nem baj, ha nem tudjuk felparsolni ezt a formuldt, kés6bb ezen a kurzuson is tanulunk el-
sérendii logikat is), és errél a formulardl kideriil (tanulunk majd r4 médszereket, amikkel kijon),
hogy kielégithetetlen (ami informélisan most annyit fog jelenteni, hogy nem lehet megadni, nem
létezik ,falusiak olyan halmaza” és benne egy borbély, akit a fenti formula ¢ konstansa jelol,
hogy meg tudnank adni a ,a falusi borotvalja b falusit” predikdatum, amit meg a fenti formula
p predikdtumjele jelol gy, hogy a formula igazzé véljon ebben a faluban). Elsérendii logikarél
kés6ébb még lesz sz6.
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f[A logika konnyt térgy} ~

Nézziik meg a kovetkezo szovegdobozt:

Ha ennek a doboznak a tartalma igaz, akkor logikabol tanulas nélkiil is konnyen 6tost
lehet kapni.

Vajon a doboz tartalma igaz vagy hamis? Vajon kovetkezik-e barmelyikbdl, hogy logikdbdl
tanulas nélkiil is konnyen 6tost lehet kapni? Tudjuk formalizalni itéletkalkulusban, amit
\létunk?

J

Talén itt egyszeriibb, ha a formalizalassal kezdjiik (és ezzel atismételjiik az itéletkalkulus
Szintaxisétﬂ és szemantikaj étED.

/[Recap: Szintaxis] ~

[téletkalkulusban formuldk:
a (z itélet)valtozdk, amiket ezen a kurzuson jellemzéen p, p1, pe, q, 7, ... jelol majd,
a (logikai) konstansok, kett6 lesz: 1 és |,

és lehet egyszertibb formulakbol bonyolultabbakat képezni:

o ha F mar egy formula, akkor (—F) is,

o ha F és G formuldk, akkor (F'V G), (FANG), (F — G) és (F < Q) is azok,

mas formula pedig nincs, csak amit ezekkel a szabélyokkal fel lehet épiteni.

- J

A jelek (,logikai konnektivdk”) kimondva: — (negaci6, ,nem”), V (diszjunkcid, ,vagy”), A
(konjunkcio, ,,és”), — (implikacid, ,nyil”) és «<» (ekvivalencia, ,duplanyil”).

lazaz most: ,milyen stringekre mondhatjuk 14, hogy formuldk, hogy épiilnek fel”, de a szintaxis a ,,jelen-

téslikrél” nem mond semmit
2azaz most: ha adott a logikai valtozéknak egy értékadasa, akkor egy formuldnak amellett mi az értéke
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/[Recap: Szemantikaj ~

Egy formulanak értéke magaban nincs, ahhoz kell egy értékadas, ami a valtozék minde-
gyikéhez rendel egy logikai értéket a {0, 1} halmazbdl (0 a ,hamis”, 1 az ,jigaz”). Egy ilyen
értékadast altalaban A-val, B-vel stb. fogunk jelolni. Tehét pl. A(p) = 1 azt jelenti, hogy
a p valtozé értéke az A értékadasban / értékadas mellett igaz.

A logikai konnektivdik mindegyikéhez tartozik egy fiiggvény is, amit ugyanigy jelolink,
ezt tablazattal adjuk meg:

A|B|-A|AVB|ANB|A—-B| A+ B
111]0 1 1 1 1
110 0 1 0 0 0
0] 1)1 1 0 1 0
00| 1 0 0 1 1

Tehét pl. 1V0=1,1—-0=0,0—1=1.

(Azokat a fiiggvényeket, melyek {0, 1}-vektorokat varnak és {0, 1}-beli értéket adnak vissza,
mint ezek is, Boole-fiiggvénynek hivjuk.)

Ha pedig van egy A értékadasunk, és egy F' formulank, akkor F' értéke A mellett, amit
A(F) jelol, a kovetkez6 lesz:

e ha F =7, akkor A(F) =1 (ez a ,konstans igaz” formula),
o ha F =], akkor A(F) =0 (ez a ,konstans hamis”),
o ha F' = p egy véltozd, akkor A(F) = A(p) (a valtozok értéke az értékadasbol jon),

o ha = -G, akkor A(F) = - A(G) (kiértékeljik az eggyel kisebb formulat, és negaljuk
az eredményt),

e ha pedig ' = G o H, ahol o a V, A, —, <> konnektivak valamelyike, akkor
A(F) = A(G) o A(H) (kiértékeljitk az eggyel kisebb formulakat, és az eredményeken
alkalmazzuk a konnektiva altal megadott Boole-fiiggvényt).

- J

Ezekkel a jelekkel a dobozbeli szoveg ,ha ennek a doboznak a tartalma igaz, akkor logikabdl
tanulas nélkil is konnyen 6tost lehet kapni” -et leiré formuladt ha megprobaljuk felépiteni, igy
gondolkodhatunk:

o el6szor, ami itt (dimatbdl) ,atomi &llitas” cimen futott, abbdl lesznek a valtozdk: most
lehet pl. egy p valtozonk, aminek az értéke 1 lesz, ha a doboz tartalma igaz és 0, ha a
doboz tartalma hamis, és egy ¢ valtozénk, ami meg a (hosszi) ,,logikabdl tanulas nélkiil
is konnyen 0tost lehet kapni” rész igazsagértékét veszi majd fel

o eztan egy ,ha p igaz, akkor ¢ is” alakii mondatot latunk a dobozban, ezt pont a —
konnektiva irja le, igy a doboz tartalmara a p — ¢ formulat kapjuk

o (itt jon a problémés rész) és mivel ez a p — ¢ mondat maganak a doboznak a tartalma
(amit p-vel jeloltiink), igy most elsé kézelitésbenﬂ egy p <> (p — q) formulat kapunk (,,a
doboz tartalma pont akkor igaz, ha a doboz tartalma igaz”), aminek igaznak ,kell” lennie

3kés6bb kiderill, hogy egy p = p — ¢ feliras lehet, hogy korrektebb lenne ebben az esetben, de a = jellel ma
még nem foglalkozunk
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De ha A(p < (p — q)) igaz, akkor ez kétféleképp lehet:

o ha A(p) = 1, azaz ha a doboz tartalma igaz, akkor A(p — q) is 1 kell legyen, ami — mivel
A(p) = 1 — a — tabldja szerint csak gy lehet, ha A(q) = 1, ebben az esetben tehat
logikabdl konnyti tanulas nélkiil 6tost kapni.

e ha A(p) = 0, azaz ha a doboz tartalma hamis, akkor A(p — ¢q) is 0 kell legyen, ezuttal
pedig a — miiveleti tablajarol és abbdl, hogy A(p) = 0, azt olvashatjuk le, hogy ez az
eset nem lehetséges.

Latszélag tehat levezettiik azt (pusztan abbdl, hogy felirtunk egy mondatot egy szévegdobozba),
hogy annak a mondatnak igaz kell legyen az értéke, és az szintén egy igaz allitas, hogy logikabdl
tanulas nélkil konnyen lehet 6tost kapni.

Persze itt valahol elkovettiink egy hibat, aki tobbet szeretne tudni errdl, Curry paradoxon néven
fut, roviden: a probléma az ,Onhivatkozassal” van, altalanossdgban nem megengedett pl. egy
valtozéval ,elnevezni” egy olyan formulat, melyben ez a valtozé valahol beliil szerepel is.

Varatlan akasztés]

A bird a kovetkezo itéletet hozza egy targyalason: az elitéltet kivégzik, a kovetkezd hét
valamelyik hétkoznapjan délben, de még aznap reggel se fogja tudni, hogy biztosan aznap
végzik ki majd.

Mit gondolunk errél az itéletrol?

Ami adja magat: ha eljon a péntek reggel és emberiink még mindig életben van, akkor tudni
fogja, hogy aznap végzik ki, hiszen arrdl volt szd, hogy valamelyik hétkoznap végzik ki, az
Osszes tobbi nap meg mar elmult. Ezért emberiink fejben ki is tudja zarni, hogy péntek lesz a
kivégzés.

Ezek utan gy okoskodhat, hogy ezek szerint ha eljon a csiitortok reggel, tudva azt, hogy péntek
kizarva, mar tudna, hogy csiitortok lesz a kivégzés, de a bird azt mondta, hogy nem fogja tudni,
tehat igy fejben kizarja a cstutortokot is.

fgy haladva visszafelé kizdrja a szerdét, a keddet és a hétfét is, levezeti, hogy tehat egyik nap
se végezhetik ki az itélet szerint, hatraddl és megnyugszik.

Szerda délben meg rakopog a héhér, hogy jojjon vele, 6 pedig ezen rettenetesen meglepodik,
mert erre aztan igazan nem szamitott és rdjon, hogy a birénak mégis igaza volt.

Na de hol tévedett?

Ez a paradoxon a varatlan akasztas paradoxon cimen (is) ismert, ebben is van rejtetten (legaldb-
bis az el6z6hoz képest) egy ,onhivatkozas”: az allitas (a birdi itélet) maga arrél mond valamit,
hogy &ébelble mi kévetkezik és mi nem. Ot helyett két nappal ez kb. tgy fogalmazhaté meg
(ahol p az itélet, ¢; az, hogy hétfén végzik ki, ¢» pedig, hogy kedden), hogy ,p pontosan azt
mondja ki, hogy (¢; és p-b6l nem vezethetd le ¢;) vagy (g2 és nem g és p-bél és —¢q;-b6l nem
vezethetd le ¢2)” — ennek a paradoxonnak a felolddsa messze tulmutat az els6 heti anyagon,
érdeklodok pl. litt és szamos més helyen olvashatnak rola.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Curry%27s_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Unexpected_hanging_paradox
http://philsci-archive.pitt.edu/19303/1/Surprise%20Exam%206.21.21.pdf

Azt lathattuk az el6z6ekbél, hogy vannak olyan allitdsok, helyzetek, amiket ha logikailag
probalunk formalizalni, kezelni, konnyen hibat kovethetiink el, szerencsére ez azért nem ennyire
altalanos.

Ha egy problémat szeretnénk megoldani (altaldnosan megfogalmazva: kapunk valamilyen in-
putot, vissza kell adnunk ra valamiféle megoldast, ha van, vagy lejelenteni, hogy nincs), azt
sokszor ,vissza tudjuk vezetni” egy itéletkalkulus-beli formula modelljének (modellje az F
formuldnak: egy olyan A értékadas, mely kielégiti F-et, vagyis melyre A(F') = 1) a keresésére,
azaz:

o adunk egy algoritmust, ami az adott probléma inputjabdl egy logikai formulat készit,
e gy, hogy a készitett formula modelljeibol vissza tudjuk kapni az eredeti probléméank

inputjanak egy-egy megoldasat.

Ezt Ggy is mondhatjuk, hogy ,formalizaljuk” az eredeti problémankat (itéletkalkulusban).

Nézziik meg ezt is egy példan:

1. feladat.
Formalizaljuk azt, hogy egy input grafban keresiink teljes parositast! j

(Ha valaki nem emlékszik: egy grafban egy ,teljes parositas” annyit tesz, hogy kivalasz-
tunk éleket a grafbol gy, hogy minden csicshoz pontosan egy ra illeszkedo él legyen
kivalasztva.)

2. feladat.

Formalizaljuk azt, hogy egy input graf cstcsait prébéljuk szinezni két szinnel tgy, hogy
szomszédos csucsok kiilonb6zo szint kapjanak!

3. feladat.
(Nehezebb.)

Formalizaljuk azt, hogy egy input graf cstcsait probaljuk szinezni harom szinnel tgy, hogy
szomszédos csucsok kilonbozé szint kapjanak!

4. feladat.
(Még nehezebb.)

Formalizaljuk azt, hogy egy input grafban keresiink Hamilton-utat (azaz olyan utat, mely
minden csticsot pontosan egyszer érint!)
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1. feladat megoldasa.

El6szor azon is érdemes elgondolkodni, hogy hogyan tudunk elkddolni logikai valtozokkal egy
lehetséges megoldast? Most egy megoldasban az eredeti grafnak az éleit mindegyiket vagy
bevalasztjuk a parositasba, vagy nem; ez egy binaris dontés, ha ilyet latunk, az j6 jel arra, hogy
ezekre vezessiink be egy-egy valtozot.

Tegyiik is ezt: ha (u,v) egy él a graftban, akkor vegytink fel egy (mondjuk) p,,, valtozot.

Ezzel mar el tudunk kédolni lehetséges megoldasokat: élhalmazokat, amik vagy teljes parosita-
sok, vagy nem és biztos, hogy minden egyes teljes parositds meg is felel (pontosan) egy
értékaddsanak a valtozoknak (a kivalasztott élekhez kapcsolt valtozok lesznek igazak, a nem-
kivalasztottakhoz kapesolt valtozdk pedig hamisak).

Miutdn ezt a kédolast kitalaltuk, még egy (nehezebb) 1épés héatravan: olyan formulat kell
felirnunk, ami ellendrzi, hogy egy adott értékadéas tényleg egy megoldast (most egy teljes
péarositast) kédol-e el. Azaz olyan formulat kell alkossunk, ami egy A értékadas mellett igaz
lesz, ha az A értékadas tényleg egy teljes parositast kodol el, és hamis lesz, ha nem azt kodol
el.

Itt most tehat azt kell 1ényegében kifejezniink formulaval, hogy ,minden csicsra igaz, hogy a
ra illeszkedo élekhez kapcsolt valtozok koziil pontosan egy igaz”. Ez pont azt fogja jelenteni,
hogy minden csticsra pontosan egy kivalasztott él illeszkedik.

Ugyan azt latjuk, hogy ,,minden csticsra igaz”, ebbdl mégsem egy — dimatbdl ismert — V kvantor
lesz (az egyébként sincs itéletkalkulusban), hanem egy (hosszi) éselésben érdemes ilyenkor
gondolkodni: fel fogjuk irni kiilon, hogy ,,az els6 cstcsra illeszkedo élek valtozo6ibol is pontosan
egy igaz ES a mésodik csicsra illeszkedd élek valtoz6ibél is pontosan egy igaz ES .. .7, az sszes
csucsra. Mivel a grafunk persze véges, ez megoldhaté.

Tehét a feladat maradék része az, hogy ha adott néhany véaltozé (annyi, ahdny él illeszkedik
egy csucsra), mondjuk py, pa, . . ., Py, akkor milyen formuldval tudjuk ,azt mondani”, hogy ezek
kozill pontosan egy igaz? (azaz: irjunk fel egy formuldt, aminek pont akkor modellje egy
értékadas, ha az az értékadds ezekbdl a valtozokbol pontosan egyet &llit 1-re, a tobbit 0-ra?)

Ha valaki ismeri a XOR miiveletet, az hiheti azt, hogy a p; XOR p, XOR ... XOR p, formula
»]O lesz”. elvégre két valtozora tényleg akkor ad 1-et, ha koziilik pont az egyik 1. Csakhogy,
ha kiszamoljuk az 1 XOR 1 XOR 1 értéket, mondjuk elobb az elsé xort kiértékelve azt kapjuk,
hogy 0 XOR 1, azaz 1, erre is 1-et ad, pedig nem egy egyes van az inputban, hanem harom.
Valojaban az ilyen , XOR lanc” paritast szamol, akkor lesz 1, ha paratlan sok tag értéke 1-es,
ezért ez nem lesz nekiink most jo.

Egy megoldas persze felirni ennek a diszjunktiv normalformajat, ha ismeriink ilyet: tétele-
sen felsoroljuk, hogy mikor lesz igaz a formula, ez pl. ha pi, ps és p3 a valtozéink, a kévetkezd
lesz:

(p1 A =p2 A =p3) V (—=p1 A pa A =p3) V (—p1 A —pa A ps),

altalaban ha van n valtozénk, akkor ez most n darab, egyenként n literal” (literal: valtozo,
vagy negalt valtozo) éselésébdl 4ll6 tag vagyoldsa, dsszesen n? hosszu.

Ez a megoldas jo, valéban formalizélja a problémat, azonban késébb latni fogjuk, hogy a
diszjunktiv normalforma helyett pont hogy a konjunktiv normélformak lesznek azok, melyeken
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a logikai kovetkezteté motorok hatékonya(bba)n tudnak tizemelni, ezért probaljunk meg kon-
junktiv normalformat felirni ra!

Sajnos ha ebbdl a formulabdl szeretnénk konjunktiv normalformét késziteni, az kb. 2" tagbol
fog allni, az meg gombdcbdl is sok.

Johet az otlet, hogy ha azt is leirjuk, hogy ,legaldbb egy igaz koziiliikk” és azt is, hogy ,legfeljebb
egy igaz kozilik”, az pont azt jelenti, hogy ,pontosan egy igaz kozulik”, és ezek kozil a
slegalabb egy” az konnyti:

p1VpaV...Vpy,
tényleg pont akkor lesz igaz egy értékadas mellett, ha a valtozok koziil legalabb az egyiket
igazra allitja az értékadas.

Kérdés, hogy a ,legfelicbb egy igaz” hogyan kezelheté? Ugy, hogy paronként letiltjuk, hogy
egyszerre kettd igaz legyen. Ez pl. megint a py, ps és ps valtozokat hasznalva:
“(pr Ap2) A —(prAps) A —(p2 Aps),

az els6 azt mondja, hogy egyszerre nem lehet igaz a p; és a py, a masodik, hogy egyszerre
nem lehet igaz p; és p3 stb., ha igy készitjiik el a formuldt, akkor ha barmilyen értékadasban
egyszerre lenne igaz p; és p;, az hamissa tenné a —(p; A p;) tagot, és mivel ez egy hosszi éselés,
igy az egész formulat is, ez tehat tényleg a ,legfeljebb egy igaz koziiliikk”-et formalizalja.

Mondjuk nem konjunktiv normalforma, de kénnyen azza teheto:

(=p1 vV —p2) A (—p1Vops) A (—p2 V ps),

altaldban az 6sszes parra egy ilyen ,klozt” (literdlok vagyoldsa) épitiink és az Gsszes generdlt
klozt Osszeéseljiik.

Tehat a formulankat a kovetkezoképp kapjuk: minden csticson végigmegytink és a ra illeszkedo
élekhez kapcsolt valtozokra felirjuk a ,legalabb egy igaz kozilik” és a ,legfeljebb egy igaz
kozulik” formulakat, a végén az egészet Osszeéseljiik.

Példaul ebbdl a grafbol:

o

®

ezt a formulat kapjuk (az els6 két sor a ,legalabb egy”, a tobbi a ,legfeljebb egy” rész, utébbi
csticsonként 1j sorba szedve):

(P12 Vp1aVpis) A (P12 Vpaa V) N (psa) A

A (p1aV paaVpssVpas) N (pasVpss) A (DisV D2 V Pss) N

A (=p1izV —pua) A (pi2V —pis) A (2pia V pig) A

A (=p12V —paa) A (mpi2V —pas) A (2p2a V —pag) A

A (a harmas csicsra csak egy él illeszkedik, nem general ilyen tagot ) A

A (mp1a V —p2as) A (7p1a vV —p3a) A (p1a V —pas) A (Tpaa V —psa) A (p2a V pas) A (Tpsa V —pas) A
A (=pas V —pss) A
A (—p16 V p26) A (7p16 vV —pse) A (D26 V ps6)-
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2. feladat megoldasa.

TODO

3. feladat megoldasa.

TODO

4. feladat megoldasa.

TODO
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