/[Recap: Mod, IZJ

Emlékezteto a jelolésekrol:

N\

Logika gyakorlat — 02

Kovetkeztetés, konjunktiv normalforma (CNF)

Mod(F'), ahol F' egy formula: az F' modelljeinek a halmaza (az 6sszes olyan
értékadas, ami mellett F' igaz)

A € Mod(F), ahol A egy értékadas, I’ egy formula: az A az F-nek egy modellje,
ugyanez még: A E F, A(F) =1

az F formula tautoldgia, ha minden A értékadas mellett igaz, jele: E F

F E G, ahol F és G is formulak: az F-nek a G egy logikai kovetkezménye, ami
akkor teljestil, ha Mod(F') C Mod(G) (azaz minden A értékadésra, melyre A(F) = 1,
igaz az is, hogy A(G) = 1)

F = G, ahol F és G formulak: az F' és a GG formulak ekvivalensek, ami akkor
teljestl, ha Mod(F') = Mod(G) (azaz minden A értékadasra A(F) = A(G))

a fentiekben egy F' formula helyére irhatunk formulahalmazt is, melyeket altalaban
¥, A, T',...fog jelolni a kurzuson

— Mod(Y) szintén értékadasok egy halmaza, ¥ modelljei vannak benne (az
Osszes olyan A értékadds, melyek kielégitik ¥ Gsszes elemét)

— lényegében képzelhetjiik igy, mintha egy ¥ formulahalmaz a benne 1év6 formulak
éselése lenne (amiért nem ezt csindljuk: ha ¥ végtelen, akkor végtelen sok
formulat nem tudunk ,0sszeéselni” tgy, hogy egy formulat kapjunk, mert a
formulak végesek; azt viszont tudjuk mondani, hogy ,emellett az A értékadas
mellett az dsszes Y-beli formula igaz”)

— a tobbi jel és fogalom szemantikajat ebbdl kapjuk, pl. ¥ F F akkor lesz igaz
egy > formulahalmazra és F' formulara, ha valahanyszor A egy olyan értékadés,
mely kielégiti 3 Osszes elemét, mindannyiszor A kielégiti F-et is

Nézziink néhany feladatot, hogy biztosan értjiik-e ezeket a fogalmakat.

1. feladat.

Igaz-e, hogy {p,p = q} F q7

2. feladat.

Igaz-¢, hogy pV q F {p,q}?

3. feladat.

Mikor igaz egy F' formulara, hogy F' F |7
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4. feladat.

Mikor igaz egy F' formulara, hogy F' F 17

5. feladat.
Mikor igaz egy F' formulara, hogy | F F?

6. feladat.

Mikor igaz egy F' formulara, hogy 1+ F F? ]

Recap: Az indirekt bizonyitésj

Tetszoleges ¥ formulahalmazra és F' formulara igaz, hogy

SEF & Y U{-F}F |.

Pl. lattuk, hogy { p, p — q¢ } E ¢, és ugyanigy igaz az is, hogy { p, p — ¢, 7q} F | (azaz,
hogy a { p, p — ¢, —q} formulahalmaz kielégithetetlen).

Ezt az oOsszefiiggést tudjuk hasznalni, ha olyan ,kévetkezteté motorunk” van, ami annyira
képes, hogy megallapitsa egy input formulahalmazrél annak kielégithetetlenségét, és mi logikai
kovetkeztetést szeretnénk haszndlni: ha azt akarjuk belatni, hogy a ¥ axiémahalmazbdl
kovetkezik az F' formula, akkor negdljuk F-et, hozzavessziik X elemeihez pluszban, és erre
az inputra futtatjuk a kielégithetetlenséget ellenorzé motort.

A kovetkezteté motoraink rendszerint valamilyen ,normélformakon” fognak dolgozni (hogy az
algoritmusnak mar ne kelljen azzal foglalkoznia egy nagy ,switch”ben, hogy az aktudlis for-
mula, amivel dolgozik, az épp egy vagyolas, éselés, implikacié vagy micsoda). A leggyakrabban
a CNF-et, konjunktiv normalformat fogjuk hasznalni:

/[Recap: Konjunktiv normalforma, CNF] ~

o egy literal: egy valtozo, vagy egy negélt valtozé (pl. p, —p, —q literdlok, az els6 egy
pozitiv, a masodik kettd egy-egy negativ literal)

« egy kloz: literalok vagyoldsa (véges soké) (pl. pV q, pV —q, —p V q V —r) klézok

o egy CNF: klézok éselése (véges soké) (pl. (pVq) A (pV—q) N (-pVqV —r)egy
CNF)

N\ J

Azért is hivjuk ,normalformanak”, mert minden formula vele ekvivalens CNF-re hozhat6. En-

nek az algoritmusnak a lépései (a sorrend fontos, ha felcseréliink lépéseket, az eredmény nem
biztos, hogy CNF-ben lesz!):

1. A — és < jelek elimindlasa a formulabdl a kovetkezo ekvivalencidkkal:

F—-G=-FVG F+ G=(-FVG)A(FVAGE)

2. A — jelek bevitele a valtozok mellé a deMorgan azonossagokkal:

—(FVG)=-FAN-G “(FANG)=-FV-G ——F=F
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3. Végiil a ,rossz sorrendben 1év6” A és V jelek helycseréje a disztributivitas alkalmazasaval:
FV(GANH)=(FVG)AN(FVH) (FANG)VH=(FVH)N(GVH)

Ezt a 1épést altalaban tugy alkalmazzuk, hogy két CNF vagyolasabdl akarunk egyetlen,
ekvivalens CNF-et késziteni:

(CyANCoN...NCy) V (DyANDy N ... A Dy)

(C1 VD) AN(CLV Do) Noo . AN(C;V D) N ... AN (Cy V Dy),

azaz ahdnyféleképp csak lehet, vesziink egy klozt a bal és egyet a jobb oldali CNF-bdl, az
eredményként kapott formuldba pedig betessziik ennek a két kloznak a vagyoldsat (ami
szintén egy kl6z lesz).

7. feladat.

Hozzuk CNF-re a kovetkezo formulét:

SR (ISE)

8. feladat.

Hozzuk CNF-re a kovetkezd formulat:

((T AN=q) V =(=pV ﬂS)) A (=p = —=q) A =(=rV-s)

9. feladat.

Hozzuk CNF-re a kovetkezd formulat:

(((q—>p)\/s) — ((p\/q)/\—m)) — —|((r—>q)/\ﬂs)
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1. feladat megoldasa.

Igaz: ha A egy értékadas, melyre A(p) = 1 és A(p — ¢q) = 1, akkor mivel 1 = A(p — q) =
A(p) — A(q) =1 — A(q), a — fliggvény definicidja szerint ez csak akkor teljesiil, ha A(q) = 1,
tehat ekkor A tényleg modellje a jobb oldalon &ll6 formuldnak is.

2. feladat megoldasa.

Ez nem igaz. Azt, hogy egy logikai kévetkezmény nem all fenn, tgy tudjuk megmutatni, hogy
mutatunk egy A értékadast, ami a bal oldalnak modellje, de a jobb oldalnak nem. Pl
most az a A, amelyre A(p) = 1 és A(q) = 0, modellje a bal oldalnak, hiszen A(pVq) = 1V0 =1,
de a jobb oldalnak nem, mert {p, ¢}-ban van olyan formula, aminek .A nem modellje (konkrétan

aq).

3. feladat megoldasa.
Tudjuk, hogy minden A értékaddsra A(]) = 0, ezért Mod(}) = 0 (ez az iires halmaz jele),
hiszen nincs egyetlen értékadas sem, mely modellje lenne |-nak.

Akkor mivel F' E | definici6 szerint akkor all fenn, ha Mod(F) C Mod({), azt kapjuk, hogy
Mod(F) C 0 (azaz Mod(F) részhalmaza az tires halmaznak).

Az tires halmaznak csak egyetlen részhalmaza van, 6nmaga: igy ez azt jelenti, hogy Mod(F') =
0, vagyis azt, hogy I kielégithetetlen.

4. feladat megoldasa.

Tudjuk, hogy minden A értékadédsra A(1) = 1, azaz Mod(1) tartalmazza az Osszes értékadést,
6 maga az Osszes értékadas halmaza.

Akkor mivel F' E 1 definici6 szerint akkor all fenn, ha Mod(F) C Mod(1), azt kapjuk, hogy
Mod(F') részhalmaza az Osszes értékadas halmazénak, masképp mondva, azt kapjuk, hogy
Mod(F')-ben értékadasok vannak.

Ez minden F-re igaz (Mod(F') mindig értékaddsoknak egy halmaza).
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5. feladat megoldasa.

Itt abbdl, hogy Mod(]) = 0 és hogy | E F azt jelenti, hogy Mod(}) C Mod(F), azt kapjuk,
hogy ez annyit jelent, hogy ) C Mod(F).

Mivel az tires halmaz minden halmaznak részhalmaza, ez ismét csak minden F'-re igaz lesz.

6. feladat megoldasa.

Itt abbdl, hogy Mod(?T) az osszes értékadas halmaza és hogy 1 FE F definicié szerint azt
jelenti, hogy Mod(1) € Mod(F), azt kapjuk, hogy az sszes értékaddas halmaza részhalmaza
Mod(F')-nek.

Persze mivel Mod(F") elemei mindig értékadasok, ez azt jelenti, hogy Mod(F') maga is pontosan
az Osszes értékadas halmaza, azaz F' tautologia.

7. feladat megoldasa.

Input:

(~pra) A (wa-r)—a))

1. A formulaban egy nyil szerepel. Itt annyi a dolgunk, hogy a — nyilat atirjuk V-ra, és a
nyil bal oldalat (most (p A —r)) negdljuk. Amit eddig kaptunk (updatelt részek pirossal):

(~wna) A (~@A-r)va))

2. Két negélds van rossz poziciéban (azaz ,nem véaltozé mellett egybél”). Itt annyi a dolgunk,
hogy megnézziik, mi a negalds alatti ,legkiils6” miivelet (most mindkettd alatt egy-egy
éselés van), azok milyen formuldkon lettek alkalmazva (most az els6 egy p-n és egy ¢-n, a
masodik pedig egy p-n és egy —r-en) és a megfelel6 deMorgan azonossag szerint irjuk at
(dupla negélast torliink, egyébként a legkiilsé jelet megforditjuk, és a két oldalan atvaltjuk
a negalast):

((ﬁpvﬁQ) A ((pvr) v q))
(Aki gy szereti, a ~r-bél készithet persze =—r-t is, majd eztan torolheti a dupla negélast.)

Itt egy lépésben sikeriilt is bevinni minden negéalast a valtozok mellé és mehetiink tovabb,
ez nem mindig lesz igy.

3. A disztributivitas alkalmazasanal érdemes lehet bejelolni magunknak, hogy melyik sza-
kaszokon vannak klozok (akar ugy, hogy mondjuk aldhuzva bejeloljik a literalokat, és
amig két aldhtzas kozt vagyolast latunk, addig egyben hiizzuk ala éket, ez most: )

((ﬂp Vog) A ((pvr) v q))
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ezek utdn a mar valid CNF részeket pl. megkaphatjuk gy, hogy (még egyszer) aldhtizzuk
a klézokat, majd amig két ,,als6” alahizas kozott éselést latunk, addig egyben htzzuk ala
Oket, ez most:

((ﬁp Vog) A ((zpvr) v q))

Tehat ez a formulank mar CNF, nem kell rajta disztributivitast alkalmazni. Elhagyva
par folos zardjelet:

(=pV =g) A (mpVrVyg)

8. feladat megoldasa.

Input:
(rA=0) v ~(pv=5)) A (= =a) A (7Y -s)

1. Ebben is csak egy nyilat latunk. Atirjuk vagyoldsra, a bal oldaldn (ami most —p) atvaltjuk
a negalast:

(rA=0) v ~(pV=9)) A (V=0) A ~(r V)

2. Két negalas van rossz helyen, ezuttal mindketté vagyoldsokra vonatkozik. Megforditjuk
az alattuk 1évé egy-egy jelet, és annak a jelnek a két oldalan valtjuk a negélast:

((T A=q) Vv (pAS)> A (pV—g) A (11s)
Megint minden negalas kozvetleniil valtozo mellé keriilt egybdl, mehetiink tovabb.

3. Bejeloljiik a klozokat:

((T/\w) Vv (pAS)> A (pV—g) A (rAs)

(itt azért nem tudtuk az aldhizdsokat ,tovabb terjeszteni”, mert mar nincs olyan rész,
ahol két ,alahtzott” formula kézvetleniil egy vagyolassal lenne Gsszekotve.)

Bejeloljiik most a CNF-eket:

(Lhze) v @rs) A Vo) A (0s)

Tehat most a formulank ,kintrél nézve” CNF szintig: ,,(CNF vagy CNF) és CNF” alaku.
Itt a két vagyolt CNF-en alkalmaznunk kell a disztributivitast. Most a két Osszevagyolt
CNF-nek mindkettonek két-két kloza van, tehat annak a résznek 2 x 2 = 4 kléza lesz,
amikor disztributivitassal egyetlen CNF-et kapunk beldle; ahanyféleképp lehet, ennek
a két CNF-nek a klézaibdl vesziink egyet-egyet, és Osszevagyoljuk Oket, az igy kapott
klozokat Osszeéseljiik, igy abbdl a részbdl biztosan CNF-et kapunk:

(VP A V) A gV A aVs) A V=g A (£As)
Azt latjuk, hogy most mar ,CNF és CNF” alakd, tehat az egész egy CNF, ez a vége:

(rvp) A(rVs)A(mgVp)A(=gVs) A (pV—g) A (rAs)
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9. feladat megoldasa.

Input:
<((q —p)V 3) — ((p\/ q) A ﬂ’)) — ﬂ((r —q) N —|s>

1. Négy nyilat latunk a formuldban (nincs <), itt tovabbra is csak annyi a dolgunk, hogy
helyettiik V keriiljon be, a bal oldalukon pedig atvaltsuk a negalast:

ﬂ(ﬁ((ﬂq\/p) v s) v ((p Vq) A —w“)) v ﬂ((ﬂr\/q) A —|s)

(Itt a zardjelek mérete segithet abban, hogy megtaldljuk, hol is van a nyil bal oldala, sima
ascii input esetén szamolgatnunk kell.)

2. Harom negélds van rossz helyen. Nézziik meg (szinekkel), hogy melyik mire vonatkozik
kozvetleniil:

ﬂ(ﬂ((ﬂq\/p)\/s) v ((p Vq) A —|T’)> v ﬂ((ﬂr\/q)/\ﬂs)

Azt latjuk, hogy a piros negalas hataskorében benne van a zold. Ilyenkor érdemes
lehet csak azokra a negalasokra alkalmazni a deMorgan azonossagokat, melyek nincsenek
méasiknak a hataskorében (hatha kititik egymast, ahogy a kilsé ,lefelé” halad), azaz most
csak a pirosat és a kéket irjuk at, mert oket nem tartalmazza nagyobb negélas:

<ﬁﬁ<(ﬂq\/p)\/s> A ﬁ((p Vq) A —|7’)> V (ﬁ(ﬂr\/q)\/ﬂ—'s)

Most csak azért irtuk ki a dupla negéalasokat, hogy latsszon: a piros tényleg kititi a zoldet.
Most a formulank, jelolve benne a még rossz helyen 1év6 negélasokat azzal egyiitt, hogy
6k mire vonatkoznak kozvetleniil, és torolve a duplakat:

(((—'q\/p)\/s) A ﬁ<(p\/ q)/\ﬂr)> V (ﬂ(—m\/q)\/s>

Mindketten ,felso szintii” negaldsok, akiket mar nem tartalmaz masik negalas, igy mind-
kettot at is irjuk:

(((ﬂq\/p)VS) A (%p\/q)\/r)) v ((r/ﬁq)\/s)
Most mar csak a pirosat kell eggyel lejjebb vinniink és ez a fazis kész, az eredmény:

(((ﬁCI\/p)\/s) A ((‘\])/\‘\Q)\/T)) Vv ((r/\—nq)\/s)

3. Huzzuk ald a klozokat (kiindulunk a literdlokbdl, és amig két egyben aldhizott rész van
osszevagyolva, addig egybe hizzuk ald 6ket:)

(WM A ((WAW)VT)) v ((rA-q)vs)
Jeloljiik be a CNF-eket is:
(Cavpvs) n (cerzgve)) v (rmgve)

Tehéat most egy ,,(CNF és (CNF vagy CNF)) vagy (CNF vagy CNF)” alakd a formulank
Lkintrol nézve”. Két ,CNF vagy CNF” alaki részt latunk benne, ezeken (mindig a leg-
bels6kon) érdemes alkalmazni a disztributivitdst. Ezek most a kovetkezd részformuldk:
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o (=pA—q) V r: abal oldali CNF két kl6zos, a jobb oldali egy klézos, ezen alkalmazva
a disztributivitdst az eredményben 2 x 1 = 2 klézt fogunk kapni: (-pVr) A (mgVr)

e (rA—q)Vs:ezis2x1=2Kklozos lesz: (rvs) A (—qVs)

Ezeket beirva az eredeti ,,CNF vagy CNF” részek helyére:

(((—'q\/p)\/s> A ((ﬂp\/r) A (—q\/r))) Y ((r\/s) A (—lq\/s))

Azt lattuk, hogy most mér ,(CNF és CNF) vagy CNF” alaki lett a formulank, de a ,CNF
és CNF7” rész 6sszeolvad egyetlen CNF-fé, és igy most végiil is két CNF-iink van vagyolva
Osszesen, az elsé 3, a masodik 2 klozt tartalmaz, igy a végeredményiinkben 3 x 2 = 6
kléz lesz, 6ket most soronként irjuk ki, hogy latsszon, mi melyik két kléznak a vagyolasa,
egyben a f6los zardjeleket is elhagyjuk:

(7qVpVsVrVs)
AN(=qVpVsV-oqVs)
AN(=pVrVrVs)
A(=pVrV-ogVs)
A(=qVrVrVs)
A(=gV1rV-ogqVs).

Ez is egy teljesen jo végeredmény. Persze lehet egyszertisiteni, hiszen a vagyolas tulajdon-
sdgai (kommutativitds, asszociativitas, idempotencia) miatt egy klozban ha egy literal tobbszor
is el6fordul, elég egyszer leirjuk — ha ezt az egyszertsitést is alkalmazzuk, minden literalnak
elhagyva a tobbedik el6fordulasat egy klézon beliil:

Hasonlé okokbél az ismétlédd klozokat tobbedik ismétlodését is elhagyhatjuk (tehat pl. az
utolsét, hiszen ugyanaz most mar, mint az utolsé el6tti) és még més egyszertisitéseket is
végezhetiink, de ez majd a rezoliciés algoritmusnal részletesebben el6jon majd.
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