Logika gyakorlat — 03

Rezolucido

/[Recap: Rezoltuciés algoritmus} ~

o Input: egy ¥ CNF, halmazos reprezenticiéban (egy klézt a benne 1évé literalok
halmazaként, az egész CNF-et az 6t alkoté klozok halmazaként irjuk fel)

e Output: kielégithetetlen-e?
o Mobdszer:

— Listat vezetiink klézokrol. Egy C klozt felvehetiink, ha:

x (' eleme az input X-nak, vagy

x C két, a listan mar szereplo kloz rezolvense:
ha p € C] és =p € Cy, akkor az 6 p menti rezolvensiik

(C1=A{p}) U (C2—{~p})

— Ha az tires kl6z (jele O) rékeriil a listara, akkor ¥ kielégithetetlen

— Ha nem tudunk 1j klézt felvenni a listara, és nincs koztiik [, akkor > kielé-

itheto
N g Y,

1. feladat.

Igazoljuk rezolucidval, hogy kielégithetetlen:

(((p—>q)/\ﬂq)\/<(r—>ﬂp)/\r)> ANs A (s—p)

/[Recap: Rezolucioval kijvetkeztetés] ~

Mivel ¥ E F pont akkor igaz, ha YU{—-F} F |, ezért rezolicidval logikai kovetkezményt
is tudunk igazolni:

o Input: formuldk egy > halmaza és egy F' formula
o Output: igaz-e, hogy ¥ F F7?
o Modszer:

— CNF-re hozzuk ¥ 0sszes elemét és = F-et is. Az 0sszes megkapott kloz halmazat
jelolje 3.
— Hajtsuk végre ¥'-n a rezoltciés algoritmust. Ha > kielégithetetlen, akkor ¥ E F,

L kiilonben X F F'. )
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2. feladat.

Igazoljuk rezoluciéval, hogy

{s (pvs)—=@AT)} FEpA(g—q)

Gyakorlas céljara tovabbi rezolvalds kovetkeztetos feladatot pl. itt talalunk.
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https://www.inf.u-szeged.hu/~szabivan/download/logika/cnf/index.html

1. feladat megoldasa.

El6szor CNF-re hozzuk az input formulankat:
« nyilak eliminalasa utan:
(((ﬂp Vq) A ﬂq) v ((ﬂr vV =p) A 7")) A s A (msVp)

o NNEF: mar eleve azt kaptunk, OK
e Disztributivitas:

— a nagy zarojelben két, egyenként kétklozos CNF van vagyolva. Itt alkalmazzuk a
disztributivitast és kapjuk:

(((ﬂp Vq) A ﬂq) v ((—lr vV =p) A T)) A s A (msVp)
= ((ﬂp\/q\/ﬂr\/—'p)/\(—'p\/q\/r)/\(—|q\/—|r\/—|p)/\(—|q\/r)) A s A (sVp)
Ez mér egy (hat klézbdl allo) CNF, most mar kezdhetjik a rezoliciot.

A klézok a halmazos reprezentacioban:
{ g} war) pma ) (o) () {ps)

(Altaléban ebben a reprezentaciéban megprobaljuk pl. abécébe rakni a literalokat a klézokon
beliil. Ha egy literal ismétlodik egy klézban még a formula alakban, a halmazba akkor is csak
segyszer keriil bele”.)

Indithatjuk a rezoltcids levezetést, ezt rengeteg moédon megtehetjiik, egy lehetséges lefutas:

Eszrevessziik, hogy az elsd és a masodik Y-beli kl6z osszesen r-en kiilosnbozik,
ilyenkor rendszerint jo 6tlet rezolvalni 6ket:

1. {-pq,—-r} €%
2. {-p,qr} ex
3. {-pq} Res(1,2)

(az 1-ben szerepelt —r, a 2-ben pedig r, tehéat lehet Sket rezolvélni, a rezolvensiik: elsébél
kivessziik —r-t, kapjuk a {—p, ¢} klézt, méasodikbdl kivesszik r-t, kapjuk a {—p, ¢} klézt, a
kett6 unidja még mindig a {p, ¢} kléz lesz, ez a rezolvens)

Ha mar megkaptuk ezt a {-p,q} klézt, megprébalhatunk ezzel tovabbmenni,
keresiink olyan kl6zt, melyben vagy p, vagy —q szerepel. Megtalalhatjuk példaul a
Y utolso klézat:

4. {p,—s} €X
5. {q,—s} Res(3,4)

(a 3-ban szerepelt —p, a 4-ben p, kivessziik —p-t 3-bol, marad {q}, kivesszik p-t 4-b6l, marad
{—s}, a kettének az uniéja {q, —s}, ez a rezolvensiik)
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Ha ezzel a kl6zzal szeretnénk tovabb haladni, akkor keresniink kell egy olyat, mely-
ben vagy —q, vagy s szerepel. Megtalalhatjuk pl. a {—¢,r} klozt:

6. {—¢q,r} €%
7. {r,—s} Res(5,6)

Ha most pl. az {s} klézzal haladnank tovabb:

8. {s} €X
9. {r} Res(7,8)

Itt azt latjuk, hogy amikor egységklézzal rezolvalunk, akkor tulajdonképpen | kititjiik” az
egységkloz-beli valtozot a masik klozbol. Ezt a legtobbszor érdemes is megtenni: egy rezolucios
heurisztika lehet, hogy amikor csak lehet, rezolvaljunk egységklézzal. (Nem feltétlen
kapjuk meg igy a legrovidebb levezetést, de sokszor j6 ez a mbdszer.)

Latszik, hogy menet kozben egyre tobb klozunk lesz a listan, akikkel egyre ,nehezebb”
Osszenézni, hogy kit kivel lehet érdemes rezolvalni. Erre alkalmazhatjuk a kovetkezo ,prun-
ing” modszereket, amivel a munkahalmazunkboél kidobhatunk klozokat:

o Ha van egy C és egy D ,aktiv” klozunk a listankon vagy ¥-ban ugy, hogy C C D (azaz
C' valédi részhalmaza D-nek), akkor D-t (a nagyobbat) ,deaktivalhatjuk”: a listdn ugyan
rajta marad, de ekkor D-vel ne rezolvaljunk tobbet

o Ha van olyan ¢ literal, ami minden, még aktiv klézunkban ugyanazzal az el6jellel szerepel
(,pure”), akkor deaktivaljuk az Gsszes klézt, amiben (¢ szerepel (kb. azért, mert
a benniik 1év6 /-t tugyse fogjuk tudni ,kititni”, ezért beldliik mar sehogy nem tudjuk
levezetni az iires klozt)

Most pl.

e a 3. kloz valodi részhalmaza 1.-nek és 2.-nek is = 1-et és 2-t deaktivaljuk, nem hasznaljuk
Oket tobbet;

e a 9. kléz valédi részhalmaza a 7. kloznak = deaktivaljuk a 7-est

Ha kovetjik a ,rezolvaljunk egységklozzal "heurisztikat, akkor most 8 is és 9 is egységkloz. 8-cal
10. {p} Res(4,8)

tudjuk rezolvalni a 4-es és 5-6s klozt, tegyiik meg: 1. {g} Res(5,8)

Most mar van négy egységklozunk, akik deaktivdlnak minden klézt a listan is és az input X-ban
is, kivéve a {—p, —q, —r} klozt (mert az Osszes tobbinek a négy kozil legalabb az egyik valodi
részhalmaza), rezolvaljuk velitk végig ezt a klozt:

12. {ﬂp, q, ﬂ?‘} e X

13. {—q,—r} Res(10,12)

14. {-r} Res(11, 13)

15. O Res(9, 14)
Res* (X)), ezért az input 3 val6ban kielégithetetlen.

Mivel pedig kijott az tires kloz (amit gy is irunk, hogy O €

Megjegyzés.

Egyszerre tobb literdl mentén rezolvalni tilos, mert ha csindlnank, akkor olyan formulakrél is
kijonne, hogy kielégithetetlen, amik val6jaban nem azok!
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2. feladat megoldasa.

El6szor CNF-re hozzuk a bal oldal 6sszes formuldjat, és a jobb oldal negaltjat is. A kl6zok,
melyeket kapunk:

o s-bél {s}
e (pVs)— (pAr)-bol
— nyilak nélkil: =(pV s)V (pAT)
— NNF: (-=pA—=s)V(pAT)
— ONF: (=pVp) A (=pVr) A (msVp) A (msVr)
Klézok: {-p,p}, {-p,7}, {p, s}, {r, s}
Ezek kozil {—p, p} trivialis kléz, mert van olyan valtozé (a p), mely benne pozitivan is

és negativan is eléfordul. Az ilyen kl6zokat megjelenésiikkor azonnal deaktival-
hatjuk, nem érdemes 6ket sem levezetni, sem felvenni X-bol.

e« 2(pA(qg— q))-bol:
— NNF: (=pV =(~qVq)) = —pV (g A—q)
— CNF: (=pV q) A (=pV —=q)

Klézok: {—p,q}, {-p, —q}.

Tehét a rezoliciét a kovetkezd klozhalmazzal inditjuk (legyen mondjuk ez a ¥):

{ {8}7 {_'p7r}7 {pu _'8}7 {T7 _'8}7 {_'pv Q}7 {_'pa _'Q}}
(A {p, —p} kl6zt a masodik formulabél mar el is dobtuk.)

Elsé 1épésben érdemes észrevenni, hogy most r egy pure literal (r van, —r nincs), tehét a
{=p, 7} és a {r,~s} klézokat azonnal deaktivalhatjuk, nem fogjuk haszndlni ¢ket. Igy mindjart
csak négy klozunk marad, amik kozil az egyik egységkloz, kezdjik vele:

1. {s} €X
2. {p,—s} €%
3. {p} Res(1,2)

Ezen a ponton deaktivalhatjuk a {p, s} klézt, mert a most kapott {p} kl6z neki egy valodi
részhalmaza.

Folytathatjuk mondjuk a p-vel a rezolvalast, ahol csak —p-t talalunk a még aktiv klézok kozt:

4. {-p.q} €X

5. {q} Res(3,4)(emiatt deaktivalhatjuk a 4. klozt)

6. {-p,~q} €X Mivel pedig [0 € Res*(X), ezért
7. {—q} Res(3,6) (deaktivalhatjuk a 6. klozt)

8. O Res(5,7)

a kiindulé Y halmazunk tényleg kielégithetetlen, ami pedig azt jelenti, hogy az eredetileg
kérdezett kovetkezmény is fennall.
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Lista irasa helyett egy faban le is rajzolhatjuk a rezolicios levezetéseket, ez a fenti pl. igy nézhet
ki (itt a cstcsok ald az van irva, hogy miért deaktivaltuk / megjelenésiikkel miket deaktivéltak):

{s} {-p,r}  Ap,—s}  A{r,=sp {-p,q} {-p,—q}

T pure r pure

{p} deaktivélja {p, =s}-t, {p}
mert valédi részhalmaza,
majd {s}-t, mert igy s mar pure lesz
\
{q} {—a}

deaktivalja {—p, ¢}-t \ / deaktivalja {—p, ~g}-t
]

Rajzban is érdemes lehet jelolni (pl. egy x jel elhelyezésével a node alatt/folott), ha mar
deaktivalva van, hogy tudjuk, 6t mar nem kéne tobbszor haszndljuk. (Sem az x-jelzés, sem a
deaktivalés kommentek nem ,kotelezd” elemei a grafrajzos levezetéseknek, anélkiil is teljesen
jo egy ilyen feladat.)
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