Logika gyakorlat — 04

Boole-fiiggvények teljes rendszerei

Recap: Teljes (vagy ,adekvat” rendszer)}
Boole-fiiggvények egy olyan halmaza, melyekkel az 0sszes tobbi is kifejezheto. ]

Itt az ,,0sszes tobbi kifejezhet6” azt jelenti, hogy ha H Boole-fiiggvényeknek egy halmaza, akkor

e ha kiindulunk az z;, xs, ..., z, valtozékbdl, ezek (a ,projekciok”) kifejezhet6ek;

e és ha g/k € H egy Boole-fiiggvény, és az f1/n,..., fr/n figgvények kifejezhetéek, akkor
a kompozicidjuk, azaz az a go (fy,..., fi)/n figgvény, melyre

go{fi,..., fiy(ar,...;an) = g(fi(ar,...,an), folar,...,an), .., fulas, ... an)),

szintén kifejezheto,

o mas kifejezheto fliggvény nincs, csak amiket igy kapunk,

akkor megkapjuk az 6sszes (n-véaltozds) Boole-fiiggvényt.

Amit eléadésrél tudunk (pl. a Shannon-expanziébdl, vagy mert minden Boole-fiiggvényhez
létezik 6t indukalo CNF):

Az elso teljes rendszerﬁnkj

A {—,V, A} rendszer teljes.

1. feladat.

Mutassuk meg, hogy a {—, A} rendszer is teljes!

2. feladat.
Mutassuk meg, hogy a {—, V} rendszer is teljes!

3. feladat.

Mutassuk meg, hogy a {—, —} rendszer is teljes!

4. feladat.

NG N N N N

Mutassuk meg, hogy a {—, |} rendszer is teljes!

Ivan Szabolcs 1 2023/02/27/22:02:54



5. feladat.

A nand/2 fiiggvény: nand(1,1) = 0, minden més inputra 1 az értéke (az éselés negéltja).

Mutassuk meg, hogy {nand} is teljes rendszert alkot!

6. feladat.

A nor/2 figgvény: 0 nor 0 = 1, minden mésra 0 (negélt ,vagy”).
Mutassuk meg, hogy {nor} is teljes rendszert alkot!

7. feladat.

Mutassuk meg, hogy a {V, A} rendszer nem teljes!

8. feladat.

Legyen a @/2 a XOR fiiggvény: 000=101=0,001=100=1. 1

Mutassuk meg, hogy a {®, 1} rendszer nem teljes!

9. feladat.

Mutassuk meg, hogy a {V,—, A, T, <>} rendszer nem teljes!

10. feladat.

Legyen m/3 a (hdromvéltozds) tobbségi fiiggvény: azt a bitet adja vissza, melybdl tobbet
kapott, pl. m(0,0,1) =0, m(1,0,1) =1, m(0,0,0) = 0 stb.

Mutassuk meg, hogy az {m, -, 1} rendszer teljes!
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1. feladat megoldasa.

Két médszer van ilyenkor legalabb:

o megmutatjuk, hogy tetszéleges, igazsagtablaval adott Boole-fliggvényt tényleg el6 lehet
allitani a megadott fiiggvényekkel,

o vagy, és ezt fogjuk most hasznalni, vesziink egy mar ismerten teljes rendszert, és annak a
fiiggvényeit kifejezziik az aktualis feladatunk fiiggvényeivel.

Most példaul tudjuk, hogy a {—, V, A} rendszer teljes, igy ha a =, V, A fiiggvények mindegyikét
ki tudjuk fejezni csak a {—, A} rendszer fiiggvényeivel, akkor kész is vagyunk. (Hiszen ha

« sz

tudjuk rakni” a -, A figgvényekbdl, akkor végeredményben mindent el lehet allitani ezzel a
két fuggvénnyel is).

Ehhez tehat fel kell irjuk a -z, Ay és x Vy fiiggvényeket a — és A fiiggvények egy-egy alkalmas
kompozicidjaként. Az els6 kett6t nem nehéz:

—xr = X

TANYy=xANy
¢és a deMorgan-azonossagokat alkalmazva kijon az is, hogy
zVy=-(-zA-y)

tehat mivel az ismerten teljes {—, A, V} rendszer mindegyik elemét ki tudtuk fejezni csak a —
és A figgvényeket haszndlva, igy a {—, A} rendszer is teljes.

Fontos: miutdn valasztunk egy ismerten teljes H rendszert, akkor

o H fluggvényeit fejezziik ki, legyenek 6k mondjuk a bal oldalon,

e gy, hogy a jobb oldalon meg az aktualis rendszeriink fiiggvényeit hasznaljuk csak a
valtozokon,

o és a bal oldalon meg magukat a H figgvényeit! (Ne pl. =(x V y)-t fejezziik ki, hanem
konkrétan x V y-t.)

Note: itt egyenléség van a két oldal kozt, mert ezek most Boole-fiiggvények, amik nem ,,ek-
vivalensek”, hanem ,egyenléek” (fliggvények akkor egyenléek, ha minden inputra ugyanaz az
outputjuk).
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2. feladat megoldasa.

Most mar két teljes rendszert is ismertink: az egyik a {—, A, V}, a masik a {—, A}.
Barmelyiknek az 6sszes fliggvényét kifejezziik, abbol kovetkezik, hogy a {—, V} is teljes; a {—, A}

kisebbnek latszik, ezért mondjuk ennek a miveleteit prébaljuk meg kifejezni. Sikeriil:

—r =X (amikor egy miivelet szerepel mindkét halmazban, azzal kénnyii a dolgunk)

r ANy =-(-zV-y) (ez az otlet pl deMorganbdl johet)

Itt is fontos, hogy a {—, A} rendszer teljességét ha hasznéaljuk, akkor az egyik oldalon konkrétan
-z és x Ay kell szerepeljen, a mdasik oldalon meg (most) a — és V fiiggvények tetsz6leges
kompozicioja allhat.

3. feladat megoldasa.

Mar harom teljes rendszert ismeriink: {—,V, A}, {=, A} és {—, V}. Barmelyiknek sikertl kife-
jezni az Osszes operatorat, kész vagyunk; ebbdl a — az konnyti, hiszen benne van a {—,—}
rendszerben is. Ha pl. a {—, V} rendszer teljességét akarjuk hasznélni, akkor rdjohetiink, hogy:

" = X

zVy=-xr — y (akér probalgatassal)

és ezért a {—, —} is teljes, hiszen ki tudtuk fejezni a {—, V} rendszer ésszes elemét velik.

Haaz Ay = —(z — —y) egyenléségre joviink rd hamarabb, akkor persze az is elég, hiszen igy
meg a {—, A} rendszer teljessége alapjan lesz teljes a {—, —}.

Még egyszer: az fontos, hogy most nem az x — y = —x Vy az, amit felirunk, mert nem a
— kifejezése a {—, V} operatorokkal az, ami megmutatja a {—, —} teljességét, hanem pont az
z V y kifejezése a {—, —} operatorokkall
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4. feladat megoldasa.

Ez az els6 rendszeriink, melyben nincs negalas, helyette a (0-valtozos) | fuggvényt kaptuk meg.

Az eddig ismert teljes rendszerek kozil leginkdbb a {—, =} hasonlit rd, meg abbdl az egyik
jelet ingyen” meg is kapjuk, tehat lehet értelme ezzel probalkozni:

T y=x—y
—r=x —| (akar prébalgatassal)

Tehéat mivel a mér ismerten teljes {—, =} minden operéatorat ki tudtuk velik fejezni, igy ¢k is
teljes rendszert alkotnak.

(A Hilbert-kalkulus nevii kovetkeztetd rendszer formuldi pl. ezt a két operédtort fogjdk tartal-
mazni csak; ez azért nem lesz gond, mert ezek szerint 6k ketten teljes rendszert alkotnak.)

5. feladat megoldasa.

Most csak a nand fliggvényt hasznalva kéne eléallitani dolgokat. Ha teljes rendszer, akkor pl.
a negalast is meg kéne tudjuk kapni bel6le, ami egyvaltozos, széval sok lehetdségiink nincs
(megnézziik, hogy ha nandolunk egy x-en, abbdl mi lesz) és azt kapjuk, hogy

—x = x nand x

(hiszen x nand x = —(x A x) = —x)

Eddig jo, kéne még egy jel, akar a —, akar a V, akar a A kifejezése megoldja a feladatot, hiszen
a {—,—}, {7, vV} és {—, A} rendszerekr6l mar tudjuk, hogy teljesek.

Itt az juthat esziinkbe, hogy 2 Ay = ——=(z Ay) = —(x nand y), ami mér vezet valahova,
hiszen negalni mar tudunk nanddal:

z Ay = (x nand y) nand (z nand y)

és igy ki tudjuk fejezni a {—, A} (ismerten teljes) rendszer Gsszes operatorat csak a nandot
hasznalva, ezért nand 6nmagaban is teljes rendszert alkot.

Ivan Szabolcs 5 2023/02/27/22:02:54



6. feladat megoldasa.

Az eléz6 feladat tanulsigai alapjan itt a {—,V} rendszer teljességébél lehet érdemes kiindulni
és kapjuk, hogy

X =X hor T

xVy = (x nor y) nor (x nor y),

ezért valéban, a nor miivelet 6nmagaban is teljes rendszert alkot.

7. feladat megoldasa.

Ha az az allitas, hogy nem teljes, akkor mutatnunk kell egy Boole-fiiggvényt, ami nem fejezheto
ki a V és A fiiggvények (meg a projekciok) alkalmas kombindci6éjaként.

Az els6 kérdés, hogy vajon melyik fiiggvény lehet nem kifejezhetd; itt az elso otlet, ami esziinkbe
juthat, a — lehet (hiszen ha — kifejezhetd lenne, V és A pedig eleve megvan, akkor {V, A} teljes
rendszer lenne — tehat ha nem az, akkor — biztos, hogy nem kifejezhetd).

Azt, hogy — nem fejezhetd ki, tobb mddon is meg lehet mutatni: az egyik, hogy egy
—x = (éselések, vagyolasok, ) kifejezés felirdsakor a jobb oldalon csak z-et hasznalhatnank
valtozéként, és a V és A operatorokkal kothetjiik 0ssze Oket. De mivel tVax =z ésax Ax ==
is igaz, igy barmilyen komplex kifejezést is rakunk ki x-bél, V-bol és A-bol, végeredményben
garantaltan az x fiiggvényt kapjuk vissza, a —x-et pedig nem.

Egy méasik megoldas lehet pl. észrevenni, hogy 0V 0 = 0A 0 = 0, azaz barmilyen fliggvényt
is épitiink Ossze a valtozokbol, V-bdl és A-bdl, az eredményként kapott fiiggvény ha csupa 0-t
kap, akkor az outputja is 0 lesz, pedig a negalas esetében 0-kbdl 1-et kéne kapjunk. (1-esekkel
is miikodik: 1V 1=1A1= 1 miatt 1-b&l nem lesz 0.)
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8. feladat megoldasa.

Itt az el6zo feladat alapjan esetleg esziinkbe juthat, hogy — talan nem kifejezheto, de az:
r =x & 1.

Ez azt jelenti, hogy ha a {®,1} rendszer nem teljes, akkor se a V, se a A, se a — miivelet
nem fejezhetd ki csak az @ és 1T miivelettel (hiszen ha barmelyiket ki tudnénk fejezni, akkor a
negalassal egyiitt lenne egy kifejezett teljes rendszeriink).

Az el6z6 feladat masodik modszere sem miikddik: mivel 1 a 0 inputbdl is 1-et készit, az @ pedig
1-esekbél 0-t (igy johetett ki a negalas), igy a ,,0-6rzés” és ,,1-6rzés” tulajdonsigokat se tudjuk
hasznalni.

Ilyenkor egy moédszer lehet megprobalni felirni az 6sszes olyan kétvaltozds fliiggvényt, ami
kifejezheto egyaltalan a projekciokbol ezzel a két jellel. Ha elkezdjiik felirni a miivelettablat:

zly|T|zdy
0]0|1 0
011 1
1101 1
1111 0
akkor a kifejezhetd fliggvényeket (most) tgy kapjuk, hogy ahanyféleképp csak lehet,

e vesziink két oszlopot
o Osszedoljuk Oket
o ha ezzel olyan oszlopot kapunk, amit korabban még nem, akkor azt is felirjuk,

o ezt addig csinaljuk, amig mar nem tudunk 1j oszlopot kapni.

Befejezve a kompozicidval el6alld kétvaltozos figgvények tablajat ezt kapjuk:

zly|T|z@y|adz |21 |ydT | TO@ DY)
0011 0 0 1 1 1
0111 1 0 1 0 0
1101 1 0 0 1 0
11111 0 0 0 0 1

és barmelyik két oszlopnak vessziik ezek utan a @at, mindig olyan oszlopot kapunk, mely mar
szerepel, 1gy ez az Osszes kétvaltozos fiiggvény, amit az 1 és @ fiiggvényekbdl (és a projekciékbol)
kompozicidval el tudunk &llitani. Mivel ez nem az Osszes (a fele hidnyzik, tobbek kozt a V, A
és — fiiggvények), ezért {@, 71} nem teljes rendszer.

Itt még pl. az is milkédne, hogy észrevessziik, hogy az x, y és T fliggvények mindegyikében
(mint kétvaltozés fiiggvényekben) paros sokszor kapunk 1-et (és paros sokszor 0-t), és két oszlop
dolasakor ez a tulajdonsag megorzodik, igy nem lehet olyan oszlopot ezekbol @okkal megkapni,
melyekben paratlan sok 1-es szerepelne.
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9. feladat megoldasa.
Ha ez a rendszer nem teljes, akkor a — fiiggvény biztos, hogy nem lehet kifejezhet6 velik (hiszen
ha az lenne, akkor egy csomé teljes rendszer 6sszes miiveletét megkapnénk).

Itt az el6z6, ,mivelettablas” modszerrel felirva az Osszes egyvaltozoés fiiggvényt azt kapjuk,
hogy

z |1
01
1]1

és hogy barmilyen sorrendben is alkalmazzuk az oszlopokon a Vv, —, A, <+ miveleteket, mindig
a meglévo két oszlopunkat kapjuk vissza, igy sem a =, sem a | fliggvények nem fejezhetok ki
ezekkel az operatorokkal.

(Az is miikodik, ha észrevessziik, hogy ezek a fiiggvények mind ,6rzik az 1-et”, és ezért nem
lehet beldliik felépiteni olyat, ami ne tenné.)

10. feladat megoldasa.

A — méar megvan, igy elég kifejezniink akar a V, akar a A fiiggvényt és vagy a {—, V}, vagy a
{—, A} rendszer teljessége miatt kész vagyunk. Kis prébalgatas utan réjohetiink, hogy

—r = X

rVy=m(zy,1)

(hiszen ha = = y = 0, akkor 6k lesznek tobben, ha meg valamelyikiik is 1, akkor a 1 argumentum
miatt mar m az l-esbdl kap tobbet) és ezért mivel {—, V} teljes, igy {m,—, 1} is az.
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