Logika gyakorlat — 05

Hilbert rendszere

/[Recap: Hilbert rendszere} ~

o Ebben a kovetkezteté rendszerben olyan formulakat hasznalunk, melyekben a val-
tozokon kiviil csak a — és a | jelek szerepelnek

e Van harom axioma:

Axl (F - (G—H))— (F—-G)— (F—H))
Ax2 F— (G — F)
Ax3 (F —)) =) = F
o Egy input ¥ formulahalmazbdl induld levezetésben listat frunk formulakrol. Felve-
hetjiikk minden 1épésben:
— ¥ elemei kozil egyet
— Barmelyik axiéma tetszoleges példanyat

— Korabban szerepelt formuldk modus ponensét (levdlasztottjat)
Ha igy egy F' formula rakeriilhet a listara, annak jele ¥+ F.

o Ebbdl az axiomapéldany: valasztunk egy axiomat a harombél, a benne 1évé F, G,
H helyére izlés szerint tetszéleges formulakat helyettesitiink

e« A modus ponens: ha egy F formula rajta van mar a listan, és F' — G is, akkor
felvehetjik G-t

o Helyességi és teljességi tétel: 3 = F pont akkor igaz, ha ¥ F F (3-bdl inditva a
kovetkeztetést pont X logikai kovetkezményeit lehet levezetni ebben a rendszerben,
az Osszeset le lehet, mas formulat meg nem. Az ilyet ugy hivjak, hogy ,deduktiv
rendszer”.)

N\ J

A~ Fontos: ~N

o A zardjelezéssel ne spoéroljunk! — nem asszociativ, F' — (G — H) és (F - G) - H
egész mast jelent.

o Mindig nézzitkk meg, hogy az aktualis formulanknak, akinek a bal oldalat le akarjuk
vagni, pontosan melyik is a bal oldala! (Talaljuk meg a legkiils6 — jelet a formuldban,
csak akkor lehet vagni, ha a formula ettdl a legkiilsé jeltol balra 1évé formula, zard-

L jelezéssel egyiitt, pontosan igy, rakeriilt a listara.) )

1. feladat.
Mutassuk meg, hogy F | — p! Egy els6 1épés lehet pl: Ax1[F/ |,G/(p —{) —{, H/p]. j
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/[Recap: Dedukcios tételj ~

o A dedukcids tétel szerint minden Y-ra, F-re és G-re igaz, hogy

S+ FoG e SU{FY FG

« Ezt abba az irdnyba érdemes altalaban alkalmazni, hogy

— mindaddig, amig a jobb oldali célformulank egy implikacié (és nem pedig egy
valtozo vagy az | formula), addig a célformuldnk bal oldalat vigyiik 4t a - masik
oldalara és vezessiik le igy az 1j célunkat.

— ezt tobbszor is lehet ismételni persze.

J

2. feladat.

Vezessiik le a dedukcios tételt alkalmazva is, hogy - |— p!

3. feladat.

Mutassuk meg, hogy {p — ¢} F p— (r = q)!

4. feladat.
Mutassuk meg Hilbert rendszerében, hogy

{p—><(q—>(r—>q))—>s>} E p—s!

N N N

Tovabbi feladatokat generalhatunk fitt. Egy példa:

{q¢, p=q)—=r} F (r—=|) =]
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1. feladat megoldasa.
Egyrészt > iires, széval most csak axiémakat tudunk példanyositani, és levalasztani, tehat
seleme Y-nak” formulank most nem lesz.

Az els6 1épés, amit ajanl a feladat:
1. Ax1[F/ },G/(p —{) =], H/p]:

(4= (=0 =0 =) = (= (@ =0 =0) = (1 9))

Itt (és amikor egy feladatban meg van adva egy tipp 1épés, akkor mindig igy lesz) azt latjuk,
hogy a célformulank, amit le akarunk vezetni (J— p) megjelenik a javasolt axiéma példanyban,
mégpedig vagy maga a célformula lesz az, vagy a készitett implikacié jobb oldala, vagy a jobb
oldal jobb oldala, vagy a jobb oldal jobb oldalanak jobb oldala, stb. Most a jobb oldal jobb

oldala a |— p, amit le akarunk vezetni.

A levélasztas gy miikodik, hogy ebbdl a formulabdl ha levezetjitk az implikacié bal oldalat (ez
most a |— (((p =) =) = p> formula), akkor azzal tudunk ebbél vagni; ha az eredmény

bal oldalat, akkor aztan azzal is, és kész lesziink.

Most tehat le kéne vezetnink a |— (((p =) =) = p> formulat, vagni vele ebbdl, majd

levezetni a |— ((p —J) —{) formulat, vagni vele az eredménybdl, és kész lesziink, most tehét
ez a két ,al-célformulank” van.

Amit érdemes mindig megnézni egy-egy al-célformulara, amit le akarunk vezetni:

1. Axiémapéldany-e? Ha igen, akkor csak le kell példanyositani és meglesz.
2. Y-beli-e? Ha igen, akkor csak fel kell venni és meglesz.

3. G — F alaku-e, ahol F-et le tudjuk vezetni? (pl. mert F' axiémapélddny, vagy mert
Y-beli, vagy mert F' egy implikaci6, aminek a jobb oldalat le tudjuk vezetni, mert az egy
axiémapéldany, vagy mert 3-beli stb.)

Most pl. a két célformuldnkbdl azt lathatjuk elsére, hogy a |— ((p —l) —]) egy ax-
ibmapéldany, vegytik is fel:

2. Ax2[F/ |, G/p =]
= ((p =) =)

Vele egyelére vagni még nem tudunk, mert az 1-nek nem a bal szélén van, hanem valahol a
kozepén, de késébb még jo lesz.

A mésik al-célformularél azt latjuk, hogy & maga nem axiémapéldany, nincs is (az amuigy
is iires) Y-ban, viszont amit észre tudunk venni: ez egy implikdci6, melynek a jobb oldala
axiomapéldany.
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Abban az esetben, ha egy G — F' alaki formula az al-célformulank, és le tudjuk vezetni F-et,
a kovetkezo miikodik:

el6szor vezessiik le F-et (aki most egy axiémapéldany):

3. Ax3[F/p]
! (p—=d) =) —p

eztan példanyositsuk le a masodik axiémat gy, hogy F' legyen az al-célformulank jobb oldala,
G meg a bal oldala:

4. Ax2[F/((p =) =) = p,G/ |

(0= =b=p) = (1= (=0 =D =)
végiil alkalmazzunk ezen a két formulan egy levalasztast:

5. MP(3,4).
1= ((p=4) —=4) = p)

Levezettiik mind a két al-célformulankat! Kezdhetjiik szépen sorrendben a levalasztasokat:

6. MP(1,5).
(= (0 =) =) = (= »)

7. MP(2,6).
l=0p

Kész vagyunk, kijott, hogy = |— p.

2. feladat megoldasa.

Ha alkalmazzuk a dedukcios tételt, akkor a jobb oldali |— p formula egy implikacio; ennek bal
oldalat atrakva a masik oldalra azt kapjuk, hogy az 1j feladat: | F p.

(Dedukcids tételt alkalmazva a legrovidebb levezetés altalaban révidebb lesz, mint eredetileg
lett volna, most is igy lesz.)

Ha |-bdl akarunk levezetni egy F' formulat, mindig a kdvetkezot lehet érdemes csinalni, most
F = p-vel, de a lentebbiben mindenhol p helyére barmi tetszoleges F-et irni mindenhova, |-bdl
F-et le lehet vezetni:

1. ] ex mindig ez lehet az els6 1épés
2. |= (p—=l) =) AX2[F/LG/(p =)

3. (p—=d) =l MP(1,2). megjelent az Ax3 bal oldala
1. (p=) =) —=p Ax3[F/p]

5. p MP(3, 4).
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3. feladat megoldasa.

Dedukcié nélkiil ez kb. igy menne:

Lo (oo toa) = (g = (> 0=a))  AXIF/pG/a H/(r— q)
a cél a jobb oldalon megjelent
két al-célformulank: p — (¢ — (r — q)) ez egy implikacio,
aminek jobb oldala axiéma, és p — ¢, ez meg Y-beli.
Levezetjiik oket:

2. q— (r—y9q) Ax2[F/q,G/r]
az els6 al-célformula jobb oldala ez az axiémapéldany

3. (q—> (r—>q)> — <p—> (q—> (r—)q))) Ax2[F/2.,G/p]

. p— (q - (r— q)) MP(2,3)

5. (p—q) = (p— (r—0q) MP(1,4)
most jon a méasodik célformulank:

6. p—q ex

7. p—(r—ygq MP(5,6)

Dedukciéval elsére erre irhatjuk at az eredeti feladatot:

{p—=aqpt F1r—9q

Itt azt latjuk, hogy X két elemén egy levalasztassal megkaphatjuk ¢-t, ami pont a célformulank
jobb oldala, tehat Ax2-vel be tudjuk tolni ¢ elé r-t mint premisszat és kész is lesziink:

1. p—=gq e X

2. p € X

3. ¢ MP(1,2)

4. q—(r—q) Ax2[F/q,G/r]
5. r—=gq MP(3,4)

Dedukcidval az el6z6n még egyszer pedig ezt kapjuk:

{p—=q pr}tq

Ez konnyti:
1. p—=q €X
2. p ex
3. ¢ MP(1,2)

és kész is.
Szabad a dedukciét a masik iranyba is alkalmazni, de rendszerint nem segit — itt most
igen, ha az el6z6 alakbdl a p-t vissziik at a - masik oldalara, akkor az 1j feladat:

{p—=q¢r}Fp=yq
Ami:
1. p—q €X

Ez azért ritkan fordul el6. A fenti négy koziil persze barmelyik j6 megoldas.
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4. feladat megoldasa.
Attol, hogy F és ,Hilbert rendszerében” a kérdés, még ugyanaz marad a feladat a helyességi-

teljességi tétel miatt: meg kell mutatnunk, hogy a bal oldalbol Hilbert rendszerében ki lehet
hozni a jobb oldalt.

Erdemes lehet alkalmazni a dedukcids tételt. A feladat 4j alakja:

{p—)((q—>(r—>q))%s),p} F s

A Y-beli két formulan lehet is alkalmazni levalasztast, érdemes lehet ezzel kezdeni:

1. p S
2. p—>((q—>(r—>q))—>s) €x
3. (¢q—=(r—9q)—s MP(1,2)
ennek pont a jobb oldalan van a célformula, a bal oldala meg axiéoma:
4. qg— (r—q) Ax2[F/q,G/r]
5. s MP(3,4)
done

Egyébként itt dedukcios tétel nélkil egy levezetés lehet:

L Ax1[F/p,G/(q — (r —q)), H/s]

(P (@ 0=a)=9) > ((p= > >a)) > (p=5))

Az els6 al-célformuldnk (kett6 van megint) X-beli:

2.p— ((q—>(r—>q))%s) ex

3. (p— (g = (r—>q)) = (p— s) MP(1,2)
A masodik al-célformulank jobb oldala egy axiéma:

4. q — (r — q) Ax2[F/q,G/r]

5. (p — (q — (r— q))) MP(3,4)

6. p— s MP(3,5)
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