Logika gyakorlat — 07

Az elsOrendii logika szemantikaja és CNF els6rendben

Még mindig szintaxis (azaz: csak formuldkat alakitunk at anélkiil, hogy a kiértékeléssel
foglalkoznank): CNF az elsérendii logikaban:

/[Recap: CNF elsc’irendben} ~

Egy kvantormentes elsorendii logikai formula lehet:

o literal, ha atomi formula (pozitiv literdl) vagy annak negaltja (negativ literal), pl.
p(z,y) pozitiv, =p(f(z), c) negativ literdl (ha p/2 predikatumjel, ¢/0 és f/2 fiiggvény-
jelek)

 kl6z, ha véges sok literal diszjunkciéja (ezt szintén literdalhalmazként fogjuk reprezen-
talni)

« CNF, ha klozok konjunkciéja (szintén mint klézhalmazt reprezentéljuk)

Itt mar az nem baj, ha egy X CNF végtelen; a klozok tovabbra is végesek kell legyenek.

A CNF-re hozé algoritmus ugyanaz, mint itéletkalkulusban volt:

o nyilak eliminalasa,
o deMorgan-azonossagokkal a negalasok bevitele az atomi formulak mellé,

o disztributivitas alkalmazassal a ,,CNF vagy CNF” részekbol egy CNF-et épiteni

1. feladat.

Hozzuk CNF-re a kovetkezd kvantormentes formulat:

(p(x, F(¥)) = a(v)) < p(f(), f(2))
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Foglalkozzunk most strukturakkal, kiértékeléssel és formalizalassal:

/[Recap: Struktﬁraj ~

Ha adott egy elsérend(i nyelv (tehat h mik a valtozok, mik a predikdtum- és fiiggvényjelek,
és melyiknek mennyi a valtozészama / aritdsa), akkor egy struktira egy A = (A, 1, )
héarmas (azaz kb. ,struct” harom mezd6vel), ahol

o A egy nemiires halmaz, az univerzum (,az objektumok halmaza”),

« ¢ minden valtozohoz egy objektumot rendel (a véltozé ,alap értékét”, amit akkor
vesz fel, ha nem hat rd kvantor), p(z) € A,

o [ pedig minden fiiggvényjelhez és predikdtumjelhez egy tényleges fiiggvényt / prediké-
tumot rendel, a megfelel aritassal, azaz:

L I(f): A" — A, ha f/n figgvényjel, I(p): A" — {0,1}, ha p/n predikdtumjel

A kvantorok szemantikdjanal hasznéaljuk a modositott struktira jelolést:

Recap: Moébdositott struktﬁra}

Ha A = (A, I, p) egy struktira, x egy valtozd és a € A egy objektum, akkor Ay, . azt a
strukturat jeloli, mely csak annyiban mas, mint A, hogy benne x alapértéke a, azaz:

Appsa) = (A,1,¢"), ahol p(z) = a és ha y # x, akkor ¢'(y) = ¢(y)

Az atomi formulak és a kvantorok szemantikaja ezekkel a jeloléssel:

/[Recap: Szemantika} ~

Ha A = (A, I, ) egy struktura és F' egy formula, akkor. ..

e ha F = p(ty,...,t,) atomi formula, akkor A = I(p)(A(t1),...,A(tn)), azaz
kiértékeljik a t; termek értékét A-ban, majd az eredményként el6allé objektumokat
behelyettesitjiik (p)-be, abba a predikdtumba, amit ebben a struktirdaban p jeldl;

« ha F' = JzG, akkor A(F) igaz, ha létezik olyan a € A objektum, melyre Ap, 4 (G) =
1, azaz ha tudunk ugy 1j értéket adni x-nek, hogy az ennek megfeleléen megvaltoz-
tatott struktirdban a G formula (a ,mag”) értéke 1 lesz;

e ha F' = V2@, akkor A(F) akkor igaz, ha minden a € A objektumra fennall, hogy
Alzsq)(G) = 1, azaz ha akarhogy is adunk 1j értéket z-nek, az ennek megfelel6en
megvaltoztatott struktura értéke 1 lesz;

« a konnektivak, logikai konstansok szemantikaja értelemszerii, ugyanazok a szabalyok,
mint eddig.

J
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Hogy egy lapon legyiink, értékeljiik ki a koévetkezo mondatot a kovetkezé struk-
taraban:

/| 2. feladat. ~

A formula:

F = Vaz(x =c VvV Jy(f(y) :x)>
A struktira: A = (No, I, ¢), ahol

e« I(c)=0
o« I(f)(n)=n+1

o I(=) az egyenlGség az egyenléségjelet masképp nem is interpretalhatjuk
\- J

/-| 3. feladat. ~

,Formalizaljuk” elsérendben a kévetkezé mondatokat! Azaz: adjunk meg olyan A struk-
turat és F formulat, melyekre A E F pontosan akkor igaz, ha A-ban igaz F'; probaljuk
szem el6tt tartani a modularitast és tényleg az ,alap” részekre bevezetni fliggvény- és
predikatumjeleket.

« Addm keresi Evat

« Adam mosakszik

o Minden tehén fekete

o Thor kalapécsait csak Thor és Steve Rogers tudjak felemelni

« Ha valaki birtokolja az Egy Gytirtit, akkor 6t minden gytrtilidérc keresi
e Minden bogér rovar, de nem minden rovar bogar

o Mindenkinek van egy alma

« Sanyi munkahelyének tigyfelei koziil Sanyi csak az iddsekkel keriil kapcsolatba
\- J

Itt talalunk hozzajuk és még néhany masik mondathoz példa megoldast:

formalizalos vidi (ennek a jegyzetnek a hétuljaban is ott az els6 négy)
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https://www.youtube.com/watch?v=4LmH_pJvPPQ

1. feladat megoldasa.

(p(z, f(y) = q(y)) < p(f(y), f(z))

Eloszor eliminaljuk a nyilakat, egyesével vagy kiilon-kiilon:

(=p(z, f(y)) V a(y)) < p(f(y), f(z))
(~Cp 1)V a) VR ), F@)) A (Sl F6) v al) Vv p( ) f2)

Ezutén a paratlan sok — hat6korében 16v6 vV / A jeleket megforditjuk, az atomi formuldk pedig
akkor kapnak negalast, ha paratlan sok negacié hat rajuk:

((pla. £ A =a®) VP 7 @) A (b F0) V) v P (0). S(2)))

A kiils6 éselés jobb oldala egy (egy darab, haromliterdlos klézbdl all6) CNF, a bal oldala pedig
két CNF vagyolasa (a bal oldaliban két egységkloz, a jobb oldaliban egy egységkléz szerepel),
a bal oldalon disztributivitast alkalmazunk:

(p(z, f(y) vV p(f(y), f
(mq(y) Vp(f(y), f(x))) A
(=p(z, f(y) vV a(y) vV =p(f(y), f(x)))

és az eredmény CNF-ben van.
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2. feladat megoldasa.

(Azt 1atjuk a formula szerkezetébdl, hogy ¢ tényleg konstansjel, f/1 fiiggvényjel és = /2 predika-
tumjel kell legyen, meg persze x,y valtozok, ezért a struktiura tényleg ,,jol” — ezen a nyelven —
van megadva.)

A(F') akkor igaz (mivel a kiils6 operédtor egy Vx), ha minden a € Ny-ra (azaz a természetes
szamra)

A[W—)a} (ZE‘ =cV Ely(f(y) = ZE)) =1
ez a formula egy V, ami akkor lesz igaz, ha minden a természetes szamra

- A[z»—)a] (x=c)=1, Vagy

— Apsa(Jy(f(y) = z)) = 1 (vagy persze akar mindketts, a V megengedd vagyolas,
nem pedig kizaré vagyolds)

Ebbél az Apa)(z=c)-t kiértékelni konnytli, mert az egy atomi formula: ebben a (médosi-
tott) strukturaban x értéke a (oda van irva), c értéke pedig 0 (mert ¢ konstansjel, annak
mindig I ad értéket, és I(c) = 0 ebben a struktirdban ugyanigy, mint A-ban), az = jel
szemantikdja, [(=) mindig az egyenl6ség kell legyen, ezért ez akkor igaz, ha a = 0.

A Jy(f(y) = =) formula kiértékelése kicsit bonyolultabb: Ap.,q(Jy(f(y) = x)) = 1 akkor
igaz, ha van olyan (mondjuk) b € A = Ny, azaz b természetes szam, melyre

Appsay-y(fy) =2) = 1.

Itt hogy megint atomi formuldhoz értiink, kiértékelni (igy benne hagyva az a-kat és a b-
ket) konnyti: ebben a struktiraban x értéke a és y értéke b (oda vannak irva a subscriptbe),
és mivel I(f) az ,adj hozza 1-et” fiiggvény, igy itt f(y) értéke b+ 1, ezért az f(y) = x
formula akkor lesz 1 (,igaz”), ha b+ 1 = a.

Azaz ez a (Jy-os) formula akkor igaz az Af,.,q) struktiraban, ha van olyan b természetes
szam, melyre b + 1 = a; annyit azért tudunk a természetes szamokrél, hogy ez minden
pozitiv természetes szamra igaz, hiszen barmi is a, ha pozitiv, akkor b := a — 1 is
természetes szam és nyilvan b 4+ 1 = a, tehét 1étezik legalabb egy ilyen b érték (pontosan
egy létezik, de az 3 kvantor kiértékelésénél az a kérdés csak, hogy van-e legalabb egy
ilyen).

Tehat a vagyolds bal oldala akkor igaz, ha a = 0, a jobb oldala pedig ha a > 0,
Osszességében ha a > 0, akkor valamelyik oldal igaz lesz — mivel masmilyen természetes
szam pedig nincs, igy a formula igaz lesz minden a € Ny-ra, ezért az eredeti formula is
igaz az eredeti A strukturaban.

Ivan Szabolcs 5 2023/03/21/01:42:09



3. feladat megoldasa.

Adam keresi Evat

Amit itt tudnunk érdemes: ha egy mondatban egy tulajdonnév szerepel, ,aki” a kontextusbél
egyértelmii, hogy pontosan egyvalakit jelolink ki vele, azt egy konstansjellel fogjuk eljelolni,

a struktirankban pedig az interpreticios fiiggvény ehhez a jelhez ezt a bizonyos személyt fogja
rendelni.

Egyelére ott tartunk, hogy Addmnak is és Evanak is egy-egy konstansjelet felvesziink, lehetnek
ezek pl. a és e.

A | keresi” egy targyas ige: van neki subjectje (a példdban Adém, aki keres) és objectje
(a példaban Eva, akit keresnek). Az ilyen igékbdl kétvaltozés predikatum lesz: az elsé
argumentumra az keriil, aki keres, a masodikra az, akit keresnek, és maga a predikatum akkor
lesz igaz, ha az els6 argumentumként atadott személy tényleg keresi a masodikat. Legyen
mondjuk a predikétumjel hozzé keresiOt.

Ebbél az is latszik, hogy az univerzumban persze Addmnak és Evénak ott kell lennie (hiszen
6ket jeloli ki a két konstansjeliink); az univerzum épp lehetnek 6k ketten is, de lehet akar az
egész mindenkori emberiség is, vagy barmi halmaz, melynek 6k mindketten elemei.

A formula ezek utan: keresiét(a, e), a struktira pedig az eléz6ekben megadott (pl. mondjuk
Ugy, hogy az univerzum az Osszes ember halmaza).

Adam mosakszik

Azt mér lattuk, hogy ebbél az Addm egy (mondjuk) a konstansjel lesz, aki a strukrirdban
Adamot veszi fel értékiil.

A, mosakszik” ige nem targyas, ennek csak subjectje van: valaki vagy mosakszik, vagy nem.
Ezekbdl az igékbdl egyvaltozos predikatum lesz, mondjuk mosakszik /1, azzal, hogy ha e egy
ember, akkor I(mosakszik)(e) értéke akkor legyen 1 (akkor legyen igaz), ha az e ember tényleg
mosakszik (idéablak nincs a mostani formalizmusaink egyikében sem).

Az egész formula igy mosakszik(a) lesz, az univerzum (mondjuk) az emberek halmaza, a értéke
Adam, a mosakszik predikatum pedig mindazon emberekre legyen igaz, akik mosakszanak.

Minden tehén fekete

Itt a ,tehén” nem tulajdonnév, hanem koznév, és persze vélhetoen mindenki tudja, hogy tehén-
bél van tobb is. Ezekbdl egyvaltozés predikatum késziilhet: tehén/1, ami pontosan azokra
az objektumokra (allatok? élélények?) lesz igazra interpretdlva, amik tehenek.

A fekete” sz6 pedig egy melléknév, ami egy objektumnak egy tulajdonsagat irja le; ezekbdl
szintén egyvaltozoés predikatum lesz, mondjuk fekete/1, ami pontosan a fekete objektumokra
lesz igazra interpretalva.

A ,minden tehén fekete” mondat egy ,minden objektumra igaz, hogy ha az az objektum egy
tehén, akkor az az objektum fekete is” alakd mondat révidebben, amit a

YV (tehén(:v) — fekete(x))

formula fogalmaz meg. Ha kevesebb logikat lattunk eddig a kelleténél, ezt tgy is megkozelit-
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hetjik, hogy ha X a tehenek halmaza, Y pedig a fekete dolgok halmaza, akkor a ,minden
tehén fekete” mondat azt allitja, hogy X C Y. Két halmaz kozti részhalmaz kapcsolatot pedig
egy ,ha valami X-ben van, akkor Y-ban is” mondattal tudunk leirni, ami ebben az esetben (a
,tehenek” halmazban pont akkor van benne valami, ha igaz ra a tehén predikatum stb.) a

Y (tehén(:v) — fekete(x))

formula lesz.
Thor kalapacsait csak Thor és Steve Rogers tudjak felemelni

Ebbdl a mondatbdl amit mar tudunk kezelni:

e Thor tulajdonnév, behozunk ra egy 6t jelolo konstanst: thor.
» Steve Rogers szintén egyetlen személy, behozunk ra egy konstanst: steve.

o A kalapécs” egy koznév, behozunk ra egy egyvaltozos predikdtumjelet: kalapacs/1 akkor
igaz egy objektumra, ha az torténetesen egy kalapacs. (Pl. Mjolnir kalapacs, Thor és
Steve Rogers pedig nem kalapacsok.)

o A  fel tudja emelni” (sort of a) targyas ige: van egy subjectje (aki emel) és egy objectje
(akit /amit emelnek), ebbél kétvaltozos predikatum lesz: felTudjaEmelni/2, ami akkor lesz
igaz egy input objektumparra, ha az elsé argmentum egy személy, aki fel tudja emelni a
masodik argumentumot.

Amit még nem lattunk: a birtoklas kapcsolat, a ,, Thor kalapdcsait” részbol az jon le, hogy
Thornak lehet akar tobb kalapacsa is. Ha garantaltan pontosan egy lenne neki, akkor azt
is elnevezhetnénk pl. egy konstansjellel; igy nem tehetjiik ezt, hanem bevezetiink egy 6vé/2

c sz

birtokolja a b objektumot.

A, Thor kalapacsait csak Thor és Steve Rogers tudjak felemelni” mondatban a ,,csak” j6 stan-
dard jelentése a ,ha valaki fel tudja emelni Thor valamelyik kalapacsat, akkor az a valaki Thor
vagy Steve Rogers kell legyen”.

(Legalabbis ha igy értelmezziik a mondatot: a nyelv sokszor nem egyértelmii, igy a fenti mondta
tkp jelentheti azt is, hogy ,ha valaki fel tudja emelni Thor 6sszes kalapacsat, akkor az a valaki
Thor vagy Steve Rogers kell legyen”.)

Ha ezt a ,valaki”t x-szel jeloljik, akkor a ,valaki fel tudja emelni Thor valamelyik kalapacsat”
mondat, ami ugyanaz, mint a ,létezik Thornak olyan kalapacsa, amit ez a valaki fel tud emelni”,
ami ugyanaz, mint a ,1étezik olyan objektum, amit Thor birtokol és ami egy kalapacs, és amit
ez a valaki fel tud emelni”; erre viszont mér tudunk formulét {rni (ha ezt a bizonyos objektumot
lentebb az y valtozé jeloli el):

EIy(évé(thor,y) A kalapacs(y) A felTudjaEmelni(a:,y))

és a mondat szerinti ,az a valaki Thor vagy Steve Rogers” pedig (z = steve) V (x = thor),
osszerakva a mondatot pedig ezt kapjuk:

Vx(ﬂy(évé(thor, y) A kalapdcs(y) A felTudjaEmelni(x,y)) — (x:steve V oz :thor>.>
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