Logika gyakorlat — 08

Normalformak elsorendben

A célunk most az, hogy egy input 3 (elsérendii) formulahalmaz minden elemét Gn. zart
Skolem alaktra hozzuk, ezt azért, mert a két elsorendli kovetkezteté rendszer, az alap re-
zolﬁci(ﬂ és az els6rendii rezolicio ilyen formaban fogja varni az inputot.

Ennek 1épései:

/[Recap: ZAart Skolem alakra hozas lépései} ~

o Nyilak eliminalasa: itt eliminaljuk a —, <>, |, T jeleket a formulabdl a szokott
modon (azért, hogy a késébbi, prenexre hozo 1épés egyszeriibb legyen)

« Kiigazitas: itt megsziintetjik a ,véletlen” valtozonév-iitkozéseket
o Prenex alakra hozas: itt elérjiik, hogy a formula elején alljon az 6sszes kvantor

o Skolem alakra hozas: ezutan az 0sszes kvantor V lesz, és a formula elején allnak

o Lezaras: itt pedig elérjiik, hogy ne legyenek szabadon el6fordulé valtozok

N\ J

A nyilak eliminalasa ugyanugy megy, mint korabban, nézziik rogton a kiigazitassal kapcsolatos
1j infot:

/[Recap: Kiigazitésj ~

Egy formula kiigazitott, ha

o kiillonb6z6 pozicidkon 1év6 kvantorok kiillonboz6 valtozokat kotnek és

« nincs olyan valtozd, mely szabadon és kototten is elofordul.

(note: egy x valtozéeléfordulds szabad, ha nincs Vz vagy 3z kvantor hatdskorében; egy
VaF vagy dzF formuldban ez a kvantor koti az F-beli szabad valtozoel6fordulasokat. )

Egy formulat kiigazitani (ekvivalens formulat kapva) tudunk igy, hogy a kotott valtozdkat
atnevezzilk gy, hogy ne legyen névitkozés; ha az input formulankban nincs egyik valtozo
se indexelve, ezt pl. megtehetjiik indexeléssel (akar tgy, hogy véltozénként kiilon in-
dexvaltozot visziink, akar egy globélis indexvaltozéval).

Itt fontos, hogy a szabadon valtozéel6fordulasokat ne nevezziik at.

N\

1. feladat.

[gazitsuk ki a kovetkez6 formulat:

Vo (Jyp(e,y) — q(x)) A Fg¥ep(ey) A —g().

lez nem azért alap, mert itéletkalkulus, hanem azért, mert alaptermeket fogunk hasznalni benne

Ivan Szabolcs 1 2023/03/28,/01:38:21



/[Recap: Prenex alakra hozés]

N\

Egy F' formula prenex alaki, ha F' = Qqx; ... Q,x,F*, ahol minden Q); egy-egy kvantor,
és F*-ban (a formula magjaban) mar nincs kvantor.

Lehet alkalmazni egyesével az atirasi szabalyokat az eléadéasrol, de — ha a formulaban méar
nincsenek nyilak és ki van igazitva — egy gyorsabb modszer:

» balrél jobbra egyszer végigolvasva a formulat, irjuk le a valtozdkat, amilyen sorrend-
ben vannak kvantalva;

o egy kvantort ,valtsunk at” a parjara, ha az eredeti formulaban paratlan sok —-nek
van a belsejében, kiilonben hagyjuk az eredeti formédjaban;

o ezutan a formula magjat tgy kapjuk, hogy az eredeti formulabdl toroljik a kvan-
torokat.

~

2. feladat.

Hozzuk prenex alakra a kovetkezé formulat (az el6z6 egyik lehetséges eredményét):

VI1(3y2p($1,y2) —>C](ﬂ31)) A FysVaup(za,ys) A —q(z).

/[Recap: Skolem alakra hozés]

N\

Egy F formula Skolem alaki, ha F' = Va,Va,...Ve,F* gy, hogy F*-ban mar nincs
kvantor.

Skolem alakra is tudunk hozni formulakat:

o el6szor prenex alakra hozzuk a formulat,
o majd minden dy lek6tott valtozora:

— toroljik a dy-t a kvantor prefixbol,

— és a formula magjaban y helyére mindenhova egy f(z1,...,z,) alakd termet
helyettesitiink, ahol f 1j figgvényjel, x1,...,z, pedig az y elott deklaralt V-
valtozok.

Note: itt fontos, hogy annyira 1j legyen a bevezetett ,Skolem-fiiggvény”, hogy az egész
eredeti input »-ban se szerepelhet, és mindegyik ilyen dy esetében tjabb és még tjabb
fiiggvényjelet kell generaljunk.

\

J

3. feladat.

Hozzuk Skolem alakra a kovetkezd formulat:

le\fyﬁyngz;((ﬂp(wl,m)\/q(xl)) A p(xa,ys) A ﬁQ(ﬂc))‘
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A Skolem alakrol azt lehet érdemes tudni, hogy nem lesz mindig ekvivalens az eredeti
formulaval; viszont, ha az eredeti 3 kielégithetetlen volt, és ¥’ a Skolem alakjaik halmaza,
akkor

o vagy X is kielégithetd és ¥ is,

o vagy X is kielégithetetlen és Y/ is.

(Ezt hivjdk gy, hogy ¥ és ¥/ satisfyability equivalent”ek, jelben ¥ =, ¥'.)

/[Recap: Lezérés} ~

Lezaraskor a szabad x el6fordulasok helyére egy-egy 1j konstansjelet generalunk, pl. c,-et.
gy mér a formulahalmazban nem marad szabad valtozéeléfordulas.

Note: a generalt c, csak x-tdl fiigghet:

» a bevezetett ¢, konstansjelek nem szerepelhetnek sehol mashol lezaras el6tt;

o ha két (akar kiilonbozd) formuldban is szerepel z szabadon, akkor mindkettében
ugyanarra a c,-re kell cseréljiik

o de persze ha = # y, akkor x helyére mésik konstansjelet generdljunk, mint y helyére.

J

4. feladat.

Zarjuk le a kovetkezo formulat:

VSUN?/QVM((W(Ihyz)VQ($1)) A p(xg, f(T1,92)) A TI(J/’))

5. feladat.

Hozzuk zart Skolem alakra a kovetkezd formulat:

(3ve bl 9 (2),2)) ) = Fyr().

6. feladat.

Hozzuk zart Skolem alakra:

(3o a(z.a.0) A 3y p(f(2).0)) = Vady r(h(a, ).

Aki gyakorolni szeretne Skolem alakra hozast, itt| taldl hozza generatort. A generator egyetlen
globalis indexet visz kiigazitashoz, és sorban a hy, ho, ... Skolem-fiiggvényeket és -konstansokat
vezeti be, valamint a szabad valtozék helyére c;-ket, latszélag (de valéjaban nem) random i
indexekkel; ettdl barmi eltéro nevek is persze teljesen jok ,,4j fiiggvényjel 'nek.
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1. feladat megoldasa.

Szinekkel jelolve, hogy melyik kvantor melyik valtozoel6forduldsokra vonatkozik:

V:I:(Elyp(m,y) —>q(r1:)> A JNep(e,y) A —q(x).

Itt latszik, hogy a formula tobb okbdl sincs kiigazitva:

o az y valtozo6 két kiilonbozd helyen is kotve szerepel (kék, ),

e« az x valtozd szintén (piros, ) és még szabadon is (fekete).

A lényeg, hogy a kvantalt részeket nevezziik at tgy, hogy megsziinjenek az titkozések; ezt
megtehetjitk gy is, hogy az y-ok kozil csak az egyiket atnevezziikk (mondjuk) y'-re, az z-ek
kozil meg az egyiket xi-re, a masikat xs-re:

Vo (Jyp(er,y) = q(@)) A FyVeop(en, ) A —q(x).

Vagy lehet minden kvantalt valtozét feltétel nélkil indexelni is egyetlen sorfolytonos indexet
hasznalva:

Vs (3yap(e1,92) = a(x1)) A 3u¥rp(es, ) A —ql@).

Vagy valtozénként kiilon-kiilon indexet alkalmazva:
Va1 (3yip(er, 1) = q(e1)) A FpVoop(io, ) A —q(x).

A fontos, hogy a szabad valtozéel6forduldasokat ne nevezziik at (mert ha ¥-ban tobb formulank
is van, melyekben szabadon van egy z, akkor a kiilonb6z6 formuldk szabad z-ei mind ugyan-
arrél a ¢(x) objektumrdl beszélnek eredetileg, és ezt az Osszefliggést semmiképp nem szabad
megvaltoztatnunk).
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2. feladat megoldasa.

Az input:
Vo (Fyep(wr, y2) = 1)) A JysYaap(za,ys) A —q(z).

Ebben még van egy implikacid, ezt most atirjuk:

V$1(ﬁ3y2p($1,y2)VQ($1)> A FysVaap(za,y3) N —q(z).

A kvantor sorrend az eredményben lehet ugyanigy x1, ys2, y3, 4, mint az eredeti formuldban;
ahhoz, hogy lassuk, melyiket kell megforditani, pl. bejelolhetjiik a negaldsok hataskorét:

Vx1<MVq(x1)) N FysVrap(ay, ys) A L(x)

Itt az yo kvantora van csak paratlan sok — hatdskorében (egyben, a tobbi nulldban, ami paros),
ezért csak ezt az egyet forditjuk a parjara, a tobbi marad, ami volt, tehat a formula ilyen alaku
lesz:

Vx1VygE|y3V:c4 ( . ) .

A formula magjat tgy kapjuk, hogy kitoroljiik beldle a kvantorokat (a kozvetlen mellettiik 16v6
valtozoval, persze), ekkor a zardjelezésre oda kell figyelni, hogy biztos ugyanaz lesz-e,
mint az eredeti:

Va:NyﬁygV:m((ﬁp(xl,m)\/q(fcl)) A p(x4,y3) A W(w)>-

Ez a formula még mindig ekvivalens az eredetivel.

3. feladat megoldasa.

Az input:
VJ:NyQElyg‘v’m((—'p(:m,yg)\/q(m)) A p(xa,ys3) A _‘9(37)>‘

Ez az — el6z6 feladat egyik lehetséges eredményeként kapott — formula mér prenex alakban van,
és egyediil az y3 valtozd van 3-kotve benne. Tehat toroljik az dys részt a kvantor prefixbdl,
és a magban mindenhol y3 helyébe pl. f(z1,ys)-t helyettesitiink (mivel nincs f a formuldban,
valaszthatjuk ezt a fiiggvényjelet ,,1j” fuggvényjelnek; mindenképp x1-t6l és y»-tol kell fiiggjon
a formulank, ha ez a kvantor prefix). Eredmény:

VfﬁNZJWSM((ﬁP(SUhyz)VQ(fCl)) A p(xa, f(21,92)) A ﬁQ(SU))-

(Note: vannak azért szofisztikdltabb |, fiiggéség-meghatérozé” médszerek is, melyek pl. ebben
a formulaban detektaljak, hogy ys valéjaban nem fiigg sem x1-t0l, sem yo-t0l, és igy csak egy
(Skolem-)konstansjelet generdlnak az f(x1,y2) term helyett ys pozicidira, de ez ezen a kurzuson
picit tilmutat.)
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4. feladat megoldasa.
Lezaras input:
V%W/Wm((_‘p@hyz) VQ(%)) A p(xg, f(z1,92)) A _‘Q($)>-
Lezaras output, pl. a szabad x helyére a sehol mashol el6 nem fordulé c,-et helyettesitve:

V:vNszm((ﬁp(xbyz)\/Q(xl)) A (s, f(21,42)) A W(Cx)),

kész is van.

(Note: ez sem egy ekvivalens, de s-ekvivalens dtalakités.)

5. feladat megoldasa.
Az input:

(3w bl g (2),2)) ) =Ty ().
Nulladik 1épésként a pirossal jelolt — eliminalasa:

~(39v2 ple.9(F(@),2)) v 3y,

Kiigazitas, mondjuk kvantoronként tjabb indexeket generalva:

ﬁ(ﬂylvxz p(x2, g(f(22), Z))) V 3yz—r(ys).

Prenex alakhoz a — scope-ok azonositasa:

ﬁ(ﬂyﬁm p(w2, g(f(72), Z))) V yzr(ys).

A valtozdk deklaracios sorrendje maradhat yq, x9, y3, mint ahogy most van, de mivel y; és 9
paratlan sok (egy) negalds scope-jaban van, az 6 kvantoruk megvéltozik, tehat a kvantor prefix
lehet Vy;dzo3ys. Leirva ezt és a formula magjat, torolve a kvantorokat:

T3 ((plaa, o(F (@), 2)) v ()
Skolem alakhoz x5 és y3 elimindlasa a soros: mindkettd helyére egy, csak y;-tol fiiggo fiig-

gvénytermet kell irjunk egy-egy 1j fiiggvényjellel (mert csak az y; el6zi meg 6ket V-kvantorral).
Legyen mondjuk xo/h(y1) és ys/i(y1). Eredmény:

s (= (), 91 (l))), ) V(i) )
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Lezarashoz a z szabad el6fordulas helyébe bevezethetiink pl. egy sehol mashol nem szereplo c,
konstansjelet és kész vagyunk:

i (= (), 9 (h(1))): ) V =r(i(u)) )

Megjegyzés.

Az is teljesen jo megoldas, ha észrevessziik, hogy y; nincs is a formulaban, miutan prenex alakra
hoztuk. Ekkor persze lekotni is folosleges és ehelyett:

Vi TeaTyn ((ploa, o(F (w2, 2)) V ()

kaphatjuk ezt, a Vy; torlésével (ha lekotiink egy valtozét, de nem is hasznaljuk, az olyan, mintha
le se kotottitk volna):

a3y (Pl o(F (@), 2) ) v =r(um) )

Itt mér egész méas a helyzet, mint az elobb: mind 5, mind y3 a formula legelején szerepelnek 3-
kotve, tehat valtozoik helyére olyan termeket kell irjunk, melyekben nem szerepel argumentum.
Lehet persze ez ugyanugy h() és i(), mint kordbban (a nulla-valtozés Skolem fiiggvényeket
Skolem konstansnak nevezziik):

(~(p(rOs 9 0). 20)) v = G0) ).

Persze a () jeleket el is hagyhatjuk, ahogy szoktuk. Lezaras utén:

(~(ptrar )] v =),

Ez az alaki formula a kovetkeztetés tovabbi részében (alap / elsérendl rezolicié végre-
hajtasakor) sokkal jobb lesz nekiink, mint az, amit az el6bb kaptunk. (Ugyanakkor persze
a gyakorlatban ritkan fordul el6 random lekétott dummy véaltozé” az inputban.)
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6. feladat megoldasa.

Az input:
(30 alzw.0) A By p(F(2),9)) = Vady r(h(a,y))

El6szor a nyilakat eliminaljuk:

(30 az.0) A By pUFE)0)) v Vady T, y)).

Kvantoronként 14j indexet hasznélva kiigazitunk, mert nincsenek indexek az inputban:

(301 azmre) A B p(F()90) Y Ve r(hlas. ).

A prenex alakhoz: x, és yo egy-egy negdlds, tehat paratlan sok negalas hataskorében van, 6k
a 3 kvantorrdl atfordulnak V kvantorra; a tobbi kvantor nulla, azaz paros sokéban, tehat 6k
maradnak, amik voltak. Leirva a kvantor prefixet és eztdn magnak a fenti formula maradék
részét, melybdl a kvantorokat toroljik:

Va1 Vya Vs Iy, (—|<q(z,x1,c) A p(f(z),yz)) Y r(h(xg,y4))>.

Az y4 az egyetlen F-kotott valtozonk, helyébe pl.  i(xq,ys, x3)-at vezetink be Skolem-
figgvényként (mert i j jel, és yy elétt a1, yo és x3 szerepel V-deklardlva):

Va1 VyaVis <"< q(z,71,¢) A p(f(z)ﬂh)) v T(h(ﬂf&i(ﬂfl,yz,iﬂs))))-

Ugyan kiilon jelezve nem volt, hogy melyek a konstansjelek és melyek a valtozok a formuldban
(x1, Yo és w3 persze valtozok, hiszen le vannak kotve, de z és c alapvet&en barmelyik lehetne), igy
a konvenciondlis jelolést tételezziik fel, mely szerint ¢ konstansjel, z pedig valtozé. A lezarashoz
tehat utolso 1épésként z helyére bevezetiink egy j valtozot, pl. c,-t:

Va1 VyaVis <ﬂ< q(c., x1,¢) A p(f(%);?h)) v T(h(%,i(l’l,ym%s))))»

és ez az eredeti formulédnkkal s-ekvivalens zart Skolem alakd normaélforma.

(Ha még a magot CNF-re is kéne hozzuk, hogy a rezoltcids algoritmusokat el tudjuk kezdeni
futtatni rajta, akkor ebbdl egy darab, harom elemti kléz késziilne.)
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