Logika el6adasvazlat, 2017 - részleges!

...vannak a targyban dolgok az itéletkalkulusrol, és aztan. ..

Az elsorendii logika szintaxisa és szemantikaja

[téletkalkulusban csak bitekrsl (igazsagértékekrdl) beszéltink, a valtozok igazsigértékeket ve-
hettek fel értékiil (és csak kettdt: 0 vagy 1), ezeket lehetett 6sszekotni a logikai konnektivakkal
(A, V, 7, <>, —).

Ezzel szemben elsérendii logikdban vagy predikatumkalkulusban (ezek szinonimak) a val-
tozok objektumok egy halmazabdl, tgy is mondjak, hogy egy univerzumbol veszik fel
értékeiket, lesznek fiiggvények, amik objektumokbdl objektumot képeznek (ilyen pl. az
egész szamok kozt az Osszeadds, a szorzas, stb) és predikatumok, amik objektumokbdl
igazsagértéket készitenek (ilyen pl. hogy egy szam primszam-e, paratlan-e, kisebb-e egy masik
szamnal stb).

Megint, mint ahogy itéletkalkulusban is, a szintaxis azt adja meg, hogy mitol formula egy
formula, ,hogy nézhet ki”, a szemantika pedig azt, hogy hogy értékeliink ki egy formulat,
,mit jelent”. Mindig a szintaxissal kezdjiik, legel6szor is a hasznalhato alapelemekkel, amiket
felhasznalhatunk a formulak felépitésekor:

Szintaxis
e (elsérendii) valtozdkat, ezeknek a jele édltaldban az x,y,z,... kornyékérdl lesz az
abécének; feltessziik, hogy a valtozokbdl hasznalhatunk (megszémlélhatéan[[) végtelen

sokat.

Ha majd szemantikaval latjuk el a formuldankat, a valtozok valami objektumot fognak
felvenni értékaiil.

o fliggvényjeleket, ezeknek a jele dltalaban f, g, h, . .. lesz; ezekbOl is csak megszamlalhato
sok lehetﬂ és mindnek van egy fix aritasa avagy valtozoszama, ami egy > 0 egész szam.
Hogy az f egy n-véltozés figgvényjel, annak jele f/n.

Ha majd szemantikaval latjuk el a formulakat, egy fiiggvényjel jelentése valami objek-
tumbdl objektumot képzé fiiggvény lesz, pl. az f/2 lehet az Gsszeadds, g/2 a szorzas, h/1
az ellentett fliggvény, ahogy tetszik.

e predikatumjeleket, ezeknek a jele altalaban p,q,r, ... lesz, szintén megszamlalhatéan
sokan vannak, aritdssal, szintén p/n jeloli, hogy a p az egy n-valtozés predikatumjel.
Ha majd szemantikaval latjuk el a formulakat, egy predikatumjel jelentése valami objek-
tumbdl igazsagértéket képzo leképezés lesz, ezt hivjak predikatumnak, vagy relaciénak,
mint pl. p/2 lehet a ,kisebb” relaci6, ¢/1 a ,péaratlan” predikdtum stb.

e Hasznaljuk még a szokasos logikai konnektivakat: A, V, -, —, <>, kvantorokat: V, 3,
logikai konstansokat: 1, | és zardjeleket, vesszoket szeparatornak.

lez annyit jelent, hogy lesz az elsd, a méasodik, stb. valtozo, fel tudjuk sorolni mindet 1-t5l indexelve, van,

aki ahhoz ragaszkodik, hogy a valtozok halmaza x1, 2, z3,... — mi az olvashatésag kedvéért hasznalunk y-t, z-t
stb. is
2vagyis vagy véges sok, vagy megszamldlhatéan végtelen
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Az eddigiekbdl érezheto, hogy kétféle szintaktikus kategoria van: lesznek dolgok, amik
valami objektumma értékelddnek ki (ezek lesznek a termek, avagy | kifejezés’ek), és dolgok,
amik igazsagértékké (ezek pedig a formulak, duh).

A termeket tgy épitjik, hogy kiindulunk a valtozokbdl, és alkalmazhatjuk rajtuk a fiiggvény-
jeleket izlés szerint, figyelve a valtozdszamra. Vagyis:

([Deﬁnici(): Term) ~

e minden valtoz6 term;

e ha f/n egy n-viltozés fuggvényjel és ti,...,t, méar termek, akkor f(ty,...,t,) is
term;

e mis term nincs.
\_ J

Tehét pl. ha x,y valtozdk, f/1 és g/2 fiiggvényjelek, akkor x term, y is term, ezekbdl g-vel
felépithetjik a g(x, y)-t, az is term, ezen alkalmazhatjuk f-et, f(g(x,y)), ez is term. Ha ¢/0 egy
0-valtozos fuggvényjel, amit konstansnak is hivunk, akkor pl. ¢() is term: c-be helyettesitiink
nulla darab argumentumot, és igy pl. g(c(),c()) is term. Az iires nyité-csukéjeleket a konnyebb
olvashatésag érdekében elhagyjuk, és ilyenkor csak g(c, ¢)-t frunk, ez is term.

Ebben a példa g(c,c)-ben nincs valtozd. Az ilyen termeket alaptermnek, vagy ,ground
term”nek hivjuk. A fenti jelkészletben pl. alaptermek ¢, f(c), f(f(c)), g(c,c), g(c, f(c)) stb.

Formuldkat tgy kapunk, hogy termeken alkalmazunk predikatumjeleket, aztan ezeket
osszekotjik izlés szerint logikai konnektivakkal:

((Deﬁnici(): Formula] ~

e Ha p/n predikatumjel és ¢, ..., t, termek, akkor p(ti,...,t,) egy atomi formula.

e T és | is formulak.

e Ha F formula, akkor (—F) is formula.

Ha F, G formulak, akkor (F'V G), (FAG), (F — G), (F < G) is formulak.

e Ha F formula és z valtozé, akkor (JzF') és (VaF') is formulak.

L e M4s formula nincs. y

Nézziink egy példat: ha p/1 és ¢/2 predikatumjelek és f/1 fiiggvényjel, akkor
3 (p(a) AVya(f(x),))

egy formula, mert x valtozd, tehat akkor = egy term, akkor p(z) egy atomi formula, mert
az x termet helyettesitjik be a p egyvéltozés predikatumjelbe, f(r) egy term, mert az x
termet helyettesitjiik be az f/1 figgvényjelbe, akkor ¢(f(x),y) formula, mert az f(x) és y
termeket helyettesitjitk a ¢/2 predikdtumjele, ez elé Vy-t rakva formulat kapunk, aztan ezt a
p(z) formulaval osszeéselve formulat, végil elérakva a Jz-et szintén egy formulat.

Szemantika

[téletkalkulusban egy valtozé-értékadas kellett ahhoz, hogy kiértékeljink egy formuldt. El-
sorendii logikaban egy struktiira kell hozza, kicsit tobb mindent kell megadnunk. Konkrétan:
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egy struktira harom dologhol 4ll 6ssze:

e Meg kell adjuk az univerzumot, az objektumok halmazat. Ez egy nemiires halmaz,
altalaban A jeloli.

o Meg kell adjuk ezek utan az Osszes fiiggvény- és predikdtumjelre annak a jelentését vagy

R

e Végiil, minden véaltozonak meg kell adjuk a ,default” értékét. Ezt pedig altalaban ¢ jeloli.

Kicsit formalisabban:
({Deﬁnicié: Struktﬁraj \
(Elsérendil) struktira egy A = (A, I, ) harmas, ahol:

o A az objektumok nemiires halmaza;

e [ az interpretdciés fiiggvény, ami minden p/n predikdtumjelhez hozzérendel egy
I(p) : A" — {0, 1} predikdtumot és minden f/n fuggvényjelhez egy I(f): A" — A
fliggvényt;

e ¢ pedig minden x valtozéhoz egy p(z) € A objektumot rendel.

J

Tehét példaul ha f/2 egy fiiggvényjel és p/2 egy predikdtumjel, akkor egy struktira lehet az
az (A, I, ) vektor, ahol

e A=1{0,1,2,...} a természetes szamok,

I(f)(n,m) :=n + m, az osszeadas,

I(p)(n,m) akor igaz, ha n < m;

p(z) =3,0(y) =1,0(2) =42,...

Annyi megszoritas van, hogy ha van = jeliink, akkor az egy binaris predikatumjel kell legyen,
és minden struktirdban tényleg az egyenl&séget kell jelentse, vagyis I(=)(a, b) pontosan akkor
kell igaz legyen, ha a = b.

Egy strukturaban minden termnek és formulanak van egy értéke: a termek objektumot vesznek
fel értékil, a formuldk pedig igazsagértéket, ,értelemszeriien”. A ¢ term értéke az A struk-
turaban A(t) lesz, az F' formuldé pedig A(F).

A termekkel kezdjiik, mert azok vannak mindig belil: a valtozok értékét a ¢ mondja meg, ha
meg van egy f(tq,...,t,) alaka figgvénytermiink, akkor rekurzivan ki kell értékeljitk az argu-
mentumokat, azok mind objektumba kiértékelodnek, és ezeken az objektumokon kell kiszamol-
nunk az f fiiggvény értékét.

Példaul az el6zé struktirdban f(x, f(z,y)) értéke 3+ (3 + 1) = 7 lesz.

Formalisabban:

Definici6é: Term kiértékelése]

A t term értéke az A = (A, I, p) struktiraban a kovetkez6 A(t) objektum lesz:

e ha t = x valtozo, akkor A(t) := (),
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L e ha pedig t = f(t4,...,t,) figgvényterm, akkor A(t) := I(f)(A(t1),...,A(t,)). )

Ez a masodik sor tényleg csak annyit mond, hogy ,ha a t fiiggvénytermet ki akarod értékelni,
akkor elobb értékeld ki az argumentumokat rekurzivan, aztan az eredmények vektoran alka-
Imazd azt a fiiggvényt, amit f épp ebben a struktiraban jelent”.

A formula kiértékelése kicsit dsszetettebb a kvantorok miatt. Egy dx vagy Va kvantoxﬂ hatasat
tekintve olyan, mint egy lokdlisan deklaralt valtozo: ,feliilirja” x értékét a belsejében. Ehhez a
Hfeltlirashoz” eloszor is el kell jeloljilk az értékadas miiveletét valahogy:

A Definicié: (Szemantikai) értékadas | \

Ha A = (A, I, ) egy struktira, x egy valtoz6 és a € A egy objektum, akkor
A[z»—)a]

jeloli azt a strukturat, amit ugy kapunk A-bdl, hogy benne x default értékét a-ra allitjuk,
vagyis: (A, 1, ¢') (tehdt az univerzum és az interpretacios fuggvény ugyanaz marad), ahol
O (z) =aés ¢'(y) = p(y) minden y # x-re (tehat x értéke a, minden mésé ugyanaz, mint

volt).
\. J

Tehdat pl. az elézd esetben A7 az a struktira, ahol az univerzum tovdbbra is a természetes
szamok, van Osszeadds meg rendezés, x alapértéke 3, y-é 1, de 2-¢ mar nem 42, hanem 7.

Ezeket a strukturakat a kvantorok kiértékelésekor fogjuk hasznalni. Nézziik akkor most, hogy
egy F formuldt az A = (A, 1, p) struktirdban hogy értékeliink ki, az egyszert esetektdl a
bonyolultabbakig:

([Deﬁnici(): Formula kiértékelése) ~N

Az F formula értékét az A = (A, I, ¢) strukturdban A(F)-fel jeloljiik, értéke vagy 0, vagy
1 és a kovetkezoképp definialjuk:

e Ha F' =1, akkor A(F') := 1. Tehat 1 mindig igaz.
e Ha F' =], akkor A(F') := 0. Tehat | az azonosan hamis formula.

e Ha F = p(ty,...,t,) atomi formula, akkor
A(F) = I(p)(At1), ..., Altn))-

Magyarul: ha egy atomi formulat (azaz: predikdtumjel, benne termek) kell
kiértékeljiink, akkor elobb értékeljiik ki a termeket, azt mar tudjuk, hogy kell, aztan
ezen a kapott objektum-vektoron alkalmazzuk azt a predikdtumot, amit ebben a
struktiraban jeloliink a p-vel. Ez egy bit lesz.

Példaul a természetes szamos példastruktirankban p(zx, f(y,y)) értéke: A(zx) = 3,
mert ezt mondta a ¢, A(y) = 1, mert ezt mondta a ¢, A(f(y,y)) = I(f)(1,1),
tehat 1+ 1 = 2, mert I(f) az Osszeadas, és akkor A(p(z, f(y,y))) = 1(p)(3,2), tehat
»,3 < 2”7, ami hamis: az érték 0.

e Ha ' = (G V H), akkor A(F') := A(G) V. A(H), és a tobbi konnektivara hasonléan:

vagyis ha van egy konnektivank, akkor elo6bb kiértékeljitk a részformuldkat (azt az

3ha nem érdekel, hogy V vagy 3, akkor sokszor irunk Qz-et, a Q a ,,Qmindegy, melyik kvantor”

Logika és informatikai alkalmazasai 4 2017/06/03/01:51:54



egyet, ha a negalasrél beszélink, vagy azt a kett6t a tobbi esetben) és az eredményen
alkalmazzuk a megfeleld konnektivat.

e A kvantorok: ha F' = JaG, akkor

1 ha van olyan a € A objektum, amire Ap,,q(G) = 1,
0 egyébként.

A(F) ::{

Tehat: dalG' értéke akkor 1, ha felil tudjuk irni x értékét valami ,alkalmas” a-ra
gy, hogy az igy megvaltoztatott A, 4 struktiraban a formula ,belseje”, a magja
igazzda valjon.

e Ha pedig F' = VaGs, akkor

1 ha minden a € A objektumra igaz, hogy Ajq(G) = 1,

A(F) := s
0 egyébként.
\_ J

Példéul,
e ha A= (Ny,1,p) a természetes szdmok szokasos strukturaja: 7(0) =0, I(1) = 1, I(+)
Osszeadas, stb
e /(<) a szokésos ,kisebb” reldcid
e /(=) az egyenldség (més nem is lehet)
o p(x) =15, p(y) =16
akkor pl. A-ban
o A(z < y) =1, hiszen A(z) = 15, A(y) = 16 és 1(<)(15,16) igaz (,tizenot kisebb, mint
tizenhat”)
o A(Jz(y < 2)) igaz, hiszen pl. az Ap.,20)(y < 2) igaz lesz: 16 < 20
e A(Fz(x < x)) hamis

o A(Vx(y < x)) hamis, hiszen pl. A, g (y < ) hamis (16 < 8 nem igaz)

Ugyantigy, mint {téletkalkulusban, azt, hogy A(F') = 1, hogy F értéke igaz az A struktiraban,
ugy is irjuk, hogy A E [, amit igy olvasunk ki, hogy A modellje F-nek. Meg gy is
irhatjuk, hogy A € Mod(F). Itt a Mod(F') az F struktira Gsszes modelljének az osztélyaﬁ.
Szintén ugyanigy, mint itéletkalkulusban, ha ¥ formuldknak egy halmazaﬂ akkor A F X
jeloli azt, hogy a A struktiraban kiértékelve a ¥ mindegyik eleme igaz lesz, amit ugy is

4Az osztély olyan, mint egy halmaz, csak még annal is nagyobb lehet, mint egy halmaz. Pl. ha az sszes
halmazt egy nagy zsdkba teszed, ez a zsdk mar nem lesz halmaz, mert ahhoz ,tdl nagy”, ez a zsdk mar egy
osztaly. Vannak, amik tdl sokan vannak ahhoz, hogy elférjenek egy halmazban. Ha ennél jobban érdekel, vedd
fel majd a Halmazelmélet targyat. Kivéve, ha mar haromszor megbuktal bel6le. Most pedig olvass tovabb.

5na pl. azért volt fontos, hogy az Osszes jel megszamlalhaté sok legyen ,csak”, hogy az dsszes formula is
beférjen egyetlen halmazba. Igy beférnek. S6t, math says ez a halmaz is megszamlalhat6 lesz, tehat fel tudjuk
sorolni: lesz az els§ formula, a méasodik, a harmadik stb. a kedvenc sorrendiink szerint. Meg a termek is igy
generalhatéak lesznek ciklusban az 6sszes. Ez kés6bb fontos lesz majd.
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mondjunk, hogy A modellje Y-nak. Ha pedig X és I' is formulahalmazok, akkor > F I azt
jeloli, hogy ¥-nak a I kovetkezménye, azaz: ha egy A struktiraban igaz a bal oldal 6sszes eleme,
akkor abban igaz a jobb oldal Gsszes eleme is. Amit Ggy is irhatunk, hogy Mod(X) € Mod(T'):
ami modellje a ¥-nak, az modellje kell legyen I'-nak is.

Az is tovabbra is igaz, hogy > F | pont azt jelenti, hogy X kielégithetetlen: hiszen hogy
Y F ], az egyrészt azt jelenti, hogy Mod(X) C Mod(]), mésrészt az ugye vildgos, hogy
Mod({) = 0 (az azonosan hamis formuldnak nincs modellje, modelljeinek halmaza tires) és ha
a Mod(X) halmaz az () iires halmaznak részhalmaza, akkor § maga is tires kell legyen.

Az elsorendi logika helyettesitési algoritmusa

A célja a helyettesitési algoritmusnak: az A, értékadast szeretnénk tgy elvégezni, hogy a
struktirarol kozben nem tudunk semmit. Ez persze elég esélytelennek hangzik igy, pontositunk
egy kicsit: a helyettesitési algoritmus egy olyan algoritmus, aminek

e inputja egy F' formula, egy x valtozd és egy t term,
e outputja egy formula, amit F'[z/t]-vel jelolink,
e és azt varjuk el téle, hogy tetszbleges A strukturaban

Apaw)(F) = A(Flz/t])
igaz legyen.

Elolvasva az alsé sort ez mit jelent? Ha az A struktiraban az x értékét atallitjuk a ¢ értékére,
és ebben a megvaltozott struktiraban értékeljikk ki az F-et (ezt nem akarjuk megcsinélni,
mert strukturdban kiértékelni nehéz), akkor ugyanazt kapjuk, mintha az eredeti strukturaban
értékelnénk ki az algoritmus outputjat, az F[x/t] formulat.

Ezt konkrétan ugy kell csindlni, hogy

e az F-ben az x minden szabad el6fordulasat atirjuk t-re,

e ¢s ha egy ilyen t-ben egy benne szereplo valtozo véletleniil | lekotédne”; akkor a koto kvan-
tor valtozéjat atnevezziik valami egész Gjra (azokkal egyiitt, akikre 6 alapbél vonatkozott).

Ehhez még azt érdemes tudni, hogy az F-ben kotott egy x valtozé-elofordulas, ha egy Qx
kvantor belsejében van, egyébként pedig szabad. Nézziik meg ezt egy példan:

(%2 plg(@), ) A B2 a2 () - [/ f(@,9.2)]

itt az elsé = (aki a g(z)-ben van a bal oldalon) az a Vz kvantor belsejében van, tehdt azt
nem béantjuk, a mésodik xz-et (a jobb oldalon levé g(z)-ben) viszont mivel szabad el6fordulés,
atirjuk f(z,y,z)-re. Ekkor a z bekeriil a 3z scope-jaba, ami miatt ezt a koté kvantor z-jét
atirjuk mondjuk u-ra, mert olyan még nincs. Az eredmény:

(\V/ZL’ p(g([L‘), y)) A (HU ﬂq(u,g(f(x,y, Z))))

Termekre ugyanez a definicié azzal, hogy termben ofc nincs kvantor, ami lekétne a ¢t-ben barmit,
és minden valtozo-elofordulés szabad, tehat ott egy mezei replace-all a helyettesitési algoritmus.

Van ezekre induktiv deﬁnicidﬂ és lemmak is, hogy ezzel az algoritmussal tényleg megcsinédljuk
az értékadast a szintaktikai szinten, konkrétan

5soon
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. A
Allitas: a termekre vonatkozoé helyettesitési lemma )

Minden x véltozoéra, t és u termekre és A struktirara

A (u) = Alulz/t]).

. A
Allitas: a formuldkra vonatkozo helyettesitési lemma J

Minden x véltozéra, t termre, F' formulara és A strukturara

A (F) = A(Flz/1]).

Normalformak az els6rendii logikaban

Ahhoz, hogy kdvetkeztetd algoritmusokat futtassunk az input formulan, dltalaban az valamilyen
normalforméara hozott inputot kér. A rezoltcié példaul ,zart Skolem alakban levé formuldkat,
CNF-re hozott maggal” var (minden valtozata, amit néziink, mert bizony van tébb is). Nézziik
mi ez:

({ Definicié ~\

Egy formula kiigazitott, ha

e kulonbozo kvantorok kilonbozo valtozokat kotnek le

e ¢és nincs olyan valtozo, ami kototten és szabadon is el6fordul.

Példul a
Jzp(z,y) A Vaq(f(x),z) A Jyp(y, f(y))

nem kiigazitott, mert pl.

e az x valtozot két kiilonbozo helyen is koti kvantor,

e az y pedig eléfordul kototten is és szabadon is.

(A fenti kett6 kozil az egyik ok is elég lenne.)

Jzip(w1,y) A Vaq(f(za),22) A 3yip(ys, f(11))

egy ckvivalens kiigazitott formula. Altaldban is: ha az Gsszes kvantor véaltozéjat valami Gjra
cseréljiik (pl. indexeléssel, mint fentebb), akkor kapunk egy ekvivalens kiigazitott formulét.

De miel6tt ezt tennénk, érdemes a nyilakat elimindlni a szokasos

F=-G=-FV{G
FoG=(-FVG)A(FY-Q)

ekvivalencidkkal. Merthogy egy <> belsejében levé kvantor ezzel az atirassal duplikalodik és
megint lesz két egyforma nevii lekotott valtozonk és megint igazithatunk ki kiilonben. Tehat
el6bb nyilak, aztan kiigazitas. Ezutan:
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(-| Definicié ~\

Egy formula prenex alakn, ha ki van igazitva és elol vannak benne a kvantorok, vagyis

Qr1Qrs ... Qu,F

alaki, ahol az F-ben (a formula magjaban)mar nincs kvantor.

J

A prenex alakra hozas se nehéz, a kvantorokat ki lehet huzni kiigazitott formulanak az elejére
azzal, hogy negalason athaladva atvaltanak:

—(3aF) =Vaz |(=F)
—(VaF) = 3z |(—F)
(F2F) vV G = I(F VG),
és ezt az utobbit varidlhatjuk gy, hogy V helyett A legyen benne, vagy 3 helyett V, esetleg
F legyen a jobb oldalon és G a balon. Ez az igy kapott nyolc ekvivalencia akkor igaz, ha a
formula ki van igazitva (kicsit precizebben, akkor biztos igaz, ha F-ben nincs z szabadon —

és ha az input ki van igazitva, akkor G-ben tényleg nem lehet z), ezért igazitunk ki az elején
az algoritmusnak, hogy ezekkel tudjunk prenex alakra hozni.

Példaul a
- (((VxﬁVy(p(x, y)V3zq(x, z)))/\Epr(a:, w)) V =Jvq(v, v))

formulabol ezekkel lesz egy

VwIvIzVydz— (((—'(p(x, y)Vq(z, z))) Ap(z, w)) V=q(v, U))

formula néhany 1épés utan.

A prenex alakra hozott formula még mindig ekvivalens az eredetivel. Abbdl pedig elkészitiink
egy Skolem (e. szkddlem) alakot:

({ Definicié ™\

Egy formula Skolem alakt, ha prenex alaku és csak V kvantor van benne, vagyis

\V/l'lvxg PN Vl’nF

alakt, ahol F-ben mar nincs kvantor.

J
Skolem alakot ugy kapunk egy prenex alakra hozott formulabél, hogy
e végigmegytlink a prenex alaku formula kvantorain
e az Osszes Jy, egzisztencialisan kotott valtozora
— toroljik a Jdy részt
— a formula magjaban minden y-t lecserélink f(zy,...,xz,)-re, ahol z1,...,z, az y

el6tt deklardlt, V-kotott valtozdk, és f meg egy olyan 1j fiiggvényjel (tgy hivjak,
hogy Skolem fiiggvény), ami sehol mashol nem szerepel. (Tehat ha tobb for-
mulabdl all az input, akkor ez az 4j f egyikben se szabad legyen.)
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Ha pl. ezt az algoritmust végrehajtjuk az

Vwavaxwaw(((%p(f(a:),y)vq(x,z)))Ap(x,w)vﬁq(v,v))

formulan, akkor

e a Jv-nél a v-bol egy g(w) lesz, mert v elétt w volt V-deklardlva és g 4j figgvényjel (f nem
lehetne, minden més igen);

e a Jr-nél x-bdl mondjuk A(w) lesz, mert x elétt is csak w volt V-deklardlva és h még tjabb
figgvényjel (most mar f, g nem jatszik);

e a Jz-nél z-bél mondjuk i(w, y) lesz mindenhol, mert ezek voltak z elétt V-deklardlva.

Es akkor az eredmény

vayﬁ(((wp(f(h(w)),y>vq<h<w>,z‘(w,y))))Ap(h(wLw))vﬁq<g<w>,g<w>>)

A kapott formula nem ekvivalens az eredetivel! Persze nem is nagyon lehet, hat van benne egy
csomo 1j fiiggvényjel, amirdl sz6 nem volt eredetileg. Viszont s-ekvivalens vele. Ez azt jelenti,
hogy ha az eredeti formula kielégithetd volt, akkor a Skolem alakja is, ha meg nem, akkor a
Skolem alakja sem. Es ez miikodik formulahalmazokra is: ha az input formulahalmaz minden
elemét Skolem alakra hozzuk, gy, hogy minden egyes Skolem fiiggvény bevezetésekor teljesen
1j fiiggvényjeleket gyartunk le, akkor az eredmény az Skolem normalformak olyan halmaza lesz,
ami s-ekvivalens az eredetivel, vagyis kielégithetd, ha az input az volt és nem az, ha nem volt
az.

Itt az s egyébként a ,satisfiability'-nek a réviditése.

Es ez azért j6, mert eleve csak arra vagyunk kivancsiak sokszor, hogy az input formulahal-
mazunk kielégitheté-e. Hogy miért? Mert hogy ¥ FE F, hogy a Y-nak kovetkezménye az
F, azt sok kovetkezteté motor gy bizonyitja, hogy indirekten megmutatja > U {—F'} kielégi-
thetetlenségét.

Itt meg még lesz az 6sszes fontebbinek a bizonyitasa iﬂ.

Ja az inputot még le is zarjuk: ez azt jelenti, hogy elérjiikk, hogy a formuldkban ne legyen
szabad valtozéelofordulas. Mégpedig gy, hogy minden szabad valtozdel6fordulast lecseréliink
egy-egy 1j konstansra.

Herbrand struktirak, a Herbrand tétel

Tehat ott tartunk, hogy van egy halmazunk, benne zart Skolem normalformaja formulékka]ﬂ
és arra vagyunk kivancsiak, hogy kielégitheté-e.

Arra jatszunk, hogy kielégithetetlen legyen, annak ortiliink (mert dltaldban azt akarjuk, hogy
valami kovetkezménye legyen valami masnak, amit pedig indirekten gy bizonyitunk, hogy
egy atalakitott formulahalmazroél belatjuk, hogy kielégithetetlen). Ahhoz viszont, hogy belas-
suk, hogy kielégithetetlen, meg kéne mutatni, hogy nincs neki semmilyen modellje, minden

"SOON
8amikben nincs egyenlSség. Az egyenléség kezelése macerds. EgyelSre ne legyen.
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struktiraban hamis. De struktirabdl nagyon sokﬂ van, mindet kiprobalni értelemszertien nem
tudjuk. (Mindenféle univerzummal, azon beliill mindenféle fliggvény-interpretéciéval. . . )

Most csokkenteni fogjuk ezt a végtelen nagy keresési teret:

e Csak spéci alaku struktirdkban gondolkodunk, amiket Herbrand struktiranak hivunk;

e a Herbrand strukturak tigy vannak definialva, hogy ha Valaminekm van egyaltalan akarmi-
lyen modellje, akkor van Herbrand modellje is (azaz. akkor van olyan Herbrand struktira
is, ami kielégiti).

Ez azért j6, mert ha ezek szerint azt meg tudjuk mutatni a zart Skolem normalforméink hal-
mazarol, az inputrél, hogy nincs olyan Herbrand struktira, ami kielégiti, akkor abbdl kijon az
is, hogy semmilyen struktira nincs, ami kielégiti, tehat akkor kielégithetetlen.

Egyébként pl. az alap rezoliucié (ld kés6bb) az pont azt mutatja meg az inputrél, hogy nincs
neki Herbrand modellje. Ezért lesz az egy helyes és teljes kovetkezteto rendszer.

Na tehat mi is tesz egy Herbrand strukturat Herbrand struktarava: hogy az objektumai
maguk az alaptermek és hogy a fliggvényjelek alkalmazasa fiiggvényjelek alkalmazasat je-
lenti:

({Deﬁniciéz Herbrand struktﬁraj N\
Egy A = (A, 1, p) struktira Herbrand-struktira, ha

e az A univerzum maga az alaptermek halmaza;

e ha f/n fuggvényjel és tq,...,t, € A alaptermek, akkor

. I(F)(tryostn) = fltrs o t) )

c /02

« sz

Azért, hogy az objektumok halmaza ne legyen tires, ebben a fejezetben arra is sziikség van,
hogy egyaltalan legyen alapterm. Emléksziink: alapterm az volt, amit fel lehetett épiteni csak
figgvényjelekbdl valtozok nélkiil — tehat kiindulva a konstansokbdl, és alkalmazva rajtuk a
nemnulla-valtozos figgvényeket. Példaul ha f/1, g/2 és ¢/0 a fuggvényjeleink, akkor alapterm
¢, f(o), f(f(c)), g(e,e), g(f(c),c) stb. Nem alapterm pl. = (termnek term, de nem alapterm,
mert van benne valtoz6), sem g(c,x). Ha nincs konstansjel, alapterm sincs — ezért olyankor,
ha nincs a formuldinkban egyetlen konstansjel sem, akkor gyartunk egy ujat. Ugy mér lesznek
alaptermek.

Tehét ha f/1, g/2 és ¢/0 a fuggvényjeleink, akkor egy Herbrand-struktiraban:

e az objektumok maguk a ¢, f(c), f(f(c)), g(c,c), stb, az 6sszes alapterm;

e a fliggvényinterpreticiora példdul: ha c egy objektum és f(c) egy objektum, és ezeken az

I(f)(e, f(e)) = [fle, f(c))

9hja, ez is valédi osztaly, annyira sok, hogy nem fér halmazba
1074rt Skolem normalformak halmazanak
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Easy enough. Elképzelni el lehet olyan strukturat persze, ahol mondjuk a ¢ konstansjelet
az f(c) objektummal interpretdljuk (why not), vagy ahol az I(f)(c) := ¢ (pl. ez van ab-
ban a struktirdban, amiben az objektumok a szdmok, ¢ a nulla és f a négyzetreemelés), de
azok nem Herbrand-strukturak: Herbrand struktiraban I(f)(c) = f(c) és I(c) = ¢, period.
Széval szamolni konnyti Herbrand-struktirdban, mert minden alapterm énmagara értékelodik
ki:

Allitas
Ha A egy Herbrand struktira, ¢ pedig egy alapterm, akkor A(t) = ¢. J

Ez azért j6 még, mert egy Herbrand struktiraban minden objektumhoz van alapterm: konkré-
tan ha a t objektumra akarok ,ramutatni” egy alaptermmel, akkor a ¢ pont jo lesz erre a célra.
Vannak olyan strukturak, ahol nem minden elemet lehet kijelolni, pl. ha az alaphalmaz mond-
juk az Osszes egész szam, de neked csak Osszeadasod van, 1-ed és 0-d van, abbdl nem tudsz
negativ szamra kiértékelodo alaptermet késziteni.

Es ha egy struktirdban minden objektumra van alapterm, akkor az input ¥ formulahalmazunk
ekvivalens az 6 Herbrand-kiterjesztésével, amit F/(Sigma)-val jelolink és igy kapunk, hogy
a formuldbdl elhagyjuk a kvantorokat és a magban minden valtozo helyébe izlés szerint alapter-
meket helyettesitiink.

Példéul ha F = Vavy (p(.r) Agle, f(y))), akkor (ha még van ¢/0 is az f/1-en kiviil) pl. E(F)-

ben, az F' Herbrand kiterjesztésében van benne a p(c) A q(c, f(c)) formula (z és y helyébe ¢
keriilt), a p(f(c)) A q(f(c), f(c)) formula (z helyébe f(c), y helyébe ¢) és még sokan masok.

Az alap rezolicié arra jatszik, hogy ilyenekbdl legyartson annyit, ami mar ellentmond 6nmaga-
nak.

Két tétel kombodja miatt fog ez miikodni:

Allités: Herbrand tétel

Zart Skolem normalformak tetszoleges halmaza pontosan akkor kielégithet6, ha van Her-
brand modellje.

Tehat a lényeg: ha kielégitheto, akkor van 6t kielégité Herbrand struktira is. Ha nincs ilyen
Herbrand struktura, akkor az input kielégithetetlen.

A misik tétel:

2 B
Allitas: Kompaktsagi tétel )

Egy ¥ formulahalmaz pontosan akkor kielégithet6, ha minden véges részhalmaza kielégi-
theto.

Ez ebben a masik forméaban taldn érthetdbb:

Allitas: Kompaktsagi tétel] j

Ha ¥ kielégithetetlen, akkor van olyan véges része is, ami méar kielégithetetlen.
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Tehét nem baj, ha végtelen nagy ¥ halmaz kielégithetetlenségét kell igazoljuk (ami tipikusan a
helyzet akkor, ha egy Herbrand kiterjesztést nézegetiink: mivel alaptermbol altalaban végtelen
sok van, igy F(X) is altalaban végtelen nagy lesz), mert akkor van egy véges része is, ami mar
kielégithetetlen. Tehat elég azt csindlni, hogy E(X)-nak szépen egyesével generalni az elemeit
(itt ér 6ssze az a rész, hogy megszamlalhaté sok mindenféle jeliink van: ezért tudunk termeket és
formulédkat szépen sorrendben generalni tigy, hogy mindenki sorra keriiljon el6bb-utébb), és ha
mar elég sokat kigeneraltunk, akkor ellent fog mondani maganak, ha az egész 3 kielégithetetlen.

A Herbrand tételnek van par kévetkezménye is. Itt az egyik:

. A
Allitas: A Herbrand tétel egy kovetkezménye )

Ha zart Skolem normalformék egy halmaza kielégitheto, akkor van olyan modellje is,
aminek csak megszamlalhatéan sok objektuma van.

Ezt tgy is mondjak, hogy ,van megszamlalhaté modellje”. Persze ez meg azért igaz, mert
a Herbrand tétel szerint van neki Herbrand modellje, amiben az univerzum az alaptermek
halmaza; azok meg megszamlalhatd sokan vannak. easy.
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