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A kurzusrdl

PTI BSc masodik féléven kotelezd
El6feltétel: dimategy gyak
o btw hol az a sok ember? minimum 40-en ,,eltintek”

o Vizsga
o kell hozza dtmend gyakjegy (idén, tavaly, tavalyel6tt stb)
e 50 pont 10 db 5 pontos kiskérdésbal
e ponthatédrok 21, 26, 31, 41

Ezeket a didkat feltoltom a weblapomra
.,Lesz jegyzet is”
El6adas ofc nem kotelezd

Tehetségkutatd is van

Utolsé héten el6adds helyett gyak nagyzh, két turnusban
o ...csak annak, aki most vett fel gyakot
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o itéletkalkulus: kdvetkeztetési algoritmusok. SAT solverek.

@ Elsérendii logika: upgradelt kovetkeztetési algoritmusok. Code
contractok.

@ Masodrendii logika.
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Background: Euklidesz

.,barmely két pont Osszekothetd egy egyenes szakasszal”
.,bdrmely egyenes szakasz tetszblegesen meghosszabbithaté”
..barmely pont koriil barmekkora sugdrral lehet kort rajzolni”
. két derékszog mindig egyforma”

00000

.,ha egy egyenest két masik osszesen kisebb, mint 180 fokban metsz,
akkor metszik egymast”

1) 2)

¢
(>

Intersection

source: https://plus.maths.org

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 4 /309


https://plus.maths.org

Background: Euklidesz

@ A geometriai tételek ezekbdl az axiomakbdl kovetkeznek, logikai
kovetkeztetésekkel.
e Axidéma: (az adott teriilet) igaznak elfogadott alapigazsagai
o de tkp. barmit , kikidlthatunk” axiémanak — Id Bolyai geometria

o Kovetkeztetés: stay tuned

@ Ugyanez igaz pl. a halmazelméletre, csoportelméletre stb.
o Kb. a XIX. szdzad vége 6ta a matematika formalis nyelve a logika
e Cauchy ,,tétele” folytonos fliggvénysorokrol
o Russel paradoxona az 6sszes halmaz halmazardl

@ Informatika: a kovetkeztetést algoritmikusan végezziik, lehetdleg
(legaldbb félig) automatikusan
e ezt mar Leibniz kigondolta a XVII. szdzadban
e majd Hilbert is a XX. szdzad elején
o Godel pedig megmutatta, hogy ez nem megy
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Informatika, szamitdstudomany

o Aramkorok tervezése: egy dramkor egy (itélet)logikai fiiggvényt
implemental

@ Automataelmélet: regularis nyelv mindig definidlhaté egy bizonyos
(,,monadikus masodrendii") logikdban

o Adatbazisok: az SQL queryk mind els6rendii logikai lekérdezések

@ Logikai programozas: a Prolog egy elsérendii logikai kovetkezteto
motor, programozasi nyelvnek alcazva

@ Rendszerek verifikacidja: egy metddus kielégiti-e a (valamilyen
logikdban megadott) specifikaciét

o Mesterséges intelligencia: sok esetben logikat (esetleg fuzzy logikat)
hasznal

@ Bonyolultsagelmélet: a legtobb ,,bonyolultsdgi osztdly” pontosan
karakterizdlhaté egy-egy logikaval

@ Programozasi nyelvek szemantikdja: az elemi utasitasok el6- és
utéfeltételei, hatasuk formalizélva van
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Informatika: a SAT probléma

@ a SAT (satisfiability) probléma: input egy (itéletkalkulusbeli) logikai
formula, adjuk meg a valtozéknak egy kielégitd értékaddsat! (Ha
van.)

@ A probléma nehéz: n véltozd — 2" lehetdség

o 2190 miivelet elvégzése kb. 4 évbe telne a Fold Gsszes jelenlegi

szamitdsi kapacitdsat egyszerre haszndlva (becslés, 2017)
o 2120: 4 millié év
o 2200: 5 % 103 év — annyi nincs
@ Heurisztikdk kellenek

@ Minden évben van SAT Competition, amin SAT solvereket
versenyeztetnek tobb tracken

@ 2016 Osszel: egy laptopon kb. 900-valtozés formulat kb. 0.5sec alatt

@ A XXI. szazadban intenziven fejlédik a teriilet

o 1995-es évek: kb. 100 vdltozdra 200 feltétel
o 2010: kb. 1.000.000 valtozéra 5.000.000 feltétel
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SAT, de minek?

SAT Competition egyik track: Application Benchmark
o Erre cégek kuldik be az 6ket érdekld nehéz problémakat logikai
formulaval leirva
e 2016-ban pl. a francia vastthdlézat forgalomiranyitasardl kérdezték,
biztonsigos-e

IBM: egy hardware egység teljesiti-e a specifikaciot
e 2006-0s SAT Race-re (ez Industrial Only) formuldval leirva: 170.000

valtozé, 725.000 feltétel
o erre egyébként 500+ ipari benchmark érkezett

Az Intelnél, IBM-nél és Microsoftndl ma a SAT solving a domindns
technoldgia a hardware tervek verifikaciéjara

Al Planning: dontéshozatal egy vagy tobb cél elérése érdekében,
er6forrast optimalizdlva — ez is felirhaté formulaval

Handbook of SAT - 2009, 966 oldal
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SAT, de minek?

@ Nagyon sok ,,kombinatorikus” keresési problémat fel lehet irni SAT
problémaként.
@ Egyet latni fogunk hamarosan: a tatami coveringet.

Egy masik gyakori alkalmazds: a Code Contractok ellenérzése (ezen a
kurzuson: ,,Hoare kalkulus")
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Code contractok — C + ACSL (ANSI C Spec Lang)

//@ requires A>=0 && B>0;
//@ ensures \result == A mod B;
int mod(int A, int B) {
int Q = 0;
int R = A;
//@ assert A>=0 && B>0 && Q=0 && R==A;

while (R >= B) {
//@ assert A>=0 && B>0 && R>=B && A==Q*B+R;

R=R - B;
Q=0+ 1;
}

//@ assert A>=0 && B>0 && R>=0 && R<B && A==Q*B+R;

return R;
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Code contractok — Java + ESC (Extended Static Checker)

public class OrderedArray {
int al];
int nb;
//@invariant nb >= 0 && nb <= 20
//@invariant (\forall int i; (i >= 0 && i < nb-1) ==>
ali] <= al[i+1])

public OrderedArray() { a = new int[20]; nb = 0; }
public void add(int v) {

if (nb >= 20) return;

int 1i;

for (i=nb; i > 0 && ali-1] > v; i--) alil = ali-1];

ali] = v; nb++;
}
}
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Code contractok — Dafny (MS, C#)

function Fib( n: nat ) : nat {
if ( n < 2 ) then n else Fib( n-1 ) + Fib( n-2 )
}
method computeFib( n: nat ) returns ( x: nat )
ensures x == Fib( n ); {
var i:=0;
x := 0;
var y:=1;
while( i < n )
invariant 0 <= i <= n;
invariant x == Fib( i );
Fib( i + 1 ); {

invariant y =

X,y 1= V,X+y;
i = i+1;
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Itéletkalkulus vs. elsorendii logika

A kurzus els6 felében itéletkalkulussal fogunk foglalkozni:
@ a véltozék a {0,1} halmazbdl kapnak értéket (0: hamis, 1: igaz —
igazsagértékek, bitek)
o a formuldk valtozékbdl éplilnek fel itéletlogikai 0sszekotd jelek
(konnektivak, mint a — és a V) alkalmazasaval (zérdjelezve)
A masodik felében elsérendii logikaval:
@ a viéltozdk objektumok egy halmazabdl kapnak értékeket
@ a konnektivdkon kiviil kvantorok is hasznalhatéak lesznek (mint a V)

@ az objektumokat fiiggvények fogjak tjabb objektumokba, és
predikatumok fogjdk igazsagértékké transzformalni
Az itéletkalkulust hivjuk még itéletlogikdnak vagy nulladrendii, esetleg
propozicionalis logikanak is.
Az elsérendli logikat pedig predikdtumkalkulusnak.
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Ha precizen akarunk beszélni valamirdl, dltaldban megadjuk a nyelviink
szintaxisat és szemantikajat.

Szintaxis
Mi az, amit leirhatunk? Milyen stringek fognak jelentést hordozni? Melyek
a ,,jol formalt kifejezések”?

@ progalap: mi lehet egy azonosit6? mi a fuggvény fejléc? mi egy
fliggvénytorzs? mi egy értékadas?

@ logika: mi a formula?

| A\

Szemantika
Mit jelent, amit leirhatunk a szintaxis szabalyai szerint? Hogy értékeljiik
ki? Adott kornyezetben mi az eredménye?
@ progalap: mit csindl egy értékadds? mit egy Osszeadds? mit egy
fuggvényhivas?

@ logika: mi a formula értéke egy adott valtozé-értékadds mellett?
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Rogzitjiik (itélet)valtozéknak egy {p1, p2, ...} (végtelen) halmazat.

A viltozékat altaldban p, q,r, p1, p2, P/, ... jeloli majd.

Logikai konstansjelek
A1 (,igaz") és | (,,hamis") jelek.

Logikai konnektivdk

A A (konjunkcid, és), V (diszjunkcid, vagy), — (negécié, nem), —
(implikacid, nyil) és <> (akkor és csak akkor, pontosan akkor, duplanyil)
jelek.
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Szintaxis

Formuldk
@ Minden véltozé és minden logikai konstans formula;

e Ha F formula, akkor (—F) is formula;

@ Ha F és G formuldk, akkor (F A G), (FV G), (F = G), (F + G) is
formuldk;

@ Mas formula nincs. )

Az ehhez hasonlé ,,ez meg ez meg ez X, mds X nincs" alaki konstrukcidkat gy
is szoktdk mondani, hogy ,,az X-ek halmaza a legsziikebb olyan Y halmaz, melyre

ez meg ez megez Y.
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Szintaxis: példak

Formuldk példaul: p, (=p), ((—p) V q) és

(=(((=p) v @) V r)) = (=q))-

Az olvashatdsag kedvéért egyes zardjeleket elhagyunk:

a legklils6ket

a kovetkez6 precedencia-sorrend szerint elhagyhatdkat: legerésebb a
— mivelet, majd a A, a V, a — és végiil a <> kovetkezik

@ a A és V miiveletek asszociativak, pl. (FV G) V H helyett
F Vv GV H-t irunk

@ a — miivelet jobb-asszociativ, F -+ G — H az F — (G — H)
zardjelezést jelenti

—(-pVgVr) — —q
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Hogy a konnektivak szemantikdjardl tudjunk beszélni, mindhez rendeliink
egy Boole-fliggvényt:

Boole-fuggvény

Bitvektort egy bitbe képz6 fiiggvény: f : {0,1}" — {0,1}.

Az f/n jelzi, hogy az f egy n-valtozds fiiggvény.
A — undris Boole-fliiggvény: -0 =1, -1 =0.
A bindris konnektivakhoz rendelt Boole-fiiggvények igazsagtablija:

GIH[(GVAH) [(GAH) (G = H)(GoH)
0/0] o0 0 1 1
o[1] 1 0 1 0
10| 1 0 0 0
1)1 1 1 1 1

(Egy n-valtozés Boole-fliggvény igazsigtabldja 2"-soros.)

Ivan Szabolcs

Logika és informatikai alkalmazasai
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Hogy egy formuldt ki tudjunk értékelni, kell egy (valtozd)értékadas:

Ertékadas

Egy A fiiggvény, mely minden valtozéhoz egy igazsagértéket (bitet: 0 vagy
1) rendel.

Az A értékadas mellett az F formula értékét A(F) jeldli:
@ ha a formula a p valtozd, akkor

értéke A(p);
: A1) -

Tehat rekurzivan kiértékeljik az
Al) = eggyel egyszerlibb” formulakat
A(-F) = ﬁ-A( ); és a legkulsd konnektivanak
A(FV G) = A(F) VvV A(G); megfeleléen  kombinaljuk  az
A(F A G) = A(F) A A(G); értékeket.
A(F = G) = A(F) — A(G);
A(F < G) = A(F) < A(G).
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Kozvetlen részformuldk

Egy formula kozvetlen részformulai az ,,eggyel lentebbi szinten 1évd részei”:

Kozvetlen részformula

o A valtozdknak és a logikai konstansoknak nincs kozvetlen
részformuldja;

e A (—F) alakd formuladk kozvetlen részformuldja F;

@ Az (FV G), (FAG), (F— G)és (F «< G) alakd formulak kozvetlen
részformuldi F és G.

v

A formuldk kiértékelését tgy végeztik el, hogy
@ rekurzivan kiértékeljiik a kozvetlen részformulakat;

@ majd az eredményekbdl és a kiilsé konnektivdbdl szamitjuk az egész
formula értékét.

Az ilyen rendszer(i definicidkat és bizonyitasokat a formula felépitése
szerinti indukciénak nevezziik.
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Formula-kiértékelés példa

HaF=(p—q)V(-r < p)ésA:p—1,qg—0,r+— 0, akkor
o Alp—q)=1—-0=0
e A(-r)=-0=1
o A(-r «+*p)=1<1=1
o tehdt A(F)=0Vv1=1.

Ha az A értékadésra és az F formuldra A(F) = 1, azt dgy is irjuk, hogy
A E F és tgy is mondjuk, hogy A kielégiti F-et vagy A egy modellje
F-nek.

Ha egy formuldnak van modellje, akkor azt mondjuk, kielégithetd; ha
nincs, kielégithetetlen.

Ha az F formulanak minden kiértékelés modellje, akkor tautoldgia, ennek
jele pedig = F.
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Felépités szerinti indukcid

Definiciékban csak meg kell mondjuk, hogy az aktudlisan a formuldhoz
rendelt objektumot hogyan szamitjuk ki a részformulaihoz rendelt
objektumokbdl, ligyelve arra, hogy minden esetet pontosan egyszer
vegylink sorra.

Bizonyitasokban kicsit Osszetettebb a feladat: minden esetre meg kell
mutatnunk, hogy ha az allitds igaz a formula 0sszes kozvetlen
részformuldjara, akkor miért igaz az egész formulara is.

Lattunk mar hasonlét: pl. a természetes szamokon a teljes indukcié is igy
miikodik.
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Teljes indukcié memé (és Peano axiémak a szdmokrdl)

A természetes szamok konstruktorai:
@ 0 természetes szam;
@ ha n természetes szam, akkor n+ 1 is az;
@ mas természetes szam nincs.
Az 6sszeadas definicidja:
e m+ 0= m; (az az eset, amikor a jobb oldali argumentum 0)
e m+(n+1)=(m+ n)+1 (amikor n+ 1).
A masodik esetben hogy 0sszeadjuk m-et n + 1-gyel, elobb Osszeadtuk m-et az
.,egyszerlibb” n-nel (rekurziv hivds az egyszeriibb szdmra), majd az eredményt

noveltiik eggyel (a természetes szamok konstruktorat hivva).
A szorzésé:

e mx0=0;

e mx(n+1)=(mxn)+m.
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Teljes indukcié memé

Ez pedig egy bizonyitdsa annak az allitasnak, hogy

m(m+1
142+...+m= (2)
teljesiil minden m természetes szamra:
@ 0-ra igaz: mindkét oldal O
® n+ l-re:
o Az indukcids feltevés szerint 1+ ...+ n= w igaz a nala

egyszeriibb n-re;
n(n+1)

o l+...+(n+1)=1+4...+n+(n+1) ezek szerint =5~ + (n+1)
n(n+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)
2 = 2

e ami tovabb egyenld -vel
e ami pont a fenti képlet, ha a szamunk az n+ 1. Done.

Formulakra is pontosan igy miikodik az indukcid, azzal, hogy
o teljes indukcid helyett strukturdlis indukcidnak vagy felépités szerinti
indukciénak hivjuk,
@ tobb aleset van (nem csak 0 és n+ 1, hanem p, 1, |, =F, F V G stb).
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Honnan lesz formuldank?

Vegyiik pl. a kovetkezé kombinatorikus keresési feladatot.

@ Adott egy n x m-es téglalap, melyet 2 x 1-es domindkkal (forgatni ér)
szeretnénk lefedni.

o A lefedésnek hogy ,,szép” legyen, tatami lefedésnek kell lennie: négy
dominé nem taldlkozhat egy sarkon.

@ Néhany dominé elore fel van rakva a tabléra.

@ Adjunk meg egy tatami lefedését a tablanak, melyben a megadott
domindk a megadott mdédon szerepelnek!

[ .'-1}

source: https://canadam.math.ca/2013/slides/Erickson.Alejandro.Tatami.pdf
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Modellezés formula-kielégitési problémaként (SATként)

A tdblan minden szomszédos mezbket 0sszekotd élhez rendeliink egy
valtozét, pl.

@ p;j legyen az i. sor j. oszlopdbdl jobbra mend él,
@ g, pedig a felfele men él,

amilyen i, j-kre ilyen élek vannak. Pl. egy 6 x 5-0s tdblan:

Pe,1 P6,2 P6,3 P64 Pe .2 Pe.4
Q5,1:452:45.3:45.4:45.5 as.1

P51 P5,2 P53 P54 P5.3
Q41942943944 .9gas Az elképzelés: azokat g4.2 qas

Pa,1 P42 P43 Pas4 a viltozdkat (éleket
43,1.93,2-43,3:43,4:43 5 ( )

as;1 4331934

P31 P32 P33 P34 allitsuk 1-re, amiket
42,1 922 423 42,4 G25  egy domind fed le. q2,2 g25
P2,1 P2,2 P23 P24 P23
41,1:91,2-913:91,4:41.5 gi,1

P11 P1,2 P13 P14 P12 P14
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Modellezés SATként

Azt kell megfogalmaznunk, hogy mikor felel meg egy értékadas egy
megolddsnak, vagyis egy tatami lefedésnek.

@ Minden mezot lefed legaldabb egy dominéd: vagyoljuk a ra illeszkedo
éleket

@ Minden mezét legfeljebb egy dominé fed: az egy mezore illeszkedd
éleket nand kapcsolatba hozzuk: —(x A y)

@ A tatami feltétel: minden ,,sarok mellett” van igaz valtozd — ezeket is

vagyoljuk
A fenti feltételeket pedig Osszeéseljiik. Részlet:

© (pa2V qa2Vpa1Vqsz)—ad. sor2. mezbjét fedi egy domind;

® —(pa2 A qa2) — ezt a mezdt nem fedi egyszerre fentrél és jobbrdl egy
domind;

® (p3,1V g1V p21V@qr2)—a2. sorl. oszlop sarkdn nem érintkezik
négy sarok

Plusz: az el6re megadott domindknak megfelelé valtozdkat 1-re allitjuk

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 27 /309



Modellezés SATként

o A megadott teszteken (30 x 30-as tabla, kb 30 ledobott domind) ez
kb. 900 valtozé és 7.000 feltétel

o Ez egy mai SAT solvernek nem méret

o A formalizdlds implementdldsa, oda-vissza konverzié tatami lefedés és
formula kozt: féléra, tops

Ivan Szabolcs

Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz

28 /309



A modellek halmaza
Ha F egy formula, akkor Mod(F) az F Gsszes modelljének a halmaza. \

Tehat hogy A(F) =1, vagy AF F, gy is irhatjuk, hogy A € Mod(F).
Pl. ha A(p) =1, A(q) =0, A(r) = 0, akkor

Ae Mod((p —=q)V(r & p))

igy pl. F pontosan akkor kielégithetetlen, ha Mod(F) = 0.

Ha X formuldk egy halmaza és A egy értékadas, akkor A E ¥ azt jelenti,
hogy A kielégiti X Osszes elemét. }

Hasonléan Mod(X)-ba azok az értékaddsok tartoznak, melyek kielégitik
osszes elemét. (PI. Mod(()-be az dsszes értékadés beletartozik, mert egyik sem sért
meg egy feltételt sem a nullabdl)
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Tautoldgidk és kielégithetetlenség

Konnyi 1atni, hogy

Az F formula pontosan akkor tautoldgia, ha —F kielégithetetlen. J

Hiszen

F tautolégia < minden A-ra A(F) =1
< minden A-ra ~A(F) =0
< minden A-ra A(-F) =0
& —F kielégithetetlen.

A tautolégidk persze mindig kielégithetok.
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Logikai kovetkezmény

A E jel egy masik overloadja:

Ha F és G formuldk, akkor F £ G (,,F-nek logikai kdvetkezménye G") azt
jeloli, hogy minden A-ra ha A(F) =1, akkor A(G) = 1. }

@ ha F igaz, akkor G is igaz
e Mod(F) € Mod(G)
Példaul (pAg)Vr E -p—r:

plalri(pA@Vr|i—p—=r| |plq|r|(pAqVr|-p—r
0/0]o0 0 0 1/0]0 0 1
0/01 1 1 1]0]1 1 1
0|10 0 0 110 1 1
011 1 1 111 1 1
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Logikai kovetkezmény formula

Ugyanigy haszndlhatjuk a X E F, ¥ F I jeloléseket is, ahol X, I
formulahalmazok: pl. ¥ E F akkor &ll fenn, ha minden ¥ minden modellje
modellje F-nek is.
Példaul

{p,p—q} F q

hiszen ha egy A értékadasban p is és p — q is igaz, akkor q is igaz.

Altalsban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy F formula kovetkezik-e
axiomak egy ¥ halmazabdl.

Az F = G (,,F ekvivalens G-vel") jelolés pedig azt jelenti, hogy
Mod(F) = Mod(G) (tehdt FE G és GE F).
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Mod(X) N Mod(T")

Hasznos tudnunk a kovetkez6t:

Mod(X UT) = Mod(X) N Mod(T). |

Hiszen

@ a bal oldalon szerepl6 halmazban azok az értékaddsok vannak, melyek
kielégitik ¥ U " osszes elemét

@ azaz ¥ osszes elemét is és [ Osszes elemét is
@ azaz melyek benne vannak Mod(X)-ban is és Mod(I')-ban is
@ ez pedig épp a jobb oldal

Nyilvdn az is igaz, hogy tetszbleges A értékadds vagy Mod(F)-ben, vagy
Mod(—F)-ben szerepel (pontosan az egyikiikben), ha F egy formula.
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Az indirekt bizonyitds

Ha kovetkeztet6-motort akarunk fejleszteni, ahhoz elég a
kielégithetetlenséggel foglalkoznunk:

Y F F pontosan akkor igaz, ha ¥ U {—F} kielégithetetlen. )

Bizonyitas
e Y F F: ha A€ Mod(X), akkor A(F) =1
e azaz: Mod(X) C Mod(F)
@ azaz: Mod(X) N Mod(—=F) =10
@ azaz: Mod(Z U {~F}) =10

Mod(F) Mod(—~F)
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Formuldk altal indukalt Boole-fliggvények

Ha az F formuldban csak a {p1,..., pn} valtozdk szerepelnek, akkor F
indukdl egy n-véltozés Boole-fiiggvényt, melyet szintén F-fel jeloliink:

® pi(x1,...,xn) = x; (ezt projekcidnak hivjuk)
o (=F)(x1,...yxn) = (F(x1,...,xn))
o (FVG)(x1,...,xn) = F(x1,...,xn) V G(x1,...,%n)

(ez ismét egy formula felépitése szerinti indukciéval definidlt fogalom)
Példaul, az F = p1 V (—p1 A p2) formuldra F(0,1) = 1:

p1(0,1) =0 p2(0,1) =1
(=p1)(0,1) =-0=1 (=p1 Ap2)(0,1)=1A1=1
F(0,1)=0V1=
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Boole-fliggvények megszoritdsai

Legyen f/n Boole-fiiggvény, n > 0. Ha b € {0, 1} igazsagérték, dagy f|.,—p
jeloli azt az (n — 1)-valtozds Boole-fiiggvényt, melyet gy kapunk, hogy f
inputjdban x, értékét b-re rogzitjuk.

Formalisan:

f’Xan(Xla"'axn—l) = f(X17"‘7X”_1’b)'

Példaul

® V|x,=1 a konstans 1 fliggvény: V|x,=1(x1) = V(x1,1) = 1.

® Alx,—0 a konstans 0 fiiggvény

® Alx,—1 az identikus (x1 — xp) fliggvény

stb.

(Hasonldan, rogzithetjiik barmelyik koordinatat, nem feltétleniil az
utolsét.)
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Shannon expanzié

A kovetkezot konnyi |3tni:

F(x1, s Xn) = (Xn A Flxp=1(X1, - - -, Xn=1)) V (7%n A Flxp=0(x1, - - . ,x,,_l)).J

Hiszen ha x, = 1, akkor a jobb oldali tag hamis lesz, a bal oldali pedig épp
flx,=1(X1,- .-y Xn—1) = f(x1,...,Xn—1, 1), ami megegyezik
f(x1,...,xn)-nel ebben az esetben; az x, = 0 eset hasonlé.

Ebbdl a kovetkezét kapjuk:

Minden Boole-fiiggvény eléall a projekcidk és a {—,V, A}
Boole-fiiggvények alkalmas kompoziciéjaként.

Ezt gy is mondjuk, hogy a {—,V/, A} rendszer teljes.
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Shannon expanzié

n szerinti teljes indukciét alkalmazunk.
e Ha n =0, akkor az f/0 fliiggvény vagy a konstans 0, vagy a konstans
1, mindketto eldallithatd igy.

e Ha n > 0, akkor az indukcids feltevés szerint az f|y,—p(X1, - - -, Xn—1)
Boole-fiiggvények b € {0, 1}-re eléallnak ilyen alakban, a Shannon
expanzidban pedig szintén csak ezt a hdrom miveletet alkalmazzuk.

v

Kovetkezmény

Minden Boole-fiiggvény indukalhaté olyan formulaval, melyben csak a
{—,V, A} konnektivdk szerepelnek.
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Konjunktiv normalforma (CNF)

A kovetkeztetd algoritmusainkat (hogy ne legyen benne sok eset,
uniforman miikodjon) valamilyen normélformaban |évé formuldkra szoktuk

specifikalni. Az egyik leggyakrabban alkalmazott normalforma a konjunktiv
normalforma:

o Az itéletvaltozdkat és negaltjaikat literdloknak nevezziik;

o Véges sok literdl diszjunkcidjat kléznak;

@ Véges sok kléz konjunkciéjat pedig konjunktiv normalformanak,
CNF-nek.

Példa

(PV=q) A (=pV=qVr) Ap
Itt

@ p, g, r valtozok,
@ p,—q,p,r literdlok,
e (pV—q), (npV qVr)és p klézok.

Az egyelemii klézokat (mint itt a p) egységkléznak nevezziik.
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CNF-re hozas

Minden formula ekvivalens CNF alakra hozhatd. )

@ El6szor a — és <> konnektivakat eliminaljuk a formuldbdl a kovetkezd
ekvivalenciakkal:

F5G=-FVG F+ G=(=FVG)A(FV-G)

@ Majd a — jeleket vissziik le a valtozék mellé a deMorgan
azonossagokkal:

~(FVG)=-FA-G —(FAG)=—-FV-G —-—~F=F

(Ekkorra a formula negaciés normélformaban, NNF van.)

o Végil a V jeleket vissziik be a A jelek ald a disztributivitas
alkalmazésaval:

FV(GAH)=(FVG)A(FVH), (FAG)VH=(FVH)A(GV H)
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CNF példa

A formula:
(pVaq) < (qg—r)
Nyilak elimindlasa:

(=(pVa)V(g—=r)A((pVa)Vv-(qg—r))

(=(pVa@)V(=qVv ) A((pPVa)V-(=gVr))

Negalasok bevitele:

(=P A=q) V(=g Vr)A((pVq)V(-—gA-r))

(kP A=q)V(mgVr)A((pPVa)V(gA—r))

Disztributivitas:

(=P V=gV r)A(=qV =gV r)A(pVqVq)A(pVqV-r)
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Tehat a probléma, amivel foglalkozunk:

Input: egy CNF.
Output: kielégitheté-e?

A CNF-eket nem stringként reprezentdljuk, hanem
o egy klézt a benne literdlok halmazaként,
o egy CNF-et pedig klézainak halmazaként.

Ezt megtehetjiik a V és A miiveletek kommutativitdsa, asszociativitasa és
idempotencidja miatt (azaz: sem a sorrend, sem a multiplicitds nem
szamit).

Az el6z6 formula ebben a reprezentacidban pl:

r= {{ﬁpﬁq, rt, {=aq.r}, {p,q}, {p, qﬁr}}-
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Ures kloz, ures CNF

Még ha az inputban nincs is, az algoritmusok generdlhatnak tires klézt
(jele a O lesz).

Az ures kl6z minden értékadas mellett hamis. )

(PI. mert tetszéleges C és D klézokra és A értékadasra igaz kell legyen,
hogy A(CU D) = A(C) v A(D) és ha D = [J, akkor ez

A(C) = A(Cul) = A(C) v A(O)-ot jelenti, ami akkor igaz, ha

A(0O) =0.)

Az iires CNF (tehat 0 darab kl6z halmaza) jele a szokdsos iireshalmaz-jel,
0 lesz.

Az lires CNF minden értékadds mellett igaz. J
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CNF-ek megszoritasai

Ha ¢ egy literal, akkor £ jeldli £ komplementerét: p = —p és =p = p. J

Hasonléan a Boole-fliggvények megszoritasaihoz, CNF-ekben is
rogzithetjik a valtozok értékét.

Ha X kl6zok egy halmaza és ¢ egy literal, akkor a X|,—1 is egy klézhalmaz,
mégpedig:

@ Y -bdl elhagyjuk az /-t tartalmazé klézokat,

o az eredmény klézaibdl pedig elhagyjuk az (-eket.

Példaul ha X = {{p, q},{—p, g}, {p,—p,r}} és { = —p, akkor
Ylp=1 = {{q}}.

A Y |—o pedig legyen X|;_;. J
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CNF-ek megszoritasai

Legyen A értékadds, & CNF és ¢ literal.
A E X pontosan akkor igaz, ha

o A(@) =14és .A E Z’gzl
o vagy A(¢) =0és AF X|/—.

R('jviden, ha AE Z‘f:A(@)-

Ha A(¢) = 1, akkor A kielégiti az Osszes X-beli klézt, melyekben ¢

szerepel.
A tobbi klézbdl a ¢ literdl értéke A mellett hamis, elhagyhaté beldliik.

A kapott klézhalmaz épp X|,—;. ~
(Az ¢ = 0 eset is kész ezzel, hiszen az ugyanaz, mint az ¢ = 1 eset.)

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 45 /309



Az elso algoritmus

Az el6zonek kovetkezménye:

Legyen ¥ klézhalmaz, ¢ literal.
A ¥ pontosan akkor kielégitheté, ha a X|s—o vagy a X|¢=1 kl6zhalmazok
valamelyike kielégithetd.

R P —

function A(Y) p,—q},{-p,q,r},{q,—r}}
if 0 € X then — AN
return false Ha.rh g~k {{~ah {0, ~r}}
if ¥ = ( then /N / \
return true 0 {r}, {=r}} {O}{{-r}}
(valasszunk egy p valtozdt) / \ / \
retumn A(Z], )V A(Z],1) @ @ @ o

4

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 46 /309



A keresési tér vagdsa: Unit propagation

Ha van egységkléz a CNF-ben, az kényszeriti a benne 1évé valtozd értékét:

Ha X-ban van egy {¢} egységkléz, akkor ¥ minden A modelljében
A(l) =1. }

Tehat ekkor X pontosan akkor kielégithetd, ha X|,—1 az (hiszen ¥|,—p-ban
lesz egy lres kldz, igy kielégithetetlen).

Unit propagation

Ha {¢} € ¥, akkor elég X|/—;-re hivni rekurzivan.
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A keresési tér vagdsa: Pure literal elimination

Ha ¢ olyan literal, melynek komplementere nem fordul el6 2-ban, akkor
pontosan akkor kielégithetd, ha ¥|,—; az. }

Tehat: ha ¢ nem szerepel ¥-ban, akkor /-t biztonsdggal 1-re 4llithatjuk.
Hiszen ha A |= X, akkor az a A[¢ = 1] értékadas, mely ¢ értékét 1-re
allitja, az /-ben nem szerepl6 véltozékon pedig megegyezik A-val, kielégiti
Y |p=1-et:
e ha ¢ € C, akkor az [¢ = 1] miatt garantaltan;
@ ha (¢ C, akkor A(C) = A[¢ = 1](C), hiszen ekkor C értéke nem
fugg ¢ értékétdl.
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A DPLL algoritmus

Davis—Putnam—Logemann—Loveland

function DPLL(Y) {{p,~a}, {-p.q,r},{q,-r}}
if X = () then - AN
return true Ha.rhla -} ({~ah{a.-r))
if J € ¥ then | |
return false 0 {({~r}}
if {¢} € ¥ valamilyen f-re then |
return DPLL(X|s—1) 0

if £ nem szerepel ¥-ban valamilyen ¢-re then
return DPLL(X|/—1)
(vélasszunk egy p valtozédt)
return DPLL(X|,—0)V DPLL(X|p—1)
A mai leggyorsabb SAT solverek ennek véltozatait implementaljdk (késébb
latjuk, milyeneket).
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Rezolucid

A rezollcids kovetkeztetés:

{FVG, -FVH} F GVH. ]

Hiszen ha A(F) = 1, akkor A(—F V H) = 1-bél A(H) =1 és ezért
A(G V H) =1; ha pedig A(F) =0, akkor A(F vV G) =1 miatt A(G) =
ésigy A(GV H)=1.

Ennek megfelelen két kldz rezolvensét igy definialjuk:

Rezolvens

Ha C és D klézok, p € C és -p € D, akkor C és D (p menti) rezolvense a

(C—{pH U (D —{-p})

kloz.

Példaul {p, q,s} és {—p,r,s} rezolvense {q,r,s}.
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Rezolucid

A rezoliciés algoritmus a kovetkezo:

Input: klézok ¥ halmaza.
Output: kielégithetetlen-e X7
Algoritmus: listat vezetiink klézokrdl. Egy klézt felvehetiink, ha

@ 2 -beli vagy
@ két, a listan mar szerepl6 kléz rezolvense.

Ha az [ ures kléz rakeril a listdra, X kielégithetetlen.
Ha mar nem tudunk dj klézt felvenni és [ nincs koztiik, > kielégithetd.

Példa: ¥ = {{p,q,r}, {-p, 1} {~a,s}, {-r. sk, {-s} }

1. {p,q,r} €% 5. {r,s}  Res(3,4)
2. {-pr} €X 6. {-r,s} €X
3. {q,r} Res(1,2) 7. {s} Res(5,6)
4. {—q,s} €X 8. {—-s} €X

9. O Res(7,8)
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Helyesség és teljesség

A rezolicids algoritmus
o Helyes: ha az algoritmus , kielégithetetlen” vdlasszal all meg, akkor az
input X valdban kielégithetetlen;
@ Teljes: ha X kielégithetetlen, akkor az algoritmus mindig a
. kielégithetetlen” valasszal all meg.
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Helyesség és teljesség

Helyesség

Annyit elég belatnunk, hogy minden kléz, mely a listara keriil, logikai
kovetkezménye 2 -nak. Ezt indukciéval tessziik: ha a C kléz lista n.
elemeként kerul a listara, akkor:

@ Ha C € %, akkor X E C mindig teljesul. (Har c =, akkor = = 1)
@ Ha C a kordbban mar felvett C; és G klézok rezolvense, akkor

indukcids feltevés szerint 1 F G és X F G

tehdt X E {C1, G} (Has ey és 5k, akkor £ F [y UT.)

a rezoldcids kovetkeztetés szerint pedig {Cy, G} E C

igy a E tranzitivitdsa miatt X E C. (Hax Erésr kA, akkor X £ A)

Ha pedig X E [, akkor X valdban kielégithetetlen, hiszen Mod(O) = () és
ekkor Mod(X) € Mod(OJ) miatt Mod(X) = 0.

Altaldban is igaz, hogy egy ¥ formulahalmaz pontosan akkor
kielégithetetlen, ha X F|.
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Linearis rezolicid

A teljességnél tobbet fogunk megmutatni: azt, hogy ha X kielégithetetlen,
akkor [ levezethet6

@ barmelyik, a , kielégithetetlenségért felelds” klézbdl indulva

@ ugy, hogy minden tovabbi [épésben a listdra utoljara felvett kldzt
rezolvaljuk egy, vagy a listan, vagy ¥-ban szerepl6 kl6zzal.

Ezt egy kicsit precizebben: A X kielégithetetlen klézhalmaznak a ¥/ C ¥
egy minimilis kielégithetetlen részhalmaza, ha ¥’ is kielégithetetlen, de ¥’
barmelyik valédi részhalmaza mar kielégithetd.

Példa

Ha X = {{p, a}t,{-p.q}.{~a}. {p.r},{-p,~r} {s}, {ﬂs}}: akkor pl.
{{p, g}, {—p,q}, {ﬂq}} egy minimilis kielégithetetlen részhalmaza,

{{s}7 {—|5}} pedig egy masik. A {p, r} és {—p,—r} klézok nem elemei
egyetlen minimalis kielégithetetlen részhalmaznak sem.

v
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Linearis rezolicid

A linedris rezollcids algoritmus pedig a kovetkezo:

Input: X klézhalmaz.
Output: kielégithetetlen-e 7
Algoritmus: Listat vezetiink klézokrdl.
o Az elsé |épésben felvehetjiik X barmelyik elemét, ez lesz a levezetés
bazisa.
@ Minden tovabbi |épésben felvehetjiik az el6zd 1épésben felvett kléznak

és egy vagy mar a listan szerepld, vagy 2 -beli kléznak a rezolvensét.
Ezt a masik klézt hivjuk ennek a lépésnek az oldalklézanak.

Példa
Ha © = {{p, a}, {-p, q},{-p, ~q}, {p,~q}}:

1. {p,q} €Xx 4. {~q} Res(3,{p,~q})
2. {q} Res(L,{-p,q}) 5 O  Res(4,2)
3. {-p} Res(2,{-p,q})
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Linearis rezolicid

Nyilvan igaz, hogy ami linedris rezolicidval levezethetd 2-bdl, az
rezoltciéval is levezethetd, tehat a linedris rezollcids algoritmus is helyes.
Teljes is:

Ha ¥ kielégithetetlen és C € ¥ benne van a £ egy minimalis
kielégithetetlen részhalmazaban, akkor >-bdl levezethet6 az ures kléz
olyan linedris rezollciés levezetéssel, melynek bazisa C.

Tehat az allitas az, hogy ha X kielégithetetlen, akkor linedris rezoldcidval is
le lehet vezetni az ures klézt, barkibdl kiindulva, aki a

o n

kielégithetetlenségért ,,felelds”.
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Linearis rezolicid

Az allitdst a X-beli valtozék n szama szerinti indukcidval latjuk be.

e Ha n =0, azaz X-ban nincs valtozd, akkor vagy ¥ = {}, vagy
¥ = {0}
o A kettd kéziil ¥ = {0} a kielégithetetlen.
e Ennek [J az egyetlen eleme, ez egy minimdlis kielégithetetlen
részhalmazanak is eleme.
o Ha felvessziik bazisként, mar le is vezettiik az iires klozt.

@ Ha n > 0, akkor vegyiink egy C kldézt, mely szerepel ¥ egy minimalis
kielégithetetlen részhalmazdban. Legyen ez a részhalmaz X',
e Ha C =0, kész vagyunk: vegyiik fel bazisnak.
e Kiilonben legyen ¢ € C egy C-beli literal.
o Vegyuk észre: minimalis kielégithetetlen részhalmazban nincs pure
literdl, hiszen ha £ pure lenne, akkor a Y'-nak egy valddi részhalmaza,
Y/|o=1 is kielégithetetlen lenne. Tehdt X'-ben ¢ is szerepel valahol.
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Linearis rezolicid

Vegyiik a Y/|y—¢ és X'|y—1 klézhalmazokat.

o Mivel X’ kielégithetetlen, ezek is azok.

@ Benniik csak legfeljebb n — 1 valtozd szerepel (mert ¢ véltozéja
kiesik), igy alkalmazhatjuk az indukcids feltevést.

o A ¥'|/—o klézhalmaznak C — {¢} is eleme, sét egy minimalis
kielégithetetlen részhalmazanak is eleme (mert kilonben ¥’ — {C} is
kielégithetetlen lenne).

@ Tehat Y'|;—o-bdl az indukcids feltevés szerint van [J-nak egy
Ci, Gy, ..., Gy, linedris rezolicids levezetése, melynek C; = C — {/¢} a
bazisa.
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Linearis rezolicid

Nézziik meg az eddigit egy példan.

Legyen Y = {{p7 —-q, I’}, {p7 q}v {_'p’ r}v {_'q’ _\I’}, {q’ _\I’}}.
(Ez egy minimalis kielégithetetlen halmaz.)

Viélasszuk mondjuk a {p, —q, r} klézt és belble a p literdlt.
Ekkor X|p,—0 = {{ﬁq, r}, {q},{—q,-r},{q, ﬁr}} és

Tlp=1 = {{r} {=a. =} {a, -} }.
A X|p—0-bdl egy {—q, r} bazist linearis rezoliiciés céfolat:

{—q,r} €X|p=0 = 1. {p,—q,r} €Y’

{r} +~{q} = 2. {p,r} «~{p,q}
{=q} < {=q,~r} = 3. {p,—q} < {~g,—r}
O < {q} = 4 {p} «~{p,q}

B =
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Linearis rezolicid

o Az el6z6 példa szerint ,,visszaemelve” a X|,—g cafolatot ¥’ folotti
levezetéssé lathatjuk, hogy az Uj levezetésben minden klézba bekeriil
az /¢ literal.

@ Ez igaz a bazisra, és minden |épésben az eredeti (7 és C kldézok
rezolvense helyett a C; U {¢} és G, vagy C, U {¢} klézok rezolvensét
kapjuk, ami a rezolvens, plusz £.

@ Tehat ennek a konstrukciénak a végén az {{} egységkldéznal jér a
linearis rezolicids levezetés.

@ Mivel X’ minimilis kielégithetetlen, kell legyen benne olyan C kléz is,
mely K—t tartalmazza. (Itt hasznéljuk, hogy ¥’-ben £ nem lehetett pure.)

@ Akkor Y'|,—1-nek egy minimalis kielégithetetlen részhalmazaban
szerepel C — {(}.

o Ebbél a klézbdl indulva az indukcids feltevés szerint van X'|,—1-nek
|ineé riS reZOIl:lCiO,S Céf0|ata. A terv az, hogy ezt a mdsodik céfolatot ,,mogéragaszjuk” az eddiginek.
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Linearis rezolicid

o Az eléz6 fazisban kapott {¢} egységkldzt tudjuk rezolvélni ezzel a C
klézzal, tehdt a ¥'|,—; cafolatét , fel tudjuk emelni” X’ folotti
levezetéssé.

o A felemelt levezetés végén vagy [-t, vagy {/}-t kapunk. Utébbi
esetben még egyszer rezolvdlunk {/}-lel mint oldalklézzal és kész
vagyunk.
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Linearis rezolicid

Befejezve a példat:
Y|p=1= {{r}, {—q,-r},{q, ﬂr}}—nek egy eredetileg —p-t tartalmazé
kléza {r}. Ebbdl egy linedris rezoliicids levezetés:

1.{r} 2{—q} 3.{-r} 4.0

Ezeknek az ,,eredeti” véltozataval folytatva a {p} kléz utdn az
Osszeragasztott levezetést a

Y= {{p, ~q,r}.{p,qt.{-p,r}.{~q,~r}, {qﬁr}} halmazra:

{ry < {=p,r}
{—q} «{~q,~r}
{=r} <{q,~r}
O < b.

® N

Ebben az esetben épp a [I-ot kaptuk meg.
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Horn-formulak

A rezollciés médszer helyes és teljes, de vannak olyan formuldk, melyeknek
a legrovidebb rezoltcids céfolatuk is exponencidlis sok |épést igényel.
Felmeriil a kérdés, tudunk-e mondani olyan formulacsalddot, melyre a
médszer garantaltan gyors?

Egy kléz Horn-kléz, ha benne legfeljebb egy pozitiv literdl szerepel.
Egy CNF Horn-formula, ha benne minden kléz Horn-kléz. J

Horn-formula pl a szokdsos halmazos reprezentcidban:

{{p.ma}. 4@} {=a. 1} {op, s} {op, s} |

Honnan kaphatunk épp ilyet? A logikai programok ,,utasitasai” pefinit kisz, avagy
program kléz: egy pozitiv literdl van benne éS ,,IekérdeZései” Kérdés kléz, avagy negativ kléz: minden benne levé

literal negativ. €PP ||yenek: (erre még késébb visszatériink)

qg—p,q, g—=r, (pAr)—s :=(pAs)?
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Horn-formuldk

Egy Horn-formula pontosan akkor kielégithetetlen, ha beldle levezethetd az
ures kléz dgy, hogy minden rezolvensképzésben az egyik résztvevo kldz
pozitiv egységkldz.

{{p.~a}{a}, {=a.r} {=p.r s}, {p s}

1. {p,—q} ex 7. {-r,s}  Res(3,6)
2. {q} €x 8. {s} Res(5,7)
3. {p} Res(1,2) 9. {-p,—s} €X

4. {—q,r} €ex 10. {-s} Res(3,9)
5. {r} Res(2,4) 11. O Res(8, 10)

6. {-p,—r,s} €%

Erre tudunk implementalni linedris idében futé algoritmust.
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Horn-formuldk

Tegylik fel, hogy ¥ kielégithetetlen Horn-formula. Megmutatjuk, hogy [J
levezethetd beldle igy.

@ A X -beli valtozdk n szama szerinti indukciét alkalmazunk.

e Ha n =0, akkor X-ban nincs valtozé és kielégithetetlen = ¥ = {0}
és egy |épésben kész vagyunk.

@ Ha n>04és e X, akkor megint csak egy lépésben kész vagyunk.

@ Han>0és ¢ X, akkor X-ban kell legyen egy {p} pozitiv
egységkldz: ha nincs, akkor az az értékadds, mely minden valtozét
O-ra allit, kie|ég|/ti Y -t. (Hiszen ekkor minden Kiézban van legalbb egy negativ literal.)

o Ekkor {p}-vel rezolvdlva minden X-beli klézt, melyben —p szerepel,
kapjuk, hogy X|,=1 minden kléza levezethetd ily médon:

e amik egy —p literdlt tartalmaznak, azok rezolvaldssal {p}-vel,

e amik nem, azok elemei ¥-nak is

° ):|p:1 is Horn-formula mert dgy kapjuk, hogy a ¥ Horn-formula egyes kiézaibél elhagyjuk a pozitiv

literalt

o Az indukcids feltevés szerint bel6lik pedig levezethetd .
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SLD rezolicié

Selective Linear Definite

A linedris rezolticié és a Horn-formuldkra vonatkozék kombindcidja.
Egy rezollcids levezetést input rezolicidénak neveziink, ha minden
rezoliicids |épésben a legutébbi 1épésben kapott klézt egy 3 -belivel
rezolvdlunk. Ha X Horn-formula, akkor SLD rezollciénak nevezziik ezt.
(Tehat olyan linedris rezoldcié, ahol nem rezolvélunk a listdn kordbban
szerepld klézokkal).

{{p.ma}. (@} a1} {=p, s} {-p, s} |

1. {—|p, —|S} €Ex

{—=q,~s} «{p.~q}
{~s} «{q}
{=p,=r} < {-p,—r,s}
{=g,~r} <« {p,—q}
{~q} “{~q.r}

O ~ {q}

Nooakwd
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SLD rezolicié

Legyen 2 Horn-formula.

Tudjuk, hogy a linedris rezoltcié teljes.

S6t: X barmelyik olyan kl6zabdl indulhatunk bazisként, mely szerepel
egy minimélis kielégithetetlen részhalmazban.

Ha X kielégithetetlen, akkor van benne olyan negativ kléz, mely
szerepel egy minimalis kielégithetetlen részhalmazban.

hiszen ha csak a definit klézokat vessziik, azoknak a halmaza kielégitheté = kell negativ kléz is

Tehat indulhatunk egy negativ bazisbdl.

Az elsé 1épésben csak input rezolticiét tudunk végezni = megint
negativ klézt kapunk.

Tehat minden 1épés utan igaz, hogy csak negativ klézok szerepelnek a
listan.

Tehat nincs is mas valasztdsunk, mint input rezolvélni egy linedris
rezollicids levezetésben = SLD rezoliciét végziink.

A [ viszont garantdltan kijon linedris rezoldcidval, ha &
kielégithetetlen.

Tehat: ha ~ Horn-formula, akkor SLD rezoliciéval is megkaphatjuk [CI-t.
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SLD rezolicié

@ Az SLD rezoliicié Horn-formuldkra még akkor is teljes marad, ha a
literdlokat LIFO adatszerkezetben (veremben) taroljuk az aktudlis

,
munkaklézunkban. Tenst mindig az utolssként bekeriilt literélt rezolvéljuk tovabb. Ettdl ,selective”.

@ Viszont backtrack néha sziikséges lehet:

{{ﬁpv ﬁq}’ {P, ﬁr}? {P, ﬁ5}7 {q}7 {5}}

L {-p,—q} €X L {-p,—q} €X

2. {-r,mq} «A{p,—r} 2. {=s,mq} <« {p,—s}

3. stuck 3. {—q} «— {s}
4. 0O «—{q}

Lehet egy stratégia, hogy mindig a legutolséként bekeriilt literalt
rezolvaljuk, a széba jové klézok kozil pedig az elsét, majd backtrack
esetén a masodikat,. .. probaljuk ki. Ebb8l még igy lehet végtelen ciklus.
Amit igy kapunk, a Prolog. Elsérendii logikdra. Még visszatériink ra.
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Egy CNF-et 2CNF-nek hivunk, ha benne minden kléz legfeljebb kételemd.

Legfeljebb kételemii klézok rezolvense is legfeljebb kételemii. )

{1, p}, {l2, ~p}
{€1, 62}

Tehat egy 2CNF-en inditott rezoliicié sordn minden, a listara felkeriilé kléz
legfeljebb kételemii lesz.

Ebbd| pedig csak O(n?) sok van, ha n a véltozék szadma.
(A 2SATra is implementélhaté linedris idSigényii algoritmus.)
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Conflict-driven clause learning, CDCL

A mai vezetd SAT solverek tobb mddszert kombinalnak:
o Futtatjdk a DPLL algoritmust

@ Minden (j értékadasnal a branching valtozd és az altala indukalt unit
propagation alapjan felépitenek egy ,,implikaciés grafot”

Ellentmondas esetén ez alapjan a graf alapjan tanulnak egy j klézt

Ezzel az 4j klézzal tovabb sziikiil a bejdrandé keresési tér

Ha az aktudlis halmaz specialis alakd, arra célalgoritmust futtatnak
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Néhany allitas Modrdl és Frol

Az el6z6 részben a bizonyitasokban felhaszndltunk néhany allitdst
(amiknek a bizonyitdsa, vagy annak vézlata széban elhangzott), példaul:

e Ha ¥ C A, akkor Mod(A) C Mod(X). (Tehat akkor A E ¥.)
o Mod(X UA) = Mod(X) N Mod(A).

o HaXEAés AET, akkor T ET.

o HaXEA&YET, akkor T F AUT.

Most ezeket az allitasokat (és még néhany tovabbit) bebizonyitjuk
altaldnosabban.
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Altalanositas

,,frj egy Int lista osztalyt!”

abstract class IntList
class EmptyIntList extends IntList
class NonemptyIntList( head: Int, tail: IntList ) extends IntList

,,frj egy Double lista osztalyt!”

abstract class DoublelList

class EmptyDoublelList extends Doublelist

class NonemptyDoubleList( head: Double, tail: DoublelList )
extends DoublelList

. Irj figgvényt, ami dsszeadja egy Int lista elemeit!”

def sum( list : IntList ) : Int = list match {

case EmptyIntList => 0

case NonemptyIntList( head, tail ) => head + sum(tail)
}
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Altalanositas

Inkabb:

abstract class List[T]
class EmptyList[T] extends List[T]
class NonemptyList[T]( head: T, tail: List[T] ) extends List[T]

type IntlList = List[Int]
type DoublelList = List[Double] //ha nagyon kell

def fold[T]( list : List[T], op : (T,T)=>T, base : T ) : T =
list match {
case EmptyList[T] => base
case NonemptyList[T] ( head, tail ) =>
op( head, fold(tail,op,base) )
}
def sumIntList( list: List[Int] ) = fold( list, _+_, 0 )
def prodDoubleList ( list: List[Double] ) = fold( list, _*_, 1 )
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Altalanositas

A matematikai allitdsokban is az altalanositdssal a modularitast
tdmogatjuk: ha kiemeliink néhany tulajdonsagot altaldnosabb szintre és
ezen a szinten bizonyitunk be valamit, az mas ,,hasonlé” helyzetben is
alkalmazhaté lehet.

Nézzik a Mod(X) definicidjat:

Mod(¥) = {A: VF X AF F}. )

Ebbdl amit kiemelhetiink:
@ vannak formulak
@ vannak értékadasok
o formuldk és értékaddsok kozt van egy F relacid
°

ezt a reldciét arra hasznaljuk, hogy formulahalmazok és
értékaddshalmazok kozt definidljunk kapcsolatot

és errdl a kapcsolatrdl szeretnénk mondani dolgokat.
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Galois-kapcsolat

Altalanositsuk az el6zo6t.

Legyen A és B két halmaz, R pedig egy reldci6 koztik (R C A x B).
Akkor R meghatdroz egy f : P(A) — P(B) és egy g : P(B) — P(A)
leképezést a kovetkezdképpen:

o f(X):={yeB: ¥xe X xRy}
0 g(Y):={x€A: VyeY xRy}
Azt mondjuk ekkor, hogy f és g Galois-kapcsolatot alkotnak.

f: P(A) — P(B)

f(zoldek)=pirosak
o g(pirosak)=zoldek+kék
f(zoldek+kék)=pirosak

Az elébb: A — értékadasok, B — formulak
- R -F, g : Mod
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Galois-kapcsolat

A mi esetiinkben mi most akkor 7
o Ertékadasoknak egy K halmazahoz rendeli formuldk egy ¥ halmazat

@ Az F formula akkor keriil bele ebbe a halmazba, ha A E F teljesiil
minden A € K-ra

Ezt az operatort el is nevezziik: K elmélete (,,theory”), jele Th(K) lesz:

Ha IC értékaddsok egy halmaza, akkor
Th(K):={F: VAe K AE F}

a IKC elmélete.

(tehat: az osszes olyan formula, melyeket U minden egyes eleme kielégit).
Eddig tehat azt tudjuk, hogy Mod és Th Galois-kapcsolatban vannak.
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Galois-kapcsolat

Legyenek A és B halmazok, f : P(A) — P(B) és g : P(B) — P(A) pedig
az R C A x B relacié altal meghatarozott Galois-kapcsolat fliggvényei.
Akkor a kovetkezok igazak:
e Ha X; C Xy C A, akkor f(Xz) C f(X1). ,,f antimonoton” (antitone).
Bizonyitas:
Legyen y € f(X2).
Akkor f definicidja szerint x, Ry minden x; € X;-re.
Mivel X1 C X5, ezért tehat x; Ry minden x; € Xj-re is.
Tehat ekkor y € f(X1) is igaz = f(X2) C f(X1).

@ Teljesen hasonldan: g is antimonoton.
Most tehdt megkaptuk azt is, hogy ha ¥ C A, akkor Mod(A) C Mod(X),
vagyis A E X, hiszen Mod egy Galois-kapcsolatban az egyik fliggvény.

Tovabba, azt is megkaptuk, hogy ha K1 C K5 értékadasok halmazai, akkor
Th(KC2) € Th(Ky).
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Galois-kapcsolat

o Tetszbleges X1, X2 C A-ra (X1 U Xo) = f(X1) N F(X2).
Bizonyitas:
y € f(X1 UXp)
< xRy minden x € X1 U Xp-re
< xRy minden x € Xj-re és xRy minden x € Xp-re
Sy ef(X)ésyef(Xa)
Sy e f(Xy)NF(X).

e Ugyanigy, g(Y1U Y2) = g(Y1) N g(Y2).
Ezzel megkaptuk, hogy Mod(X U A) = Mod(X) N Mod(A).
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Galois-kapcsolat

e XCg(Y) & Y Cf(X).
Bizonyitas:

X Cg(Y)
minden x € X-re x € g(Y)

T o

minden x € X-re minden y € Y-ra xRy

¢

minden y € Y-ra minden x € X-re xRy

3

minden y € Y-ra y € f(X)
< Y Cf(X).

Tehat igy pl. ¥ C Th(K) & K C Mod(X).
o X C g(f(X)) é ¥ C F(g(¥).
Bizonyitds: irjunk az el6zébe Y = f(X)-et. A jobb oldal,
f(X) C f(X) nyilvdn igaz lesz, tehdt a bal oldal, X C g(f (X)) is. A
mdsik iranyhoz X legyen g(Y).
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Galois-kapcsolat

Jeldlje fog: P(B) = P(B) az Y — f(g(Y)), gof : P(A) — P(A) pedig
az X — g(f(X)) fuggvényt.
o Tetszbleges X1 C Xo C A-ra (gof)(X1) C (gof)(Xz), vagyisgof
monoton.
Bizonyitas:
e Ha X; C Xy, akkor f(X3) C f(X1), mert f antimonoton, és igy
g(f(X1)) C g(f(X2)), mert g is antimonoton.
@ Teljesen hasonlé médon f o g is monoton.
Jeldlje Cons ezt a Th o Mod fiiggvényt (azaz Cons(X) := Th(Mod(X))).

Eddig azt kaptuk, hogy ¥ C Cons(X), és ha ¥ C A, akkor
Cons(X) C Cons(A).
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Galois-kapcsolat

f(g(f(X))) = £(X).
Bizonyitas:
o Azt mar tudjuk, hogy f(X) C
o Belatjuk még, hogy f(g(f(X))) C f(X).
o Tudjuk, hogy X C g(f(X)) C g(f(g(f(X)))).
o Ezaz X Cg(Y) < Y C f(X)-bél Y = f(g(f(X)))-szel azt adja, hogy
f(g(f(X))) € f(X), kész.
e Hasonldan g(f(g(Y))) =g(Y).
o Ezek miatt tehat f o g és g o f idempotens fliggvények:
(fog)(fog)(Y)=(fog)(Y)és(gof)(gof)X)=(gof)X).

Tehat a példaban nem volt véletlen, hogy a harmadik Iépésben
visszakaptuk az elsé 1épés eredményét: ez mindig igy van.
Tovabb3, Cons(Cons(X)) = Cons(X) is igaz példaul.
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Lezarasi operator

Egy h: P(A) — P(A) fiiggvényt lezarasi operatornak neveziink, ha
e monoton: X C Y = h(X) C h(Y);
@ bovité: X C h(X)
@ és idempotens: h(h(X)) = h(X).

Tehat azt kaptuk, hogy ha f és g Galois-kapcsolatban vannak, akkor f o g
és g o f lezarasi operator.

Altaldban a lezarasi operatorok is ,,jelentenek” valamit, ha f és g is. Sét,
sokszor maga a lezarasi operdtor a ,,legmotivaltabb” miivelet az 6sszes
koziil.

A E altal generdlt Galois-kapcsolatban mi a Cons lezarasi operator
jelentése?

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 82 /309



Kovetkezmények

A lezarasi operdtorra altaldban igaz, hogy:

ac (gof)(X) = {a} € g(f(X))
& f(X) C f({a}).

Mit jelent ez a F esetében?

F € Cons(X) pontosan akkor igaz, ha X F F. ]

Azaz: Cons(X)-ban épp a X logikai kévetkezményei vannak!

Az is igaz, hogy minden Th(K) alakd formulahalmaz egyben Cons(X)
alaki is (a X = Th(K)-ra, onmagara alkalmazva Cons-t) és persze mivel
Cons = Th o Mod, igy minden Cons(X) alakd halmaz egyben Th(K)
alaki is. Az ilyen formulahalmazokat nevezziik elméletnek.

Vagyis: ¥ elmélet, ha ¥ = Cons(X), azaz ha ¥ tartalmazza az sszes
kovetkezményét is.
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Elméletek

Ha X elmélet, F € ¥ és F = G, akkor G € X. J

Hiszen ekkor Mod(X) € Mod(F) = Mod(G).

Ha ¥ elmélet, akkor tartalmazza az osszes tautolégiat. J

Hiszen ¥ F1 minden ¥-ra igaz, igy minden elmélet tartalmazza a 1
formulat, és az el6z6 allitds miatt a vele ekvivalenseket: a tautoldgidkat is.
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Elméletek

Mivel egy elmélet is egy formulahalmaz, az lehet kielégithet6 vagy
kielégithetetlen.
Ha X elmélet, akkor a kovetkezdk ekvivalensek:

Q X kielégithetetlen (ekkor ellentmondasosnak is nevezziik);

Q lcy;

© van olyan F formula, hogy F,—=F € ¥;

@Q X az oOsszes formula halmaza.

Bizonyitas:

i)—ii) Ha X kielégithetetlen, az pont azt jelenti, hogy ¥ F|. Ha ¥ elmélet,
akkor tartalmazza a kovetkezményeit, tehdt ekkor | € X.

)—1iii) Mivel — | tautoldgia, igy ha |€ ¥, akkor F =] és =F = — | is X-beli.

)—ii)) {—F, F} E] miatt akkor L€ ¥ is igaz.

)—iv) Mivel |— F tetsz8leges F-re tautoldgia, igy X-beli; mivel
{l,1— F}E F, igy ekkor F € T

)— i) Ekkor X-ban pl. | is benne van, tehat kielégithetetlen.

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 85 /309



Galois-kapcsolatok mashol

Ha A = B egy (véges dimenzids) vektortér elemei (mint pl. A= B =R")
és a relacionk a L (két vektor relaciéban van, ha merélegesek, skaldris
szorzatuk 0), akkor:

e az f és g fliggvények vektorok egy U halmazdhoz az Gsszes, U
minden elemére merdleges vektor halmazat rendelik (aminek jele Ut);

@ az f o g lezarasi operator pedig az U vektorhalmazhoz az iltala
kifeszitett alteret rendeli (jele (U))

Akkor a Galois-kapcsolatbdl pl. olyanokat kapunk, hogy
((U)) = (V)

o tetszéleges U vektorhalmazra U+ = (U)*

e XC Y+ pont akkor, ha Y C X+

@ ha U C V, akkor V+ C U+

@ stb. ,,ingyen”
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Galois-kapcsolatok mashol

Ha pl. A= B egy részbenrendezett halmaz és a relaciénk a <
részbenrendezés, akkor

o f(X)={y: Vxe X x <y} az X folsé korldtainak halmaza;

e g(Y) az Y alsé korlatainak halmaza;

711

@ a lezardsi operatorok lezarjdk X-et ,lefelé” ill. | felfelé” és (ha van)
beveszik a szuprémumot /infimumot is — tehat
(gof)(X)={y: y <V X}, ha a szuprémum létezik és hasonl6an
(fog)(Y)={x: AY <x}

Erre az esetre a Galois-kapcsolatbdl azt kapjuk ingyen pl., hogy

@ ha X C Y és létezik a szuprémumuk/infimumuk, akkor \/ X <\/ Y
s AX<AY;

@ egy X halmaz felsé korlatjainak infimuma az épp X szuprémuma (ha
létezik);

@ stb.
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Lezarasi operatorok

Nem csak az igaz, hogy minden (f, g) Galois-kapcsolat meghatdroz egy
fog (ésegy gof) lezérasi operatort, de forditva is: minden lezdrasi
operator el6all ilyen alakban.

o Legyen h: P(A) — P(A) egy lezarasi operator: monoton, bévitd,
idempotens.

@ Legyen B={C C A: h(C) = C} a h fiiggvény értékkészlete (a zart
halmazok halmaza).

o Legyen a relaciénk az a € C: a lezart halmazokat (mint B-beli
elemeket) hozzuk reldcidba elemeikkel (mint A-beli elemekkel).

@ Akkor f(X)={C C A: C zért, X C C} az dsszes olyan zdrt halmaz
halmaza, amiknek X része;

o Akkor g(Y)={a€ A:a€ C minden C € Y-ra}. Azaz:
g(Y)= () C épp az Y-beli zart halmazok metszete.
CceYy

v
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Lezarasi operatorok

Bizonyitas, tovabb

@ Tehdt (g o f)(X) az Osszes, X-et tartalmazd zart halmaz metszete.

@ Zart halmazok metszete is zart: ha h(X;) zart halmazok, akkor
h(N h(Xi)) C h(h(X;)) = h(X;), tehat h(() h(X;)) C () h(X;), mivel
pedig h bovitd, igy h(( h(X;)) = ) h(X;).

e Mivel X C h(X) és h(X) zart halmaz, igy (g o f)(X) C h(X) is igaz.

@ Tehdt X C (gof)(X) C h(X) és az utdébbi kettd zart halmaz.

@ Akkor a monotonitds miatt h(X) C h(g o f)(X) = (g o f)(X) is igaz,
tehat tényleg h(X) = (g o f)(X).

Tehdt: ha lezardsi operatorral taldlkozunk, az alatt is mindig ott egy
Galois-kapcsolat.
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Miveletek egy csalddjara vald lezaras

Legyen A egy alaphalmaz, O pedig A" — A parcialis fliggvények egy
halmaza.

Akkor ha X C A, ugy O(X) jeldli az

XU{f(x1,...,xn) : f/n€ O,x1,...,x, € X} halmazt.

Tehat: X-be vegyiik be az Osszes olyan f(xi, ..., x,) értéket is, amire f
egy O-beli miivelet, az x1, ..., x, elemek pedig X-beliek.

Ha pl. az A alaphalmazunk a klézok halmaza (az 6sszes kléz halmaza), és
Res-ben a rezolvensképzés szerepel miiveletként, akkor ha X klézok egy
halmaza, tgy Res(X) = X U{R: R két X-beli kloz rezolvense}.

Nyilvan igaz, hogy X C O(X) és ha X C Y, akkor O(X) C O(Y).
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Miveletek egy csalddjara vald lezaras

Jelolje O*(X) az |J O"(X) (tehdt X U O(X) U O(O(X)) U...) halmazt.

n>0

Res™(X)-ban az dsszes, X-bdl rezolicidval levezethetd kl6z szerepel.

Véges valtozészamu parcidlis miiveletek tetszéleges O csalddjara
O™ lezarasi operator.

@ Ehhez azt elég megmutatnunk, hogy O(O*(X)) = X.

o O(0*(X))=0"(X)U{f(x1,...,xn): f € 0,x; € O*(X)}.

e Ha x; € 0% (X), xo € 0%(X),..., akkor mindegyik x; € ON(X) az
N = max{ki, ..., kn}-re.

o Akkor f(x1,...,x,) € ONTI(X) C O*(X).

e Tehdt O(0O*(X)) = X. Ezért O(O(0*(X))) = X stb, igy
O*(0*(X)) = X és O* tényleg lezarasi operator.

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 91 /309



Miveletek egy csalddjara vald lezaras

A Galois-kapcsolat miatt pedig:

e az O*(X) alaku halmazok épp azok, melyek zértak O Osszes
miiveletére;

e az O*(X) halmaz pedig az Osszes ilyen, X-et tartalmazé zart halmaz
metszete,

@ ami szintén egy zart halmaz,

e ezt tehat mondhatjuk igy is: O*(X) a legszlikebb olyan halmaz, mely
tartalmazza X-et és mely zart O Osszes miiveletére.

(llyet is Iattunk mar: igy készitettiik pl. a formuldk halmazit is.)
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Deduktiv rendszerek

Egy deduktiv rendszer inputként kap egy ¥ formulahalmazt és
valamilyen algoritmikus médon kigeneralja X Osszes kovetkezményét.
(Ez mindig egy végtelen halmaz, pl. az Osszes tautoldgia is benne
van.)

Azt tudjuk, hogy Cons egy lezdrdsi operator.

A cél: miiveleteknek egy olyan , kicsi” O halmazat megadni (ezeket
fogja végezni a kovetkeztetd rendszer), melyre O* = Cons.

Ekkor a deduktiv rendszer csak O miiveleteit kezdi el elvégezni T
elemein valamilyen ,fair" sorrendben (fair: el8bb-utébb minden

miiveletsor sorra keriil), és ezzel Cons(X) minden elemét megkapja
el6bb-utébb.

A rezolicié onmagaban nem ilyen rendszer: az nem igaz, hogy
minden kovetkezményt le lehet vezetni rezoldcidval.

Egy ilyen rendszer lesz viszont a Hilbert-rendszer. Azt viszont
(szintén) csak specidlis alaki formuldkon definidljuk.
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Teljes rendszerek

Boole-fliggvények egy H rendszere teljes vagy adekvat, ha minden
n-valtozés Boole-fliggvény el6all

@ az x; projekcidkbdl
@ és H elemeibdl
@ alkalmas kompoziciéval.

Kompozicié: ha f/n és g1/k,...,gn/k Boole-fliggvények, akkor az
fol{gi,...,&n) az a k-véltozds Boole-fiiggvény, melyre

folgr,...,8n) (X1, yxk) = Flg(Xey oy Xk)s -y 8a(X1y -y Xk))-

Ez pont azt jelenti, hogy ha vessziik azt az O operatort, melyben a
projekcidk és H elemei szerepelnek, akkor erre O*(()) tartalmazza az dsszes
Boole-figgvényt. Tehdt megint egy miiveletcsaladdal definidlt lezarasi
operatorrdl van szé.
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Teljes rendszerek

Recap: Shannon-expanzié

Azt mar lattuk, hogy a {—,V, A} rendszer teljes.
Teljes rendszer még pl: {—, A}, {—, 1}, {®}, {©}.

xQPy = —(xAy) xQy = =(xVy)

(gyakorlaton ezeket megnézziik)

Note: hogy egy kovetkeztetd algoritmus | teljes” és hogy Boole-fiiggvények
egy rendszere ,,teljes”, az egész mast jelent!
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Teljes rendszerek

Ha az f/2 Boole-fliggvény egyediil is teljes rendszert alkot, akkor f = @®
vagy f =\.

e Ha 7(0,0) = 0, akkor minden kifejezhet6 egyvaltozés g fiiggvényre
g(0)=o0:
e ha g = xq, akkor x;(0) =0
o ha g(x1) = f(g1(x1), g&2(x1)), akkor az indukciés feltevés szerint
£1(0) =0, g2(0) = 0 és igy g(0) = f(&1(0), &2(0)) = £(0,0) = 0.
Tehat ekkor az x; — —x; nem kifejezhetd, igy £(0,0) =1, ha {f}
teljes.
e Ha f(1,1) = 1, akkor hasonlé médon minden kifejezhetd egyvaltozés
g fuggvényre g(1) = 1. Tehat f(1,1) = 0 kell legyen, ha {f} teljes.
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Teljes rendszerek

Bizonyitds folytatdsa

e Ha f(1,0) =1és f(0,1) = 0, akkor ez az (x,y) — —y fliggvény.
Ekkor az osszes kétvéltozds kifejezhet fliggvény az (x,y) — x, y, —x
és -y, nincs pl. koztik az x V y, igy {f} nem teljes rendszer.

e Hasonléan, ha f(1,0) = 0 és 7(0,1) = 1, akkor ez az (x,y) — —x
fliggvény, ugyanezek a kifejezhetd fliggvények, igy {f} nem teljes
rendszer.

o Tehat vagy f(1,0) = f(0,1) =1 (eza ®) vagy (1,0) = f(0,1) =0
(ez a ©).
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Hilbert rendszere

,,Hilbert-kalkulus”

Hilbert rendszere egy deduktiv rendszer: az input X Osszes
kovetkezményét (és csak azokat) lehet vele levezetni.

Ebben a rendszerben csak a — konnektivat és a | logikai konstanst
hasznalhatjuk az itéletvaltozékon kiviil.

Minden formula ilyen alakra hozhatd, mert a {—, ]} rendszer teljes. J

A Hilbert rendszer axiomai:

Ax1: (F—=(G—H)—=((F—G)—(F—H))
Ax2: F—(G—F)
Ax3: (F—=l)—=))—=F

(Note: ezek a formuldk tautoldgiak.)
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Az axiomak

o (F=(G—=H)) = ((F— G)— (F—H))
Tautoldgia:

e Ha F hamis, akkor 1 - (1 > 1) =1

e Ha F igaz, akkor ez ekvivalens a (G — H) — (G — H)-val, ami
szintén igaz minden értékadas mellett
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Az axiomak

e F — (G — F) - tautoldgia: ha F igaz, a jobb oldal igaz; ha F hamis,
a bal oldal hamis
A sorrend fontos, a — nem asszociativ!
(F — G) — F nem tautolégia: ha F hamis, G igaz, ez a formula
hamis
A — konvencidja: jobb-asszociativ, F -+ G — H az F — (G — H)-t
jelenti, de a konnyebb olvashatdsag érdekében ezt igyeksziink kerilni
a példakban
Note: egyébként F V (G A H) sem ekvivalens (F VV G) A H-val. PL
1V(0A0)=1v0=1,de(1V0O)AO=1A0=0. Azaz a ,,magukban”
kommutativ, asszociativ miveletek nem lesznek automatikusan azok
.,egymas kozt" is.
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Az axiomak

o (F=l)—=l)—F

Az F —| részformuldt akdr —F-nek is irhatnank
Tehdt ez ——F — F, a kettOs negdlds elimindldsa, tautoldgia
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Az axidmak példanyai

A fenti harom axiéma egy példanya: valamelyik axiomaban szerepld F, G,
H helyére tetszoleges formulat irunk.

(Ugyanazon betii helyére persze ugyanazt a formulat.)
Ennek a miveletnek jelet is adunk:

Ha F egy formula, melyben a py,.

.., pp valtozdk szerepelnek, és
Fi,..., F, formuldk, akkor

F[Pl/Fl,---,Pn/Fn]

jeloli azt a formulat, melyet gy kapunk F-bdl, hogy benne minden p;
helyére az F; formulat irjuk.

Tehét pl.

(F—= (G = F)IF/p,G/(p— p) = (p— ((p—p)— p)
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Példanyositas és kielégithetoség

Kielégitheté formuldbdl is kaphatunk kielégithetetlent, vagy tautoldgiat
példanyositdssal:
e F A G kielégithetd, de (F A G)[F/p, G/—p] = p A —p kielégithetetlen
e FV G nem tautoldgia, de (F V G)[F/p,G/—=p]|=pV —p az

viszont

Tautolégia példanyai is tautoldgidk. J

Tehat a Hilbert rendszer axidéma-példanyai tautolégiak.
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Példanyositas és kiértékelés

Az el6z6 Allitds az aldbbinak a kovetkezménye:

Legyenek az F formuldban szerepl6 valtozdk pi,...,pp, és F1,..., F,
tovébbi formuldk (melyekben mas valtozok) is eléfordulhatnak.
Legyen A egy tetszbleges értékadas. Definidljuk a BB értékadast a
kovetkezbképpen:

B(pi) := A(Fi)-

(a p;i értéke B-ben legyen az az érték, ami F; értéke A-ban.)
Ekkor

B(F) = A(F[p1/Fu,....pn/Fn]))-

Valéban kovetkezménye, hiszen ha F tautoldgia, akkor ez a fenti B(F)
minden A eredeti értékaddsra igaz lesz.
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Az F formula felépitése szerinti indukciét hasznalunk:

e Ha F = pj, akkor F[pi/Fi,...,pn/Fn] = Fi.
Ekkor B(p;) = A(F;) a B definiciéja miatt.
@ Ha F = =G, akkor

B(F) = -B(G) — szemantikdja szerint
= -A(G[p1/Fi1,...,pn/Fn]) indukcids feltevés szerint
= A(=G[p1/F1,-..,pn/Fs]) — szemantikdja szerint
= A(F[p1/F1,-..,pn/Fn]) a példanyositas def szerint

e Ha F = G — H, akkor

B(G = H) = B(G) — B(H)
= A(Glp1/F1, ..., pn/Fn]) = A(H[p1/F1, ..., Pn/Fn])
= A(Glp1/F1,...,pn/Fn] = Hlp1/Fy1, ..., pn/Fn])
= A(F[p1/Fi,--.,pn/Fn]). (tobbi eset hasonld)

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 105 / 309




A jélmegalapozott indukcid

Lattunk mar indukciot
@ természetes szamokra: ,,0-ra igaz és ha n-re igaz, akkor n + 1l-re is”

o formuldkra: ,,valtozdkra igaz, és ha a formula kozvetlen
részformuldira is igaz, akkor a formulara is”

o fliggvények kompozicidira: ,,az x;-re igaz és ha fi, ..., fy-ra és f-re
igaz, akkor igaz f(fi,...,fx)-rais"
A mddszer persze nem mindig mikaodik, pl:
@ ,,minden nemnegativ valds szdm egész"

o , mert a 0 egész”
@ ,és az r > 0 val6sra az r/2 kisebb”
o ,,indukcids feltevés szerint r/2 tehat egész”
o ,tehdt 2-(r/2) = r is egész"
@ ,,tehdt minden nemnegativ valds szam egész”
nyilvdnvaléan hibds kovetkeztetés. Valds szamokra nem haszndlhatunk
indukciét. Miért?
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A jélmegalapozott indukcid

Altaldban egy indukcids bizonyitds a kovetkez6képp néz ki:

@ van objektumoknak egy A halmaza (formuldk, természetes
szdmok,. . .)

o koztiik egy < relacié, x < y kb. az ,,x egyszeriibb/kisebb, mint y”
(n < n+1, a formula részformuldi kisebbek a formulanal,...)

@ az alapeset: megmutatjuk azokra az x elemekre az allitast, akiknél
nincs kisebb (0-ra, a véltozdkra,...)

@ az indukcids 1épés: megmutatjuk, hogy ha az Gsszes x-nél kisebb
elemre igaz az allitds, akkor x-re is

@ és ezzel megmutattuk, hogy minden A-beli objektumra igaz az allitas.

A fenti altaldanos bizonyitdsi médszer akkor miikodik, ha <-ben nincs
végtelen leszallé lanc, vagyis

. =X3 < X2 < X1 = X0

sorozat. A mddszer neve: jélmegalapozott indukcid.

v
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A teljes és a strukturalis indukcid

@ A teljes indukcié: amikor az objektumok a természetes szamok:
{0,1,2,...}, arelacié pedig0 <1 <2 <3< ....

Itt <-ben nincs végtelen leszall6 lanc (felsz3llé van, az nem baj)

o A felépités szerinti vagy strukturdlis indukcié: amikor az objektumok
a formuldk és F < G, ha F a G-nek kozvetlen részformuldja.

Itt sincs <-ben végtelen leszall6 lanc (pl. mert a kozvetlen részformula
mindig rovidebb, és a formuldk hossza egy természetes szam).

o (A felépités szerinti indukcié minden dn. ,,algebrai adattipusra”
mikodik ~ alap komponensekbdl épitiink fel véges objektumokat
valamilyen képzési szabélyok szerint)

@ A valds szamokra azért nem, mert pl.

..<1/16 <1/8 < 1/4 <1/2 <1 egy végtelen leszallé lanc

@ A rezolicid helyességénél is ezt hasznaltuk: ott C < C’ volt, ha C
elébb keriilt a listdra, mint C’

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 108 /309



Vissza a Hilbert-rendszerhez

Most mar tudjuk, hogy az axidmapéldanyok tautoldgiak.

o A levalasztasi kovetkeztetés, vagy modus ponens:
{F,F —- G} F G.
Ez egy helyes kovetkeztetési szabaly.

Levezetés Hilbert rendszerében

Legyen ¥ formuldk egy halmaza, F pedig egy formula. Azt mondjuk, hogy
F levezethetd ¥ -bdl Hilbert rendszerében, jelben ¥ = F, ha van olyan
Fi,Fy, ..., F, formula-sorozat, melynek minden eleme

@ Y-beli vagy
@ axidmapéldany vagy
o eldall két korabbibdl modus ponenssel
és melyre F, = F. (Ha X iires, akkor () - F helyett - F-et is irhatunk.)

v
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(Note:

F p—p.

Lp— ((p—p)—p)
Ax2[F/p,G/(p — p)]

2. (p—>(p—>p)—>p)> ((p—>(p—>p)) —>(p—>p))
Ax1[F/p,G/(p — p),H/P]

3.(p=(p—p) = (p—p)
MP(1,2)

4.p—(p—p)
Ax2[F/p, G/p]

5.p—=p
MP(3, 4)

mindig csak a kiils6 — mentén valaszthatunk le!)
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{p—=aq} F p—=(r—q).

1. (p—> (q—>(r—>q))> — ((p—>q)—> (p—>(r—>q))>
Ax1[F/p,G/q,H/(r — q)]

2.9g—(r—q)
Ax2[F/q,G/r]

3.(q=(r—9q) — (P~ (a—(r—q))
Ax2[F/(q — (r — q)). G/p]

4. p—(qg—(r—q)) MP(2,3)

5.(p—q)— (p—(r—q)) MP(1,4)

6. p—>qg €X

7.p— (r—q) MP(5,6)
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pP=aqq—rt F p—r.

Lip=(@=r)—=((p=q) —=(p—r) Ax1
2.g—>r ex
3.(g=r) = (p—=(g—1r)) Ax2
4.p—(qg—r) MP(2,3)
5.(p—=q)—(p—r) MP(1,4)
6. p—q €x
7.p—r MP(5,6)
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F l—p
(Gyakorlaton.)

o A fenti példdkban p helyére tetszéleges F formulat irva minden

levezetésben megkapjuk, hogy - (F — F) és + ({— F) minden F
formuldra igaz.

@ Hasonléan, haX W F > Gés X + G — H,akkorX - F— Ha
harmadik példa alapjan.

@ Ha X F Fés X CT, akkor I' - F (a nem X-beli elemeket nem
hasznéljuk fel)

A célunk bebizonyitani Hilbert rendszerének helyességi és teljességi tételét:

SFF & XTEF

tetszbleges 2 formulahalmazra és F formulara.
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Helyesség

A helyesség irdnya konnyl: ha X - F, akkor X E F, hiszen

o Legyen Fq,..., F, egy ¥ folotti levezetése F-nek. Teljes indukcidval
megmutatjuk, hogy minden i-re ¥ F F;.

e Ha F; € ¥, akkor X E F; (ez minden ¥, F-re igaz, lattuk)

e Ha F; axiémapéldany, akkor () F F; (a tautolégidk minden elméletben
szerepelnek), igy a monotonitds miatt ¥ F F; is igaz

e Ha pedig Fj = MP(Fj, Fi) a j, k < i indexekre, akkor

Az indukcids feltevés szerint X F F; és ¥ F Fy

Tehst ¥ E {F;, F}

MP def miatt Fi = F; — Fi: X F {Fj, Fj — Fi}

A levalasztasi kovetkeztetés: {F;, F; — Fi} E F;

A tranzitivitds miatt tehat © F F;.

Ezzel belattuk, hogy a Hilbert-rendszer helyes kovetkeztetd rendszer.
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Teljesség — a dedukcids tétel

A teljességhez el6szor belatjuk a Hilbert-rendszer dedukcids tételét:
TetszOleges ¥ formulahalmazra és F, G formuldkra J

Y (F>5G) & YU{F} +G.

Ennek az allitdsnak megint az egyik iranyat konnyebb, a masikat nehezebb
belatni.

Ha X - (F — G), akkor
e YU{F} F (F — G) (ugyanaz a levezetés j6)
e YU{F} F F (mert eleme)
o YU{F} F G (az el6z6 kettébsl MP)
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A dedukcios tétel

SU{F}FG = XF(F—G)

Legyen F1,...,F, a G formula X U {F} folotti levezetése. Megmutatjuk
teljes indukciéval, hogy minden i-re ¥ - (F — F;).
e Ha F; € X U{F}, akkor két eset lehetséges:
e Ha F; € ¥, akkor

e Y+ F; (mert eleme)
o TFF —(F— F) (Ax2)
o T+ F = F (MP)

o Ha F; = F, akkor X - F — F (&t lépésben, ezt mar lattuk)
@ Ha F; axidmapéldany, akkor ugyantdgy, mint mikor X-beli:

e ¥ - F; (mert axiémapéldany)
o X FF — (F— F) (Ax2)
e Y+ F— F; (MP)

v

(Note: a masodik axiéma példanyositdsanak sokszor ez a célja: megvan az
F formuldnk és egy G — F-re van sziikségiink)
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A dedukcios tétel

SU{F}FG = X+ (F—G)

e Ha F; = MP(Fj, Fy), ahol j, k < i, akkor Fy = (Fj — F;) és az
indukcids feltevés szerint L+ F — Fjés X - F — (Fj — F;).

o (F=(F—F))— ((F—=F)—(F—F)) Axl

o (F—=F)—(F— F)MP

o F— F; MP

Ezzel bebizonyitottuk a dedukcids tételt.
Ezt felhaszndlva most bebizonyitjuk a Hilbert-rendszer teljességét is.
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A Hilbert-rendszer teljessége: H-konzisztencia

H-konzisztens halmazok

Egy ¥ formulahalmazt H-konzisztensnek neveziink, ha nem igaz, hogy
> .

Allitas
A kovetkezok ekvivalensek tetszéleges ¥ formulahalmazra:
i) £ nem H-konzisztens.

i) Van olyan F formula, melyre X - F és X - (F —|) is igaz.
iii) X+ F minden F formulara.

Bizonyitas
i)—i) Ha X+ {F,F —]}, akkor ezekbdl MP-vel ¥ I-].

)—iii) Ha X |, akkor mivel X - (J— F) (ezt Iatjuk majd gyakorlaton),
ezekbdl MP-vel ¥ = F minden F formuldra. )
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A Hilbert rendszer teljessége: maximalis H-konzisztencia

Maximalis H-konzisztens halmazok

Egy ¥ formulahalmazt maximalis H-konzisztensnek neveziink, ha
@ > H-konzisztens és
e minden F ¢ ¥-ra ¥ U {F} mar nem H-konzisztens.

Minden ¥ H-konzisztens halmazhoz van ¥’ D ¥ maximalis H-konzisztens
halmaz.
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A Hilbert-rendszer teljessége: maximalis H-konzisztencia

o Legyen Fi, Fp, F3,... az osszes formula egy felsorolasa.

o Legyen > :=1%.
e Ha X; U{F;;1} H-konzisztens, akkor legyen ¥; 1 :=%; U{F11}.
o Egyébként legyen X1 = X;.

Azt 3llitjuk, hogy X' := |J X; egy maximilis H-konzisztens halmaz.
i>0

o H-konzisztens, mert:

2o = £ H-konzisztens;

ha ¥; H-konzisztens, akkor ¥;;; a sorozat definicidja szerint az

tehdt mindegyik ¥; H-konzisztens

ha X' K|, akkor (mivel X'-nek csak véges sok elemét hasznaljuk egy

levezetésben) X; | valamilyen i-re, ami nem lehet, hiszen mindegyik

2 ; H-konzisztens.

o Maximalis, mert ha F; ¢ ¥/, akkor X;_1 U{F;} F|, tehat &' U{F;} .
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A Hilbert-rendszer teljessége: H-konzisztencia

Ha > maximalis H-konzisztens halmaz, akkor tetszoleges F formulara vagy
F € X, vagy (F —]) € ¥, de nem mindketté.

e Ha F,F —|€ ¥, akkor beldlik MP-vel ¥ =], ami ellentmond a
H-konzisztencianak.

o Tegyiik fel, hogy se F, se F — nincs ¥-ban.

@ Mivel ¥ maximalis, ezért tehdat XU {F} F| és X U {F —|} F|.

o Akkor a dedukciés tétel szerint:

e XFF—|
o X (F—l)—l
o ¥ | (MP-vel ebbél a kettbél)

ami ellentmond annak, hogy ¥ H-konzisztens.

V.
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Amit eddig lattunk:

Def: Mi a Hilbert-rendszer

Def: Mikor H-konzisztens egy ¥ formulahalmaz: ha nem vezethet le
bel6le Hilbert rendszerében |

Def: Mikor maximdlis H-konzisztens egy ¥ formulahalmaz: ha
tetszéleges F ¢ Y-ra ¥ U {F} mar nem H-konzisztens

Lattuk a dedukcios tételt:
Y (F—>G) < XU{F} F G

Lattuk: ha ¥ maximdlis H-konzisztens, akkor minden F-re vagy az F,
vagy az F —] eleme X-nak (és pontosan az egyik)

Lattuk: minden ¥ H-konzisztens halmazt ki lehet béviteni egy ¥’ O *
maximalis H-konzisztenssé
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A Hilbert-rendszer teljessége: H-konzisztencia

Allitas
Tetszbleges ¥ formulahalmaz pontosan akkor kielégithetd, ha
H-konzisztens.

e Ha X kielégithetd, akkor X |, tehat X /| (a Hilbert-rendszer
helyessége miatt).

o Tegyiik fel, hogy ¥ H-konzisztens.
@ Akkor X kibdvitheté egy ¥/ O ¥ maximdlis H-konzisztens halmazza.

e Ebben minden p valtozé (mint formula) vagy szerepel, vagy nem
(akkor pedig p —| szerepel benne).

o Legyen A a kovetkezd értékadas:

Alp)=1 & pe¥.

v
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A Hilbert-rendszer teljessége

Bizonyitds folytatdsa

o Azt allitjuk, hogy A E F pontosan akkor igaz F-re, ha F € ',

o Ezt felépités szerinti indukcidval latjuk be.

@ Ha F = p viltozd, akkor az éllitds A definicidja miatt igaz.
e Ha F=(F — F) € ¥/, akkor:

o indirekten tegyiik fel, hogy AF (F1 — F).

o EkkOI’.A':Fl éS.A'?/FQ

o Az indukcids feltevés szerint F; € X' és F, ¢ Y.

o Tehat mivel ¥’ maximilis, F, —]€ Y.

o (L= (F2=l)) = ((FL = R) = (AL =) Axl

o (F,—=))— (FL — (F2 =) Ax2

) F1—>(F2 —>\L) MP

o (F1—>F2)—>(F1 —)J,) MP

o F; | MP

o | MP

o Ez ellentmond annak, hogy ¥’ H-konzisztens!

V.
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A Hilbert-rendszer teljessége

e Ha F=(F — F) ¢ ¥/, akkor:
Mivel X' maximalis, ezért (F, — F) =€ X',
Indirekten tegylik fel, hogy A F (F1 — F).
Tehat vagy A Fy, vagy AE F,.
Ha A E F,, akkor az indukcids feltevés szerint Fp € ¥'.
Ekkor F, — (F1 — F,) axiémapélddny, MP-vel pedig ' F (F1 — F),
ellentmond a konzisztencidnak.
o Tehdt AK F; és AH F,. Az indukcids feltevés szerint tehat
(Fl —)i) €Y' és (F2 —)\L) ey
o De Y ({— F) is igaz.
o Tehdt X' F F; —| és Y/ F|— F,, emiatt X' = F; — F, az egyik
korabbi példa szerint, ami megint csak ellentmond a konzisztencidnak.

Tehat ekkor A £ F és az allitast igazoltuk.
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Mondjuk ki az allitdst még egyszer:

TetszOleges X formulahalmaz pontosan akkor kielégithetd, ha
H-konzisztens.

Ennek kovetkezménye:

Tétel
Tetszoleges ¥ formulahalmazra és F formulara

>EF & X FF.

| \

Bizonyitds

YEFeXU{F—=l}E] kovetkezmény vs kielégithetetlenség
S YU{F—=l}FHl  el6z6 allitas
&YXk (F—))—]  dedukcids tétel
S YEF ezt mindjart.

v
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A Hilbert-rendszer teljessége

SF(F=)) =l o TFF

e Ha X+ (F —]) —/, akkor ((F =) =) — F Ax3, aztdn MP és
> = F.

e Ha X F, akkor:

o ((F=!) = (F =) = ((F =) = F) = (F =) =) Axl

o (F—l)— (F—l) mert G — G alakd, 5 Iépés

o (F=l)—=F)—=({(F—=l) =) MP

o F—= ((F—=l)—F) Ax2

e (F—])— FMP

o (F 1) —| MP.

Ezzel a Hilbert-rendszer teljességét belattuk: tetszéleges ¥ halmazbdl
Hilbert rendszerében pontosan ¥ kovetkezményei vezethetbek le.
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A kompaktsagi tétel

A bizonyitdsban most sehol nem haszndltuk, hogy ¥ véges-e!

Egy Hilbert-rendszerbeli ¥ F F bizonyitasban viszont csak véges sok X -beli
formulat hasznalunk.

Tehat:

Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele

Tetszbleges ¥ formulahalmaznak pontosan akkor logikai kovetkezménye
egy F formula, ha mar egy véges részhalmazanak is kovetkezménye.

A tételnek egy mdsik, ekvivalens alakja:

Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele

Egy ¥ formulahalmaz pontosan akkor kielégithetetlen, ha van véges
kielégithetetlen részhalmaza.
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A kompaktsagi tétel

A két alak tényleg ekvivalens:

Bizonyitas

o A tétel els6 alakjabdl kovetkezik a masodik:

> kielégithetetlen < ¥ E|

< van véges Yo C X, melyre Yo F|  els6 alak
< van véges kielégithetetlen g C X.

o A tétel masodik alakjabdl kovetkezik az elso:

YEF
s YXU{-F}El
< van véges kielégithetetlen o C X U {—F}
< van véges Yo C X, melyre Yo U {=F} E|
<> van véges Y9 C X, melyre 3o F F

(ezt tudjuk)

(ezt tudjuk)
masodik alak
F-et kulon vessziik

indirekt kovetkeztetés

v
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A kompaktsagi tétel haszna

A kompaktsagi tétel egy tjabb alakja:

Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele

Egy ¥ formulahalmaz pontosan akkor kielégithet6, ha minden véges
részhalmaza kielégithetd.

A tétel haszna: ha van

o egy végtelen ¥ formulahalmazunk (nemsokara latunk ilyeneket),
melynek az elemeit egy algoritmus generalja

@ és egy olyan kovetkezteto algoritmusunk, ami input véges 2 o-ra és
F-re el tudja donteni véges id6 alatt, hogy igaz-e 3o F F,

akkor van olyan algoritmusunk, ami inputként kap egy (akdr végtelen) -t
(ha végtelen, akkor egy generator algoritmust kap), és egy F formulat, és

@ ha X F F, akkor ezt véges idon belul mindenképp megmutatja
@ ha ¥ K F, akkor végtelen ciklusba esik
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A kompaktsagi tétel haszna

@ Késébb (szdmtud, bonyelm) az ilyen ¥ halmazokat, melyre van az
elemeit generdlé algoritmus, rekurzivan felsorolhaté halmaznak fogjuk
hivni

@ Az olyan problémakat, melyekre van olyan A algoritmus, hogy

tetszbleges I inputra
o ha /-re a vélasz ,,igen" kellene legyen, akkor A az [-n futtatva ,,igen"-t

mond,
o és ha /-re a vdlasz ,,nem" kellene legyen, akkor A az /-n futtatva

végtelen ciklusba esik,
pedig félig eldonthetd problémaknak fogjuk hivni.

Tehat az el6z6 dian szerepld allitds roviden:

Félig eldonthet6 a kovetkez6 probléma:
@ Input: egy rekurzivan felsorolhaté ¥ formulahalmaz és egy F formula

o Qutput: igaz-e X F F?
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Elsorendii logika
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Elsorendii logika

Informalisan:

o itéletkalkulusban a véltozék a {0,1} halmazbdl vettek fel értékeket,
ezeket a logikai konnektivakkal kapcsoltuk ossze
o Elsdrendii logikdban, avagy predikdtumkalkulusban viszont
e a valtozdk objektumoknak egy univerzumabdl vagy alaphalmazabdl
veszik fel az értékeiket; (pl. természetes szamok, stringek, stb.)
e az objektumokat fliggvények transzformalhatjdk mas objektumokka;
(pl. Osszeadas, stringek Osszefiizése stb.)
o az objektumokbdl predikatumok képeznek igazsigértéket (pl. paros-e a
szdm, alfanumerikus-e a string, stb.)
o és a valtozékat kvantélni is lehet (minden szdmnal van nagyobb, van
iires string, stb.)
@ A kiértékelés sokkal komplexebbé valik (nem is mindig létezik ra
algoritmus, ha az alaphalmaz végtelen)

o Ezért megint a kielégithetetlenségre fogunk nézni (féligeldontd)
algoritmusokat
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@ Elsérendii valtozdk, vagy individuum valtozék, mostantdl roviden csak
nvaltozok™: x,y,z, ..., x1, ¥5,. ..

Fuggvényjelek: f,g,..., f,gs,...

Predikdtumjelek: p,q,r,...,p1,Qs, ...

Konnektivak: A, V, —, <, =

Kvantorok: V, 3

Logikai konstansjelek: 1, |

Hasznalunk még zardjeleket és vesszOket az egyértelmii olvashatdsag
kedvéért.

@ Minden fliggvényjelnek és predikatumjelnek van egy aritasa, avagy

rangja, véltozészama. Ha f egy n-véltozos jel, ezt f/n jeloli.

@ A O-aritasu fliggvényjeleket konstansjelnek nevezziik.

@ A 0O-aritdst predikdtumjeleket logikai valtozéknak.
Minden jelbdl megszamldlhaté sok van: ez annyit jelent, hogy
algoritmikusan generdlni tudjuk az elsé, masodik,. . . (n-valtozds) jelet.
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Szintaxis: termek

Elsérendii logikdban két szintaktikus kategdria van: a termek és a
formuldk halmaza.

(Kiértékeléskor a termek vesznek fel objektumot értékként, a formuldk
pedig igazsagértéket.)

@ Minden valtozd term.

e Ha f/n fiiggvényjel, t1,...,t, pedig termek, akor f(t1,...,t,) is
term.

@ Ma3s term nincs.

Példaul ha x,y valtozdk, c/0, /1 és g/2 fiiggvényjelek, akkor
g(f(x),&(c(),y)) term.

Ha c¢/0 konstansjel, akkor c() helyett csak c-t irunk. A p/0-nal is p()
helyett csak p-t.
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Szintaxis: termek

A g(f(x),g(c,y)) termet felirhatjuk. . .
@ Lengyel jelolésben:
gixgcy
(ha minden jelnek ismert az aritdsa, akkor tkp. nem sziikségesek a
zérdjelek és a vesszok)
e Forditott lengyel jelolésben (Reverse Polish Notation, RPN):

xfcygg

(elébb irjuk le az argumentumokat és utdnuk a fliggvényjelet, pl.
g(c,y) RPN-ben cyg, f(x) pedig xf; stack-oriented programozasi
nyelvekben gyakori)

o Faként: /g\

f g
AN
X

cy
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Szintaxis: formulak

A formulak

e Ha p/n predikdtumjel, ti, ..., t, pedig termek, akkor p(ti,...,t,) egy
(atomi) formula.

@ Ha F formula, akkor —F is az.
@ Ha F és G formulak, akkor FV G, FAG, F = G, F < G is az.
@ | és 1 is formulak.

@ Ha F formula és x valtozé, akkor IxF és VxF is formuldk.

@ Mas formula nincs.

(Az egyértelmii olvashatdsag kedvéért itt is zardjeleziink.)
Példaul ha p/1 és q/2 predikatumjelek és f/1 fliggvényjel, akkor

Ix(p(x) A Vyq(f(x),y))

egy formula.
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Szemantika: struktardk

Egy elsérendli formuldt egy struktirdban értékeliink ki.
Struktdra: egy A = (A, 1, ) hdrmas, ahol

@ A egy nemiires halmaz, az univerzum, vagy alaphalmaz

@ ¢ a valtozdknak egy ,,default” értékadadsa, minden x véltozéhoz egy
©(x) € A objektumot rendel
o | az interpretdcios fuggvény, ez rendel a fuggvény- és
predikdtumjelekhez szemantikat, ,,értelmet” az adott struktirdban:
o ha f/n flggvényjel, akkor /(f) egy A" — A fliggvény;
e ha p/n predikatumjel, akkor /(p) egy A" — {0,1} predikdtum (vagy
,,reldcid”).
Erre van egy megkotésiink:
Az = binaris predikatumjelet minden struktiraban ténylegesen az
egyenléséggel kell interpretalnunk!
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Szemantika: termek kiértékelése

Ha t egy term, A = (A, [, p) pedig egy struktira, akkor t értéke A-ban
egy A-beli objektum lesz, melyet A(t)-vel is jeloliink és felépités szerinti
indukcidval definidlunk:
e Ha t = x valtozd, akkor A(t) = p(x)
(tehdt: a véltozdk értékét ¢ szabja meg)
o Hat =f(t1,...,t,), akkor A(t) = I(f)(A(t1), ..., A(tn))
(tehat: rekurzivan kiértékeljik a ti,...,t, termeket a struktdrdban,
kapjuk az a1, ..., a, € A objektumokat; ezeket behelyettesitjiik az
I(f) fliggvénybe, amit ebben a struktirdban az f jel jeldl.)
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Szemantika: termek kiértékelése

Példaul: ha +/2, x /2, /1 fliggvényjelek, 0/0 és 1/0 konstansjelek, x és y
pedig valtozdk, akkor egy struktira lehet pl. A = (Np,/, ¢), ahol

e Nop={0,1,2,...} a természetes szdmok halmaza;

° p(x) =2 ¢(y) =3 ¢(2) =6, ..

o I(+), I(x) és I(’) rendre az Gsszeadds, szorzds és az n+— n+1

rakovetkezés fliggvények,

o 1(0)=0¢és (1) = 1.
Ha ,,ismert” binaris fliggvény- vagy predikdtumjelekkel van dolgunk a
példakban, azokat infix is irjuk a konnyebb olvashatésag kedvéért, pl.
—i—(x y) helyett x + y-t. Akkor pl.

((x+ 1) x y) =9, hiszen A(x) =2, A(1) =1, akkor

Ax+1)=1(+)(2,1) =24+1=3, A(y) =3 és
A((x+1) xy) = /( )(3,3) =09.
e A((x xy)+0)=
e A(0+1)x1)=
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Szemantika: termek kiértékelése

Altaldban is elég csak a ténylegesen haszndlt véltozdk értékét
specifikalnunk ¢-ben:

Allitas

Ha t term, A = (A, 1, ¢) és A = (A, 1, ) pedig olyan struktirdk,
melyekre minden t-beli x-re p(x) = ¢'(x), akkor A(t) = A'(t).

Bizonyitas: t felépitése szerinti indukcidval

e Ha t = x: ekkor A(t) = ¢(x) = ¢'(x) = A'(t)

@ Ha t = f(t1,...,ty): ekkor minden i-re t; Gsszes x véltozdjara
o(x) = ¢'(x) is igaz. Igy az indukcids feltevés szerint A(t;) = A'(t;)
minden i-re, és ekkor

A(t) = I(f)(A(tr), ..., A(tn))
=I1(F)(A'(t1),..., A(tn))
= A'(t).
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Szemantika: termek kiértékelése

Ezért ha t-ben nincs véltozd, lgy a ¢ megadasa is felesleges, ilyenkor csak
A = (A, I)-nek irjuk a struktdrat.

Pl. az elébb (0 + 1) x 1 egy valtozémentes term volt; ezeket a termeket
alaptermeknek vagy ground termeknek nevezziik.
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Szemantika: formuldk kiértékelése

A két kvantor kiértékelésének definicidjahoz sziikségiink lesz a kovetkezo
jelolésre:

Ha A = (A, /, ¢) struktira, x véltozd és a € A objektum, akkor Ap,,
jeloli azt az (A, [, ) struktdrat, melyben

') = a ha y = x,
e o(y) kilonben.

Vagyis: A[y -t dgy kapjuk A-bdl, hogy benne az x vdltozé default
értékét a-ra valtoztatjuk, mast nem valtoztatunk meg.

Ha tobb valtozénak is bedllitunk értéket, akkor A[,., ] ] helyett
A[xsa,ysb)-t irunk, hogy olvashaté maradjon. A sorrend szamit, ha a
valtozok kozt van atfedés! A, ;5 «3-ban x default értéke 3 lesz.
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Szematika: formulak kiértékelése

Formula értéke struktdraban
Ha F formula, A = (A, /, @) pedig struktira, akkor az F értéke A-ban egy
igazsdgérték, amit A(F) jelol és az F felépitése szerinti indukciéval adunk
meg:

o Logikai konstansok: A(1) =1, A(}) =0

e Konnektivdk: A(F A G) = A(F) A A(G), A(=F) = =A(F), ...

@ Atomi formulak:

A(p(ty, ... tn)) = 1(p)(A(tr), ..., A(ts)).

Vagyis: A-ban el6szor kiértékeljik a ty, ..., t, termeket, kapjuk az
ai,...,an objektumokat és ezeket behelyettesitjiilk abba a
predikdtumba (és kapunk egy igazsdgértéket), amit ebben a
struktdrdban a p jelol.
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Szemantika: formuldk kiértékelése

Formula értéke strukturaban, tovabb

@ Kvantorok:

1 havanolyan a € A, melyre A, ,(F) = 1;
0 kiilonben.

A(IxF) = {

Tehat: akkor igaz, ha x értékét be tudjuk allitani tgy A-ban, hogy a
megvaltoztatott struktira kielégitse F-et.

1 ha minden a € A-ra igaz, hogy A ;(F) = 1;
0 kulonben.

A(VxF) = {

Tehat: akkor igaz, ha x értékét barmire is allitjuk be A-ban, a
megvaltoztatott struktira kielégiti F-et.
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Formuldk kiértékelése, példa

o Legyen A = (Np,/,¢) a természetes szimok szokdsos struktirdja:
1(0) =0, I(1) =1, I(+) Osszeadds, stb
@ /(<) a szokdsos ,,kisebb” relacié
e /(=) az egyenléség (mds nem is lehet)
o o(x) =15, p(y) =16
akkor pl. A-ban

e A(x <y)=1, hiszen A(x) =15, A(y) = 16 és I(<)(15,16) igaz
(,,tizendt kisebb, mint tizenhat” : P)

o A(Fz(y < 2)) igaz, hiszen pl. az A, ,0)(y < 2) igaz lesz: 16 < 20

o A(Ix(x < x)) hamis

o A(Vx(y < x)) hamis, hiszen pl. A, ,g(y < x) hamis (16 < 8 nem
igaz)
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Formuldk kiértékelése, példa

A-ban. ..

e Ix(1 < x A x+ x = z) pontosan akkor igaz, ha ¢(z) egy 2-nél
nagyobb paros szam, jeldlje ezt Even(z)

@ dx(x x x = z) pontosan akkor igaz, ha ¢(z) négyzetszam

@ Jdx(x x y = z) pontosan akkor igaz, ha ¢(y) osztja ¢(z)-t, jeldlje ezt
a formulat y|z

e -Ix(1<x A x<y Ax|y) pontosan akkor igaz, ha ¢(y) primszam,
jelolje ezt Prime(y)

A(Vx (Even(x) — Jzy3z(Prime(z;) A Prime(z2) A z1 + z0 = x))) =?
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Formuldk kiértékelése, példa

.»minden 2-nél nagyobb paros szam felirhatd két primszam osszegeként”
Ez az Gn. Goldbach-sejtés, nem ismert, hogy igaz-e.

De miért nem értékeljik egyszeriien ki ezt a formulat, hogy
megtudjuk?

Mert nem lehet automatikusan: pl. a természetes szamok szokasos
strukturdjdban (ha van Gsszeadds, szorzds, mondjuk 0, 1, és mondjuk
a < rendezés) nincs olyan algoritmus, mely ki tudna értékelni
tetszbleges input formulat.

(Itt a ,,nincs” azt jelenti: matematikailag be van bizonyitva, hogy
ilyen algoritmus nem l|étezik.)

Fact: ha csak osszeaddst haszndlunk, akkor arra van ilyen algoritmus.
(Ezt hivjdk Presburger aritmetikanak.)

Fact: ha a természetes szdmok helyett a valds szamokat vessziik az
alaphalmaznak, akkor arra is van. (ez meg a Tarski-Seidenberg tétel).
Open: ha a valés szamokon még bevessziik fliggvénynek az x +— e*
fuggvényt is, nem tudjuk, hogy arra van-e kiértékel6 algoritmus.
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Formulak kielégithetetlensége

Mint itéletkalkulusban is, A(F) = 1-et Ugy is irjuk, hogy A F F, vagy
A € Mod(F), széban ,,,A modellje F-nek”.

Ismét, ¥ F F a Mod(X) C Mod(F) logikai kdvetkezménynek a jele.
Tehadt: mar nagyon ,,egyszerli” A struktiirdkra is reményteleniil nehéz
lehet eldonteni, hogy A F F igaz-e egy input F formulara vagy sem.
Ezért a kovetkezo stratégiat szoktuk kovetni:

@ Leirunk néhdny formuldt egy ¥ halmazba, melyre A € Mod(X) (azaz
Y -ba felvesziink olyan formuldkat, melyeket A kielégit)

o Megprébaljuk bebizonyitani, hogy X F F.

e Ha igen, akkor A € Mod(X) C Mod(F) miatt A F F is igaz.

@ Ha nem...hat akkor vagy ¥ F —F-et probaljuk igazolni, vagy bovitjik

még 2-t, hatha van olyan tulajdonsdga A-nak, melyet még nem
vettiink figyelembe.

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 149 /309



A Peano-axiémak

Pl. a természetes szamok strukturajaban allitdsok bizonyitasara a
kovetkez6 ¥ formulahalmazbdl szoktunk kiindulni mint ,,axiomakbdl”:

e Vx(—(x' =0))

o VxVy(x' =y = x=1y)

e Vx(x +0=x)

o VxVy(x+y =(x+y))

° Vx(x-0=0)

o VxVy(x-y' =x-y+x)

o Vx(x <0—x=0)

o VxVy(x <y = (x <y Vx=y))

o VxVy(x <y V x=y V y<x)

@ Indukcids axiéma séma: (F(0) A Vx(F(x) = F(x))) — VxF(x), ahol
F(x) olyan formula, melyben legfeljebb az x véltozé fordul elé
szabadon, és F(0), F(x") gy allnak el8, hogy x helyébe O-t ill. x'-t
helyettesitiink (Id. késébb).
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Formulak kielégithetetlensége

Az itéletkalkulusbdl ismert Osszefliggések a F-ra tovabbra is igazak
maradnak, igy pl.:

@ X K| pontosan akkor, ha X kielégithetetlen;

e ¥ F F pontosan akkor, ha X U {—=F} kielégithetetlen;

@ haXkEFés> CT, akkor I E F;
ezért ha a & F F logikai kovetkezményt akarjuk bizonyitani, akkor azt
megtehetjiik Ggy, hogy a X U {—F} formulahalmaz (egy részhalmazardl)
mutatjuk meg, hogy kielégithetetlen.
Erre fogunk (féligeldontd) algoritmusokat nézni.
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Szabad és kotott valtozdeldforduldsok

Szabad valtozék

Egy F formuldban egy x valtozéel6fordulds szabad, ha nincs dx kvantor
hataskorében; egyébként kotott, és a legbelsé ilyen dx kvantor koti.

Példaul:
v (pl (1) A p(x,2) A Fytep(s,y)

A szines valtozéeléforduldsok kotottek, a fekete valtozéeldfordulasok
szabadok, a fekete nem szin.
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Kotott valtozdk default értékadasa nem szamit

Mint a termek kiértékelésénél is, a formuldkénal sem feltétlen kell teljesen
specifikalnunk a ¢ default értékaddst: elég csak azokat a véltozékat
megadni, melyek el6fordulnak a formuldban szabadon.

Ha A= (A 1,¢) és A" = (A, 1,¢) struktirdk és F formula dgy, hogy
minden F-ben szabadon el6fordulé x formuldra ¢(x) = ¢'(x), akkor

A(F) = A'(F).

Bizonyitas F felépitése szerinti indukcidval

e Ha F =t, akkor mindkét oldal 1, ha |, mindkét oldal O

@ Ha F = =G, akkor F-ben és G-ben ugyanazok a valtozdk fordulnak
el6 szabadon; az indukcids feltevés szerint

A(F) = =A(G) = ~A(G) = A(=G).
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Kotott valtozdk default értékadasa nem szamit

Bizonyitas F felépitése szerinti indukcidval

@ Hapl. F= GV H, akkor a G-ben / H-ban szabadon szereplé
valtozék szabadok F-ben is. Tehdt ezekre a valtozdkra ¢ és ¢’
megegyezik. Alkalmazva az indukcids feltevést:

A(F) = A(G) V A(H) = A(G) Vv A(H) = A(F).

A tobbi bindris konnektivara is ugyanigy.

e Ha F = p(ty,...,t,) atomi formula, akkor benne minden véltozé
szabad, tehat ¢ és ' megegyezik minden olyan valtozéra, aki
barmelyik t;-ben is szerepel. A termeknél mar lattuk, hogy ekkor
A(t;)) = A'(t;) minden i-re és igy

A(F) = 1(p)(A(t1), - - ., A(tn))
= I(p)(A(t2), .., Atn))
= A'(F).
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Kotott valtozdk default értékadasa nem szamit

Bizonyitas F felépitése szerinti indukcidval

@ Ha F = dxG vagy F = VxG, és F-ben a szabadon el6fordulé valtozék
halmaza X, akkor G-ben vagy X, vagy X U{x}. (Attdl fuggden, hogy
G-ben van-e szabadon x vagy nincs.) Persze x ¢ X.

Nézzik az A[,.,,) és az .AEX,_)a] alaki struktirakat! Ezek default
értékaddsa megegyezik X U {x}-en, hiszen
o X-en eleve megegyezik A-ban és A’-ben, az (j struktirdkban meg az

X-beli valtozék értéke ugyanaz marad;
o x-en mindkét struktira default értéke a.

Tehat minden a-ra az indukciés feltevés szerint
-A[x+—>a]( ) [Xr—)a](G)

Amibél kapjuk, hogy A(F) = A'(F).
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Mondatok kiértékelése

Egy formulat mondatnak vagy zart formuldnak neveziink, ha nem szerepel
benne véltozé szabadon.

(Pl. a Peano axiémdk mondatok voltak.)
Az el6z6 éllitds szerint ha egy F formula mondat, akkor hogy a AE F
fennall-e, nem fligg az A = (A, I, ¢) struktira p-jétdl.

Ezért ilyenkor a struktirdkat sokszor csak A = (A, /) formaban irjuk. J

Ezért beszéltiink az elobb ,,a" természetes szamok struktirdjardl: lehetne
a o valtoztatasdval sok kilonbozd struktiurdt kapni, de ha mondatokat
értékellink ki, a ¢ nem szamit.
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Az itéletkalkulus az elsorendii logikaban

Nem véletlendl jeloljiik a predikatumjeleket ugyandgy p, g, r-rel, mint
kordbban az itéletvaltozékat, ugyanis

Az itéletkalkulus az elsérendii logikanak az a specialis esete, amikor
minden predikdatumjel 0-véltozds.

Hiszen ekkor

@ az atomi formuldk p(), tehdt egyszeriien p alakdak;

@ a termeket nincs hova behelyettesiteni, igy a fliggvényszimbdélumok
interpretacidja nem lényeges, s6t az objektumok alaphalmaza sem az;

@ igy az individuumvaltozék sem szerepelnek egy formuldban sem;

@ ha pedig x nem szerepel F-ben szabadon, lgy az el6z6 allitas szerint
VxF és IxF is ekvivalensek F-fel, tehat kvantorokat sem kell
hasznélnunk. Itt fontos, hogy az univerzum mindig nemiires.

Tehat ebben az esetben pontosan azokat a formuldkat kapjuk, mint
itéletkalkulusban; egy ,,értékaddst” tekinthetiink mint egy strukturat.
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Mod, Th és Cons az elsérendii logikaban

e Ha X mondatok egy halmaza, akkor Mod(X), ¥ modelljei az olyan
A = (A, 1) alaki struktirdk osztdlya, melyek X Osszes elemét
kielégitik:

Mod(X) := {A=(A): VFeX AF F}

e Ha K az A = (A, ) alaki struktirdk egy osztdlya, akkor Th(KC), K
elmélete az osszes olyan F mondat halmaza, mely igaz IC minden
elemében:

Th(K) = {F: VAe K AF F}

e Ha X mondatok egy halmaza, akkor Cons(X) a X Gsszes

kovetkezményének a halmaza (szintén mondatokat tartalmaz):

Cons(X) := {F: XEF}.

Minden, amit itéletkalkulusra lattunk erre a harom operatorra
vonatkozdan, igaz marad els6rendi logikdra is (mert tovabbra is a F &ltal
meghatdrozott Galois-kapcsolatrdl van szd).
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o Altaldban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy F mondat igaz-e egy
konkrét A struktirdban (mint pl. a természetes szamokéban) vagy
strukturak egy konkrét IC osztdlydban (mint pl. ,,igaz-e minden
rendezett halmazra?”)

e Tehat, hogy F € Th(K) igaz-e, F benne van-e KC elméletében.
o csoportelmélet: K a csoportok osztélya
o szamelmélet vagy aritmetika: A a természetes szamok strukturdja
(Osszeadds, szorzas, rakdvetkezés, rendezés)
o halmazelmélet. ..

@ Mivel a struktirdkban (plane végtelen sokban) kiértékelni nehéz
(nagyon sokszor algoritmikusan nem is lehetséges), ezért a kérdést
nem igy vizsgdljuk, hanem konstrudlunk egy ¥ C Th(K) halmazt és a
> E F kérdést prébaljuk eldonteni.

@ Tehét azt, hogy F € Cons(X) igaz-e.
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Axiomatizélhatdsag

o Példaul a szamelmélet kérdéseit sokszor lgy vizsgaljuk, hogy a
kérdéses F mondat kovetkezik-e a Peano axidmakbdl.

@ A legjobb eset az, amikor taldlunk egy olyan véges ¥ mondathalmazt,
melyre Mod(X) = KC, hiszen ekkor
Cons(X) = Th(Mod(X)) = Th(K), vagyis pontosan a X
kovetkezményei adjak a IC elméletét.

o Ekkor azt mondjuk, hogy K végesen axiomatizalhatd, és ¥ a K-nak
egy véges axiomarendszere.

@ Ha van olyan X, melyre Mod(X) = K, de X nem feltétleniil véges, azt
mondjuk, hogy K gyengén axiomatizélhaté. (Ez algoritmikus
szemszogbdl egy sokkal rosszabb helyzet.)

o Litni fogjuk, hogy pl. a természetes szimok N struktidrdja még
gyengén se axiomatizalhaté (ez meg egy még rosszabb helyzet).
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Egy példa

Egy kovetkeztet6 rendszer

//@ requires n >= 0 o levezeti a ciklusmagra:

while( i '=n ){
r =r +d;
i=1+1;
d=d+ 2;

}

return r;

}

NEM KELL UNIT TESZT!

//@ ensures \result == nn Vivrvd (inv(i, r, d) —
int wut( int n ) { : :
int i = 0; inv(i+1,r+d,d+2)), ahol
int d = 1; inv(i,r,d) az
int r = 0; i*xi=rANi*x2+1=d
//@ maintaining i*i == r formula
&& i*2+1 ==

(i+1)*(i+1) = ixi+i*x2+41,
(i+1)%«24+1=i%x2+1+2,
Peano axiémakbdl kijon
levezeti, hogy inv(0,0,1)
igaz a ciklusmagba
belépéskor

véglil, a kilépéskor i == n,
tehat r = n* n tényleg.
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CNF els6rendben

o Az elsérendii logika esetére is szeretnénk kovetkeztetd rendszereket
épiteni.
@ Ehhez ismét normalformakra lesz sziikségtink.

o A legegyszeriibb eset: ha a formuldban nincs kvantor.
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CNF els6rendben

[smét:
o Literal: atomi formula (ekkor pozitiv) vagy negéltja (ekkor negativ),
pl. p(x, c), =a(x, f(x),2)
o Kléz: literdlok véges diszjunkcidja, pl. p(x) V —q(y,c)
e CNF: klézok konjunkcidja, pl. (p(x) V —=q(y,c)) N —p(x)

Kvantormentes elsérendii logikai formulat az itéletkalkulusban megszokott
maédon hozhatunk CNF-re:

o Nyilak elimindldsa
o Negdldsok bevitele deMorgan azonossdgokkal = NNF
@ az NNF-bol CNF készitése disztributivitassal
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CNF elsérendben, példa

(plx. () v a(0) < ((plx ¥)+q(x)) A plx, )

Nyilak elimindlasa:
<ﬁ (p(x7 F(x)) v q(y)) v ((ﬁp()@ y)Va(x)) Ap(x, C)))

A ((p(x, f(x))V q(y)) \/ﬁ<(—|p(x,y)\/q(x)) A p(x, C)))
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CNF elsérendben, példa

(_‘ (p(X, F()) v q(y)>\/((—.p(x,y)\/q(x)) A p(x, C)))

A ((p(x, F00)V aly) v = ((~p(x.y)Va()) A e, C))>

Negacidk bevitele:
((ﬂp(x, F)A=a() )V ((~p(x. y)va(x) A plx, c)))

A ((p(x, F9) v aly)) v ((plx. y)A=q(:) V(. c)))

Egy atomi formula pontosan akkor lesz negativ, és egy A/V pontosan
akkor valt a masikra, ha paratlan sok negacié belsejében van.
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CNF elsérendben, példa

((ﬂp(x, F)A=a()) v ( (=p(x,y)Va(x) A p(x,c))>

A ( (0. F09) V a(y) v ((pLey)A=a() v =l C>)>

(Klézok pirossal, CNF-ek kékkel aldhizva)
Disztributivitas:

—~
J

je

—
X
~-

 F(x)) vV =p(x,y) V a(x))
=p(x, f(x)) V p(x, C))
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Kielégithetetlenség def szerint

Elsérendii formuldk kielégithetetlenségének bizonyitdsira egy modszer
lehet a szemantika szerinti kifejtés:

F = Wxp(x) A Jy(p(y) = a(f(y))) A ¥Yz—q(2)

egy kielégithetetlen formula, mert:
@ Tegyiik fel indirekten, hogy F kielégithetd.

@ Akkor van modellje: legyen A = (A, I, ) egy struktira, melyre
A(F)=1.
o Mivel F harom formula konjukcidja, igy
o A(¥xp(x)) = 1

o AQ3y(p(y) — a(f(y)))) =1
o és A(Vz—q(z)) = 1.
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Kielégithetetlenség def szerint

o A(3y(p(y) — q(f(y)))) = 1 szerint van olyan a € A, melyre

Apsa)(p(y) = a(f(y))) = 1.

@ Tehat erre az a € A-ra

o vagy Ap,.(p(y)) =0, azaz I(p)(a) = 0,
o vagy Ap,.,(a(f(y))) =1, azaz I(q)(/(f)(a)) =1

teljesiil.

e Ugyanakkor, A(Vxp(x)) =1 szerint minden b € A objektumra
Apxsp)(p(x)) = 1, tehat I(p)(b) = 1.

@ Specidlisan ha minden b-re, akkor b := a-ra is I(p)(a) = 1, igy
I(p)(a) # 0.

e Emiatt I(q)(/(f)(a)) =1 kell legyen.
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Kielégithetetlenség def szerint

e Tovabba, A(Vz—q(z)) = 1 szerint minden ¢ € A objektumra
A[zr—)c](ﬁq(z)) =1, tehat A[z»—>c](q(z)) = 0, vagyis /(q)(C) =0.

e Ha minden c-re, akkor ¢ := I(f)(a)-ra is, emiatt pedig
I(q)(/(f)(a)) =0, ami ellentmondas.

Tehat a formula kielégithetetlen.
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Helyettesités: értékadds szintaktikai szinten

@ Az el6z6 mddszerben egy kényelmetlen részlet az értékadds.

o A kovetkeztet6 algoritmusainkban tisztan formuldkkal szeretnénk
dolgozni, objektum-értékek és interpretdcids fliggvények nélkiil.
o Ezért definidljuk a helyettesitést: ha x valtozé és t term, akkor
o ha u term, akkor u[x/t] egy term lesz, melyre

Apes aey(v) = Alulx/t])

e ha pedig F formula, akkor F[x/t] egy formula lesz, melyre
Apasaw(F) = A(F[x/t]).

Vagyis: az 4j term/formula értéke az eredeti struktirdban ugyanaz
legyen, mintha a struktdrdban elvégeztiink volna egy értékadast, és a
megvaltozott struktiraban értékelnénk ki az eredeti termet/formulat.

o Ertékadds helyett helyettesitéssel dolgozva nem kell majd az eredeti
struktirdhoz nydlnunk.
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Helyettesités termekben

Hasonldéan a kordbbiakhoz, a termek esete az egyszeriibb.
e Ha u és t termek, x pedig valtozd, akkor az u[x/t] termet az u term
felépitése szerinti indukciéval definidljuk:
@ Ha u az x véltozd, akkor u[x/t] := t.
e Ha u =y # x egy masik véltozd, akkor u[x/t] := u.
e Hau="f(t,...,t,), akkor

ulx/t] = f(alx/t],. .. talx/t]).
(Vagyis: végezziik el a helyettesitést rekurzivan az dsszes
résztermjében.)

Példaul f(x,g(x,y)) [x/g(c,y)] = f(g(c,y). &(g(c,y).y))
Praktice dgy kapjuk u[x/t]-t, hogy u-ban minden x-et t-re cseréliink.
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Helyettesités termekben

Allitas

Tetszbleges A struktirara, x valtozéra és u, t termekre

A(ulx/t]) = Apsay(v).

u felépitése szerinti indukciét alkalmazunk:
o Ha u = x, akkor u[x/t] =t és A(t) = Apa(t)(x) 1822
o Ha u =y # x véltozé, akkor u[x/t] = u és A(y) = Apa(e) (V) igaz.
e Ha u=f(t,...,ts), akkor pedig

A(ulx/t]) = A(f(tr[x/t], ..., ta[x/t]))

= I(F)(A(tr[x/t]), ..., A(ta[x/t])) term kiértékelés
= /(f)(«A[xHA(t)](tl)a s0c 7A[XHA(t)](tn)) indukcids feltevés
= Ao (f(t, ..., tn)) term kiértékelés
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Helyettesités formulakban

A formuldk esetében (a kvantorok miatt) a helyettesitési algoritmus ennél
bonyolultabb.
@ ,,cseréljik az osszes x-et t-re” nem felel meg az értékaddsnak: pl. ha
a formulank Vx(1 < x) — ami a természetes szdmok struktdrdjaban
hamis, és az [x/(y + 1)] helyettesitést szeretnénk végrehajtani igy:
o V(y +1)(1 <(y+1)) (common ZH és vizsga ,,megoldas”’) wut? ez
még csak nem is formula, kvantor csak valtozdt kothet le
o Vx(1 < (y+ 1)) — ez viszont igaz lesz a természetes szdmok
struktdrdjaban, akkor is, ha az x-nek az ¢(y) + 1 értékét adjuk
default értéknek. Tehat ez se jé igy.
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Helyettesités formulakban

Az el6z8 problémdt az okozta, hogy az Al 4(s)] struktdrdkban ha

kiértékeliink egy formuldt, abban csak a szabad x-ek értéke kellene A(t)-re
véltozzon.

o ,,cseréljik az Osszes szabad x-et t-re”
@ JOl hangzik, de nézziik a természetes szamok struktirdjat a p(x) =1,

©(y) = 42 default értékekkel, és az [x/y + y + 1] helyettesitést
mondjuk a kovetkez6 formuldban:

Vy(x >y +1)

e A szemantikai szinten: A, 4(,4y+1)-ben x Uj default értéke 85. A
formula pedig hamis, hiszen 85 nem nagyobb minden y-ra, mint y + 1
(pl. y = 314-re kisebb).

@ Ha viszont cseréljilk a szabad x-et y + y + 1-re:

Vy(y +y+1>y+1)
Ez a formula igaz.
@ Tehat ez se j6 értékadds kivaltasara.
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Helyettesités formulakban

Az el6z6 problémat pedig az okozta, hogy x meg kellene kapja az A(t)
értékét, de t-ben szerepel egy y, aminek t kiértékelésekor az y default
értékét kellene kapnia.

@ Viszont az el6bb belekeriilt a lecserélt t egy Vy hatdskorébe, igy nem
a default y-t kapta értékadil.
@ A megoldds: ha egy t-beli véltozé ,,lekotédik”, akkor nevezziik 4t a
kotd kvantor valtozdjat valami egészen Ujra.
Tehat ha F formula, x valtozd és t term, akkor F[x/t]-t F felépitése
szerinti indukcidval a kovetkezOképp definidljuk:
e Ha F =1 vagy F =], akkor F[x/t] := F. (Nothing to do here.)
e Ha F = =G, akkor F[x/t] := —(G[x/t]). (Rekurzivan elvégezziik a
helyettesitést.)
e Ha F = GV H, akkor F[x/t] := G[x/t] V H[x/t]. (Rekurzivan
elvégezziik.) A tobbi bindris konnektivara ugyanigy.
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Helyettesités formulakban

e Ha F = p(ty,...,t,), akkor
Flx/t] :== p(ti[x/t],..., ta[x/t]).

(Elvégezziik a termekben a helyettesitést.)
@ Ha F =VxG vagy F = 3xG (tehdt ha ugyanaz az x a kotott valtozo,

mint akit most helyettesitiink), akkor F[x/t] := F.
(Csak a szabad x-eket akarjuk cserélni, ebben a formuldban nincs x

szabadon, igy marad.)
@ Ha F =VyG vagy F = 3yG, y # x és y nem szerepel t-ben, akkor

Flx/t] :=Vy(Glx/t])

(vagy Jy(G[x/t]), értelemszeriien).
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Helyettesités formulakban

o Végiil, ha F =VyG vagy F = 3yG, y # x és y szerepel t-ben, akkor:

o Legyen z egy olyan véltozé, ami nem szerepel se F-ben, se t-ben és
nem is Xx.

Flx/t] = Vz(Gly/z][x/t]).
(értelemszeriien, 3 esetben 3 kvantorral kezdiink.)
Vagyis: el0szor keressiink egy Uj z véltozdt, nevezziik 4t a kotott y-t
erre a z-re F-ben, majd igy mar elvégezhetjilk a helyettesitést.

(Ha egy determinisztikus algoritmust szeretnénk mindenképpen, akkor
mondhatjuk, hogy ,,legyen z az elsé ilyen véltozd”.)
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Helyettesités formulakban

Ez a bonyolultabb algoritmus mar megvaldsitja az értékadast a szintaktikai

szinten:

Allitas

Ha A struktira, F formula, x valtozd és t term, akkor

Apsa)(F) = A(F[x/t]).

Bizonyitas F felépitése szerinti indukcidval

e Ha F =1 (), mindkét oldal 1 (0), OK
@ Ha F = (—G), akkor szokas szerint

A(F[x/t]) = A(—(G[x/t])) [x/t] def negdlasra
= -A(G[x/t]) — szemantika
— ﬂ,A[XHA(t)](G) indukcids feltevés

= Al a@))(76) = A ae))(F)  — szemantika
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Bizonyitds F felépitése szerinti indukcidval
@ Ha pl. F = GV H, szintén ugyanigy

A(F[x/t]) = A(G[x/t] V H[x/t]) [x/t] def vagyra
= A(G[x/t]) vV A(H[x/t]) V szemantika
= Apsa@®)](G) V A 4y (H) indukcids feltevés

= Apsae) (G V H) = A4 (F) Vv szemantika

@ A tobbi binaris konnektivara is ugyanigy
e Ha F =p(ty,...,ty), akkor

A(Flx/t])
= A(p(ta[x/t],. .., talx/t])) [x/t] def atomira
= 1(p)(A(t1[x/t]), ..., A(ta[x/t])) atomi szemantika

= 1(p)( Ao (tr), - - s Apsa(e)(ta))  termekre ezt tudjuk
= A[Xr—)A(t)](p(tla Yy tn)) = ‘A[X?—)A(t)](F) atomi szemantika
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Bizonyitas F felépitése szerinti indukcidval

@ Ha F = VxG vagy F = 3xG, akkor x nem szabad F-ben. Ekkor
tudjuk, hogy Ap,, 4(1))(F) = A(F), mert a két struktdra olyan
véltozé default értékén tér csak el, mely nem szabad F-ben. Tehat
mivel ekkor F = F[x/t], igy Apxsa)(F) = A(F[x/t]).

@ Ha F =VyG vagy F = 3dyG, x # y és y nem szerepel t-ben, akkor
tetszbleges a € A-ra A, A(t) ysa] = AlysaxsA(r)] hiszen A(t)
értéke nem fligg a benne szereplo y értékétdl, a értéke meg nem fligg
x-étol, tehat az értékadasok sorrendje nem szamit. Tehat ekkor

A[yHa](G[X/t]) A[y»—)a sa=ss A t)](G) indukcids feltevés
= A A(t) 4] (G) mert y nincs t-ben

= A[Xr—)A(t)] [yHa](G) killon vettuk,

és ha ez minden a-ra igaz, akkor A(F[x/t]) = Ap 4 (F) is fenndll.

v
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Bizonyitas F felépitése szerinti indukcidval
e Végiil, ha F =VyG vagy F = dyG, és y szerepel t-ben, akkor ha
z # x olyan valtozd, mely sem F-ben, sem t-ben nem szerepel, akkor
tetszbleges a € A-ra:

g (Gly /2l )
= Az a3, x— A(£)](Gly/2]) indukcids feltevés
= A A(t),z—4) (Gly/2]) z, x felcserélhetbk
= Apas A(t),za,y+3](G) indukcids feltevés
= Apas A(t),yr3](G) z-t6l nem fligg mar semmi
= Aps A(t)] [yHa](G) kiilon vettlik,

és ha ez minden a-ra igaz, akkor A(F[x/t]) = A .a(e)(F) is fenndll.

Ez volt az utolsé eset. )
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@ Tehat: van egy (Osszetett) algoritmusunk helyettesitésre, ami kivaltja
az értékadast.

o (Legalabbis akkor, ha az x-nek adni kivdnt értéket jeldli valamilyen
term a struktirdban, de ez nekiink épp elég lesz.)

e Ebbdl kijon az is (amit eddig is ,,érezni lehetett" ), hogy véltozét
atnevezni ekvivalens dtalakitas:

Allitas
Ha F = VxG (vagy 3xG) formula és y nem fordul el szabadon G-ben,
akkor F = Vy(G[x/y]). (3 esetben 3, persze.)

| A

Bizonyitas
Azt elég beldtnunk, hogy tetszbleges A struktirara és a € A-ra
Apisa)(G) = A4 (Glx/y]). De persze

Apysa(Glx/y]) = Alysax—sa(G)  a helyettesitési lemma szerint

= Ap2(G) mert y nincs G-ben szabadon.

v
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Valtozdatnevezés

A VxG = Vy(G[x/y]) képletben (ha y nincs G-ben szabadon) persze oda
kell figyelni a részletekre, pl. ha

G = p(x,z) AVxp(x,z) A yp(x, y),
akkor az atnevezés eredménye:

VxG = Vy(p(y,z) AVx(p(x,z)) A 3zp(y. z))

lesz.
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Normalformak elsérendben

Hogy egy formulaval dolgozni tudjunk, tn. zart Skolem alakra fogjuk
hozni. Ennek [épései:

@ Nyilak elimindldsa — a szokdsos médon

o Kiigazitds — hogy ne legyen valtozénév-iitkozés

@ Prenex alakra hozds — ekkor az osszes kvantor elore kerl

@ Skolem alakra hozas — ekkor az Gsszes kvantor elol lesz és mind V
@ Lezards — ne maradjon szabad valtozé-el6fordulas
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Egy formula kiigazitott, ha
o Kiilonboz6 helyen Iévé kvantorok kiilonbozd valtozdkat kotnek és

@ Nincs olyan véltozé, mely szabadon is és kototten is el6fordul.

Pl.
Ixp(x,y) A Vxq(f(x),x) A Typ(y, f(y))
nem kiigazitott, mert pl.
@ az x valtozét két kiilonbozo helyen is koti kvantor,
@ az y pedig el6fordul kototten is és szabadon is.
(A fenti kettd koziil az egyik is elég lenne.)

Pap(x,y) A Vxq(f(x2),x2) A 3yip(y1, f(y1))

egy ekvivalens kiigazitott formula.
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Altalaban is igaz:

TetszOleges F formulat ekvivalens kiigazitott alakra hozhatunk a kotott
véltozok () valtozokra vald dtnevezésével.

A gyakorlatban pl. ezt indexeléssel érjiik el.
Fontos, hogy a szabad valtozékat nem nevezhetjiik at! Akkor nem lesz
ekvivalens a formula az eredetivel.
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Prenex alak

Egy formula prenex alakd, ha Qix1@xxo ... Qux,F alakd, ahol F
kvantormentes és mindegyik Q; kvantor (vagy V, vagy 3). J

Tehat prenex, ha minden kvantor eldl van.

Note: a
Vxp(x) A q(y)

formula nincs prenex alakban, mert a g(y) mar nincs a Vx hatdskorében!
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Prenex alakra hozas

Minden formula ekvivalens prenex alakra hozhaté.

A prenex alakra hozas els6 Iépéseként ki kell igazitsuk a formulat. Ez pl. a
kovetkezok miatt fontos:
e Nem igaz, hogy IxF A 3xG = 3x(F A G). Példdul, ha F = (x < 0)
és G = (x > 0), az egész szdmok szokasos struktirdjaban kiértékelve
e a bal oldal: ,,van negativ szdm és van pozitiv szam", ez igaz,
e a jobb oldal: ,,van olyan szim, ami negativ és pozitiv"', ez hamis.
Tehat ha kulonbozd kvantorok kulonbozé valtozdkat kotnek, nem
feltétlen lehet azokat ,,0sszeolvasztani”.

e Egyébként IxF V IxG = Ix(F V G) igaz. Az univerzilis kvantor
esetében is hasonlé a helyzet: VxF A VxG = Vx(F A G) igaz, de
VxF V ¥xG = Vx(F V G) nem mindig igaz.
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Prenex alakra hozas

e Az sem mindig igaz, hogy IxF A G = 3x(F A G).
Példaul, ha F = (x < 0) és G = (x > 0) (tehat G-ben x szabadon
fordul el8!), akkor az egész szdmok szokasos struktdrdjaban a
©(x) = 42 default értékadassal

o A bal oldal: ,,van negativ szdm, és 42 > 0", ez igaz,
o A jobb oldal: ,,van olyan szdm, ami negativ és pozitiv', ez hamis.

o Itt pedig az okozza a problémat, hogy az eredetileg G-ben szabad x
el6fordulast ha lekoti egy kvantor, akkor mar nem a struktdra ¢
komponense adja neki az értéket, tehat a szemantika (jé eséllyel)
egész mas lesz.

Ez a két ok az, amiért a kiigazitaskor épp azt szeretnénk elérni, hogy

@ kiilonbozd kvantor-el6forduldsok kiilonboz6 véltozdkat kossenek le

@ és ne legyen olvan valtozé, mely szabadon is és kototten is el6fordul.
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Prenex alakra hozas

A kovetkezok viszont igazak:

—3IxF = Vx—-F
—VxF = 3x-F
IxF v G=3x(FV G
IxF A G=3x(FAG
VxF vV G=Vx(FV G ha x nem szerepel G-ben szabadon

) ha x nem szerepel G-ben szabadon
)
)
VxF A G =Vx(F A G) ha x nem szerepel G-ben szabadon
)
)
)
)

ha x nem szerepel G-ben szabadon

F Vv 3xG=3x(FVG
F AN 3IXG=3x(FAG
F VvV VxG =Vx(FV G
F N VxG=VYx(FAG

ha x nem szerepel F-ben szabadon
ha x nem szerepel F-ben szabadon
ha x nem szerepel F-ben szabadon

ha x nem szerepel F-ben szabadon
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Prenex alakra hozas

Az el6z6 félia ekvivalencidi kozil csak néhdnyat néziink meg.

—dxF = Vx—F

Tetszbleges A struktdrara

A(-3xF) =14 A(3xF) =0 — szemantikdja
< minden a € A-ra Ap,,,(F) =0 3 szemantikaja
< minden a € A-ra Ap,;(—F) =1 - szemantikdja
< A(Vx—F) =1 V szemantikdja
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Prenex alakra hozas

IxF A G = 3x(F A G), ha x nem szerepel G-ben szabadon

AGXF A G)=1

S AOxF)=1és A(G) =1

& valamilyen a € A-ra A,,,(F) =1és A(G) =1

< valamilyen a € A-ra (Ap5)(F) =1 és Ap5(G) = 1)
& A(Ix(F A G)) =1,

ahol a piros [épésnél hasznaltuk, hogy mivel G-ben nincs x szabadon, igy
A(G) = A4 (G) tetszleges a-ra igaz.

o Megjegyzés: itt megint fontos, hogy az univerzum nem lehet iires! Ha
megengednénk lres univerzumot, akkor pl. IxF VvV G mindig G-vel
lenne ekvivalens lires univerzum esetén (mert a IxF alaki mondatok
ott hamisak lennének), a 3x(F Vv G) pedig hamis lenne. (ugyanezért).
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Prenex alakra hozas

Az el6z6 ekvivalencidk adnak egy prenex alakra hozd algoritmust:
@ Imindljuk el a formuldbdl a — és <+ konnektivakat a szokott médon
o Az eredményt igazitsuk ki
o Az eredményen addig alkalmazzuk (balrdl jobbra) az ekvivalencidkat
(amiket lehet a kiigazitottsdg miatt), amig prenex alakid formuldt nem
kapunk.
A sorrend fontos:
@ A, kvantorokat kihozd" ekvivalencidk csak kiigazitott formuldn
alkalmazhatoék
@ A nyilak elimindldsa elronthatja a kiigazitottsdgot (a <»-on beliili
kvantorok duplikalédnak)
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Példa prenex alakra hozas

= (((VXﬁVy(p(x, y) VvV 3zq(x, z))) A Jwp(x, W)) vV =3vq(v, v))
- <3W((foly—\5|z(p(x, y)Va(x, z))) Ap(x, W)) V Yv—=gq(v, v))
- <EIW((VXEIyﬁEIZ(p(X, y)Va(x, 2))) Ap(x, w) \/VVﬁq v, v))

—SW(((VxﬂyVZﬂ(p(x,y)\/q(x, 2))) Ap(x, w) \/Vv—|q v,Vv)
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Példa prenex alakra hozas

~3w <((vx3 WWz=(p(x, y)Va(x, 2))) A p(x, W)) Vv Yv=g(v, v))
Y=y (VXHyVZ((—'(p(X, y)Va(x, 2))) Ap(x, W))vﬁq(v, v)>
Yw—YWx3yVz (((ﬂ(p(x, y)Va(x, 2))) Ap(x, W)) V=g(v, v)>
Yw3vIxvyIz— (((ﬁ(p(x, y)Va(x, 2))) Ap(x, W))vﬁq(v, v))

(Kaphattunk volna masik ekvivalens prenex alakot is, pl. v-t kihozhattuk
volna utoljra is, stb.)
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Skolem alak

Egy F formula Skolem alakd, ha
F = VxiVx...Vx,F*,

ahol F*-ben (a formula magjdban) mar nincs kvantor.

(Tehat: prenex alakd, és csak univerzalis kvantor szerepel benne.)
(Thoralf Skolem norvég matematikus, 1887-1963 utan, tehat ,,sz"-szel
ejtjiik)
A Skolem alakd formuldkkal azért j6 dolgozni, mert

Vx1...VxpF* E F*[x1/t1, ..., Xn/tn]

tetszOleges t; termekre.
Ez formalisan kijon abbdl, hogy
o ha A(VxF) = 1, akkor tetszbleges a € A-ra Al,.,;(F) =1
o tehdt tetszlleges t termre A, 4(¢)(F) = 1 (hiszen A(t) € A'is
nyilvan igaz)

soos . . . P

S a a o SN o o o= S a S /]
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Skolem alak

Az (sajnos) nem igaz, hogy minden formuldhoz megadhaté lenne
ekvivalens Skolem alak.
A kovetkezd viszont igaz:

Minden F formuldhoz konstrudlhaté egy olyan F’ Skolem alakd formula,
ami pontosan akkor kielégithetd, ha F is az.

Tehat: tudunk adni olyan algoritmust, mely
@ egy F formuldbdl elkészit egy F’ Skolem alakot

@ lgy, hogy ha F kielégithetd, akkor F’ is, és ha F kielégithetetlen,
akkor F’ is.

Ezt Ggy mondjuk, hogy F és F’ s-ekvivalensek, jelben F =, F'.
(s is for ,,satisfiability” here)

Ez 4ltaldban elég lesz, hiszen eleve a kielégithetetlenségre kerestink
algoritmust.
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A Skolem alakra hozds |épései:
@ Prenex alakra hozzuk a formulat (duh)
o Egyesével elimindljuk beldle a 3x kvantorokat valahogy

Persze ha csak tgy torolnénk a dx kvantorokat, az nem lenne helyes
algoritmus még s-ekvivalencia szempontjabdl sem: pl.

Vx3y(p(x,y) A =p(y, x))

kielégithets: legyen a struktdrdnk a természetes szamok halmaza, és p-t
interpretdljuk mondjuk a ,,kisebb” relaciéval. Ekkor a mondat: ,,minden
szamnal van olyan, ami nédla nagyobb és nem kisebb”, ez igaz.

Viszont ha toroljuk a dy kvantort:

Vx(p(x,y) A —=p(y,x))

kielégithetetlen (vegyiik észre, hogy itt y szabadda vélt), hiszen
tetszéleges A struktirdban az a := ¢(y) elemre

Apeso(P(x: ) A=p(ys x)) = H{p)(e(y), p(¥)) A =1 (p)(e(y), #(¥)),
ami mindenképp hamis, barmi is /(p)(¢(y), ¢(y)) értéke.
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Skolem alak

Az sem megoldds, ha a dx-eket Vx-ekre cseréljik, az el6z6 példabdl igy
kapott

VxVy(p(x,y) A =p(y,x))

szintén kielégithetetlen (ez is biztosan hamissd vélik akkor, ha x-nek és
y-nak ugyanazt az értéket adjuk).

”w_

Az el6z6 otletekkel a kovetkez6 a probléma intuitive:

o Egy VxdyF alakd formula kiértékelésekor eldbb megvalasztjuk x
értékét, majd ettdl fliggden valasztjuk meg y értékét.
o Altaldban is egy 3 kvantor értékének a megvalasztasakor (prenex

alaku formula esetében) a ,,jé" érték fligghet az Osszes el6tte 4ll6
V-kvantalt véltozé értékétél.

e Pl VxVy3z((x < z) A (y < z)) a természetes szamok struktirajiban:
.,minden x-re és y-ra létezik z, mely mindkettonél nagyobb”, itt is z
értéke fligghet x-étdl és y-étdl is.
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Skolem alak

A Skolem alakra hozas otlete:

Ha az dy-nal kotott valtozé ,,jé" értéke fligghet az xq, ..., x, valtozdk
értékétol, akkor vezessiink be egy f fiiggvényt, ami ,,megmondja”, hogy
hogyan fugg!

Azaz az elképzelés az, hogy I(f)(a1,...,an) := b egy olyan b-re, amit
akkor kapna y értékiil, ha xq értéke a1, xo értéke ap, stb.
Ezeket az Gjonnan bevezetett fiiggvényeket Skolem-fiiggvénynek nevezziik.
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Skolem alak

Ez mikodni is fog:

Allitas

Ha az f/n fiiggvényjel nem szerepel az F = Vx;Vx, ... Vx,JyF* kiigazitott
formulaban, akkor

F =sVxiVxa ... VxoF [y/f(x1,...,xn)] = F

Bizonyitas
Ennél tobbet mutatunk meg: azt, hogy
e ha A(F)=1az A= (A, I, ) struktirara, akkor van olyan
A" = (A, I', @) struktira az f-fel kibSvitett nyelvre, melyre minden
eredeti s (figgvény- vagy predikdtum)szimbdlumra /(s) = I’(s).
Tehat: ha F-nek van modellje, akkor ahhoz hozza tudunk adni egy
,,J6" f interpretaciét dgy, hogy az az F’-nek (is) modellje legyen.
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Bizonyitds folytatdsa

Tovabba, azt is meg fogjuk mutatni, hogy ha A’(F’) =1, akkor
A(F) =1 arra az A struktirdra, amit dgy kapunk A’-bél, hogy f
interpretdcidjat , elfelejtjiik”.

Ez az irdny konnyii: ha A'(F’) = 1, akkor minden

ai,az,...,ap € Ara

Ex1'—>a1,...,x,,b—>a,,](F*[y/f(xh oo0 ,X,,)]) =1,

ami a helyettesitési lemma szerint épp azt jelenti, hogy

ix1»—>al,...,x,,»—>a,,,y»—>l’(f)(a1,,..,a,,))](F*) =1
Ez pedig azt jelenti, hogy a b= I'(f)(a1,...,a,) értékre
Al (F*) =1, teht

[xa—ra1,...Xn—an] [y p)

AI[Xp—)al,...,x,,»—)a,,](ElyF*) = 17

tehat A'(F) =1 (és mivel F-ben nincs f, igy A(F) =1).
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Bizonyitds folytatdsa

A masik irdny:

o Tegyiik fel, hogy A(F) = 1. Akkor tetszbleges a1, ...,an € A esetén

A[n»—)al,...,x,,»—)an](zly,:*) = 1

o Tehat tetszbleges a1, ..., a, € A esetén van olyan b, melyre

A[xl»—>al,...,x,,>—>a,,,y»—>b](F*) =1

o Definialjuk az A’ struktdraban I’(f)-et dgy, hogy az I'(f)(a1,...,an)

értéke legyen egy ilyen ,,alkalmas” b.

@ Akkor tetszlleges as, ..., a, € A esetén
! *\
[xp—)al,...7x,,b—>a,,,yb—>l’(f)(a1,...,a,,)](F ) =1

@ Ez a helyettesitési lemma szerint épp azt jelenti, hogy

ixp—)ah...,xnr—mn](F*[}//f(xla ..y Xn)]) =1, tehdt A/(F/) =1L

v
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Skolem alak

Tehat vegyik a kovetkez6 algoritmust: az F input formulat

@ el6szor hozzuk prenex alakra (nyilak elimindlasa, kiigazitds, kvantorok

kiemelése)
@ majd minden dy-lekotott valtozdt a formula magjdban cseréljiink le
egy f(x1,...,xn) termre, ahol

o f egy teljesen Uj fliggvényszimbdlum (tehdt ha formuldk egy egész ¥
halmazaval dolgozunk, akkor £ semelyik elemében nem lehet f! és
minden 3 kvantor esetében (jabb és (ijabb Skolem-fiiggvényeket
gyartunk!)

® Xxi,...,Xp pedig az y el6tt szerepld V-kotott valtozdk.

A kapott formula s-ekvivalens lesz az eredetivel.
(S6t, ha ezt egy input ¥ formulahalmaz minden formuldja elvégezziik,
akkor a kapott Y’ formulahalmaz is s-ekvivalens lesz az eredetivel.)
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Skolem alak, példa

IxVyVzIvaw(p(x, y, f(2)) A —q(x, f(v),w) A p(c,v))

@ x egy egzisztencialisan kotott valtozd, eldtte nem szerepel
univerzalisan kotott, tehat helyére egy nullavaltozés
Skolem-fliggvényt, azaz Skolem konstanst vezetiink be. Ez nem lehet
¢, mert az mar szerepel a formuldban, legyen mondjuk d.

o dv eldtt V-kotott valtozd y és z, tehat egy () binaris Skolem
fuggvényjelet generdlunk, legyen ez g (mert f nem lehet, az foglalt),
v-t mindenhol g(y, z)-re cseréljiik.

e w-t pedig mindenhol h(y, z)-re (a neki generdlt Skolem-fiiggvény mar
nem lehet sem f, sem g).

Az eredmény:

Vyvz(p(d,y,f(2)) AN =q(d,f(g(y,2)),h(y,2)) A plc,g(y,z))).
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Zart Skolem alak

Az in. alap (ground) rezoliciés algoritmus olyan ¥ formulahalmazon tud
majd dolgozni, melynek

@ minden eleme Skolem alakd,
o zart (tehat nincs benniik szabad valtozd),
@ és minden formula magja CNF-ben van.

Ha tehat egy tetszbleges ¥ formulahalmazt kapunk inputként, ennek
minden elemét Skolem-alakra tudjuk mar hozni, a magjukat pedig CNF-re.
Hogy zart legyen minden formuldnk, azt lgy érjiik el, hogy

@ minden x szabad el6fordulds helyett egy (j ¢ konstansjelet vezetiink
be

@ ezt gy, hogy minden formuldban az Osszes szabad x helyére ugyanazt
a cx-et irjuk!

Ezzel az 4talakitassal tovabbra is s-ekvivalensek maradunk (mert: legyen
I(cx) = p(x) j6 lesz).
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Herbrand strukturak

A helyettesitési algoritmusnak latszélag van egy gyenge pontja.

Csak akkor tudjuk elvégezni a A, ,)(F) értékadast a szintaktikai
szinten A(F[x/t])-ként, ha van olyan t, amire A(t) = a.

Nem minden struktdrdban van ilyen t! Pl. a valds vagy a racionélis
szamok struktirdjaban ha csak a + és x jeleket tudjuk haszndlni,
mondjuk a 0 és 1 konstansokkal, akkor azokkal is csak az egész
szdmokat tudjuk eljeldlni (ezeket tudjuk felépiteni ground termként).

Azt szeretnénk, ha egy VxF alakd formula (vagy &ltaldban: zért
Skolem alakok halmazédnak) kielégithetéségének vizsgélatakor elég
lenne ellenérizniink az ,,6sszes” F[x/t] alakd formuldbdl allé halmazt.

Ez pl. a racionélis szamok struktirajaban nem miikodik: a
Vx(egész(x)) formula ott hamis, de ha barmilyen [x/t] helyettesitést
végziink a magon, a kapott egész(t) formula mindig igaz lesz (ha t
alapterm).
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Herbrand strukturak

@ Ezt a problémat oldjdk meg az iUn. Herbrand struktirak, amikre a
kovetkez6 lesz igaz:

@ Herbrand struktiraban minden elem eljelolheté egy alaptermmel.

o Ha egy ¥ formulahalmaz kielégithetd, akkor van Herbrand modellje
(azaz: X-t kielégitdé Herbrand struktira) is.

o Ez a két tulajdonsag fogja azt biztositani, hogy kielégithetetlenség
bizonyitasakor a szemantikus értékadas miivelet tényleg kivalthaté
lesz a szintaktikus helyettesités miivelettel.
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Herbrand strukturak

De mi is egy Herbrand struktdra?
(Jacques Herbrand, 1908-1931)
Az alaptermek vagy ground termek a valtozémentes termek.

Tehat: melyeket felépithetiink csak a fliggvényjelek alkalmazasaval.

Pl. ha f/1, g/2 és c/0 fiiggvényjelek, akkor alaptermek pl.

¢, f(c), f(f(c)), &(c,c), gl f(c)), &(f(c),f(c)),. ..

@ Az Osszes alapterm halmazat Ty jeloli. (A 0 itt a ,,0 valtozd”-t
jelenti, altaldban T,-be azok a termek tartoznak, melyekben csak az
{x1,...,xn} valtozdk szerepelnek.)

@ A kovetkezb részben fontos, hogy Tg ne legyen lires. Ezért ha a
nyelviinkben nincs konstansjel, akkor generalunk egyet.
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Herbrand strukturak

De mi is egy Herbrand struktira?

e Egy A= (A, I, ) struktirat Herbrand struktdranak neveziink, ha

@ univerzuma A = Ty az alaptermek halmaza és

o tetszleges f/n fliggvényjelre I(f)(t1,..., tn) = f(t1,..., tn).
Tehat az objektumok maguk az alaptermek, és a fliggvényjelek
interpretécidja , értelemszer(i”. Példaul ha /1, g/2, c/0:

e ¢, f(c), f(f(c)), g(c,c), g(f(c), f(c)) mind objektumok

e persze c, f(c), f(f(c)),...tovdbbra is (alap)termek is egyben

@ éspl. a g(c, f(c)) termet a kdvetkez6képp értékeljik ki egy A
Herbrand strukturdban:

o Kiértékeljiik c-t. Erre l( )() = c a Herbrand struktira definiciéja
szerint, tehat A(c) =

o Kiértékeljiik f(c)-t (rekurzwan) tudjuk, hogy A(c) = ¢, és ekkor
A(f(e)) = I(F)(A(c)) = I(F)(c) = f(c).
o Tehdt g(c, f(c)) értéke
Alg(c, f(c))) = 1(g)(A(c), Af(c))) = I(g)(c, f(c)) = &le,f(c)).
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Herbrand strukturak

Amit az eldbb lattunk, mindig igaz: Herbrand struktiraban egy alapterm
értéke mindig onmaga.

Tetszdleges A Herbrand struktirara és t alaptermre A(t) = t.

Bizonyitds
A t term felépitése szerinti indukciét alkalmazunk:

@ t = x, x valtozé: ez az eset nem lehet, mert alaptermben nincs

valtozd.
® t=f(t1,...,ty): Ha t alapterm, akkor t1,...,t, is mind alaptermek.
Tehat az indukcids feltevés szerint A(t;) = t; minden i-re és ekkor

A(f(tr, ..., tn)) = I(F)(A(t1),...,A(ts)) term kiértékelés def
= I(f)(t1,...,tn) indukcids feltevés
= f(t1,...,ty) = t. Herbrand /(f) def
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Ha csak a 0 konstansjeliink és az s undris fliggvényjeliink van, akkor egy
Herbrand struktiraban:

@ az univerzum az alaptermek halmaza:
{0,5(0), 5(s(0)), s(s(s(0))), - - -}

e azzal, hogy 1(0) = 0 és I(s)(s"(0)) = s"*1(0)
tehat a természetes szamok struktirdja az s (successor, rakdvetkezés)
miivelettel egy Herbrand struktra.
Ha ebben a struktirdban az 6sszeaddst mint predikdtumot definidljuk (a
szandék: /(add)(x,y,z) =1, ha x + y = z), ezt formalizilhatjuk:

° VxVyVz1Vz(add(x,y, z1) Aadd(x,y, ) = z1 = z2)

e VxVy (add(x,0, x))

e VxVyVz(add(x,y, z) — add(x, s(y),s(z)))

A szorzast is hasonldan.
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Note: Herbrand struktirdkban az egyenloség kezelése problémassa valik.

@ Pl. ha a természetes szamok strukturadjdban hasznédlhatjuk a +/2
fuggvényjelet is, akkor a 0 és a 0 + 0 alaptermek nem egyenldek, de
szeretnénk Oket egyenlonek kezelni.

@ erre még visszatériink

@ egyel6re a nyelviinkben ne legyen egyenlGség
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Herbrand strukturak

@ Az igy nyilvan igaz, hogy egy Herbrand struktirdban minden
objektumot el tudunk jelolni egy alaptermmel: a t alaptermet mind
objektumot maga a t alapterm jeloli.

@ Ami emiatt algoritmikus szempontbdl fontos: ha A egy Herbrand
struktira és van egy VxF alaki formuldnk, akkor arra

AEVXxF < AFE F[x/t] minden t alaptermre.

(Mert igy a helyettesitési lemma szerint A[,.,, F F minden a € A-ra.)
@ Azaz, Herbrand struktirakban tekintve VxF és {F[x/t] : t € To}
ekvivalensek!

Ha Vx1 Vx5 ... Vx,F egy zart Skolem alak, ahol F kvantormentes, akkor
Herbrand kiterjesztése az

E(Vx1Vx2 ... VxpF) = {F[X]_/t]_,Xz/tQ,...,Xn/tn] it € To}

formulahalmaz. (E mint ,,extension”)

v
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Herbrand strukturak

Ha F = VxVy (p(x,y) A =p(f(x). &(x,¥))), és c/0, f/1, g/2 a
fliggvényjelek, akkor E(F)-ben vannak pl.

o p(c,c) A—=p(f(c) g(c,c))
o p(c,f(c)) A=p(f(c), f(c,f(c)))
o p(f(c),&(c,c)) A=p(f(f(c)),&(f(c), &(c;c)))

Ez a formula igy kielégithetetlen, hiszen E(F)-nek —p(f(c),

g(c,c))is és
p(f(c),g(c,c)) is kovetkezménye, ami nem lehetséges.
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Herbrand strukturak

Amiért a kielégithetetlenség vizsgdlatahoz elég csak Herbrand
struktdrdkban gondolkodnunk, az a kovetkezo:

Zart Skolem normalformak tetszdleges halmaza pontosan akkor
kielégithetd, ha van Herbrand modellje.

(A tétel ebben a formdban csak olyan mondatokra vonatkozik, melyekben
nincs egyenléség.) A tétel haszna szdmunkra:

@ ha az input ¥ formulahalmazrdl kell belatnunk, hogy kielégithetetlen,
@ akkor elészor is zart Skolem alakra hozzuk, legyen ez mondjuk X/,

@ majd megmutatjuk, hogy nincs olyan Herbrand-struktdra, ami
modellje X'-nek.

A Herbrand tételbdl és abbdl, hogy a zart Skolem alakra hozas
s-ekvivalens miivelet, kovetkezik, hogy > pontosan ekkor kielégithetetlen.
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Herbrand tétel — bizonyitds

Ha X-nak van Herbrand modellje, akkor nyilvan kielégithetd.
Tehat csak azt kell belatnunk, hogy ha van valamilyen A = (A, /)
modellje X-nak, akkor van egy A’ = (To, !") Herbrand modellje is.
Mivel Herbrand-modellrél van szd, az alaphalmaz (Tp) és a
fliggvényjelek interpretacidja I'(f)(t1,...,ts) = f(t1,..., t,) adott.
Mivel & mondatokbdl all, a ¢ értékaddst elhagyhatjuk.

Tehdt csak a predikdtumjeleknek kell szemantikdt adnunk.

Ha p/n predikdtumjel és t1, ..., t, alaptermek, akkor legyen

I'(p)(tr, ... tn) == I(p)(A(t1), ..., A(tn)).

Vagyis: ha p-t akarjuk kiértékelni a Herbrand struktirdban a
ti,...,t, alaptermeken (mint objektumokon), akkor értékeljik ki a t;
alaptermeket (mint termeket) A-ban, és az igy kapott (A-beli)
objektumokon p értékét (A-ban) adjuk vissza A’-ben.
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Herbrand tétel

Bizonyitds folytatdsa

o Azt dllitjuk, hogy ez az A’ Herbrand struktdra modellje X-nak.

o Ehhez legyen Vx1...Vx,F € X. Megmutatjuk, hogy
EX1/t1 Xn/t,,](F) =1 minden ty,...,t, alaptermre.

@ A helyettesitési lemma szerint

/[Xl/tl,...,x,,/t,,](F) = A,(F[Xl/tl)"'7xn/tn])a

hiszen A’(t;) = t; minden i-re, mert A’ Herbrand struktdra.

o Azt tudjuk, hogy A(Vxi...Vx,F) =1, tehat tetszbleges t1,. .., t,
alaptermekre
Apa A1), 0 Altn)] (F) = 1,
ami a helyettesitési lemma szerint azt jelenti, hogy
A(F[x1/t1, ..., xa/tn]) = 1. )
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Herbrand tétel

Bizonyitds folytatdsa

o Elég tehat beldatnunk, hogy

A'(F7) = A(F7)

tetszbleges F* kvantormentes és véltozémentes (alap)formulara.
o Ezt F* felépitése szerinti indukciéval tessziik:

e Ha F* = p(t1,...,t,) atomi formula, akkor ti,...,t, alaptermek
(mert F*-ban nincs valtozd). Ekkor

ty,.. ) mert A" Herbrand struktiira
A(t ) . A(tn)) I'(p) def szerint

ti,.. t,,)) szemantika def szerint

v
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Herbrand tétel

Bizonyitas folytatasa

e Ha F* = =G, akkor G is kvantormentes alapformula, tehat

A'(F*) =-A'(G) szemantika def
=-A(G) indukcids feltevés
= A(—-G) = A(F) szemantika def

@ és hapl. F* = G V H, akkor szintén a szokdsos médon

A(GV H)=A(G)Vv A(H) szemantika
= A(G) V A(H) indukcié
=A(GV H) = A(F") szemantika,

a tobbi binaris konnektivara is ugyanigy.

@ Mivel pedig kvantorok nem lehetnek F*-ban, igy kész vagyunk.

v
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A Herbrand tétel és az egyenldség kezelése

o Az I'(p)(t1,...,tn) = I(p)(A(t1),...,A(tn)) definicié nem valid,
ha p az egyenldség predikatum.

@ Hiszen pl. ekkor a természetes szamok struktirajaban, ahol van +/2
fuggvényijel, ez pl.

I'(=)(0,0+0) = I(=)(A(0),A(0+0)) = I(=)(0,0)

lenne, azaz igaz kéne legyen.

@ Viszont az egyenldségjelet a Herbrand struktdraban sem definidlhatjuk
feliil!

o (feliil kéne, mert 0 és +(0,0) nem ugyanaz az alapterm.)

@ A megoldds: = helyett a formuldkban felvesziink egy tj (mondjuk
equals) bindris predikatumjelet, errél kimondjuk, hogy kongruencia és
ezt hasznaljuk = helyett mindenhol.
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A Herbrand tétel és az egyenldség kezelése

@ A kongruencia azt jelenti, hogy ekvivalencia-relacié:
o Vx equals(x, x) — reflexiv
o VxVy equals(x,y) — equals(y, x) — szimmetrikus
o VxVyVz equals(x, y) A equals(y, z) — equals(x, z) — tranzitiv
@ ...és hogy ,.egyenld” értékeken alkalmazott
fliggvények/predikatumok értéke is ,,egyenld” (kompatibilis veliik):
minden f/n-re

Vx1Vy1VxaVys ... Vxp,Vyn

equals(xy, y1) A ... A equals(xp, yn)

— equals(f(x1,...,%xn), f(V1,---,¥n)) fliggvényjelekre

= p(x1,..yxn) < p(V1, -y Yn) predikdtumjelekre
e Ha igy alakitjuk at a formuldinkat (minden egyenl3séget equalsra

cseréliink és felirjuk a fenti formuldkat, miszerint equals egy
kongruencia), akkor az igy atalakitott ¥-ra mar igaz a Herbrand tétel.
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Példa: a Peano axiémak

Ha példaul vessziik a Peano axiémakat:
o a fliggvényjelek ott 0, s, + és x voltak
@ a predikdtumjelek < és hasznaltuk az = jelet is
@ az = helyett bevessziik az equals predikdtumot
o Az atalakitott axiémak:

=0)) = Vx(—equals(s(x),0))

VxVy (s(x) = s(y) = x = y) = VxVy(equals(s(x),s(y)) — equals(x, y
= x) = Vx(equals(x + 0, x))
=0) = Vx(x < 0 — equals(x, 0))
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Példa: a Peano axiémak

.. és felvessziik a kovetkezoket:

»X)

Vx equals(x
x,y) — equals(y, x))
X

(
VxVy (equals(
VxVyVz(equals(x, y) A equals(y, z) — equals(x, z))
Vx1Vy1(equals(xi, y1) — equals(s(x1), s(y1))
Vx1Vy1VxaVya (equals(xi, y1) A equals(xz, y2) — equals(xy + y1, x2 + y2))
Vx1Vy1VxoVys (equals(xy, y1) A equals(xz, y2) — equals(xy X y1, X2 X y2))
(

Vx1Vy1VxaVya(equals(xi, y1) A equals(xz, y2) — (x1 < y1 < x2 < y2))

akkor ennek a rendszernek egy Herbrand modelljében
e az alaptermek pl. 0, s(0), s(0) + s(s(0)), s(0) + O stb.
e a fliggvényinterpretacidk: /(+)(s(0),s(s(0))) = s(0) + s(s(0)) stb.
e az equals-ra pl. equals(s(s(0)),s(0) + s(0)) igaz (de nem egyenlSek)
@ a <-re pl. s(s(0)) < s(0)+ s(s(0)) x s(s(0)) igaz
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Herbrand tétel

Kovetkezmény

Formuldk egy > halmaza pontosan akkor kielégithetd, ha Iétezik
megszamlalhaté modellje.

Vagyis: ha X kielégithetd, akkor van olyan modellje is, melynek
univerzuma ,,nem tdl nagy”: véges vagy megszamlalhatdan végtelen.

Bizonyitas

o Tegyik fel, hogy X kielégithetd.

@ Hozzuk zart Skolem alakra X-t, legyen a kapott formulahalmaz ¥’.
o Tudjuk, hogy ekkor ¥’ is kielégithet8, és igy van Herbrand modellje.
°

Ez a Herbrand modell megszdmlalhaté (mert fel tudjuk sorolni az
osszes alaptermet, mert a fliggvényjelek halmaza is megszamlalhaté
volt)

@ Ez a Herbrand modell az eredeti X-nak is modellje (azzal, hogy
,.elfelejtjik” a bevezetett Skolem-fiiggvényeket).
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Herbrand tétel

Ez példaul azt is jelenti, hogy R nem axiomatizdlhaté még gyengén sem:
nincs olyan ¥ formulahalmaz, melyre Mod(X) = {R}, tehdt melynek
pontosan csak a valds szamok struktirdja az egyetlen modellje.

@ Hiszen ha ¥-nak R egy modellje, akkor kielégithetd.
@ Ha pedig kielégithetd, akkor van megszamlalhaté modellje.

@ De R nem megszamlalhaté (a valds szdmokat nem lehet r1, ra, . ..
felsorolni dgy, hogy ne maradjon ki valaki).
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Detour: R nem megszamlalhaté

e Egy valds szdm a [0, 1] intervallumban: egy 0.b1bobsby . .. alaki
végtelen string, b; € {0,1} (kettes szdmrendszerben végtelen
,,tizedes" tortként)

@ irjunk fel valés szamokat egy r1, r2, r3, . .. sorozatban

@ akkor az egész sorozatot egy (végtelen) tabldzatba rendezhetjiik:

by | by | b3 | bs | bs
n=]0]0]1|0|0
np=|0]1,0]1|1
r=|1]1,0]0/|1
m=0]1,0]0|0

@ és a pirossal jelolt atléban szerepld 0.0100. .. elemet ha minden
koordindtdn megvaltoztatjuk, a kapott 0.1011... elem egyik sorban
sem szerepelhet (hiszen az r;-t8l a bj-ben kiilonbozik)

o tehdt pl. ez a valdés szdm nem jelenhet meg a tdblazatban = nem
lehet felsorolni a valds szdmokat (ez a ,,diagonalis mddszer”
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Herbrand tétel

Ha X zart Skolem normalformdk halmaza, akkor legyen

E(T) = [J E(F),

Fex

tehdt ¥ Herbrand kiterjesztését tgy kapjuk, hogy az Osszes 2-beli F
formula Herbrand kiterjesztésének vessziik az unidjat.

Példa

Ha X = { Vxp(x), Yy—-p(f(y))}, akkor E(X)-ban van pl.
@ p(c) (az elsd formula Herbrand kiterjesztésébdl, ¢ az 1 konstansjel)

e p(f(c)) (szintén az els6ébdl)
e —p(f(c)) (a masodikébdl)
és E(X) kielégithetetlen (hiszen szerepel benne p(f(c)) és —p(f(c)) is).
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Herbrand kiterjesztés

Kovetkezmény

Zart Skolem normalformdk X halmaza pontosan akkor kielégithetd, ha
E(X) kielégithetd.

Bizonyitas

> kielégitheto

< Y -nak van Herbrand modellje

< A E ¥ valamilyen A Herbrand struktirara

< van olyan A Herbrand struktira, melyre A E F minden F € E(X)-ra
< E(X)-nak van Herbrand modellje

& E(X) kielégithetd.
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Az elsorendii logika kompaktsagi tétele

e Egy E(X) Herbrand kiterjesztés atomi formulai p(ti,...,t,) alakd
alapformuldk (t;-k mind alaptermek).

@ Egy Herbrand struktirat eddig tgy tekintettiink, mint amelynek az /
interpretacids fliggvénye egy p/n predikdtumjelhez egy
I(p) : T§ — {0,1} predikdtumot rendel, majd p(t1,..., t,) értékét
agy kapjuk, hogy /(p)-be behelyettesitjiik (t1,. .., ty)-t.

@ Ehelyett Ggy is tekinthetjiik az interpretacids fliggvényt, mint ami
minden egyes p(t1,...,t,) alap formuldhoz kozvetlenill rendel egy
{0,1} értéket.

o Tehat egy E(X) Herbrand kiterjesztésnek egy Herbrand modelljét
keresni ugyanaz, mint

e a p(tiy,...,t,) atomi alapformuldk mindegyikét egy itéletkalkulusi
véltozénak tekinteni
o és ennek az itéletkalkulusi formulahalmaznak keresni egy modelljét.
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Ha vesszik a ¥ = {even(O), Vx (even(x) <+ —even(s(x))) }
formulahalmazt, ennek E(X) Herbrand kiterjesztése:
e even(0)
e even(0) <» —even(s(0))
e even(s(0)) « —even(s(s(0)))
° ...
Az alaptermek: 0,s(0),s(s(0)),...
Egy Herbrand struktira tehat ekkor értéket kell adjon az even(0),

even(s(0)), even(s(s(0))),.. . itéletkalkulusi valtozéknak.
Pl. modell: even(s"(0)) := 1, ha n péros.
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Az elsorendii logika kompaktsagi tétele

Tétel

Elsérendii logikai formuldk tetszéleges > halmazidra és F formulara ¥ E F
pontosan akkor igaz, ha mar egy véges 2o C > halmazra is X F F igaz.

Bizonyitas

@ ¥ F F pontosan akkor, ha X U {—=F} kielégithetetlen.
e Ez pontosan akkor, ha E(X U {—F}) kielégithetetlen.
@ Ez pontosan akkor, ha nincs Herbrand modellje.
(]

Ez pontosan akkor, ha az E(X U {—=F}) mint itéletkalkulusbeli
formulahalmaz kielégithetetlen.

o Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele szerint ez pontosan akkor, ha van
egy véges Xy C E(X U {—F}) kielégithetetlen részhalmaza.

o Ez a véges részhalmaz nyilvdn X U {—F}-nek egy véges X
részhalmazanak Herbrand kiterjesztésében benne van.

@ Tehat van olyan véges Yo C ¥, melyre 3o F F.
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Az elsorendii logika kompaktsagi tétele

A kompaktsagi tétel szerint. ..

@ van félig eldontd kielégithetetlenségi algoritmus elsérendii logikara:
e az i. iterdcidban az input ¥ els6 i formuldjanak vessziik a
Herbrand-kiterjesztésének elsé i elemét (mondjuk)
o erre a véges halmazra futtatunk egy itéletkalkulusbeli algoritmust (pl.
rezolliciét)
o ha kielégithetetlen = ¥ is az
e ha nem = kovetkezé iteracié

@ viszont az is kijon bel6le, hogy vannak tulajdonsagok, melyeket nem
lehet elsérendii logikaban kifejezni
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Az elsorendii logika kompaktsagi tétele

Pl:

Nem lehet kifejezni elsérendii logikaban, hogy ,,az univerzum véges" .

o Tegyiik fel, hogy a ¥ formulahalmaznak minden A struktdra modellje,
ha univerzuma véges.

Legyen F, = dx33dxy . .. Elx,,(/\i#x,- # XJ)
Fn-t egy struktira akkor elégiti ki, ha legaldabb n-elemi.
Nézzik a A := X U{F,: n > 0} formulahalmazt.

Nyilvan A-t nem elégiti ki egyetlen véges struktira sem, hiszen ha A
n-elemi, akkor A Fpyq.
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Az elsorendii logika kompaktsagi tétele

Bizonyitds folytatdsa

@ De A minden véges részhalmazat kielégiti egy véges struktira, hiszen
egy véges részhalmazban csak véges sok F; szerepel, és ha n a
legnagyobb ezek koziil, akkor egy n + 1-elemi struktira kielégiti az
adott véges részhalmazt.

o A kompaktsagi tétel szerint ekkor tehat A is kielégithetd, tehat van
modellje

o Ez a modell végtelen kell legyen

o Mivel pedig ¥ C A, ez a végtelen struktira modellje >X-nak is.
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Az elsorendii logika kompaktsagi tétele

Hasonldan kijon pl, hogy nem lehet

@ gyengén axiomatizalni a természetes szamokat: ha Ar = Th(N) a
szamelmélet (,,aritmetika”), akkor Ar-nak van olyan modellje, mely
nem izomorf A/-nel

e tranzitivan lezarni: ha F(x, y) egy formula, nem feltétleniil tudunk
olyan F(x,y) formuldt felirni, mely pont akkor igaz egy (a, b) parra,
ha van olyan a = xg, x, ..., x, = b sorozat, melyre F(x;, xj+1) igaz
minden J-re

@ SQL-ben egy ,,fonok-kozvetlen beosztott” tablabdl egy queryvel
,,fénok-beosztott” tablat késziteni (mert ez maga a tranzitiv lezaras
lenne, az SQL-beli queryk pedig mind kifejezhetdk elsérendi
logikdban)
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Alap rezolucié

(aka ,,ground rezoldcid")
Az alap rezollciés algoritmus:

@ Input: elsérendii formuldk egy ¥ halmaza
o Ha X kielégithetetlen, az algoritmus ezt véges sok |épésben levezeti

@ Ha kielégithetd, akkor vagy ezt vezeti le, vagy végtelen ciklusba esik
o Modszer:
o Y elemeit zart Skolem alakra hozzuk, a kapott formuldk magjat
CNF-re. Jeldlje ¥’ a kapott klézhalmazt.
o Ekkor E(Y') a klézok alap példanyainak halmaza
e Az E(Y') halmazon futtatjuk az itéletkalkulus-beli rezoliiciés
algoritmust.
e Mivel E(Y’) 4ltaldban végtelen, igy az algoritmus (mondjuk)
o egy lépésben legeneralja és felveszi E(X') egy elemét
o az eddigi klézokkal rezolvenst képez, amig csak lehet
o ha kozben megkapjuk az lres klézt, ¥ kielégithetetlen
o kiilonben generdljuk a kovetkezd elemet
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Alap rezolucié

Példa:
Vx(p(x) A =p(f(x))

Az input mar zart Skolem alakban van, a mag CNF-ben. Klézok:
A={p(x)}, B={-p(f(x))}

Néhany alapterm (fel kell vegyiink egy konstansjelet, mondjuk c-t, mert
nincs a nyelvben):

To = { ¢, f(c), f(f(c)),...}
Alap rezollicids levezetés:
O {p(f(c))} Alx/f(c)l

@ {-p(f(c))} Blx/c]
@ O Res(1,2)
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Alap rezolucié

Példa:
VxVy ((ﬁp(X) v op(f(a)) valy)) A ply) A (=p(g(b,x)) v ﬁq(b)))
Az input megint zart Skolem alakban van. Klézok:

A={=p(x),=p(f(a)),a(y)}, B={p(y)}, C={-p(g(b,x)),~q(b)}
Néhany alapterm:

To = {a,b,f(a),f(b),g(a, a),g(a, b),g(f(a), f(b)),.. .}

Levezetés:

1. {-p(f(a)), q(b)} Alx/f(a),y/b]
2. {-p(g(b,a)),~q(b)}  C[x/q]

3. {_'p(f(a))7_'p(g(bv a))} Res(172)

4. {p(f(a))} Bly/f(a)]

5. {_'p(g(b7 a))} RGS(3,4)

6. {p(g(b,a))} Bly/g(b,a)]
7.

O Res(5,6)
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Alap rezolucié

Az alap rezollcids algoritmus helyes és teljes. \

Tehat pontosan akkor igaz [J € Res*(E(Y')), ha X K.
Ez igaz, hiszen

@ a zart Skolem alakra hozds s-ekvivalens atalakitds, tehat X pontosan
akkor kielégithetetlen, ha ¥’ az;

@ a Herbrand-tétel kdvetkezménye szerint ¥’ pontosan akkor
kielégithetetlen, ha E(Y') az;

o az itéletkalkulus kompaktsdgi tétele szerint E(X’) pontosan akkor
kielégithetetlen, ha van egy véges 2o kielégithetetlen részhalmaza;

@ a rezolicids algoritmus teljessége szerint ha a g véges klézhalmaz
kielégithetetlen, akkor az algoritmus ezt

o tehat ha X kielégithetetlen, akkor az algoritmus ledll ezzel a valasszal
akkor, amikor egy ilyen 2o halmaznak mar legenerdlta az osszes
elemét (és rezolvenseiket, koztiik [J-t)
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Alap rezolucié

Az alap rezollcié alkalmazdsakor nagy a keresési tér.
(Minden valtozét helyettesiteniink egy-egy alaptermmel.)
Az els6rendi rezolicidban

® a keresési tér kisebb lesz
@ ezzel parhuzamosan, a rezolvens képzési algoritmusa bonyolultabba
valik

A mddszerhez el6szor meg kell ismerjik az egyesitési algoritmust.
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o Azt mar lattuk, hogy ha F egy formula, x egy valtozd, t pedig egy
term, akkor mit jelent F[x/t].

e Ha xq,...,x, valtozdk és ti, ..., t, termek, akkor az
[x1/t1][x2/t2] - . . [xn/tn] helyettesitést lgy végezziik el, hogy elészor
az [x1/t1]-et, majd az eredményen az [xp/to]-t, ..., végll az [x,/t,]-t.

Altaldban az ilyen helyettesitési sorozatokat s-sel fogjuk jelolni.
Formdlisan n szerinti indukciéval: ha F formula, s = [x1/t1]. .. [xn/tn]
helyettesités, akkor F - s:

@ ha n =0 (nincs is helyettesités), akkor F - s := F;

@ han>0, akkor F-s:=(F-[xi/t1]...[Xn—1/tn-1]) - [Xn/tn]
(vagyis: elébb elvégezziik az els6 n — 1 helyettesitést, majd ez utdn az
eredményen az utolsét)

Az n = 0 esetet (az ,,lires” helyettesitést) []-vel is jeldljik (nem
osszekeverni a O res klézzal. . .)
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A sorrend szamithat, ha valamelyik t;-ben szerepel valamelyik x;:

f(x,8(y)x/gy)lly/al = f(g(a), &(a))
f(x,g(y))ly/allx/e(y)] = f(&(y) &(a))

Formuldk halmazaira (pl klézokra) is értelmezziik a helyettesitést: ha C
formuldk egy halmaza és s egy helyettesités, akkor legyen

C-s = {F-s: Fe(}

(azaz C - s-et Ggy kapjuk, hogy C minden elemén elvégezziik s-t és az
eredményeket egy halmazba rakjuk)

Ha C = {{1,...,¢,} literdlok egy halmaza (azaz egy kldz), akkor s a C
egyesitéje, ha b1s = ... = {;s.

A C klézra azt mondjuk, hogy egyesithetd, ha van egyesitdje.
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Példa:
¢ = { ple().y). ply.£(a) }

Ez a kléz egyesithetd, egy egyesitoje

s = [x/ally/g(a)]

hiszen

p(g(x),y) - [x/ally/g(a)]l = p(g(a),g(a))
p(y,g(a)) - [x/ally/g(a)] = p(g(a), g(a))
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Példa:
¢ = { p(x.F)). Plev).2) }

egyesithetd, egy egyesitdje pl.
s = [x/g(a)lly/allz/f(a)]
mely melletti képe C - s = {p(g(a),f(a))}
Egy masik egyesito:
so = [x/g)llz/f(y)]

mely melletti képe C - so = {p(g(y), f(y))}
Eszrevehetjik: s - [y/a] = s és emiatt valamilyen értelemben sy ,, tlinik”
a ,jobb" egyesitének.
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@ Azt mondjuk, hogy az s helyettesités dltalanosabb az s’
helyettesitésnél, ha van olyan s” helyettesités, melyre s-s” = ¢’

@ Pl. az el6z6 dian |atott sy altaldnosabb volt az s-nél.

Az egyesitési algoritmus
@ inputja egy C kléz,
@ outputja:

e ha C egyesithetd, akkor egy legdltalanosabb egyesit6jét adja vissza;
o kiilonben azzal tér vissza, hogy nem egyesithetd.
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Mikor nem egyesithet6 egy kléz?

{ p(F(x).9). ple(x).7) }

nem egyesithetd: barmit is helyettesitiink a valtozok helyébe, az els6 term
az elso literdlban f-fel, a masodikban g-vel fog kezdodni.

{ p(). p(F0)) }

nem egyesithetd: barmit is helyettesitiink x helyébe, mondjuk t-t, az elsé
literdl p(t) lesz, a masodik p(f(t)) és t # f(t).
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Az egyesitési algoritmus tehat, ha inputja egy C kldz:
s = []
e Ha |C| <1, adjuk vissza s-t.
o Vegyiink két literdlt, 1 # f2-t C-bdl és keressiik meg az els6 eltérd
pozicidjukat.
e Ha itt

o az egyik literdlban egy x valtozé All,
e a masikban egy t term, melyben nincs x,

akkor legyen C := C-[x/t], s := s-[x/t] és ugorjunk a kettes
pontra.

o Kiilonben adjuk vissza, hogy C nem egyesithetd.
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Példa:

C= { —p(f(z,8(a,y)), h(z)), —~p(f(f(u,v), w), h(f(a, b))) }

o s=[]
o Az elsd eltéré pozicié: z vs. f(u,v), OK, z olyan véltozd, mely nem
szerepel f(u, v)-ben

@ akkor s = [z/f(u, V)], elvégezziik C-n:

{ =p(f(f(u,v),g(a,y)), h(f(u,v))), =p(f(f(u,v),w),h(f(a,b))) }
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{ =p(F(F(1,v), £(2.), B(F (0, V), —p(F(F(u, v), w), h(F(a, b)) }

e w valtozd, g(a,y)-ben nem szerepel = még mindig OK

°s = [z/f(u,v)llw/g(a y)]
o elvégezziik [w/g(a,y)]-t az aktudlis C-n:

[ (F(Fu.v). 8(a.)). H(F(. V). ~p(F(F(u. ). £(2.)). A(F(a.5)) }
A végeredmény [z/f(u,v)]|[w/g(a,y)][u/a][v/b] lesz.
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Follow-up: elsorendii rezolicié

Az elsérendii rezolicids algoritmusban
@ a Y'-beli klézokat kozvetlentil felvehetjiik a listdra

@ viszont haszndljuk az egyesitési algoritmust is a rezolvensképzésnél
(nem csak akkor rezolvélhatunk két literal mentén, ha betli szerint
egymds komplementerei)
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Elsorendu rezoldcid

Két elsérendii logikai kléz, C; és C; elsérendii rezolvensét a kovetkezdképp
kapjuk:

o Atnevezziik a klézokban a valtozékat dgy (legyenek a
valtozéatnevezések s; és sp), hogy a kapott Cj - s1 és (o - sp klézok ne
tartalmazzanak kozos viéltozét.

o Kivalasztunk Cj - s1-bél l1,..., ¢ és Gy - 5p-b8l £7, ... ¢ literdlokat,
mindkettébdl legaldbb egyet-egyet.

o Futtatjuk az egyesitési algoritmust a

C = {61,...,4,,7,@---,@}

klézon. (Tehdt a Ci-bél jové kivalasztott literdlokon és a Cy-bdl jovok
komplementerein.)

@ Ha C egyesithet6 az s legdlaltaldnosabb egyesitovel, akkor s-et
végrehajtjuk a nem kivalasztott literdlok halmazan:

R = <(C1'51*{51,---,fm})U(C2-52*{5'1»-~-a5/n})) °S

A kapott R kléz a C; és G egy elsdrendii rezolvense.
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Elsorendu rezoldcid

A literdlok kivalasztasanal érdemes észrevenni a kovetkezot:

@ Csak akkor tudunk a kivélasztott literadlok mentén egyesiteni, ha a

C = {61,...,£m,7’1,---7ﬁ}

kléz egyesithetd.

@ Ehhez az mindenképp kell, hogy az Osszes kivdlasztott literdlban
ugyanaz legyen a predikatumjel. (Hiszen ha mar azon is eltérnek,
akkor C nem lesz egyesithetd.)

o Az is kell, hogy a C-be keriil6 literdlok el6jele megegyezzen.

e Tehat a kivélasztasi fazisban (mivel G és C, szerepe szimmetrikus)
elég:

vélasztanunk egy p predikatumjelet

o (7 - 51-bdl pozitiv p-s literdlokat valasztani, legalabb egyet,

o G - 5,-bdl negativ p-s literdlokat valasztani, legaldbb egyet,
o és ezeknek az eldjel nélkiili valtozatat megprobalni egyesiteni.
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Elsorendu rezoldcid

@ Ebben a formdjaban ha osszehasonlitjuk az itéletkalkulus-beli
rezolvensképzéssel, ott:

@ Nem kell atneveznunk valtozdkat, hiszen nincsenek a klézokban
elsérendli véltozdk. s; = sp =[]

o Kivalasztva egy p predikatumjelet mindkét klézban csak a p és a —p
szerepelhet p-s literdlként;

° Ilgy csak Ugy tudunk rezolvenst képezni, ha p € C; és —p € (5, ekkor
C = {p} lesz, ami egyesitheté az s = [] helyettesitéssel;

o Ekkor R az itéletkalkulus-beli rezolvens lesz.

o Tehat itéletkalkulusban a két rezolvensképzd mddszer megegyezik; az
elsérendii rezolvensképzés kiterjeszti az itéletkalkulus-belit.
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Elsorendu rezoldcid

Példa:
G = {p(F(x)). ~a(2). p()) G = {-p(x). rlg(x).2)}

o Atnevezés: (mondjuk) a Co-beli x-et y-ra nevezziik 4t

Cisy = {p(f( _'q(Z Z)} Cosy = {_‘P(Y)7 r(g(y)va)

o Kivalasztas: vélasszuk mondjuk Cisi-bél p(f(x))-et és p(z)-t,
C55-b8l pedig —p(y)-t
o Egyesités: a
{ p(f(x)), p(2), P(y) }
kléz legdltaldnosabb egyesitéje s = [z/f(x)][y/f(x)]
o Végrehajtas: a nem-kivalasztott literdlokon végrehajtjuk s-t:

{a(2), r(g(y).a)} - [2/f(y/f(x)] = {~q(f(x)), r(g(f(x)),a)}

Ez a két kléz (egyik) rezolvense.
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Elsorendu rezoldcid

Az elsérendii rezolicids algoritmus tehat:
@ Input: (elsérendii) klézok egy ¥ halmaza. Ugy tekintjiik, mintha a
2 -beli klézok valtozdi univerzélisan lennének kvantalva.
o Output:

e ha X F|, akkor ,,kielégithetetlen”
o kiilonben , kielégithetd” vagy végtelen ciklus

@ Modszer: listat vezetunk klézokrdl. Egy klézt felvehetiink, ha:
o Y -beli vagy
o két, mar a listdn szerepld kléz rezolvense.
o Ha [ rdkerdl a listdra, akkor X kielégithetetlen.
@ Kiilonben, ha mar nem tudunk tobb klézt levezetni, ¥ kielégithetd.
Mint kordbban is, Res(X) jeloli azt a halmazt, mely tartalmazza ¥ elemeit

és a beldliik egy rezolvensképzéssel levezethetd klézokat; Res*(X) pedig a
> -bdl rezolicidval levezethetd osszes kléz halmazatt.
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Elsorendu rezoldcid

Wxvy¥z((p(x) v a(x) V r(x, F(x))
A (=p(x) V g(x) V s(F(x)))

A p(a) At(a) A (—r(a,z) V t(z2))

A (Ft(x) V =a(x)) A (t(y) V -s(1)))

Példa:

L {_'p(X)aq(X)ar(Xa f(X))} SN
2. {=p(x),q(x),s(f(x))} €X
3. {p(a)} ex
4. {t(a)} ex
5. {-r(a,z),t(2)} ex
6. {~-t(x), 7q(x)} €x
7. {=t(y),~s(y)} €x

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.

{a(a), r(a,f(a))}

{=a(a)}
{r(a,f(a)}

{=p(x), a(x), ~t(f(x))}
{a(a), ~t(f(a))}

{=t(f(a))}
{=r(a,f(a))}
O
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Elsorendu rezoldcid

Az elsérendii rezolicidnak is van helyességi és teljességi tétele:

Elsérendli klé6zok > halmaza pontosan akkor kielégithetetlen, ha
0O € Res*(X).
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Elsorendii rezolicid: helyesség

A helyesség (ha kijohet az iires kléz, akkor X kielégithetetlen) ismét a
rezolvensképzés helyességébdl kovetkezik.

Mivel a klézok univerzélisan kvantaltak (a Skolem alakbdl), igy
tetszbleges C kldzra és s helyettesitésre CF C - s

Tehat a rezolvensképzésnél felirt Ci-nek (7 - s1 - s, Co-nek pedig

G, - 5o - s egy-egy logikai kovetkezménye

Tehat {Cl, Cg} = {C151$, C2525}

Ennek a két kléznak pedig a rezolvens kovetkezménye (az ,,eredeti”
rezolicids kovetkeztetés szerint).
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Elsorendii rezolicid: teljesség

A teljességi irdnyhoz felhasznaljuk az alap rezoldcids algoritmus
teljességét.

o Tehat: ha X kielégithetetlen, akkor az ures kléznak van egy
G, G, ..., C, =0 alaprezoliiciés levezetése.

@ Ebbdl az alaprezolicids levezetésbdl fogunk késziteni egy
C1, G, ..., C, elsérendii rezollcids levezetést.

@ A klézokat gy fogjuk elkésziteni indukciéval n szerint, hogy minden
i-re a Ci-nek a C/ egy (alap) példanya lesz.

@ Mivel a C/ = O lires kléz csak 6nmagénak példanya, igy C, = O kell
legyen.
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Elsorendii rezolicid: teljesség

Ha pl. X-ban:

{p(x, Fy)} {=p(f(x),2), r(x,&(2))} {-r(f(y),&(y)),~p(y,y)}

Akkor:

c! G
L. {p(fffc, fc)} cE(X)  A{p(x,f(y)}
2. {-p(fffc, fc), r(ffc,gfc)} € E(X) {-p(f(x),2),r(x,g(2))}
3. {r(ffc,gfc)} Res(1,2) {r(x,g(f(y))}
4. {-r(ffc, gfc), —p(fe,fc)y € E(X)  {~r(f(y). &(y)),~p(y,¥)}
5. {-p(fc,fc)} Res(3,4) {-p(f(2),f(2))}
6. {p(fc,fc)} €cE(X)  A{p(x,f(y)}
7. O Res(5,6) O
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Elsorendii rezolicid: teljesség

Tehat az allitds:

Ha G, Ch, ..., C) egy X folotti alap rezolicids levezetés, akkor van olyan
G, G, ..., C, szintén X folotti elsérendii rezoliicids levezetés, melyben

minden i-re a C! a Cj-nek egy alap példanya.

e Ha C! € E(X), azaz C] egy X-beli C kl6z (alap) példanya, akkor
legyen C; := C.

o A misik lehet8ség, hogy C] a Cj és C klézok, j, k < i, egy
rezolvense.

@ Ennek az esetnek a belatasidhoz felirjuk az dn. lift lemmat.
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A lift lemma

Ha Ci-nek C;, Co-nek pedig C} alap példanyai, melyeknek R’ rezolvense,
akkor van Ci-nek és C-nek olyan elsérendii R rezolvense, melynek R’ alap
példanya.

Ha ezt beldtjuk, akkor kész vagyunk: ha ugyanis Cj a C; és C; kl6zok alap
rezolvense és Cj-nek C/, Cy-nak pedig C; alap példanya, akkor a lift
lemma szerint Cj-nek és Cy-nak van egy C elsérendii rezolvense, melynek
C/ alap példanya; legyen ez a C;.
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A lift lemma

Legyen £ € Cj, £ € C} és R' = (C] — {£}) U (C, — {¢}).
Tudjuk, hogy Ci-nek Cj, Co-nek pedig C; egy alap példénya.

Ha atnevezziik a valtozdkat a klézokban, tligy a kapott Cisi-nek ill.
Cosp-nek is alap példanyai lesznek C| és CJ.

Vegyiink tehat egy s; és egy s, valtozé-atnevezést, melyre Cisi-ben
és Cosp-ben nincs kozos valtozd.

Akkor van egy olyan kozos s alaphelyettesités, hogy Cisis = C és
C2525 = Cﬁ

Tehat mivel ¢ € C], ezért vannak olyan ¢1,...,¢, € Ci51, n>1
literdlok, melyekre {¢1,...,0,}s = ¢.

Ugyanigy, vannak olyan 0, ... 0 € Gysy, m > 1 literdlok, melyekre
{0y,..., 0, s = 1.

Vegylik be az osszes ilyet, tehdt a tobbi literal s melletti képe legyen
egy (-t6| eltérd.
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A lift lemma

Bizonyitas folytatasa

o Akkor az {¢1,...,0,, 05, ... 0"} literdlhalmaz egyesithetd, legyen
mondjuk az sp legaltalanosabb egyesitoje.

o Mivel az sp a legiltalanosabb egyesito és s egy egyesitd, igy van olyan
s’ helyettesités, melyre sps’ = s.

o Ekkor az R’ rezolvens az

R = ((Clsl = {61, S ,6,,}) U (C252 = {6’1, R ,E%}))So

elsdrendii rezolvensnek s’ melletti alap példdnya.
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A lift lemma — példa

G = {p(x), p(F(y)), a(2)}

G ={-p(y), r(x)}

G = {p(f(c)), alg())}

G = {-p(f(c)), r(c)}

R ={a(g(c)), r(c)}

Ekkor:

Gt = {p(x), p(f(¥)) a(2)}

Gosy = {=p(w), r(u)}

o s:=[x/f(c)lly/cllz/g(c)][w/f(c)lu/c]

@ Az s helyettesités egyesiti a C = {p(x), p(f(y)), p(w)} literdlokat
@ Ezekre sy = [x/f(y)][w/f(y)] a legéltalanosabb
@ A rezolvens R = {q(z), r(u)}

@ Ennek R’ tényleg alap példanya.
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A Prolog

A logikai programozas alapfeladata:

@ Input: elsérendii, univerzalisan kvantilt Horn-klézok egy véges ¥
halmaza és egy R = 3(Ry A ... A R,) alaki formula, ahol az R;-k
atomi formulak.

e Output: Igaz-e, hogy ¥ = R?

(Itt IF az F formula egzisztencidlis lezartjat jeloli: az F-beli dsszes
szabadon eléfordulé véltozét lekotjiik egy-egy 3 kvantorral.)
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A Prolog — példa

Legyen | egy bindris fiiggvényjel, 0 és [| konstans, s undris.

A mar megszokott Peano reprezentacidban a természetes szamok: pl.
ss0 a 2, ssssO a 4.

a | fiiggvényjellel listakat épitiink, pl. 1|(4((2|(8][]))) az [1,4,2,8]
lista.

@ A listakat a fenti médon jobbra igazitjuk és nem tesziink ki
zardjeleket.
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A Prolog — példa

Legyenek a kovetkezd formuldink (univerzalisan kvantalt Horn-klézok)
> -ban:

e sum(([],0)
e sum(xly, z) — sum(s(x)|y, s(z))
e sum(y, z) — sum(0|y, z)

Ez nalunk:

{sum({], 0)}, {~sum(x|y, z), sum(s(x)ly, s(2)}, {~sum(y, z), sum(0]y, z)}

Prologban:
e sum([],0).
o sum([s(x) lyl,s(z)) :- sum([xl|y]l,z).
o sum([0ly],z) :- sum(y,z).

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 269 /309



A Prolog — példa

@ Most megkérdezziik, hogy ebbdl a X-bdl kovetkezik-e, hogy
Ixsum(1]4]2, x)

(azaz: van-e olyan x, amire x az 1|4|2 lista Gsszege):
e 7-sum([s0| [ssss0] [ss0([11]1],%)

Erre a Prolog ,,illeszt”:
@ az elsé szabdly feje nem illik

@ a masodiké illik: az aktualis allapotunk
sum([0] [ssss0| [ssOI[1117,x%)

lesz (majd kés6bb visszatéréskor a jobb oldali ,,output” véltozé értéke
s(x) lesz)
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A Prolog — példa

@ Most a sum([0| [ssssO| [ssO| [1]1]1],x) allitast illesztjiik

@ Ez a harmadikra illeszkedik, aktudlis dllapotunk:
sum([ssssO]| [ss0][11],x)

(és ha sikeriil levezetniink, akkor az output valtozdnk értéke ugyanez
az x lesz)

.négy alkalmazasa a mdsodik szabdlynak. ..
.még egy a harmadiknak. ..
. még kettd a masodiknak. . .

.még egy a harmadiknak. ..

.. és az els6 szabaly sikeresen illesztett tényallitas

@ a véglil visszaadott érték: sssssssO (a masodik szabdly minden
alkalmazdsa ratesz még egy s-t)
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A Prolog

Valéjaban a Prolog egy SLD rezoliciét végez:

o A kérdés negaltjat bevessziik >-ba — kapunk egy univerzdlisan
kvantdlt negativ kldzt:

{—sum(s0|ssss0|ss0|[], x) }

Ebbdl a negativ kldzbdl inditunk egy linearis rezolicids levezetést:

pl. rezolvdljuk a {—sum(x|y, z),sum(s(x)|y, s(z))} klézzal:

{—sum(0|ssss0|ss0|[], z)} (és megjegyezhetjiik az [x/s(z)]
helyettesitést)

o ezt rezolvdljuk az {—sum(y, z),sum(0|y, z)} klézzal:
o {—sum(ssss0|ssO|[],z)} (és még mindig az [x/s(z)] helyettesitésiink
van)
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A Prolog

A {—sum(ssss0|ss0|[], z)} klézt tovabb rezolvaljuk
a {—sum(xly, z),sum(s(x)|y, s(z))} klézzal:

{—sum(sss0|ssO[], 2')} (és [x/s(2)][z/s(2')])

az utolsé rezolvensképzésnél kapjuk [J-ot az
[x/s(2)][z/s(2)][2/s(2)] ..., x helyébe végiil sssssssO-t helyettesité
helyettesitéssel

Az eredmény ugyanaz.
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A logikai programozds

Tehat a logikai programozasban

Adott program klézoknak vagy definit klézoknak egy ¥ véges
halmaza (ezek nem negativ Horn klézok)

Adott még egy R kérdés kloz (ez pedig egy negativ Horn kléz)

SLD rezolicidt végziink Ugy, hogy megjegyezziik a helyettesitést is
Tehat egy konfiguracié egy (C,s) par, ahol C negativ kléz, s pedig
helyettesités

A kiindulasi konfiguracié: (R,[])

Egy elfogadd konfiguracié: (O, s) valamilyen s-re

Egy dtmenet vagy lépés: (C,s) F (C’,s’), ha van olyan D program
kléz, mellyel C-nek rezolvense C’ és a rezolvens képzésekor kapott s”
legdltaldnosabb egyesitére ss” = s’

Ha (R,[]) F* (O, s), akkor az eredmény Rs.
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Logikai programozas

Az SLD rezolicié Horn-klézokra vonatkozé teljességébdl kapjuk:

e Ha X F 3R, akkor (és csak akkor) van (R,[]) F ...+ (O,s) alakad
(azaz sikeres) kiszamitas.

@ Ekkor X F Rs is igaz (tehat még az egzisztencialis kvantorok altal
kotott véltozoknak is megkapjuk egy-egy ,,jé" helyettesitését).

e Tovabba, ha X F Rs, akkor van olyan sikeres (R, []) F* (O, s')
kiszdmitds, ahol s’ legaldbb olyan 4ltaldnos helyettesités, mint s.

Megjegyzés: a Prolog az oldal klézok kiprébdlasdnak egy sorrendjét is
rogziti (a fejeket deklardcids sorrendben prébélja végig). Ily médon
végtelen ciklusba is eshet akkor is, ha matematikailag lenne sikeres
kiszamitas.
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Masodrendi logika

Az elsérendii logika bdvitése relacidvaltozékkal (predikatumvaltozdkkal). )

Formulak

Az elsérendi logika formulaképzési szabalyai plusz:

@ Ha R n rangl predikatumvaltozo és ty, ..., t, termek, akkor
R(t1,...,t,) is atomi formula.

@ Ha R n rangl predikdtumvaltozé és F formula, akkor 3R F és VR F
is formulak.

A= (A,1,p), ahol A, | mint az elsérendii esetben, a ¢ értékelés pedig
minden x elsérendii valtozéhoz az A egy elemét, minden R n rangu
predikatumviéltozéhoz pedig egy A" — {0,1} predikatumot rendel.
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Masodrendi logika

Legyen A = (A, I, ) struktdra, F formula. Az A |= F relaciét az
elsérend(i esethez hasonléan definidljuk az aldbbiak figyelembe vételével:
o A= R(t1,...,t,) akkor és csakis akkor, ha
e(R)(A(t1), ..., A(tn)) = L.
e A= IR F akkor és csak akkor, ha létezik olyan ¢/, mely legfeljebb az
R-en tér el p-tél, amelyre (A, 1, ¢') E F.
o A E VR F akkor és csak akkor, ha barmely olyan ¢’ esetén, mely
legfeljebb az R-en tér el p-tél, (A, 1,¢') E F.

Az, hogy A = F fennill-e, ismét fiiggetlen azon véltozdk értékétdl, melyek
nem fordulnak el6 szabadon F-ben.

v
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Masodrendii logika — példa

@ ,,Az univerzum végtelen”

o Math says egy halmaz akkor végtelen, ha van onmagaba képzd
injektiv, de nem sziirjektiv leképezése.

o A leképezés egy binaris relacié: dR. ..

@ aminek minden bal oldalhoz pontosan egy jobb oldal parosul:
YxIyR(x,y) N Vx¥y1¥ya(R(x,y1) A R(x,y2) = y1 = y2)

@ injektiv:
VxiVxoVy(R(x1,y) A R(x2,y) — x1 = x2)

@ nem sziirjektiv: van, aki nem all el6 képként

JyVx—R(x,y)
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Masodrendi logika

Példa

A természetes szamok szokdsos struktirdja kielégiti a

YX((X(0) A Vx(X(x) = X(x'))) = ¥xX(x))

indukcids axiomat.

A masodrend(i logika sok tekintetben az elsérend(i logikatdl eltéréen
viselkedik. Pl. nem igaz a kompaktsagi tétel.
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Masodrendi logika

o Mdsodrendii logikdban sokkal osszetettebb &llitdsokat lehet
megfogalmazni, mint elsérendiiben.

@ Viszont nincs helyes és teljes kovetkeztetd rendszer.

@ Toolok: Cogq, Isabelle/HOL,...

o Hales 1998:

,,Agyﬂgolyé elrendezés” a legstirlibb

300 oldal matek

40.000 sor programkdéd (grifok generdldsira stb)

egy 150-valtozds fliggvény minimalizaldsa, 5.000 gomb-konfiguraciéra
alsé korlat 100.000 LP feladattal

o A biraldk feladtdk

o Hales nem: Flyspeck projekt — teljes formalizélds (2014-re)

o Leroy 2008-2017:

o CompCert — bizonyitottan helyes C fordité (Coq)
e Majdnem eléri a gcc -O3 sebességét a benchmarkokon
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Floyd-Hoare kalkulus
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Code contractok — C + ACSL (ANSI C Spec Lang)

//@ requires A>=0 && B>0;
//@ ensures \result == A mod B;
int mod(int A, int B) {
int Q = 0;
int R = A;
//@ assert A>=0 && B>0 && Q==0 && R==A;
while (R >= B) {
//@ assert A>=0 && B>0 && R>=B && A==Q*B+R;
R =R - B;
Q=Q+1;
}
//@ assert A>=0 && B>0 && R>=0 && R<B && A==Q*B+R;
return R;

3
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Code contractok — Java + ESC (Extended Static Checker)

public class OrderedArray {
int al]l;
int nb;
//@invariant nb >= 0 && nb <= 20
//@invariant (\forall int i; (i >= 0 && i < nb-1) ==> al[i] <=
ali+1])

public OrderedArray() { a = new int[20]; nb = 0; }
public void add(int v) {

if (nb >= 20) return;

int i;

for (i=nb; i > 0 && ali-1] > v; i--) ali] = ali-1];

ali] = v; nb++;
}
}
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— C + ACSL (ANSI C Spec Lang)

/*Q
requires \valid_read(a + (0..n-1));
assigns \nothing;

behavior some:
assumes \exists integer i; O <= i < n && al[i]==val;
ensures 0 <= \result < n;
ensures al[\result] == val;
ensures \forall integer i; 0 <= i < \result ==> a[i]!=val;

behavior none:
assumes \forall integer i; O <= i < n ==> a[i]!=val;
ensures \result == n;

complete behaviors;
disjoint behaviors;
*/

size_type find(const value_type* a, size_type n, value_type val);
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size_type find(const value_type *a, size_type n, value_type val){

/*@
loop invariant O <= i <= n;
loop invariant \forall integer k; 0 <= k < i ==> a[k] != val;

loop assigns 1i;
loop variant n-i;

*/

for(size_type i = 0; i < n; i++) {
if(a[i] == val) { return i; 7}

}

return n;
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Code contractok — Dafny (MS, C#)

function Fib( n: nat ) : nat {
if ( n < 2 ) then n else Fib( n-1 ) + Fib( n-2 )
}
method computeFib( n: nat ) returns ( x: nat )
ensures x == Fib( n ); {
var i:=0;
x := 0;
var y:=1;
while( i < n )
invariant 0 <= i <= n
invariant x == Fib( i
invariant y == Fib( i
X,y 1= Y,XHy;
i = i+1;
}
}
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/%@
ensures A: *a == \old(*b);
ensures B: *b \old(*xa);

*/

void swap(int *a, int * b){
int tmp = *a; *a = *b; *b = tmp;

3

> frama-c -wp swap.c swapl.h

# frama-c -wp [...]

[kernel] Parsing FRAMAC_SHARE/libc/__fc_builtin_for_normalizatiom.i
[kernel] Parsing swap.c (with preprocessing)
[kernel] Parsing swapl.h (with preprocessing)
[wp] Running WP plugin...

[wp] Loading driver 'share/wp.driver'

[wp]l Collecting axiomatic usage

[wp]l warning: Missing RTE guards

[wpl 2 goals scheduled

[wp]l [Alt-Ergoe] Goal typed_swap_post_A : Valid
[wp]l [Qed] Goal typed_swap_post_B : Valid

[wp]l Proved goals: 2 / 2

Qed: 1

Alt-Ergo: 1
Functions WP Alt-Ergo Total Success
swap 1 1 (12) 2 100%

Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz
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/*@
requires \valid(a) && valid(b);

ensures A: *a == \old(x*Db);
ensures B: *b == \old(*a);
assigns *a, *b;

*/

void swap(int *a, int * b){
int tmp = *a; *a = *xb; *b = tmp;

}
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> frama-c -wp -wp-rte swap.c swapZ.h

# frama-c -wp -wp-rte [...]

[kernel]l Parsing FRAMAC_SHARE/libc/__fc_builtin_for_normalization.i
[kernel] Parsing swap.c (with preprocessing)

[kernel]l Parsing swap2.h (with preprocessing)

[wp]l Running WP plugin...

[wp] Loading driver 'share/wp.driver'

[wp]l Collecting axiomatic usage

[rte] annotating function swap

[wp]l 9 goals scheduled

[wp] [Alt-Ergo] Goal typed_swap_post_A : Valid

[wp] [Qed] Goal typed_swap_post_B : Valid

[wp]l [Alt-Ergo] Goal typed_swap_assert_rte_mem_access : Valid
[wp]l [Qed] Goal typed_swap_assert_rte_mem_access_2 : Valid

[wp]l [Alt-Ergo] Goal typed_swap_assert_rte_mem_access_3 : Valid
[wp]l [Qed] Goal typed_swap_assert_rte_mem_access_4 : Valid

[wp]l [Qed] Goal typed_swap_assign partl : Valid

[wp]l [Qed] Goal typed_swap_assign_part2 : Valid

[wp]l [Qed] Goal typed_swap_assign_part3 : Valid

[wpl Proved goals: 9 / 9

Qed: 6

Alt-Ergo: 3
Functions WP Alt-Ergo Total Success
swap 6 3 (1N 9 100%
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Floyd-Hoare kalkulus: a while programok szintaktikdja

Ami a fenti verifikdlé programok magjat alkotja, a Floyd-Hoare kalkulus.
Egy egyszer(i programozasi nyelvre, a while kédokra definiadljuk, de ez van
kiterjesztve C-re, Java-ra stb.

Legyen adott egy elsérendii nyelv (azaz a fiiggvény- és reldciészimbdlumok
egy-egy megszamlalhaté halmaza).

A while programok az aldbbiak:

@ x := t, ahol x valtozd, t term,
@ Pi1; P>, ahol Py, P> programok,

@ if r then P; else P», ahol r kvantormentes formula, Py, P>
programok,

@ while r do P, ahol r kvantormentes formula, P program.
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Floyd-Hoare kalkulus

o Legyen P program, A = (A, /) egy struktira.
o Ekkor P meghataroz az értékadasok folott egy [[P]] reldcidt: o[[P]]y
pontosan akkor, ha

o a valtozdk értékeit ¢ szerint bedllitva,
e majd futtatva P-t,
o P futadsa befejezddik és ¢ adja a valtozdk végértékét.

Barmely p-hez legfeljebb egy olyan 1) |étezik, melyre ¢[[P]]%.
Példaul:

e p(x)=1p(y)=2,...

o P =x=y+1Ly:=x

e o(x)=3,0(y)=3,...
akkor ©[[P]]¢.
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Floyd-Hoare kalkulus: szemantika formalis definiciéja

Legyen P program, A struktira. Ha ¢ értékadas, akkor legyen A, az
(A, I, o) struktdra.

©[[P]]e> pontosan a kovetkezd esetekben teljesiil:

o P = x:i=téstp=op[x— A, (t)].

(Azaz: 1 annyiban tér el ¢-t6l, hogy benne x Uj értéke a t értéke
(A, 1, p)-ben.)

@ P = Pi; P> és van olyan 7 értékadas, melyre ¢[[P1]]T és T[[P2]].
(Azaz: ha ¢-n inditva P lefut, a valtozék értéke ekkor 7, majd ekkor
inditva Py-t az is lefut és a valtozdk értéke 1) lesz.)

@ P = if r then P; else P5 és

el[Pilvr  és  Ay(r)=1 , vagy
ellPall  és  Ay(r)=0

(azaz: vagy r igaz és Py készit ©-bdl 1-t, vagy r hamis és P, készit
©-bél -t.)

Ivan Szabolcs Logika és informatikai alkalmazasai 2019 tavasz 292 /309



Floyd-Hoare kalkulus: szemantika formalis definiciéja

@ P = while r do P; és vannak olyan 1y, 7, ..., 7, értékaddsok, n > 0
(note: n-szer fut le a ciklus), hogy

o 179 = ¢: kezdetben a valtozdk értéke ¢

o 7, = 1: kilépéskor a valtozdk értéke 1

e minden i =0,...,n—1-re A, (r) = 1. ezért hajtédik végre a
ciklusmag n-szer

o A, (r)=0: ezért Iép ki a ciklus az n. iteracié utdn

e minden i =0,...,n— 1-re 7;[[P1]]7i+1: a ciklusmag egyszeri lefutdsa
Ti-bol Ti+1-€t készit
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Floyd-Hoare kalkulus

Parcidlis helyességi kifejezések az

{F}P{G}

alakd harmasok, ahol P program, F és G elsérendii formulak.

Azt mondjuk, hogy az {F}P{G} parcidlis helyességi kifejezés teljesil
(vagy érvényes) az A = (A, ) struktirdban, vagy A kielégiti az {F}P{G}
parcidlis helyességi kifejezést, jelben A = {F}P{G}, ha valahanyszor ¢,
olyan értékelések, hogy

(A1, 0) = F és ¢[[P]]9,

fennall, hogy

v
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Floyd-Hoare kalkulus

P=y:=1,whilex>0do (y:=y xx; x:=x—1)
Ekkor a standard struktiraban:

PllPl = ((p(x) <0, 9(x) = o(x),%(y) = 1)
V(e(x) 20, (x) =0, ¥(y) = x1))
Me(2) = 9(2), z & {x,y})

Az eléz6 P programra és az egész szamok standard A struktdrajara:

A E {x=zAx>0}P{y =z Ax=0}
A E {x=z}P{y=zlvy=1}
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Floyd-Hoare kalkulus

Az egész szamok szokdsos struktirajaban érvényes:

{a >0}
x:=0;
y:=1

while y < a do
X =x4+1 y=y+2x+1
{0<x®<a<(x+1)?}
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Floyd-Hoare kalkulus

P’ = while x # 100 do x := x + 2

Ekkor a standard struktiraban érvényesek:

{x = z}P'"{x =100}, {1}P'{x = 100}
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Floyd-Hoare kalkulus

Totalis helyességi kifejezésnek neveziink egy
[FIPIG]

hdrmast, ahol P program, F, G formulak.

Azt mondjuk, hogy az A = (A, I) struktira kielégiti az [F]P[G] totdlis
helyességi kifejezést, ha tetszéleges olyan ¢ értékelésre, melyre A, |= F,
létezik olyan (egyértelmiien meghatarozott) 1) értékelés, hogy [[P]]v és
Ay = G. Jelolés: A = [F]P[G].

Tehat a totélis helyességi kifejezés megkoveteli azt is, hogy P megalljon,
ha olyan inputon futtatjuk, melyre F igaz.
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Floyd-Hoare kalkulus

Az el8z86 P, P' programokra és az A standard struktdrara:
A E [x=zAx>0]Ply =z!]
A [1]P'[x = 100]
A E [x <100 A (3u x = 2u)]P'[x = 100]
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Floyd-Hoare kalkulus

Megjegyzés

A |= [F]P[1] akkor és csakis akkor teljesiil, ha P megéll minden olyan ¢
esetén, amelyre A, = F. Jelolés: [F]P .

Tehat A = [F]P[G] akkor és csak akkor, ha A |= {F}P{G} és

A= [FIP \.
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Floyd-Hoare kalkulus

A Hoare-féle szabdlyok

o Ertékadas

{Fl/el)x = t{F}

{F}Pi{H} {H}P{G}
{F}P1; P2{G}

@ Kompozicié

o Feltételes utasitas

{FArtP{G} {FA-riP{G}
{F}if r then P; else P,{G}
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Floyd-Hoare kalkulus

A Hoare-féle szabalyok, folytatas
o Ciklus

{F N r}P{F}
{F}while r do P{F A —r}
e Monotonitas Tegyiik fel, hogy V(F — F’) és V(G' — G) az A
elsérendii elméletében vannak. Akkor:
{F'}P{G"}
{F}P{G}
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Floyd-Hoare kalkulus

Legyen A elsérend(i struktira. Azt mondjuk, hogy az {F}P{G} parcidlis
helyességi kifejezés levezethetd (vagy bizonyithatd) Th(.A)-bdl,

Th(A) - {F}P{G},
ha létezik a parcidlis helyességi kifejezések olyan
Eo. Ei, ..., E,
sorozata, hogy E, = {F}P{G} és minden / > O-ra E; a fenti szabalyok

valamelyikével &ll el6 az Eg, Eq, . .., Ei_1 kifejezésekbdl és a Th(.A)
formulahalmazbdl.
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Levezetés példa

Az egész szamok szokdsos struktirdjaban érvényes:

{a=0}
x :=0;
y=1;

while y < a do
X =x4+1 y=y+2x+1
{0<x®<a<(x+1)?}

Ehhez par Iépés (értékadds, kompozicid):
(x+1)2<a A y+2x+1)+1=(x+1+1)?
x = x+1
x?<a A y+2x+1=(x+1)?
y = y+2x+1
x2<a A y=(x+1)?
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Levezetés példa

Mivel az egész szamokra igaz ez (Peano axiémakbdl is kijon!):

x>’<anhNy=(x+12 Ay<a
4
(x+12<a A y+2x+1)+1=(x+1+1)>

Ezért a monotonitds szabdly szerint:

x2<aANy=Kx+12 A y<a
x = x+1

= y+2x+1

a Ay=(x+1)?

IN <

X2
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Levezetés példa

Most a ciklus szabalyt alkalmazzuk:

x2<a A y=(x+1)?
while y < a do
x = x+1

Monotonitas:

0<aANny=1Ax=0
while y < a do

x = x+1

y = y+2x+1
x2<aANy=((x+1)2 A a<(x+1)?
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Levezetés példa

0

—_
I

1 A0

VAN
v

1=1 A x=0

< o x o
IN
o
= > 0 >

0<aANy=1Ax=0
while y < a do

x = x+1

y = y+2x+1
x><aAy=(x+1)2 A a<(x+1)>2

Monotonitas:

0<a
x =0y =1
while y < a do

x = x+1

y = y+2x+1
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Floyd-Hoare kalkulus
Ha Th(A) F {F}P{G}, akkor A |= {F}P{G}.

A tétel megforditdsa dltaldban nem igaz, de érvényes az n. expressziv
strukturakra, azaz azon A = (A, I) struktdrdkra, amelyekre igaz a
kovetkez6: Tetszbleges P programhoz és G formuldhoz létezik olyan F
formula, hogy barmely ¢ értékelésre A, |= F akkor és csak akkor, ha [[P]]
nem értelmezett -n, vagy ha értelmezett, akkor arra a 1-re, melyre
©[[P1]%, teljesiil, hogy Ay = G.

Pl. az egész szamok (vagy a természetes szamok) standard struktirdja
expressziv.

Tétel (Cook)
Ha A expressziv, akkor A = {F}P{G} esetén Th(A) - {F}P{G}.
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Floyd-Hoare kalkulus

A totdlis helyesség szabdlyai

A ciklus szabdly kivételével hasonléak a parcidlis helyesség szabalyaihoz.
Az 4j ciklus szabély: tegyiik fel, hogy az A = (A, I) struktirdban /(<) egy
jol megalapozott részbenrendezés. Ekkor:

[FArAt=z|P[FAt< z)]
[F]while r do P[F A —r]

ahol zg mashol nem fordul elé.
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