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A kurzusrél

PTI BSc masodik féléven kotelez8

mérndkinfé, gazdinfé spinoff masik kurzus 8k azt vegyék fel

Elsfeltétel: dimategy gyak easy
Jelenlétiben vagyunk, TIK pince hétfé 18-20 mondjuk idetalaltatok

2020-as ea playlist YouTube-on fenn van bejénni nem kételez8, nem évoda ez
discord szoba, discord DM, coospace iizi, email
coospace hirdetmények, discord targyas szoba pinek

Eléadas tesztek olyanoknak kell megismételni a kurzust. ..

idén nincs kotelezd eateszt kitoltés
idénként lesz, ha kitdltdd, megtudod, vizsgan mit érne, ha nem, nem

Vizsga csak ha megvan az atmend gyakjegy

coospace beugré, 10 darab gondolkodés kérdés, 10 x 4 pont

mindent lehet hasznalni, kivéve realtime masik személyt

nem lesz el6adas/gyakanyag ctrlF kérdés

pass/fail 40 — 60 szazalék kozt lesz valahol curve-based, vizsganként
erre kettes jar, vagy szébeli 1-5 jegyért

,kettesemet sétaltatom” vagy ,sziauram, szébeli érdekel?”
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o [téletkalkulus: kovetkeztetési algoritmusok. SAT solverek.
e Elsérendii logika: upgradelt kovetkeztetési algoritmusok. Code contractok.
e Masodrendii logika.

Ezen kiviil abban is szerziink némi rutint, hogy hogyan is lehet bebizonyitani allita-
sokat.



Definicié - allitas - bizonyitas + mik a szinkédok a foliakon

Definicié Allitas, lemma, segédtétel, tétel, whatever
size_t my_size_of( char* ¢ ){ A my size of fuggvény egy O-terminalt C
size_t i = 0; string hosszat adja vissza.
while ( c[i] ) { i++; } legalabbis  ha  addig  végig mienk a memoria
return i; .
) Kommentbox Példa
térkitolts jelleggel példa

Bizonyitas (-like érvelés, semiautomatizalhatd)

e A futas minden pillanataban igaz, hogy ,minden 0 < j < i-re c[j] # 0™

Kezdetben i = 0, ilyen j nincs is, ,trivialisan teljesiil”

Ha belépiink a ciklusmagba, akkor még ezen feliil c[i] # 0 is igaz

Tehat ekkor i-t megnovelve tovabbra is igaz marad az allitas

A ciklusmagbdl kilépéskor c[i] = 0 és az invarians miatt ez az els6 ilyen index =
ha ekkor visszaadjuk, az épp a string hossza lesz



Background: Euklidesz

1. ,barmely két pont Osszekothets egy egyenes szakasszal”

2. ,barmely egyenes szakasz tetszélegesen meghosszabbithatd”

3. ,barmely pont koriil barmekkora sugarral lehet kort rajzolni”

4.  két derékszog mindig egyforma”

5. ,ha egy egyenest két masik Osszesen kisebb, mint 180 fokban metsz, akkor
metszik egymast” not so sure, but ok

1) 2)

¢
(>,

source: https://plus.maths.org
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https://plus.maths.org

Background: Euklidesz

e A geometriai tételek ezekbdl az axiomakbél kdvetkeznek, logikai
kovetkeztetésekkel.
e Axiéoma: (az adott teriilet) igaznak elfogadott alapigazsagai
e de tkp. barmit ,kikialthatunk” axiémanak — Id Bolyai geometria
o Kovetkeztetés: stay tuned well, errél sz6l tkp a kurzus
e Ugyanez igaz pl. a halmazelméletre, csoportelméletre stb.
e Kb. a XIX. szazad vége 6ta a matematika formalis nyelve a logika
e Cauchy ,tétele” folytonos fiiggvénysorokrol
Cauchy felcserélt véletlen két kvantort. Don’t do that.
e Russel paradoxona az 6sszes halmaz halmazarél
az ,0nmagukat nem tartalmazé halmazok halmaza” tartalmazza 6nmagat?
az Osszes halmaz halmazanak a hatvanyhalmaza ugyanakkora, mint 67 Cantor says NO but yes
a ez akkor nem is halmaz, jelentsen ez barmit
o Informatika: a kdvetkeztetést algoritmikusan végezziik, lehetéleg (legalabb
félig) automatikusan
e ezt mar Leibniz kigondolta a XVII. szazadban
e majd Hilbert is a XX. szazad elején
e GOdel pedig megmutatta, hogy ez nem megy 5


https://en.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6del%27s_incompleteness_theorems

Informatika, szamitastudomany

o Aramkorok tervezése: egy aramkor egy logikai fiiggvényt implemental

e Automataelmélet: ,regularis’ nyelv mindig definialhaté egy bizonyos
(,monadikus masodrendii”’) logikaban fonya, afonya

o Adatbazisok: az SQL queryk mind elsérendii logikai lekérdezések adatbé

e Logikai programozas: a Prolog egy elsérendii logikai kovetkezteté motor,
programozasi nyelvnek alcazva prognyelvek

e Rendszerek verifikacidja: egy metodus kielégiti-e a (valamilyen logikaban
megadott) specifikaciét hsrv

o Mesterséges intelligencia: sok esetben (maybe fuzzy) logikat hasznal mestint

e Bonyolultsagelmélet: a legtobb ,bonyolultsagi osztaly” pontosan

karakterizalhat6 egy-egy logikaval bonya

e Programozasi nyelvek szemantikaja: az elemi utasitasok el6- és utéfeltételei,
hatasuk formalizalva van alga
nem php, tho
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Informatika: a SAT probléma

e a SAT (satisfiability) probléma: input egy (itéletkalkulusbeli) logikai formula,
adjuk meg a valtozoknak egy kielégits értékadasat! (Ha van.)
e A probléma nehéz: n valtozé — 2" lehet8ség bonya: ,NP-nehéz"
2100 miivelet elvégzése kb. 4 évbe telne a Fold Gsszes jelenlegi szamitasi
kapacitasat egyszerre hasznalva (becslés, 2017)
e 2'%0: 4 millis év
e 2290: 5 10%° év — annyi nincs

o Heurisztikak kellenek

e Minden évben van SAT Competition, amin SAT solvereket versenyeztetnek
tobb tracken

e 2016 Gsszel: egy laptopon kb. 900-valtozés formulat kb. 0.5sec alatt soon

e A XXI. szazadban intenziven fejlédik a teriilet

e 1995-es évek: kb. 100 valtozéra 200 feltétel
e 2010: kb. 1.000.000 valtozéra 5.000.000 feltétel


http://www.satcompetition.org/

SAT, de minek?

e SAT Competition egyik track: Application Benchmark
e Erre cégek kiildik be az ket érdeklé nehéz problémakat logikai formulaval leirva
e 2016-ban pl. a francia vasathalézat forgalomiranyitasarél is kérdezték,
biztonsagos-e

IBM: egy hardware egység teljesiti-e a specifikaciét
e 2006-os SAT Race-re (ez Industrial Only) formulaval leirva: 170.000 valtozo,
725.000 feltétel
e erre egyébként 500+ ipari benchmark érkezett

Az Intelnél, IBM-nél és Microsoftnal ma a SAT solving a dominans technolégia

a hardware tervek verifikaciéjara

Al Planning: dontéshozatal egy vagy tobb cél elérése érdekében, eréforrast
optimalizalva — ez is felirhat6é formulaval

Handbook of SAT - 2009, 966 oldal


https://www.amazon.com/Handbook-Satisfiability-Artificial-Intelligence-Applications/dp/1586039296

SAT, de minek?

e Nagyon sok ,kombinatorikus” keresési problémat fel lehet irni SATként.
o Ekkor ahelyett, hogy mi irjunk keresGalgoritmust:

e irunk egy kédot, ami atkonvertalja a problémat formulava
megoldatjuk a formulat egy SAT solverrel

a visszaadott eredményt visszakonvertaljuk az eredeti probléma megoldasava
ehhez jellemz&en sokkal kevesebbet kell kédolni, mintha az eredeti problémara

irnank solvert

debugolni is

e Egy use case-t latni fogunk hamarosan: a tatami coveringet.

Egy masik gyakori alkalmazas: a Code Contractok ellenérzése

(ezen a kurzuson: ,Hoare kalkulus™)



Code contractok — C 4+ ACSL (ANSI C Spec Lang)

int f(int A, int B) {
int Q = 0, R = A;
while (R >= B) {

R -= B; Q++; int f(int A, int B) {
T int Q = 0, R = A;
return R;
} while (R >= B) {
R -= B; Q++;

A jobb oldali annotacidk| 13
segitségével
return R;

}

automatikusan

ellenérizhets, hogy a
fliggvény implementacidja

btw ez csak el6adason lesz

helyes
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size_type find(const value_type *a, size_type n, value_type val);

ha libraryt implementalunk, belefuthatunk ilyen formatumu specifikaciéba it



Code contractok — Java 4+ ESC (Extended Static Checker)

public class OrderedArray {

int al];
int nb;

public OrderedArray() { a = new int[20]; nb = 0; }
public void add(int v) {

if (nb >= 20) return;

int i;

for (i=nb; i > 0 && al[i-1] > v; i--) alil] = ali-1];

ali] = v; nb++;

Az ESC automatikusan le tudja ellenérizni, hogy egy OrderedArray a teljes élettartama

soran tényleg rendezett sorrendben fogja tarolni az elemeket
12



Dafny (by MS, compiles to C#, Java,

function fib(n: nat) : nat {
if ( n < 2 ) then n else fib(n - 1) + fib(n - 2)

}
method computeFib(n: nat) returns (x: nat)
ensures x == fib(n)
{
var i := 0;
x := 0;
var y := 1;

while( i < n )

invariant 0 <= i <= n;

invariant x == fib(i);
invariant y == fib(i + 1);
{
X, ¥y =y, X +7y;
i:=1i+1;
}

Rekurziv, helyes O(1.62™)

Iterativ, gyors O(n)
automatikusan ellendrizhetd:

ugyanazt adjak

némi hinttel
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Itéletkalkulus vs. elsérendii logika

A kurzus els6 felében itéletkalkulussal fogunk foglalkozni:

e a valtozdk a {0,1} halmazbdl kapnak értéket
(0: hamis, 1: igaz — igazsagértékek, bitek)

e a formulak valtozokbdl épiilnek fel itéletlogikai 6sszekots jelek (konnektivak,
mint a = és a V, s6t a ) alkalmazasaval (zarojelezve)

A masodik felében elsérendii logikaval:

e a valtozok objektumok egy halmazabdl kapnak értékeket
o a konnektivakon kiviil kvantorok is hasznalhatéak lesznek (mint a V)

e az objektumokat fliggvények fogjak Gjabb objektumokba, és predikatumok
fogjak igazsagértékké transzformalni

Az itéletkalkulust hivjuk még itéletlogikanak vagy nulladrend(, esetleg propozicionalis logikanak is.

Az elsérendii logikat pedig predikatumkalkulusnak.
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Szintaxis és szemantika

Ha precizen akarunk beszélni valamirgl, altalaban megadjuk a nyelviink szintaxisat és
szemantikajat.

Szintaxis \
Mi az, amit leirhatunk? Milyen stringek fognak jelentést hordozni? Melyek a ,,jdl
formalt kifejezések’? Milyen tipusiak lesznek?

e progalap: mi lehet egy azonosit6? mi a fliggvény fejléc? mi egy fliggvénytorzs?
mi egy értékadas?

e logika: mi a formula?

Szemantika \
Mit jelent, amit leirhatunk a szintaxis szabalyai szerint? Hogy értékeljiik ki? Adott
kornyezetben mi az eredménye / értéke?

e progalap: mit csinal egy értékadas? mit egy Gsszeadas? mit egy fliggvényhivas?

e logika: mi a formula értéke egy adott valtozé-értékadas mellett?

15



Valtozdok |
Rogzitjiik (itélet)valtozéknak egy {pi,po, ...} (végtelen) halmazat.

A valtozoékat altalaban p,q, 7, p1,p2, 0/, ... jeloli majd.

Logikai konstansjelek
A 1 (igaz’) és | (,hamis") jelek.

Logikai konnektivak |
A A (konjunkcid, és), V (diszjunkcié, vagy), — (negaci6, nem), — (implikacio, nyil)
és +> (akkor és csak akkor, pontosan akkor, duplanyil) jelek.

zarévizsgan ne mondd nyilnak, van aki nem szereti

Kényelmi okokbél a konstansjeleket ,,nulla valtozés” konnektivaként kezeljiik.
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Formulak
e Minden valtoz6 és minden logikai konstans formula

e Ha F formula, akkor (=F) is formula
e Ha F és G formulak, akkor (FAG), (FV G), (F — G), (F < G) is formulak

e Mas formula nincs

Az ehhez hasonlé ,ez meg ez meg ez X, mas X nincs” alakl konstrukcidkat Ggy is szoktak mondani, hogy ,.az

X-ek halmaza a legsziikebb olyan Y halmaz, melyre ez meg ez meg ez Y.
Formulak példaul: p, (—p), ((-p) V q), (1— p) és

(=(((=p) V@) V7)) = (=q))-

17



Szintaxis: implicit zargjelek ((—(((—p)V q) V1)) — (7q))

Az olvashatésag kedvéért egyes zardjeleket elhagyunk:

e a legkiilséket =(((-p)Vq) V1)) = (—q)

e a kdvetkezs precedencia-sorrend szerint elhagyhatékat:
leger6sebb a —, majd A, Vv, — és végiil a leggyengébb a «+>

~((pVa)Vr)—= g

e a A és V miiveletek asszociativak pl. (FV G)V H helyett FV GV H-t irunk

de nem egymas kézt! (F'V G) A H igy marad

~(=pVqVvr) =g

e a — miivelet jobb-asszociativ F — G — Haz F — (G — H) zéréjelezést jelenti

Ezekkel az el6z8 formulabdl ez lesz:

~(=pVqVr) = —q

18



Hogy a konnektivak szemantikajardl tudjunk beszélni, mindhez rendeliink egy Boole-fiiggvényt:

(n-valtozés) Boole-fiiggvény

Bitvektort egy bitbe képz6 fiiggveny: f : {0,1}" — {0,1}.

Az f/n jelzi, hogy az f egy n-valtozds fiiggveny.

A — unéris ( = egyvaltozds) Boole-fiiggvény: =0 =1, -1 = 0.

A binaris ( = kétvaltozés) konnektivakhoz rendelt Boole-fiiggvények igazsagtablaja:

z|lylxzVy|lzANy|x—>y|xTYy
010 0 0 1 1
01 1 0 1 0
110 1 0 0 0
1)1 1 1 1 1

Itt azért hasznalunk z-et és y-t, mert
fuggvényeket altalaban az z,y,z,...

valtozékkal szoktunk deklaralni.

Pl.L1v0O=1,0—1=1,1— 0=0. (irhatnank V(1,0) = 1-nek is, maradunk az infix jel3lésnél.)

Egy n-valtozés Boole-fiiggvény igazsagtablaja 2" soros.
(Egy ggvény igazsagtablaj
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Hogy egy formulat ki tudjunk értékelni, kell egy (valtozo)értékadas:

Ertékadas \
Egy A figgvény, mely minden valtozéhoz egy igazsagértéket (bitet: 0 vagy 1) rendel.

Az A értékadas mellett az F' formula értékét A(F') jeloli:

.A(p) = .A( ) warning: not the same A Magyaru'
A =1 Tehat rekurzivan kiértékeljiik az
A(l) =0 .eggyel egyszeriibb” formulakat és a
- legkiilsé konnektivanak megfelel6en
A(=F) =2 A(F) kombinaljuk az értékeket.
A(F VGQG) = A(F) Vv AG)
A(FNG) := A(F) N A(G) . kiterjesztése'" az értékadasnak
A(F — G) = A(F) — A(G) mert valtozékra tovabbra is ugyanazt adja
A(F o G) - A(F) o .A(G) vissza, mint eddig, de most méar tobb mindenre
van értelmezve
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Formula-kiértékelés példa

HaF=(p—q)V(-r < p)ésA:p—1,qg+— 0,7 0, akkor
e Ap—=q)=1—-0=0

A(=r)=-0=1

A(-r < p)=1+1=1

tehat A(F) =0V 1=1.

Ha az A értékadasra és az F' formulara A(F) = 1, azt gy is irjuk, hogy A E F és
agy is mondjuk, hogy A kielégiti F-et vagy A egy modellje F-nek vagy
A € Mod(F).

Ha egy formulanak van modellje, akkor azt mondjuk, kielégithets;
ha nincs neki, kielégithetetlen.

Ha az F' formulanak minden kiértékelés modellje, akkor tautolégia.
Ennek jele F F.
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Honnan lesz formulank?

Vegyiik pl. a kdvetkezé kombinatorikus keresési feladatot.

o Adott egy n x m-es téglalap, melyet 2 x 1-es dominékkal (forgatni ér)
szeretnénk lefedni.

o A lefedésnek hogy ,szép” legyen, tatami lefedésnek kell lennie: négy dominé
nem talalkozhat egy sarkon.

e Néhany dominé elére fel van rakva a tablara.

e Adjunk meg egy tatami lefedését a tablanak, melyben a megadott domindk a
megadott médon szerepelnek!

( .'-1}
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source: https://canadam.math.ca/2013/slides/Erickson.Alejandro. Tatami.pdf


https://canadam.math.ca/2013/slides/Erickson.Alejandro.Tatami.pdf

Modellezés formula-kielégitési problémaként (SATként)

A tablan minden szomszédos mez&ket sszekotd élhez rendeliink egy valtozét, pl.

o p; ; legyen az i. sor j. oszlopabdl jobbra meng él,

o ¢; ; pedig a felfele mené él,

amilyen i, j-kre ilyen élek vannak. Pl. egy 6 x 5-0s tablan:

P6,1 P6,2 P6,3 D64 P62 P64
45:1:95.2:4953:495,4:45.5 qd5.1
P5,1 P5,2 P5,3 P5,4 Ps5,3
G4;1-G4,2 94,3 G4,4- 94,5 Az elképzelés: azokat 44,2 44,5
P41 P42 P43 P44
43,1-493,2-93,3:43,4: 43,5
D31 P32 P33 D34 litsuk 1-re, amiket egy
q2;1:92,2:92,3:92;4: 92,5 dominé fed le. q2,2 q2;5
P2,1 P2,2 P2,3 P2,4 P23
41;1:¢1,2-91,3:91,4: 41,5 41,1
P11 P12 P1,3 P14 P12 P14

a valtozékat (éleket) al-

q3;1 43,3:{43,4
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Modellezés SATként

Azt kell megfogalmaznunk, hogy mikor felel meg egy értékadas egy megoldasnak,
vagyis egy tatami lefedésnek.
e Minden mezét lefed legalabb egy dominé: vagyoljuk a ra illeszkedé éleket

e Minden mezét legfeljebb egy dominé fed: az egy mezére illeszkedd éleket nand
kapcsolatba hozzuk: —(x A y)

e A tatami feltétel: minden ,sarok mellett” van igaz valtoz6 — ezeket is vagyoljuk
A fenti feltételeket pedig dsszeéseljiik. Részlet:

® (pa2Vqa2Vpa1Vgse)—ad. sor2. mezéjét fedi egy doming;
o —(ps2 A qa2) — ezt a mez6t nem fedi egyszerre fentrdl és jobbrél egy dominé;

o (p3.1Vga1Vpai1Vgas)—a2 sorl. oszlop sarkan nem érintkezik négy sarok

Plusz: az elére megadott domindknak megfelelé valtozokat 1-re allitjuk (hozzaéselve
8ket az egész formulahoz)
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Modellezés SATként

e A megadott teszteken (30 x 30-as tabla, kb 30 ledobott domind) ez kb. 900
valtozo és 7.000 feltétel

e Ez egy mai SAT solvernek nem méret

unless ha a formula szandékosan ,nehéz” SAT példanynak késziilt

e A formalizalas implementalasa, oda-vissza konverzié tatami lefedés és formula
kozt: féléra, tops

A mai SAT solverek jok és egyre jobbak = mindig j6 6tlet elgondolkodni rajta, hogy
az aktuélis problémankat formulava tudjuk-e konvertalni hasonlé médon

More of this @ bonya
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A modellek halmaza

Mod(F) |
Ha F egy formula, akkor Mod(F') az F 6sszes modelljének a halmaza.
Tehat hogy A(F) =1, vagy AFE F, gy is irhatjuk, hogy A € Mod(F).

Pl. ha A(p) =1, A(g) =0, A(r) = 0, akkor

VRS Mod((p —=q) V(7 & p))

lgy pl. F pontosan akkor kielégithetetlen, ha Mod(F) = 0.
Ha > formulak egy halmaza és A egy értékadas, akkor A E ¥ azt jelenti, hogy A

kielégiti > Osszes elemét.

Hasonléan Mod(X)-ba azok az értékadasok tartoznak, melyek kielégitik X dsszes elemét.

Pl. Mod(0)-ba az &sszes értékadas beletartozik, mert egyik sem sért meg egy feltételt sem a nullabél

26



Tautolégiak és kielégithetetlenség

Kénnyi latni, hogy

Az F formula pontosan akkor tautolégia, ha —F kielégithetetlen.

F tautolégia < minden A-ra A(F) =1 tautolégia def
< minden A-ra —A(F) =0 negalas fiiggvény def
< minden A-ra .A(—LF) =0 negélt formula szemantika def
& —F kielégithetetlen. kielégithetetlenség def

A tautolégiak persze kielégithetsk.

27



Logikai kovetkezmény

A E jel egy masik overloadja:

Ha F és G formulak, akkor F' E G (,,F-nek logikai kdvetkezménye G") azt jeldli,
hogy minden A-ra ha A(F) = 1, akkor A(G) = 1.

azaz: Mod(F) € Mod(G) +F modellje G-nek”, , F" kielégiti G-t"
viszont hiilyeség

Peldaul (p Aq) Vr E —p— 1

plag|r|(AgQVr|p—=r| |p|lg|r|PAQVT|-p—T
0olo]o 0 0 1{o]o 0 1
001 1 1 101 1 1
0[1]0 0 0 1110 1 1
011 1 1 1111 1 1

28



Logikai kovetkezmény formula kozt

Ugyanigy hasznalhatjuk a X F F, ¥ E T jeloléseket is, ahol X, T" formulahalmazok:
pl. X E F akkor all fenn, ha minden > minden modellje modellje F-nek is.

példaul
{pp—4q} F q

hiszen ha egy A értékadasban p is és p — q is igaz, akkor ¢ is igaz.

Altalaban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy F formula kovetkezik-e axiomak egy ¥
halmazabdl.

Az F = G (,F ekvivalens G-vel”) jelolés pedig azt jelenti, hogy Mod(F') = Mod(G)
(tehat FE G és GE F).
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Mod(%) N Mod(T)

Hasznos tudnunk a kovetkezét:
Mod(X UT) = Mod(X) N Mod(T).

e a bal oldalon szereplé halmazban azok az értékadasok vannak, melyek kielégitik
Y UT Gsszes elemét

e azaz Y Osszes elemét is és I' Gsszes elemét is
e azaz melyek benne vannak Mod(X)-ban is és Mod(T')-ban is
e ez pedig épp a jobb oldal

Nyilvan az is igaz, hogy

tetsz6leges A értékadas vagy Mod(F')-ben, vagy Mod(—F')-ben szerepel (pontosan
az egyikiikben), ha F' egy formula.
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how to speak math: Mod(3) N Mod(I'), mechanikusan

Mem6: ha egy H halmazt a kovetkez6képp deklaralunk
H := {z €T : valami feltétel, amiben szerepel az z ,szabadon”}

az azt jelenti, hogy H-ban pontosan azok a T-beli (, 7" tipust", altalaban) dolgok
vannak, amikre igaz a kett8spont utani feltétel

{n € Np :n2 = 3 mod 5} igen, ez egy masik = jel

,azoknak a természetes szamoknak a halmaza, amiknek a négyzete Gttel osztva
harmat ad maradékul”
ez épp lres halmaz — attdl, hogy két halmazt mas médon definialtunk, még lehet,

hogy valéjaban ugyanaz a halmaz

van, hogy az € T tipusdeklaraciét nem adjuk meg, ha kikovetkeztethets a feltételbsl
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how to speak math: Mod(3) N Mod(I'), mechanikusan

A eleme Mod(X UT')-nak pont akkor, ha
e minden F formulara ha FF € X UT, akkor A = F Mod def
e minden F formulara ha (F € ¥ vagy F €T), akkor A = F unié def

minden F formulara
(ha F € X, akkor A |=F) és (ha F € T', akkor A |= F)

mert (pVgqg) >r = (p—>r)A(g—r)

(minden F' formulara ha F € 3, akkor A | F)

€S
(minden F' formulara ha F' € T', akkor A = F)
mert Vz(F A G) = (VaF) A (VzG) (laters — believe me for a moment, it's true)
o A€ Mod(X) és A € Mod(T) Mod def

o Ac MOd(E) n MOd(F) metszet def
erre a két halmazra nem mondjuk, hogy ,def alapjan egyenl6ek”, mert hasznalunk
mast is az egyik oldalbdl a masikka valé transzformalas kdzben
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Az indirekt bizonyitas

Ha kovetkezteté-motort akarunk fejleszteni, ahhoz elég a kielégithetetlenséggel foglalkoznunk:

¥ E F pontosan akkor igaz, ha ¥ U {—F} kielégithetetlen.

(gépies) bizonyitas: ¥ = F' pont akkor, ha |

o Mod(X) C Mod(F) E def
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor A € Mod(F) részhalmaz def
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor A(F) =1 Mod def
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor = A(F) =0 — fiiggvény defbé
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor A(=F) =0 — szemantika def
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor A ¢ Mod(—F) Mod def
e minden A-ra: nem (A € Mod(X) és A € Mod(ﬂF)> p—-q = ~(pAg)
e minden A-ra: nem (A € Mod(X) ﬂMod(—F)) metszet def
e Mod(X) N Mod(—F) = () =10 < Vy(y ¢ ) halmazelméleti axiéma

° MOd(E U {—|F}) =10 el6z8 ,lemma’33



Konjunktiv normalforma (CNF)

A kovetkeztetd algoritmusainkat (hogy ne legyen benne sok eset, uniforman
miikddjon) valamilyen normalformaban lévé formulakra szoktuk specifikalni. Az
egyik leggyakrabban alkalmazott normalforma a konjunktiv normalforma:

o Az itéletvaltozokat és negaltjaikat literadloknak nevezziik;
o Véges sok literal diszjunkcidjat kl6znak;

o Veéges sok kléz konjunkcigjat pedig konjunktiv normalformanak, CNF-nek.

(pV-q) A (=pV—qVrT) Ap
Itt

e p,q,r valtozok,
e p,—q,—p,r literdlok,
e (pV—q), (—pV —qVr)ésp klozok.
Az egyelem( klézokat (mint itt a p) egységkloznak nevezziik.
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CNF-re hozas

Minden formula ekvivalens CNF alakra hozhaté.

e El6szor a — és <+ konnektivakat eliminaljuk a formulabdl a kdvetkezd
ekvivalenciakkal:

F—-G=-FVG F+ G=(=FVG)A(FV-G)
ok also T VF =1, [ VF=F, |— F =1 stb.

e Majd a — jeleket vissziik le a valtozok mellé a deMorgan azonossagokkal:
-(FVG)=-FA-G —~(FAG)=-FV -G —F=F

(Ekkorra a formula negaciés normalformaban, NNF van.)

o Végiil a V jeleket vissziik be a A jelek ala a disztributivitas alkalmazasaval:

FV(GNH)=(FVG)AN(FVH), (FNG)VH=(FVH)AN(GVH)
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CNF példa

A formula:
(pVa) < (g—r)

Nyilak eliminalasa: / \
(Ve Vig—=r)A(lpVae V-l T 7))

(=(eVgV(=gVvr)A(lpVaq)V-o(-gVr))

Negalasok bevitele:
(P A=q) V(=g V1) A((pVa)V(-—gA-r))

(zpA =) V(g V7)) A((pVg) V(g 2r))
Disztributivitas: klézpk vzfgyolésokon, CNFek éseléy\ﬁterjednek keresztiil

(ZpV 2qV7T)A(2gVogVr)A(pVgVq) A(pVgVor)
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Tehat a probléma, amivel foglalkozunk:

SAT

Input: egy CNF.
Output: kielégithets-e?

A CNF-eket nem stringként reprezentaljuk, hanem
e egy klézt a benne literalok halmazaként,
e egy CNF-et pedig kl6zainak halmazaként.

Ezt megtehetjilk a VV és A miiveletek kommutativitasa, asszociativitasa és
idempotenciaja miatt (azaz: sem a sorrend, sem a multiplicitds nem szamit).

Az el6z6 formula ebben a reprezentacidban pl:

»={{-p.~ar}, {~a.7}, {p.a}, {p.a,~1}}.
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Ures kléz, iires CNF

Még ha az inputban nincs is, az algoritmusok generalhatnak iires klézt (jele a OJ
lesz).

Az ures kl6z minden értékadas mellett hamis.

(PI. mert tetszéleges C' és D klézokra és A értékadasra igaz kell legyen, hogy
A(CUD) = A(C)V A(D) és ha D = I, akkor ez

A(C) = A(Cul) = A(C) V A(O)-ot jelenti, ami akkor igaz, ha A(O) = 0.)
Az iires CNF (tehat 0 darab kléz halmaza) jele a szokasos iireshalmaz-jel, () lesz.

Az iires CNF minden értékadas mellett igaz.

{} igaz, ha CNF és hamis, ha kléz.
O hamis. 0 igaz.
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Kozvetlen részformulak

Egy formula kdzvetlen részformulai az ,eggyel lentebbi szinten |évs részei™
Kozvetlen részformula
o A viltozéknak és a logikai konstansoknak nincs kdzvetlen részformulaja;
o A (—F) alaki formulak kozvetlen részformulaja F;

e Az (FVG), (FAG), (F— Q) és (F < G) alakd formulak kdzvetlen
részformulai F és G.

A formulak kiértékelését ugy végeztiik el, hogy

e rekurzivan kiértékeljilk a kozvetlen részformulakat;
e majd az eredményekbdl és a kiilsé konnektivabdl szamitjuk az egész formula
értéket.
Az ilyen rendszerii definicidkat és bizonyitasokat a formula felépitése szerinti induk-
ciénak nevezziik.
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Felépités szerinti indukcié

Definiciékban csak meg kell mondjuk, hogy az aktualisan a formulahoz rendelt
objektumot hogyan szamitjuk ki a részformulaihoz rendelt objektumokbdl, tigyelve

arra, hogy minden esetet pontosan egyszer vegyiink sorra.
Bizonyitasokban kicsit 6sszetettebb a feladat: minden esetre meg kell mutatnunk,
hogy ha az allitas igaz a formula 6sszes kozvetlen részformulajara, akkor miért igaz

az egész formulara is.

Lattunk mar hasonlét: pl. a természetes szamokon a teljes indukci6 is igy miikddik.
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Teljes indukci6 memé (és Peano axiémak a szamokroél)

A természetes szamok konstruktorai:

o () természetes szam;

, .
e ha n természetes szam, akkor n’ is az; Az 1’ helyett lehet irni succ(n)-t

. ; , . va n+ 1)-et is
® mas termeészetes szam nincs. &Y ( )

Az 6sszeadas definicidja:
m+0:=m (az az eset, amikor a jobb oldali argumentum 0)

m+ (n') == (m+n) (amikor n')

A masodik esetben hogy 8sszeadjuk m-et n + 1-gyel, el8bb sszeadtuk m-et az ,egyszer(ibb” n-nel (rekurziv

hivas az egyszeriibb szamra), majd az eredményt ndveltiik eggyel (a természetes szamok konstruktorat hivva).

A szorzasé: 3+2=5 \2*2:4 \
— O — O 0/// _"_ 0// _ ( " + 0/)/ 0// _ ( ) + 0//
mx(n') = (m=%n)+m =((0"+0)) = ((ON x0)+0") +0"

— ((0///)/)/ (O _|_ 0//) _|_ O//
0///// — 0////

,.definicié szerint ennyi”
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Teljes indukcié memé

Ez pedig egy bizonyitasa annak az allitasnak, hogy
m(m + 1)

142+...+m= 5

teljesiil minden m természetes szamra:

e m = (-ra igaz: mindkét oldal 0
e m=n-+ 1-re: itt irhatnank n’-t is
Az indukciés feltevés szerint 1+ ... +n = w igaz a nala egyszer(ibb n-re;

1+...4(n+1)=(14...4n)+ (n+1) ezek szerint %—&—(n—&—l)
n(n+1)<2§»2(n+1) _ (n+1)2(n+2) —vel

ami tovabb egyenlé
e ami pont a fenti képlet, ha a szamunk az m = n + 1. Done.

Formulakra is pontosan igy miikédik az indukcid, azzal, hogy

e teljes indukcié helyett strukturalis indukcionak vagy felépités szerinti
indukciénak hivjuk,
e tdbb aleset van (nem csak 0 és n/, hanem p, 1, |, =F, F V G stb).
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A CNF-re hozé algoritmus mindig megall: megallasi feltételek

e nyilak eliminalasa: lehet a formuldkhoz természetes szam silyokat rendelni:

o p 1 dsilya w(p) = w(t) = w(l) = 1
e FAG, FVG sulyaw(F) + w(G), ~F salya w(F)
e F— G silya w(F)+w(G)+1, F + G sulya 2(w(F) +w(G)) + 1

Ekkor atiras utan mindig csokken a saly
pl F < G helyett (-F V G) A (F V —G) sialya 2(w(F) + w(G)) lesz, eggyel kisebb

(és ha egy részformula salya kisebbé valik, akkor az egészé is)

e de Morgan azonossagok: pl. w(p) = 2, w(=F) = w(F)?,

w(FVG)=wF AG) =w(F)+wG)
akkor pl. w(=(F V G)) = (w(F) + w(@))?, w(=F A =G) = w(F)? + w(G)?, ami kisebb lesz

o disztributivitas: pl. w(p) =2, w(=F) = w(F), w(F AG) = w(F) +w(G) + 1,
w(FVG)=w(F) w(G)
akkor pl. w(F V (GAH)) =w(F) - (w(G) +w(H)+1),
w((FVG)A(FVH))=w(F)-(w(G)+w(H)) + 1, ami kisebb lesz, mert w(F') > 1 biztos igaz

note: lehet csinalni egyetlen nagy salyfiiggvényt is 3 helyett, ami barmelyik atirast is csinaljuk, csdkken

tehat barmilyen sorrendben is végezziik az atirasokat, el6bb-utébb egy CNF lesz a vége
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A CN F példa, ezekkel a sﬂlyokkal csak hogy biztos értsiik a sGlyozast

(pVa) < (g—r)

Nyilak eliminalasa (salya alapbél 2(w(p V q) + w(g — 7)) +1=2((1 + 1) + (1 + 1+ 1)) + 1 = 11):
(eva)V(g—=r)A((pVaV-(g—T)) silyal+1+3+1+1+3=10

(Vg V(~gVvr)A(lpVa)Vo(-gVr)) siyas

Negalasok bevitele (negalasos siilya ennek (2 + 2)% + 22 + 2 4+ 2 + 2 + (22 + 2)% = 62):
((ﬁp/\—\q)\/(—\q\/r))/\((p\/q)\/(—\—\q/\ﬁr)) silya 22 + 22 4+ 22 4 2 + 24 2 + (22)% 4 22 = 38

((lpAlq)\/(—\q\/r))A((p\/q)\/(g/\lr) st’llya22+22+22+2+2+2+2+22:24)

Disztributivitas: diszt. silya alapbsl (2+2+ 1)« (2-2) 4+ (2-2) - (2+2+1) + 1 = 41
(opV2gVr)A(2gV 2gVr)A(pVeVae A(pVgVor)

silya2-2-2+4+2.-2-24+1+4+2-2-242-2-2414+1=35

a lényeg: mindig csékkennek a sulyok és természetes szamok = nem eshet végtelen ciklusba 44



Formulak altal indukalt Boole-fiiggvények

Indukalt Boole fiiggvény |

Ha az F formulaban csak a {p1,...,p,} valtozék szerepelnek, akkor F' indukal egy
n-valtozés Boole-fliggvényt, melyet szintén F-fel jeldliink:

Pi(X1, ..., Zp) = (ezt projekcionak hivjuk) tkp tsmbelem-kivalasztas
(—F)(@1,...,2n) = 2(F(x1,...,2y))
(FVG)(z1,...,2n) = F(z1,...,2,) VG(z1,...,2,)

(ez ismét egy formula felépitése szerinti indukciéval definialt fogalom)

az F'=p; V (=p1 A p2) formulara F(0,1) =

p1(0,1) = p2(0,1) =1
(=p1)(0,1) = =0 = (—p1 Ap2)(0,1) =1A1=1

(p1V (=p1 Ap2))(0,1) =0V 1=
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Boole-fiiggvények megszoritasai

Legyen f/n Boole-fiiggvény, n > 0. Ha b € {0, 1} igazsagérték, agy f

Tn=b _]e|0|l
azt az (n — 1)-valtozés Boole-fiiggvényt, melyet Ggy kapunk, hogy f inputjaban
értékét b-re rogzitjiik.

Formalisan

fle,=b(@1,y ..oy Zn_1) == f(a1,...,Tn-1,b).

Példa
e V|z,—1 a konstans 1 figgvény: V|,,—1(z1) = V(21,1) = 1.
e Alz,—0 a konstans 0 fliggvény
e Alz,—1 az identikus (z; — x1) fliggvény

stb.

(Hasonléan, rogzithetjilk barmelyik koordinatat, nem feltétleniil az utolsét.)
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Shannon expanzié

A kovetkezét kénnyd latni:
flz,. .. 2,) = (xn A fle,=1(21, ... ,xn,l)) vV (ﬁxn A fle,=o(x1, ... ,xn,l)).

note: ez nem ekvivalencia, hanem egyenl&ség, mert nem formula, hanem fiiggvény!

két fliggvény akkor egyenld, ha minden inputra megegyezik az eredményiik

Hiszen ha x,, = 1, akkor a jobb oldali tag hamis lesz, a bal oldali pedig épp
fle,=1(x1,- - y2n_1) = f(@1,...,Tn_1,1), ami megegyezik f(z1,...,x,)-nel
ebben az esetben; az x,, = 0 eset hasonlé.

Ebbdl a kovetkezét kapjuk:

Minden n > 1-valtozés Boole-fiiggvény eléall a projekciok és a {—, V, A}
Boole-fliggvények alkalmas kompoziciéjaként.

Ezt Ggy is mondjuk, hogy a {—,V, A} rendszer teljes.
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Shannon expanzié

Minden n > 1-valtozés Boole-fiiggvény eléall a projekciok és a {—,V, A}
Boole-fliggvények alkalmas kompoziciéjaként.

Bizonyitas
n szerinti teljes indukciét alkalmazunk.
e Ha n =1, akkor az f/1 fiiggvény vagy a konstans 0 = z1 A —z1, vagy a
konstans 1 = 7 V —x1, vagy az x1, vagy a —x1, mind a négy eléallithato igy.

e Han > 1, akkor az indukciés feltevés szerint az f|,, —p(®1,. .., Tn_1)

Boole-fiiggvények b € {0, 1}-re eléallnak ilyen alakban, a Shannon expanziéban
pedig szintén csak ezt a harom miiveletet alkalmazzuk.

Kovetkezmény
Minden n > 1-valtozés Boole-fliggvény indukalhaté olyan formulaval, melyben csak
a {—, V, A} konnektivak szerepelnek.
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Shannon-expanziés példa

21 | o | x3 | f(x1, T2, 23)
0010 0
11010 1
0] 1]0 1
1[11]0 0 = (@3 A flos=1) V (723 A flzs=0)
0]0]1 0
1101 1
0|1 1 1
1 1 1 1
z1 | T2 | flas=0 Ty | T2 | fles=1
00 0 00 0
1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1
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Shannon-expanziés példa

21 | T2 | flas=1
0|0 0
110 1 |= (@2 A fles=1,20=1) V (T2 A fry=1,0,=0))
0 1 1
1 1 1
21 | flzs=1,22=0 T1 | fles=1,2=1
0 0 0 1
1 1 1 1

f|fL‘3=1,JL‘2=0 =T

f|13:1,z2:1 = T ez csak ideiglenes, egyszer(isiteni akarunk vele

flzs=1 = (2A 1) V (-2 A 1)

=22 V (_\1‘2 N 171)
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Shannon-expanziés példa

= (.1‘2 A .f‘:1:3=0,:1:2=1) \ (_"772 A .fa:3:0,x2:0))

21 | T2 | flas=0

0 0 0

1 0 1

0 1 1

1 1 0
Zq f|xg:0,a:2:0
0 0
1 1

L1 f|a:3:0,:1:2:1
0 1
1 0

f|:1;3=0,:£2=1 = 71

f|x3:0,12:0 =21
flas=0 = (z2 A 2x1) V (m22 A 271)
f = (33‘3 A (172 V (_\1‘2 VA $1))) V (ﬂl‘3 A\ ((3’52 A _\331) V (_\.1‘2 A\ 1‘1)))
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CNF-ek megszoritasai

Ha ¢ egy literal, akkor ¢ jeldli ¢ komplementerét: B := —p és =p := p.
Hasonléan a Boole-fiiggvények megszoritasaihoz, CNF-ekre is van megszoritas.
Ha X klozok egy halmaza és ¢ egy literal, akkor a X|,—; is egy kl6zhalmaz,
mégpedig:

e Y-bél elhagyjuk az /-t tartalmazé klézokat,
e az eredmény klézaibdl pedig elhagyjuk az /-eket.

Ha ¥ = {{p}, {p, 4}, {-p, ~q},{p, 7, 7}} és £ = —p, akkor X|,—1 = {0, {q}}.
A X|y—o pedig legyen X|;_,.

note: ezek csak szintaktikai definiciék! csak a CNF-et valtoztatjak, értékadasokhoz nincs by def kdziik
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CNF-ek megszoritasai

Ha a ¥ CNF az f Boole-fiiggvényt indukalja, akkor X|,. = az f|,,= fliggvényt.

Legyen A értékadas, > CNF és / literal.
A E ¥ pontosan akkor igaz, ha
e A(l)=1¢és AFE 3|

® vagy A(f) =06és AE Elz:(). ez pont megfelel a Shannon-expanziés képletnek
Roviden: ha A F X|,— 4.

Mert

Ha A(¢) = 1, akkor A kielégiti az 6sszes X-beli klézt, melyekben £ szerepel.
A t5bbi klézbdl a ¢ literal értéke A mellett hamis, elhagyhaté bel6liik.

A kapott klézhalmaz épp ;.

(Az £ = 0 eset is kész ezzel, hiszen az ugyanaz, mint az £ = 1 eset.)

53



Az els6 algoritmus

Az el6zének kovetkezménye:

Legyen ¥ klézhalmaz, £ literal.
A X pontosan akkor kielégithets, ha a 3|,—¢ vagy a X|,—; klé6zhalmazok valamelyike
kielégithetd.

Ez ad egy algoritmust: Példa \
function A(Y) {{p,~a}, (.7} {g, v}, {0}
if (1 € 3 then return false p=0—" e =1
if £ =0 then return true  {{~q}, {q, -}, {~r}} {{a.r}.{a, 7}, {}}
(valasszunk egy p valtozét) g=0/ N\g=1 a=0/ N\g=1

return A(Z|,—0)V A(X|p=1) Hordy O {=rdy {{rh {=rH {r}}
(Konnyii médositani, hogy r=0| \e=1  r=g/r=1 / |
visszaadjon egy kielégits értékadast, p {0y {Or {O+ o (O}
ha van.) r

z6ld: az a node true-t ad vissza, piros: falsgﬁ:



A keresési tér vagasa: Unit propagation

Ha van egységkl6z a CNF-ben, az kényszeriti a benne |év6 valtozé értékét:
Ha X-ban van egy {¢} egységkloz, akkor ¥ minden A modelljében A(¢) = 1.

Tehat ekkor ¥ pontosan akkor kielégithets, ha X|,—; az (hiszen X|;—p-ban lesz egy
ures kloz, igy kielégithetetlen).

Unit propagation
Ha {¢} € X, akkor elég X|,—;-re hivni rekurzivan.
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A keresési tér vagasa: Pure literal elimination

Ha ¢ olyan literal, melynek komplementere nem fordul el6 Y-ban, akkor ¥ pontosan
akkor kielégithets, ha X|y—; az.

Tehat: ha £ nem szerepel ¥-ban, akkor (-t biztonsaggal 1-re allithatjuk.

Hiszen ha A |= 3, akkor az a A[¢ = 1] értékadas, mely ¢ értékét 1-re allitja, az
£-ben nem szereplé valtozokon pedig megegyezik A-val, kielégiti 3|,—;-et:

e ha ¢ € C, akkor az [¢ = 1] miatt garantaltan;

e ha ¢ ¢ C, akkor A(C) = A[¢ = 1](C), hiszen ekkor C' értéke nem fiigg ¢
értékétol.
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A DPLL algoritmus Davis—Putnam-Logemann-Loveland

Példa
function dpll(X)
if 3 = () then return true
if 0 € X then return false
if valamilyen ¢-re {¢} € ¥ then
return dpll(X]s=1)

{p,~a}, {-p,q,r},{¢,~r}}
N
H{-at{e, 3y Haorh e}
| |

-r w
if valamilyen /-re H | b
¢ nem szerepel ¥-ban then 0
return dpll(X2|,—;)

(valasszunk egy p valtozoét)
return dpll(X],=)V dpll(X|,=1)

A mai leggyorsabb SAT solverek ennek valtozatait implementaljak (késébb latjuk,
milyeneket).
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Masik DPLL példa

{{q75},{p7r},{ﬂp,ﬁr},{ﬁp7ﬁq}7{r,ﬁs}7{ﬁq7r}}
/ \
{{Q7S}a{T}7{T’ﬁ5}a{4@7r}} {{Q7S}a{Aw}v{ﬁQ}v{r7ﬁs}v{ﬁq7r}}
| |
{{g, s}} {{s}, {-r} {r,~s}}

| |

0 {{s},{~s}}
|

{00}

{ {q,s}, {p,r}, {-p,-r}, {-p,-q}, {r,-s}, {-q,r} }
--p=0-- { {q,s}, {r}, {r,-s}, {-q,r} %}

--p=0-- --r=1-- { {q,s} }

--p=0-- --r=1-- --g=1-- {}

--p=1-- { {q,s}, {-r}, {-q}, {r,-s}, {-q,r} }
—-p=1-- --q=0-- { {s}, {-r}, {r,-s} }

--p=1-- --q=0-- --r=0-- { {s}, {-s} }

--p=1-- --q=0-- --r=0-- --s=1-- { {} }
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Rezolicié

A rezollciés kovetkeztetés:

{FVG, -FVH} E GV H.

Hiszen ha A(F') =1, akkor A(=F'V H) = 1-b6l A(H) =1 és ezért A(GV H) =1,
ha pedig A(F') = 0, akkor A(F'V G) =1 miatt A(G) =1 ésigy A(GV H) =1.

Ennek megfelel6en két kl6z rezolvensét igy definialjuk:

Rezolvens

Ha C és D klézok, p € C és —p € D, akkor C' és D (p menti) rezolvense a

(C = {p})) U (D —{-p})

kloz.

Példaul {p, q, s} és {—-p, —r, s} rezolvense (p mentén) {q,s}U{-r s} = {q,—r, s}.
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Rezolicié

A rezoliciés algoritmus a kovetkezd:

Input: klézok ¥ halmaza.
Output: kielégithetetlen-e X7
Algoritmus: listat vezetiink kl6zokrél. Egy klézt felvehetiink, ha

e Y-beli vagy
e két, a listan mar szerepld kléz rezolvense.

Ha az [ ires kl6z rakeriil a listara, 3 kielégithetetlen.
Ha mar nem tudunk aj klézt felvenni és [ nincs koztiik, 3 kielégithetd.

Példa: X = {{p. q,r},{-p, v}, {~q, s}, {-r, s}, {ﬁs}}

1. {p,q,r} €X 5. {r,s}  Res(3,4)
2. {-pr} €X 6. {-r,s} €X
3. {q,r} Res(1,2) 7. {s} Res(5,6)
4. {—q,s} €% 8. {—s} ex
9. O Res(7,8) 60



Rajzolni is szabad

Példa megint

2 {pary  {opir} {~q,s} {=r, s} {—s}

S
s
\5
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Tobbszor is szabad felhasznalni ugyanazt

Példa megint
S ary ey (e /w}/ s}

{p,r} {-»r}

\{

r}
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Helyesség és teljesség

A rezoliciés algoritmus

e Helyes: ha az algoritmus , kielégithetetlen” valasszal all meg, akkor az input X
valéban kielégithetetlen;

e Teljes: ha X kielégithetetlen, akkor az algoritmus mindig a , kielégithetetlen”
valasszal all meg.

DON’'T DO THIS Miért |
Ha tobb literal mentén rezolvalunk
1. {p,q} e egyszerre, az nem helyes kdvetkeztetés:
2. {-p,—q} €% agy is kijohet az iires kléz, ha a formula
3. O Res(1,2) kielégithetetlen.

Mint ahogy a bal oldalon is kielégithet6
a (pVaq) A (=pV —q) formula.
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Helyesség és teljesség

Helyesség |
Annyit elég belatnunk, hogy minden kléz, mely a listara keriil, logikai kovetkezménye
Y-nak. Ezt indukciéval tessziik: ha a C kléz lista n. elemeként keriil a listara,
akkor:

e Ha C € X, akkor ¥ E C mindig teljesiil. (HaT C 5, akkor S E T.)

e Ha C a korabban mar felvett C; és C5 klézok rezolvense, akkor

e indukciés feltevés szerint X F Cy és X E Cs

tehat X F {C1,Ca} (Ha S ETy és S E Iy, akkor £ = Iy UT.)
a rezoliciés kdvetkeztetés szerint pedig {C1,Ca} F C
igy a F tranzitivitdsa miatt X F C. (Ha S F T és ' E A, akkor 3 F A.)
Ha pedig X F O, akkor X valéban kielégithetetlen, hiszen Mod () = @ és ekkor

Mod(X) € Mod(0) miatt Mod(XZ) = 0.

(Egy X formulahalmaz pontosan akkor kielégithetetlen, ha ¥ E|.) gyakon
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Linearis rezolicié

A teljességnél tobbet fogunk megmutatni: azt, hogy ha ¥ kielégithetetlen, akkor [J
levezethet6

e barmelyik, a , kielégithetetlenségért felelés” klézbdl indulva
e gy, hogy minden tovabbi lépésben a listara utoljara felvett klézt rezolvaljuk
egy, vagy a listan, vagy X-ban szerepl6 klézzal.

Ezt egy kicsit precizebben:

A X kielégithetetlen kl6zhalmaznak a ¥/ C X egy minimalis kielégithetetlen
részhalmaza, ha ¥’ is kielégithetetlen, de ¥’ barmelyik valédi részhalmaza mar
kielégithetd.

Ha = = {{p,q}, {-p, a}, {=a}, {p. 7}, {p, =7}, {5}, {~s} }, akkor .

{{p,q},{—‘p,q},{—'q}} egy minimalis kielégithetetlen részhalmaza, {{8}7{—6}}
pedig egy masik. A {p,r} és {—p, —r} kl6zok nem elemei egyetlen minimalis
kielégithetetlen részhalmaznak sem.
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Linearis rezolicié

A linearis rezoluciés algoritmus pedig a kdvetkezs:

Input: X klézhalmaz.

Output: kielégithetetlen-e 37

Algoritmus: Listat vezetiink klézokrol.
e Az els lépésben felvehetjitk ¥ barmelyik elemét, ez lesz a levezetés bazisa.
e Minden tovabbi lépésben felvehetjiik az el6z8 Iépésben felvett kl6znak és egy

vagy mar a listan szerepld, vagy ¥-beli kléznak a rezolvensét. Ezt a masik klézt
hivjuk ennek a Iépésnek az oldalklézanak.

Ha pl. ¥ = {{p, ¢}, {-p,q}, {-p, ¢}, {p, ~q}}:

L. {p,q} €X 4. {—q} Res(3,{p,~q})
2. {q} Res(1,{-p,q}) 5. O Res(4,2)
3. {-p} Res(2,{-p,~q})
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Linearis rezolacié rajzban

BAZIS
)3 ¢ {p,q} {-p,q} {-p, ~q} {r,—q}
-
{a}

|

{-p}
|

{—q}

O
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Linearis rezolicié

Nyilvan igaz, hogy ami linearis rezolicidval levezethetd -bél, az rezoluciéval is leve-
zethetd, tehat a linearis rezollciés algoritmus is helyes.

Teljes is:

Ha X kielégithetetlen és C' € X benne van a X egy minimalis kielégithetetlen
részhalmazaban, akkor X-bdl levezethetd az iires kl6z olyan linearis rezoltciés

levezetéssel, melynek bazisa C.

Tehat az allitas az, hogy ha X kielégithetetlen, akkor linearis rezoltcidval is le lehet
vezetni az ires klézt, barkibsl kiindulva, aki a kielégithetetlenségért |, felelds”.
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Lineéris rezolﬂcié teljesség bizonyitas

a terv: szétvagjuk egy p valtozé mentén X|,—1-re és X|,—o-ra, mindketts FJ,
levezetjiik mindkett&ben az iires klézt, ,visszavetitjiik” ezt a két levezetést Y-ra és
,osszeragasztjuk” ket

Ha
Y={{p,~q,r}, {p,q}, {-p,7}, {~q,~r},{q,-r}}

és mondjuk a p valtozét valasztjuk, akkor

Z‘P:l = {{T}v {_‘qv _‘7.}7 {qv _‘T}} Z‘Pio = {{_‘Qa T}a {q}v {_‘qv _‘7'}7 {(L _‘T}}

Linearis levezetések:

1. {r} € Xlp=1 1. {-p,r} (S
2. {-q} <« {-q,-r} 2. {-p,—q} <« {—-g, -1}
3. {-r} «AH¢-rt 3. {-p-r} {g-7}
4. 0O «— {r} 4. {-p} <+~ {-p, T}
5. {q} +— {p, q} 1. {q} € Blp=0
6. {-r} —{=q,=r} 2. {=r} < {-gq, -1}
7. {p.—q} —{p,—q;7} 3. {-q} < {-qr}
8. {p} « {a} 4.0 « {a} 69
9. O <+~ {-p}



Linearis rezolicié

Az allitast a Y-beli valtozék n szdma szerinti indukciéval latjuk be.
e Ha n =0, azaz X-ban nincs valtozd, akkor vagy ¥ = {}, vagy X = {OJ}.
o A kett6 koziil ¥ = {0} a kielégithetetlen.
e Ennek [ az egyetlen eleme, ez egy minimalis kielégithetetlen részhalmazanak is
eleme.
e Ha felvessziik bazisként, mar le is vezettiik az iires klézt.
e Ha n > 0, akkor vegyiink egy C kl6zt, mely szerepel X egy minimalis
kielégithetetlen részhalmazaban. Legyen ez a részhalmaz Y.
e Ha C =0, kész vagyunk: vegyiik fel bazisnak.
e Kiilonben legyen £ € C egy C-beli literal.
e Vegyiik észre: minimalis kielégithetetlen részhalmazban nincs pure literal, hiszen
ha ¢ pure lenne, akkor a ¥'-nak egy valédi részhalmaza, '|,—; is kielégithetetlen
lenne. Tehat X'-ben £ is szerepel valahol.

(nincs vége, csak betelt a félia)
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Linearis rezolicié

o Vegyiik a X'|—g és X'|,—1 klézhalmazokat.
e Mivel X/ kielégithetetlen, ezek is azok.

e Benniik csak legfeljebb n — 1 valtozo szerepel (mert ¢ valtozoja kiesik), igy
alkalmazhatjuk az indukciés feltevést.

o A X'|y—o klézhalmaznak C' — {¢} is eleme, s6t egy minimalis kielégithetetlen
részhalmazanak is eleme (mert kiilénben X' — {C} is kielégithetetlen lenne).

e Tehat ¥'|y—o-bdl az indukcids feltevés szerint van O-nak egy Cy,Cy, ..., C,
linearis rezoluciés levezetése, melynek C; = C' — {{} a bazisa.

(még mindig nincs vége)
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Linearis rezolicié

Az el6z6 példa szerint ,visszaemelve” a X|,—( cafolatot X’ folotti levezetésseé
lathatjuk, hogy az 0] levezetésben minden klézba bekeriil az £ literal.

Ez igaz a bazisra, és minden lépésben az eredeti C; és Cy klézok rezolvense
helyett a Cy U {£} és C5 vagy C5 U {£} klézok rezolvensét kapjuk, ami a
rezolvens, plusz £.

Tehat ennek a konstrukcionak a végén az {¢} egységkloznal jar a linearis
rezoliiciés levezetés.

Mivel X/ minimalis kielégithetetlen, kell legyen benne olyan C kléz is, mely /-t
tartalmazza. (Itt hasznaljuk, hogy ~'-ben ¢ nem lehetett pure.)

Akkor X'|,—1-nek egy minimalis kielégithetetlen részhalmazaban szerepel

C — {¢}.

Ebbél a klézbdl indulva az indukciés feltevés szerint van X/|,—;-nek linearis
rezoliiciés cafolata. A terv az, hogy ezt a masodik cafolatot ,,mogéragaszjuk” az eddiginek.

mar majdnem kész a teljességi bizonyitas
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Linearis rezolicié

o Az el6z6 fazisban kapott {¢} egységklozt tudjuk rezolvalni ezzel a C' klézzal,
tehat a 3'|,—; cafolatat ,fel tudjuk emelni” X’ fol6tti levezetéssé.
o A felemelt levezetés végén vagy [-t, vagy {/}-t kapunk. Utébbi esetben még

egyszer rezolvalunk {¢}-lel mint oldalkl6zzal és kész vagyunk.

done! easy. a linearis rezollcié teljes.
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Horn-formulak

A rezoluciés médszer helyes és teljes, de vannak olyan formulak, melyeknek a legrovidebt
rezollciés cafolatuk is exponencialis sok |épést igényel.

Felmeriil a kérdés, tudunk-e mondani olyan formulacsaladot, melyre a médszer garan-
taltan gyors?

Egy kléz Horn-kl6z, ha benne legfeljebb egy pozitiv literal szerepel.
Egy CNF Horn-formula, ha benne minden kléz Horn-kléz.

Horn-formula p| a szokasos halmazos reprezentaciéban

{{p.~a}{a} {-a. v} o, s}, L, s} |

Honnan kaphatunk épp ilyet? A logikai programok ,utasitasai”’ Definit kiéz, avagy program
kléz: egy pozitiv literal van benne €S ,,Iekérdezései” Kérdés kléz, avagy negativ kl6z: minden benne levé

literal negativ €pp ilyenek: (erre még késSbb visszatériink)

q—Dp, g q—=r, (pAT) = 8;:=(pAS)?T ez egy prolog program
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Horn-formulak

Egy Horn-formula pontosan akkor kielégithetetlen, ha beléle levezethetd az iires kléz
agy, hogy minden rezolvensképzésben az egyik résztvevs kléz pozitiv egységkléz.

{{p.~a}{a} {-a. v} o, s}, {p, s} |

1. {p,—q} ex 7. {-r,s}  Res(3,6)
2. {q} e 8. s} Res(5,7)
3. {p} Res(1,2) 9. {-p,~s} €3

4. {=q,r} e 10. {-s} Res(3,9)
5. {r} Res(2,4) 11. O Res(8,10)
6. {ﬁp, -r, S} eX

Erre tudunk implementalni linearis idében futé algoritmust.
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Egy gyors algoritmus Horn-formulakra

valasztunk egy pozitiv egységklozt és végigrezolvalunk vele akit csak lehet

D {p, ~q} {4} {~¢,r}y  {-p,—-r,s} {-p,—s}
| |
{r} {r}
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Egy gyors algoritmus Horn-formulakra

valasztunk egy pozitiv egységklozt és végigrezolvalunk vele akit csak lehet

K {p, ~q} {4} {-q,r} ~A-p,-r,s} {-p, s}
| |
Elg=1 {p} {r}
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Egy gyors algoritmus Horn-formulakra

valasztunk egy pozitiv egységklozt és végigrezolvalunk vele akit csak lehet

DE {p, ~q} {4} {-q,r} A-p,-r,s} {-p, s}
T T

Zlg=1 {p}
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Egy gyors algoritmus Horn-formulakra

valasztunk egy pozitiv egységklozt és végigrezolvalunk vele akit csak lehet

DE {p, ~q} {4} {-q,r} A-p,-r,s} {-p, s}
T T

Zlg=1 {p}

b q=1,p=1r= 1{5}
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Egy gyors algoritmus Horn-formulakra

valasztunk egy pozitiv egységklozt és végigrezolvalunk vele akit csak lehet

X {pv _'q} {(I} {_‘Qar} {_'p7 _'7.75} {‘!p,—!S}

S

Z:‘(/*l.p*l./‘*l{g}

ugyanaz, mintha unit propagationt csinalnank végig
a pozitiv egységklézokkal

E|q:1,;10:1,r:1,s:1 O
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Horn-formulak

Tegyiik fel, hogy X kielégithetetlen Horn-formula. Megmutatjuk, hogy [J
levezetheté beldle igy.

o A Y-beli valtozék n szadma szerinti indukciét alkalmazunk.

e Ha n =0, akkor X-ban nincs valtozé és kielégithetetlen = 3 = {(J} és egy
lépésben kész vagyunk.

e Han >0 és e X, akkor megint csak egy |épésben kész vagyunk.

e Han > 0és ¢ X, akkor X-ban kell legyen egy {p} pozitiv egységkl6z: ha
nincs, akkor az az értékadas, mely minden valtozét O-ra allit, kielégiti Y-t.

(Hiszen ekkor minden klézban van legalabb egy negativ literal.)

e Ekkor {p}-vel rezolvalva minden X-beli kl6zt, melyben —p szerepel, kapjuk, hogy
Y |p=1 minden kléza levezethetd ily médon:
e amik egy —p literalt tartalmaznak, azok rezolvalassal {p}-vel,
e amik nem, azok elemei X-nak is
e Y|,—1 is Horn-formula
mert Ggy kapjuk, hogy a 3 Horn-formula egyes klézaibdl elhagyunk egy negativ literalt

e Az indukciés feltevés szerint tehat X|,—1-bél levezethets igy [I.
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SLD rezolicié

Selective Linear Definite

Egy rezolicids levezetést input rezolciénak neveziink, ha minden rezolicios
lépésben a legutdbbi [épésben kapott klézt egy Y-belivel rezolvalunk. Ha X
Horn-formula, és negativ bazisbél indulunk, akkor SLD rezoltciénak nevezziik ezt.

(Tehat olyan linearis rezoltcid, ahol nem rezolvalunk a listan korabban szerepld klo-
zokkal).

{{p.~a}. {0}, (=0, 7}, {=p. 8, {-p. s} }

{-p,—s} €X 5 {-q,~r} < {p,—~q}
{=q,~s} <« {p,~q} 6. {—-q} —{—q,r}
{—s} ~{q} 7. 0O {4}
{_'pv _'7'} — {_'pa _\7",5}

= 80 =
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SLD rezolicié

Legyen X Horn-formula.

Tudjuk, hogy a linearis rezolicié teljes.

Sét: X barmelyik olyan kl6zabél indulhatunk bazisként, mely szerepel egy minimalis kielégithetetlen
részhalmazban.

Ha X kielégithetetlen, akkor van benne olyan negativ kl6z, mely szerepel egy minimalis kielégithetetlen
részhalmazban.
hiszen ha csak a definit kl6zokat vessziik, azoknak a halmaza kielégitheté = kell negativ kl6z is

Tehat indulhatunk egy negativ bazisbdl.
Az elsG lépésben csak input rezollciét tudunk végezni = megint negativ klézt kapunk.
Tehat minden |épés utan igaz, hogy csak negativ kl6zok szerepelnek a listan.

Tehat nincs is mas valasztasunk, mint input rezolvalni egy linearis rezollcids levezetésben = SLD
rezollciét végziink.

A [ viszont garantaltan kijon linearis rezolaciéval, ha ¥ kielégithetetlen.

Tehat: ha X Horn-formula, akkor SLD rezoliciéval is megkaphatjuk CI-t.
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SLD rezolicié

e Az SLD rezolucié Horn-formuldkra még akkor is teljes marad, ha a literalokat
LIFO adatszerkezetben (veremben) taroljuk az aktualis munkaklézunkban.
Tehat mindig az utolséként bekeriilt literalt rezolvaljuk tovabb. Ettdl ,selective”.

e Viszont backtrack néha sziikséges lehet:

{{_'p7 _‘Q}7 {p7 _'T}v {p7 ﬁ5}7 {Q}ﬂ {S}}

1. {-p,—q} €X 1. {-p,—~q} €%
2. {-r,~q} <« {p,—r} 2. {=s,7q} <+ {p,—s}
3. stuck 3. {—q} — {s}

4. O +— {q}

Lehet egy stratégia, hogy mindig a legutolsként bekeriilt literalt rezolvaljuk, a széba
jove klézok koziil pedig az els6t, majd backtrack esetén a masodikat,... probaljuk ki.
Ebbdl még igy lehet végtelen ciklus.

Amit igy kapunk, a Prolog. Elsérendii logikara. Még visszatériink ra. 80



Egy CNF-et 2CNF-nek hivunk, ha benne minden kl6z legfeljebb kételemdi.

Legfeljebb kételem( klézok rezolvense is legfeljebb kételemii.

{41, p}, {2, —p}
{61, 42}

Tehat egy 2CNF-en inditott rezoltcié soran minden, a listara felkeriil§ kléz legfeljebb
kételemii lesz.

Ebbsl pedig csak O(n?) sok van, ha n a valtozék szama.

f(n) = 0O(g(n)), ha nlgréc gg:i; < 0o
(A 2SATra is implementalhaté linearis idSigényi algoritmus.)

ezt majd bonyan
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Conflict-driven clause learning, CDCL

A mai vezetd SAT solverek tobb médszert kombinalnak:

e Futtatjak a DPLL algoritmust

Minden 0j értékadasnal a branching valtozé és az altala indukalt unit
propagation alapjan felépitenek egy ,implikaciés grafot”

Ellentmondas esetén ez alapjan a graf alapjan tanulnak egy 0j klézt

Ezzel az 4j klézzal tovabb sziikiil a bejarandé keresési tér

Ha az aktualis halmaz specialis alaka, arra célalgoritmust futtatnak
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Néhany allitas Modrél és Fral

Az el6z6 részben a bizonyitasokban felhasznaltunk néhany allitast (amiknek a bi-
zonyitasa, vagy annak vazlata legalabb széban elhangzott), példaul:

e Ha ¥ C A, akkor Mod(A) € Mod(X). (Tehat akkor A E X.)
Mod(X U A) = Mod(X) N Mod(A).

Ha X E A és A ET, akkor X ET.

Ha X E A és X ET, akkor ¥ F AUT.

Most ezeket az allitasokat (és még néhany tovabbit) bebizonyitjuk altalanosabban.
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Altalanositas

JIrj egy Int lista osztalyt!”

trait IntList
case object EmptyIntList extends IntList
case class NonemptyIntList(head: Int, tail: IntList) extends IntList

Irj egy Double lista osztalyt!”

trait DoubleList
case object EmptyDoubleList extends DoubleList
case class NonemptyDoubleList(head: Double, tail: DoubleList) extends DoubleList

~fuggvényt, ami Gsszeadja/szorozza egy Int/Double lista elemeit!”

def sum(list: IntList): Int = list match {||def sum(list: DoubleList): Double = list match
case EmptyIntList => 0 {
case NonemptyIntList(head, tail) => case EmptyDoubleList => 1
head + sum(tail) case NonemptyDoubleList(head, tail) =>
} head * sum(tail) 84




Altalanositas

Inkabb:

trait MyList[+T] //generikus tipusparaméter, kovarians
object EmptyList extends MyList[Nothing] //az iires lista az iires lista, minden tipusnak jé
case class NonemptyList[T] (head: T, tail: MyList[T]) extends MyList[T] {
override def equals(that: Any): Boolean = that match {
case NonemptyList(h, t) => h == head && t == tail

case _ => false
}
}
AT
type IntList = MyList[Int] //ha nagyon el kell nevezni

type DoubleList = MyList[Double] //ha nagyon el kell nevezni

def fold[T](list: MyList[T], op: (T,T)=>T, base: T): T = list match {
case EmptyList => base
case NonemptyList(head, tail) => op(head, fold(tail, op, base))

}

//ha pl list egy MyList[Int] és Gsszegezni kell:

println(fold[Int] (1ist, { _+_ }, 0)) //nem cica

//ha double lista és szorozni:

println(fold[Double] (1ist, { _*_ }, 1)) //member functionként much jobb, de ok

85




Altalanositas

A matematikai allitdsokban is az altalanositassal a modularitast tdmogatjuk: ha
kiemeliink néhany tulajdonsagot altalanosabb szintre és ezen a szinten bizonyitunk
be valamit, az mas , hasonld” helyzetben is alkalmazhaté lehet.

Nézziik a Mod(X) definiciéjat:

Mod(X) = {A: VF € X AE F}.

Ebbsl amit kiemelhetiink:

vannak formulak (ez egy ,tipus”)

vannak értékadasok (ez egy ,masik tipus”)

formulak és értékadasok kozt van egy F relacié

ezt a relaciét arra hasznaljuk, hogy formulahalmazok és értékadashalmazok
kozt definialjunk kapcsolatot

és errél a kapcsolatrél szeretnénk mondani dolgokat.
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Galois-kapcsolat

Altalanositsuk az el6z6t.

Legyen A és B két halmaz, R pedig egy relacio koztitk (R C A x B).
Akkor R meghataroz egy f : P(A) — P(B) és egy g : P(B) — P(A) leképezést a

kovetkeZOkeppen: egy (azonos tipusi elemeket tartalmazd)

a f(X) o {y ceB: VreX ny} halmaz képe: a masik tipusbél azok
halmaza, akik a halmaz minden elemével
e gYV):={z € A: VyeY zRy}

Ossze vannak kotve

Azt mondjuk ekkor, hogy f és g Galois-kapcsolatot alkotnak.

f:P(A) — P(B)

f( )=pirosak
O g(pirosak)= +kék
f( +kék)=pirosak

%; Az elébb: A — értékadasok, B — formulak

R -FE, g:Mod 87

qg: P(B) — P(A)
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Galois-kapcsolat
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Galois-kapcsolat
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Galois-kapcsolat

A mi esetiinkben mi most akkor f7
o Ertékadasoknak egy K halmazahoz rendeli formulak egy 3 halmazat

e Az F formula akkor keriil bele ebbe a halmazba, ha A E F teljesiil minden
A € K-ra

Ezt az operatort el is nevezziik: C elmélete (,theory”), jele Th(K) lesz:

Ha /C értékadasok egy halmaza, akkor
Th(K) :={F: VAe K AF F}
a IC elmélete.

(tehat: az Gsszes olyan formula, melyeket £ minden egyes eleme kielégit).

Eddig tehat azt tudjuk, hogy Mod és Th Galois-kapcsolatban vannak.
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Mod és Th

Példa
haAd: p—~1 ¢g—0, r—1é F=(p—q)V(qg—r), akkor
o A e Mod(F)
e I Th(A)
ha Ay : p— 0, g— 1, r — 0, akkor
e Ay € Mod(F) is és
o F' € Th(Ay), ezért
o FeTh({A4 A2} ).

note: olyan F' és A nincs, melyekre A € Mod( {F,~F} )

a — egy olyan miivelet lesz, amivel nem tudunk mit kezdeni, csak a E-t fogjuk nézni mint relaciét
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Galois-kapcsolat

Legyenek A és B halmazok, f : P(A) — P(B) és g : P(B) — P(A) pedig az
R C A x B relacié altal meghatarozott Galois-kapcsolat fliggvényei.

Ha X; € X5 C A, akkor f(XQ) C f(Xl) ,,f antimonoton” (antitone).

Legyen VES f(Xg) azt akarjuk belatni, hogy akkor y € f(X1) is

Akkor f definicidja szerint xo Ry minden x5 € Xo-re. Galois def

Mivel X; C X, ezért tehat 21 Ry minden x; € X;-re is.
Vz(z € X1 — z € X2) AVz(xz € X2 — zRy) F Vz(z € X1 — zRy))

Tehat ekkor y € f(X1) is igaz = f(X2) C f(X1). C def

Persze ugyanigy g is antimonoton.

Most tehat megkaptuk azt is, hogy ha ¥ C A, akkor Mod(A) C Mod(X), vagyis
A E %, hiszen Mod egy Galois-kapcsolatban az egyik fiiggvény.

Tovabba, azt is megkaptuk, hogy ha K1 C K5 értékadasok halmazai, akkor Th(/Cs)
Th(K:1 )

C
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Galois-kapcsolat

Tetsz6leges X7, Xo C A-ra f(X; U X5) = f(X1) N f(X2).

Bizonyitas

y € f(X1UXp)

< zRy minden x € X; U Xo-re Galois def
& xRy minden z € Xj-re és xRy minden z € Xo-re unié
Sy f(Xy)ésy e f(Xa) Galois def
Sy e f(Xy)N f(Xa). metszet def

note unié: Vz((x € X1 Vo € X3) = zRy) = Va((x € X1 — 2Ry) A (x € X2 — zRy))
=Vz(z € X1 = zRy) AVz(z € X2 — zRy)

Ugyanigy, g(Y1 UY3) = g(Y1) N g(Y2).

Ezzel megkaptuk, hogy Mod(X U A) = Mod (%) N Mod(A).
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Galois-kapcsolat

X Cy(Y) & Y C f(X).

Bizonyitas
X Cg(Y) < minden z € X-re x € g(Y) részhalmaz def
< minden x € X-re minden y € Y-ra xRy Galois def
< minden y € Y-ra minden z € X-re xRy ekvivalencia
< minden y € Y-ra y € f(X) Galois def
<Y C f(X). részhalmaz def

Tehat igy pl. ¥ C Th(K) < K C Mod(%).
X Cg(f(X)) esY C f(g(Y)).

Irjunk az elézébe Y = f(X)-et: X C g(f(X)) & f(X) C f(X). A jobb oldal

nyilvan igaz, tehat akkor a bal is. A masik iranyhoz X legyen g(Y).
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Galois-kapcsolat

Jeldlje fog: P(B) = P(B) azY — f(g(Y)), go f: P(A) — P(A) pedig az
X = g(f(X)) ﬂiggvényt. ,odamegyiink, visszajoviink”

Tetszéleges X; C X5 C A-ra (go f)(X1) C (g o f)(X2), vagyis g o f monoton.

X1 C Xy => f(XQ) - f(Xl) mert f antimonoton
= g(f(Xl)) g g(f(Xz)) mert g antimonoton

Teljesen hasonlé médon f o g is monoton.

Jeldlje Cons ezt a Th o Mod fiiggvényt (azaz Cons(X) := Th(Mod(X))).

lesz értelme, nagyon is, stay tuned

Eddig azt kaptuk, hogy ¥ C Cons(X), és ha ¥ C A, akkor Cons(X) C Cons(A).
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Galois-kapcsolat

,ha harmat lépiink, mintha egyet lépnénk”

X C g(f(X)) c g(f(g(f(X)))) volt ilyen ,bévit lemma”
< fl9(f(X))) € f(X) X C g(Y) & ¥ C f(X) lemma

és f(X) C f(g(f(X))) iS (megint a ,bévit lemma’)

(hasonléan)

Tehat a példaban nem véletlen kaptuk a harmadik [épésben vissza az elsG |épés eredményét: mindig igy van.

Tehat fog és go f idempotens fliggvények: (fog)(fog)(Y) = (fog)(Y) és
(gof)(gof) (X) = (g o f)(X) »ha lépiink kett6t, aztan még kettdt, ugyanaz, mint csak kett6t”

Tehat, Cons(Cons(X)) = Cons(X) is igaz példaul.
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Lezarasi operator

Egy h: P(A) — P(A) fiiggvényt lezarasi operatornak neveziink, ha
e monoton: X CY = h(X) C h(Y);
e bovité: X C h(X)
e és idempotens: h(h(X)) = h(X).

Tehat azt kaptuk eddig, hogy

Ha f és g Galois-kapcsolatban vannak, akkor fog is és go f is lezarasi operator.

Altalaban a lezarasi operatorok is ,jelentenek” valamit, ha f és g is. Sét, sokszor
maga a lezarasi operator a ,legmotivaltabb” miivelet az 6sszes koziil.

A E altal generalt Galois-kapcsolatban mi a Cons lezarasi operator jelentése?
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Kovetkezmények

A lezarasi operatorra altalaban igaz, hogy:

a € (g o f)(X) =4 {a} - g(f(X)) egyelem(i halmaz C
& f(X) C f({a}). X Cg(Y) & Y C f(X) lemma

Mit jelent ez a F esetében?

F € Cons(X) pontosan akkor igaz, ha ¥ F F.

Azaz: Cons(X)-ban épp a X logikai kdvetkezményei vannak!

Az is igaz, hogy minden Th(K) alakd formulahalmaz egyben Cons(X) alaku is (a
Y = Th(K)-ra, 6nmagara alkalmazva Cons-t) és persze mivel Cons = Th o Mod,
igy minden Cons(X) alaka halmaz egyben Th(K) alakd is. Az ilyen
formulahalmazokat nevezziik elméletnek.

Vagyis:

Y elmélet, ha ¥ = Cons(X), azaz ha ¥ tartalmazza az Gsszes kovetkezményét.



Elméletek

Ha X elmélet, ' € ¥ és F' = G, akkor G € X.
Hiszen ekkor Mod(X) € Mod(F) = Mod(G).
Ha > elmélet, akkor tartalmazza az Gsszes tautoldgiat.

Hiszen ¥ F1 minden X-ra igaz, igy minden elmélet tartalmazza a 1 formulat, és az
el6z6 allitas miatt a vele ekvivalenseket: a tautolégiakat is.
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Elméletek

Mivel egy elmélet is egy formulahalmaz, az lehet kielégithets vagy kielégithetetlen.

Ha X elmélet, akkor a kovetkezék ekvivalensek:

i) X kielégithetetlen (ekkor ellentmondasosnak is nevezziik);
le

Y az osszes formula halmaza;

)
i)
i)
iv) van olyan F formula, hogy F,—F € X.

i)—ii) Ha X kielégithetetlen, akkor 3 F|. Ha X elmélet, akkor tartalmazza a
kovetkezményeit, tehat ekkor |€ 3.

i—iii) Mivel |— F tetsz6leges F-re tautoldgia, igy X-beli; mivel {|,]— F} E F,
igy ekkor F' € 3.

ii)—iv) ha minden formula benne van, akkor persze hogy talalni ilyet

iv)—+i) nincs olyan A, mely egyszerre modellje F-nek is és —F-nek is
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Galois-kapcsolatok mashol

Ha A = B egy (véges dimenziés) vektortér elemei (mint pl. A = B =R") és a
relacionk a L (két vektor relacidban van, ha merélegesek, skalaris szorzatuk 0),
akkor:

e az f és g fliggvények vektorok egy U halmazahoz az dsszes, U minden elemére
merdleges vektor halmazat rendelik (aminek jele U+);

e az f o g lezarasi operator pedig az U vektorhalmazhoz az altala kifeszitett
alteret rendeli (jele (U))

Akkor a Galois-kapcsolatbdl pl. olyanokat kapunk, hogy
(o =)

tetszéleges U vektorhalmazra U+ = (U)+

X C Y pont akkor, ha Y C X+

e haU CV, akkor V+ C UL

stb. ,ingyen”

99



Galois-kapcsolatok mashol

Ha pl. A = B egy részbenrendezett halmaz és a relacionk a < részbenrendezés,
akkor

o f(X)={y: Vz e X z <y} az X fols6 korlatainak halmaza;
e g(Y) az Y als6 korlatainak halmaza;

e a lezarasi operatorok lezarjak X-et , lefele” ill. ,felfelé” és (ha van) beveszik a
szuprémumot /infimumot is — tehat (go f)(X)={y: y <\ X} haa
szuprémum létezik és hasonléan (fog)(Y)={z: AY <z}

Erre az esetre a Galois-kapcsolatbdl azt kapjuk ingyen pl., hogy

e ha X CY és létezik a szuprémumuk/infimumuk, akkor \/ X <\/Y és
AX <AY;

e egy X halmaz fels6 korlatjainak infimuma az épp X szuprémuma (ha létezik);

e stb.
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Lezarasi operatorok

Nem csak az igaz, hogy minden (f, g) Galois-kapcsolat meghataroz egy f o g (és egy
g o f) lezarasi operatort, de forditva is:

Minden lezarasi operator el6all X +— g(f(X)) alakban egy alkalmas R relacié altal
meghatarozott (f, g) Galois-kapcsolatra.

e Legyen h: P(A) — P(A) egy lezérasi operator: monoton, bdvité, idempotens.

o Legyen B={C C A: h(C) = C} a zart halmazok halmaza.

e Legyen a relacionk az a € C: a lezart halmazokat (mint B-beli elemeket)
hozzuk relacioba elemeikkel (mint A-beli elemekkel).

o Akkor f(X)={C C A:C zart, X C C} az &sszes olyan zart halmaz halmaza,
amiknek X része;

e Akkor g(Y)={a € A:a € C minden C € Y-ra}. Azaz: g(Y)= [\ C épp
Cey

az Y-beli zart halmazok metszete.
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Lezarasi operatorok

Ha pl. h: P(Ng) = P(Ny) a h(X) :={n: Im € X n < m} operator:

L34 e f({0}): az Gsszes, 0-t tartalmazé zart
4 10,1,2,3,4} halmaz halmaza

/ o o f({2}): az Osszes, 2-t tartalmazé zart

3
halmaz halmaza

2 {0,1,2)  ® f({0,2}): az Gsszes, -t és 2t is
tartalmazé zart halmaz halmaza

1 {0,1} e g({{0,1,2},{0,1,2,3}}): a két zart

halmaz metszete, {0, 1,2}

0—— {0}
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Lezarasi operatorok

Bizonyitas, tovabb

e Tehat (go f)(X) az sszes, X-et tartalmazé zart halmaz metszete.

e Zart halmazok metszete is zart: ha h(X;) zart halmazok, akkor
h(Nh(X:)) C h(h(X;)) = h(X;), tehat (N h(X;)) C N h(X;), mivel pedig h
bévits, igy h( h(X:)) = N h(X5).

o Mivel X C h(X) és h(X) zart halmaz, igy (go f)(X) C h(X) is igaz.

e Tehat X C (go f)(X) C h(X) és az utébbi ketts zart halmaz.

o Akkor a monotonitas miatt h(X) C h(go f)(X) = (go f)(X) is igaz, tehat
tényleg h(X) = (g o f)(X).

Tehat: ha lezarasi operatorral talalkozunk, az alatt is mindig ott egy Galois-kapcsolat.
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Miiveletek egy csaladjara valé lezaras

Legyen A egy alaphalmaz, O pedig A™ — A parcialis fiiggvények egy halmaza.

parcialis: nem feltétleniil mindenhol definialt

Akkor ha X C A, agy O(X) jeldli az
XU{f(z1,...,zy): f/n€O,z1,...,2, € X}
halmazt.

Tehat: X-be vegylik be az dsszes olyan f(x1,...,x,) értéket is, amire [ egy O-beli
mivelet, az x4, ..., z, elemek pedig X-beliek.

Ha pl. az A alaphalmazunk a klézok halmaza (az Gsszes kléz halmaza), és Res-ben
a rezolvensképzés szerepel miiveletként, akkor ha ¥ kl6zok egy halmaza, agy
Res(X) =X U{R: R két X-beli kloz rezolvense}.

Nyilvan igaz, hogy X C O(X) és ha X C Y, akkor O(X) C O(Y).
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Miiveletek egy csaladjara valé lezaras

Jeldlje O*(X) az |J O™(X) halmazt. azaz: az X UO(X) U O(O(X)) U. .. halmazt.
n>0

Példa
Res™(X)-ban az dsszes, X-bol rezoluciéval levezethetd kloz szerepel.

Véges valtozészami parcialis miiveletek tetszéleges O csaladjara
O* lezarasi operator.

Ehhez azt eléeg megmutatnunk, hogy O(O*(X)) = O*(X).
O(0*(X)) =0 (X)U{f(z1,...,2p) : f € O,2; € O*(X)}.

Ha 71 € O (X), 29 € O*2(X),..., akkor mindegyik z; € OV (X) az
N = max{ky,...,k,}-re.

Akkor f(z1,...,2,) € ONTL(X) C O*(X).

Tehat O(0O*(X)) = O*(X). Ezért O(O(0*(X))) = O*(X) stb, igy
O*(0*(X)) = O*(X) és O* tényleg lezarasi operator.
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Miiveletek egy csaladjara valé lezaras

A Galois-kapcsolat miatt pedig:
e az O*(X) alaka halmazok épp azok, melyek zartak O Gsszes miiveletére;
e az O*(X) halmaz pedig az Gsszes ilyen, X-et tartalmazé zart halmaz metszete,
e ami szintén egy zart halmaz,

e ezt tehat mondhatjuk igy is: O*(X) a legsziikebb olyan halmaz, mely
tartalmazza X-et és mely zart O Gsszes miiveletére.

(llyet is lattunk mar: igy készitettiik pl. a formulak halmazat is.)

Ha egy h: P(A) — P(A) lezarasi operatort fel tudunk irni h = O* alakban tgy,
hogy O-ban véges sok (kiszamithato) fliggvény szerepel, akkor tetszéleges

X C A-ra, ha X elemeinek generalasara van algoritmus, agy O*(X) elemeit is
szisztematikusan tudjuk generalni.

106



Deduktiv rendszerek

o Egy deduktiv rendszer inputként kap egy ¥ formulahalmazt és valamilyen
algoritmikus médon kigeneralja X Gsszes kovetkezményét. (Ez mindig egy
végtelen halmaz, pl. az &sszes tautolégia is benne van.)

e Azt tudjuk, hogy Cons egy lezarasi operator.

o A cél: miveleteknek egy olyan ,kicsi’ O halmazat megadni (ezeket fogja
végezni a kovetkeztetd rendszer), melyre O* = Cons.

o Ekkor a deduktiv rendszer csak O miiveleteit kezdi el elvégezni X elemein
valamilyen ,fair” sorrendben (fair: elébb-utébb minden miiveletsor sorra keriil),
és ezzel Cons(X) minden elemét megkapja el6bb-utébb.

e A rezolicié 6nmagaban nem ilyen rendszer: az nem igaz, hogy minden
kovetkezményt le lehet vezetni rezolaciéval.

e Egy ilyen rendszer lesz viszont a Hilbert-rendszer. Azt viszont (szintén) csak
specialis alaka formulakon definialjuk.
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Teljes rendszerek

Boole-fliggvények egy H rendszere teljes vagy adekvat, ha minden n > 1-valtozés
Boole-fiiggvény elsall
e a projekciokbol 7; jeldlte az i-edik valtozé kivalasztasat
e és H elemeibdsl
e alkalmas kompoziciéval.
Kompozicié
Ha f/n és g1 /k, ..., gn/k Boole-fliggvények, akkor az f o (g1,...,g,) az a
k-valtozés Boole-fliggvény, melyre

(folgry--sgn))(@1,. . xk) = flg1(x1,. .y xk), oy gn(T1, -, TK)).

pl. A=—=0Vo(-om,—om), hiszen

(Vo (mom,—om))(21,22))
(V((=om)(21,22), (7 0 m2)(21,72))))

=(V(=71, ~72))

(moVo(mom,om))(x1,x2) =

-
-
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Teljes rendszerek

def inc: Double => Double =
def dup: Double => Double =
def combo = inc compose dup
println(combo(5)) //prints 11

=>x+11}
= x *x 2}

{x
{x

Persze ezt az el6z6t érdemesebb lehet inkabb agy kiirni kézzel, hogy
r1 NToy = _\(_‘1‘1 vV —%‘2).

»a A fiiggvény kifejezhetd a {—, V} fliggvényekkel”

Hogy H teljes, az pont azt jelenti, hogy ha vessziik azt az O operatort, melyben a
projekciok és H elemei szerepelnek, akkor erre O*(()) tartalmazza az Ssszes
Boole-fiiggvényt. Tehat megint egy miiveletcsaladdal definialt lezarasi operatorrél
van szé.
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Teljes rendszerek

Recap: Shannon-expanzié
Azt mar lattuk, hogy a {—,V, A} rendszer teljes.

Teljes rendszer még pl: {—, A}, {—,1}, { nand }, { nor }.

znand y = =(zAvy) znory = —=(zVy)

(gyakorlaton ezeket megnézziik)

Note: hogy egy kovetkeztets algoritmus ,teljes” és hogy Boole-fiiggvények egy rend-
szere ,teljes’, az egész mast jelent!
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Teljes rendszerek

Most a célunk bebizonyitani a kdvetkezét:

Ha az f/2 Boole-fliggvény egyediil is teljes rendszert alkot, akkor f = nand vagy
f= nor.

Egy f/n Boole-fliggvény. ..

e 0-6rz6, ha £(0,0,...,0) =0

e 1-6rz6, ha f(1,1,...,1) =1

e monoton, ha 1 <wy1,..., 2, <yn = f(@1,.--,2n) < f(Y1,---,Yn)

e ondudlis, ha f(—z1,...,@,) = ~f(z1,...,2Zn)

e linearis, ha van olyan I C {1,...,n} halmaz és ¢ € {0,1} konstans, melyre
flz1, ... zn) =c+ Zezlml (itt + a xor miivelet)



Boole-fiiggvények tulajdonsagai, példak

Az A és V fliggvények 6rzik a 0-t és az 1-etis: 0OA0O=0V 0 =0,
IAN1=1V1=1. A — &rzi az 1-et, de nem &rzi a 0-t. A = nem &rzi egyiket se.

A A és V fiiggvények monotonok: ha ndveljik barmelyik argumentum értékét,
az eredmény nem fog csokkenni. A = nem monoton, mert 0 < 1, de =0 £ —1.
A — sem monoton, mert 1 = 050 £ 1 -0 = 0.

A — fiiggvény 6ndualis, hiszen f(—-x) = —(—-2) = f(—z). A A nem &ndualis,
hiszen =(z Ay) # —xz A—y (pl. haz =1 ésy=0).

A — fliggvény linearis: -2 =1+ z. A A nem linearis (z A y nem egyenl6
semmivel, ami elall 1, z és y koziil néhanynak a xorjaként)

A projekciok 6rzik a nullat és az egyet is, monotonak, lineariak és 6nduélisak is.
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Boole-fiiggvények tulajdonsagai

Ha H Boole-fiiggvények olyan halmaza, melyben minden fliggvény 6rzi a 0-t, akkor
minden olyan fliggvény, mely beléliik és a projekciokbél all elé kompoziciéval,
szintén 6rzi a 0-t.

e A projekciok 6rzik a 0-t: m;(0,...,0) = 0.
e Ha f=go(hy,....,hg) a g/k, hi/n, ..., hi/n 0-6rz8 fiiggvényekre, akkor

f(O, 0, PP ,0) = g(hl(O, ceey 0), ceey hk(O, P ,0)) kompozicié def
= g(O, coo ,0) mert minden h; 6rzi a 0-t
=0 mert g &rzi a 0-t

Tehat ha H Boole-fiiggvényeknek egy teljes rendszere, akkor kell legyen H-ban
olyan fliggvény, mely nem &rzi a O-t.

pl. {—,V}-ben =, {—,]}-ban — nem &rzi a 0-t
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Boole-fiiggvények tulajdonsagai

Teljesen hasonlé allitasok (ugyanigy bizonyitva) igazak a masik négy tulajdonsagra is.

Ha H Boole-fliggvényeknek egy teljes rendszere, akkor kell legyen benne. ..
e olyan fiiggvény, mely nem 6rzi a 0-t;
e olyan fiiggvény, mely nem 6rzi az 1-et;
e olyan fiiggvény, mely nem monoton;
e olyan fiiggvény, mely nem dnduilis;

e és olyan fiiggvény is, mely nem lineéris.

Pl. {—,V}-ben = nem 6rzi a konstansokat és nem monoton, V pedig nem 6ndualis
és nem is linearis.

{—,}}-ban — nem &rzi a 0-t, nem monoton és nem linearis; | nem &rzi az 1-et (!)

és nem 6ndualis (mert = | () #J ().



nand és nor

Ezek szerint ha f/2 egy olyan Boole-fiiggvény, melyre {f} teljes, akkor
e f(0,0) =1 kell legyen (kiilonben 6rizné a 0-t)

o f(1,1) =0 kell legyen (kiilonben 6rizné az 1-et)

e ha f(0,1) =0és f(1,0) =1, akkor f(z,y) = 1+, linearis lenne, ez nem lehet
e ha f(0,1) =1és f(1,0) =0, akkor f(z,y) = 1+ z, linearis lenne, ez sem lehet
e tehat vagy f(0,1) =0 és f(1,0) = 0 (és akkor f = nor)

e vagy f(0,1) =1 és f(1,0) =1 (és akkor f = nand).

Post tétele

Boole-fliggvények egy H rendszere pontosan akkor teljes, ha mind az 6t
tulajdonsagra létezik benne olyan fiiggvény, mely nem rendelkezik az adott
tulajdonsaggal.
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Hilbert rendszere

Hilbert-kalkulus”

Hilbert rendszere egy deduktiv rendszer: az input X Gsszes kdvetkezményét (és csak
azokat) lehet vele levezetni.

Ebben a rendszerben csak a — konnektivat és a | logikai konstanst hasznalhatjuk az

itéletvaltozokon kiviil.

Minden formula ilyen alakra hozhaté, mert a {—, |} rendszer teljes.

A Hilbert rendszer axiomai

Ax1 : (F—-(G—H)—>(F—>G)— (F—H))
Ax2: F— (G- F)
Ax3 : (F =) =)= F

(Note: ezek a formulak tautologiak.)
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Az axiomak

(F—(G—=H))— ((F—G)— (F— H))

Tautolégia:

e Ha F hamis, akkor 1 — (1 = 1) =1

e Ha F igaz, akkor ez ekvivalens a (G — H) — (G — H)-val, ami szintén igaz
minden értékadas mellett



Az axiomak

F— (G—F)

Tautolégia:

ha F igaz, a jobb oldal igaz; ha F' hamis, a bal oldal hamis

A sorrend fontos, a — nem asszociativ!
(F — G) — F nem tautolégia: ha F hamis, G igaz, ez a formula hamis

A — konvencidja: jobb-asszociativ, FF — G — H az F — (G — H)-t jelenti, de a
konnyebb olvashatésag érdekében ezt igyeksziink keriilni a példakban

Note: egyébként F' vV (G A H) sem ekvivalens (FV G) A H-val. Pl. 1V (0A0) =1V 0 =1, de
(1VO)AO=1A0=0. Azaz a ,magukban” kommutativ, asszociativ m(iveletek nem lesznek automatikusan
azok ,egymas kozt” is.
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Az axiomak

(F=y) =) > F

Tautoldgia:

Az F —| részformulat akar —F-nek is irhatnank.
Tehat ez =—F — F, a kett6s negalas eliminalasa, tautolégia
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Az axiémak példanyai

A fenti harom axiéma egy példanya: valamelyik axiémaban szereplé F', G, H helyére
tetsz6leges formulat irunk.

(Ugyanazon betii helyére persze ugyanazt a formulat.)

Ennek a miveletnek jelet is adunk:

Ha F egy formula, melyben a p1,...,p, valtozék szerepelnek, és Fi, ..., F,
formulak, akkor

F[pl/F17-~-7pn/Fn]

jeloli azt a formulat, melyet Ggy kapunk F-bél, hogy benne minden p; helyére az F;
formulat irjuk.

Példa

(F— (G- F)[F/p,G/(p—p)]=(p— ((p = p) = p).
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A modus ponens

A levalasztasi kovetkeztetés, vagy modus ponens |

{F,F -G} F G.

Ez egy helyes kdvetkeztetési szabaly.

Levezetés Hilbert rendszerében |
Legyen > formulak egy halmaza, F' pedig egy formula. Azt mondjuk, hogy F'
levezethet Y-bol Hilbert rendszerében, jelben 3 F', ha van olyan Fy, Fs, ..., F,
formula-sorozat, melynek minden eleme

e Y-beli vagy
e axiémapéldany vagy
o elsall két korabbibél modus ponenssel

és melyre F,, = F. (Ha X iires, akkor () = F helyett I F-et is irhatunk.)



F p—op. |

Axl: (F — (G - H)) —» ((F - G)— (F — H)) Ax2: F — (G — F)

1.

p— ((p—p)—0p)
Ax2[F/p,G/(p — p)]

: (p—>((p—>p)—>p)) — ((p—>(p—>p))—>(p—>p))

Ax1[F/p,G/(p — p), H/p|

p=w@—=p)—@—0p

MP(1,2)

.p— (p—p)

Ax2[F/p,G/p]

-p—=p

MP(3, 4)

(Note: mindig csak a kiils6 — mentén valaszthatunk le!)
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{p=a Fp=>(r—aq. |
Axl: (F - (G —- H)) —» ((F —G) = (F — H)) Ax2: F — (G — F)

1. (p% (q%(r%q))> — ((pﬁq)% (pﬂ(rﬁq)))
Ax1[F/p,G/q, H/(r — q)]

2.q— (r—9q)
Ax2[F/q,G/r]

3.(¢g=(r—=q)— (= (g—(r—0q))
Ax2[F/(¢ — (r — q)), G/p]

4.p—(g— (r—q)) MP(2,3)

5.(p—q) = (—(r—q) MP(1,4)

6.p—>q €X

7.p— (r—q) MP(5,6)
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{p—=q qg—r} F por |

Axl: (F — (G — H)) — ((F = G) - (F — H)) Ax2: F — (G — F)
1. (p—>(q—>r))—>((p—>q)—>(p—>r)) Ax1
2.q—r ex
3. (q%r)%(p%(q%r)) Ax2
4.p— (¢g—r) MP(2,3)
5.p—=q) > (p—r) MP(1,4)
6.p—q ex
T.p—r MP(5, 6)



F l—p. |
(Gyakorlaton.)

e A fenti példakban p helyére tetszéleges F' formulat irva minden levezetésben
megkapjuk, hogy - (F — F) és+ (/— F) minden F formulara igaz.

e Hasonléan, ha¥ - F -G és X + G — H, akkor ¥ + F — H a harmadik
példa alapjan.

e Ha X+ F és ¥ CT, akkor I' - F' (a nem X-beli elemeket nem hasznaljuk fel)

A célunk bebizonyitani Hilbert rendszerének helyességi és teljességi tételét:
YFF & XEF
tetsz8leges Y. formulahalmazra és F' formulara.

persze itt a formulak csak a — és a | konnektivakat tartalmazhatjak
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Példanyositas és kielégithetGség

Kielégithets formulabdl is kaphatunk kielégithetetlent, vagy tautolégiat:
o F'AG kielégithets, de (F' A G)[F/p, G/—p] = p A —p kielégithetetlen
e FV G nem tautolégia, de (FV G)[F/p,G/—p] =pV —p az

viszont

Tautolégia példanyai is tautoldgiak.

Tehat a Hilbert rendszer axiéma-példanyai tautolégiak.
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Példanyositas és kiértékelés

Az el6z6 allitas az alabbinak a kdvetkezménye:

Legyenek az F' formulaban szerepl$ valtozok py,...,p,, és Fy, ..., F, tovabbi
formulak (melyekben mas valtozok is eléfordulhatnak).

Legyen A egy tetszéleges értékadas.

Definialjuk a B értékadast a kovetkezéképpen:

B(p:) == A(F;).

(a p; értéke B-ben legyen az az érték, ami F; értéke A-ban.)
Ekkor

B(F) = A(F[pl/F1,-~-,pn/FnD)~

Valéban kovetkezménye, hiszen ha F' tautoldgia, akkor ez a fenti B(F') minden A
eredeti értékadasra igaz lesz.



Bizonyitas
Az F formula felépitése szerinti indukciét hasznalunk:
e Ha F =p;, akkor F[p1/F1,...,pn/Fy] = F;.
Ekkor B(p;) = A(F;) a B definicidja miatt.
e Ha F' = @G, akkor

B(F) = -B(G) — szemantikaja szerint
=-A(Glp1/F1,...,pn/Fp]) indukciés feltevés szerint
= A(=Glp1/F1, ... ,pn/Fy)) — szemantikaja szerint
= A(F[p1/F1,....pn/Fn]) a példanyositas def szerint

e Ha F =G — H, akkor

B(G — H) = B(G) — B(H)

A(Glp1/Fi,...,pn/Fn]) = A(H[p1/F1, ..., pn/Fy])
A(G[pl/Fl7---apn/Fn] _>H[p1/F1a--~7pn/Fn])
A(F[p1/F1,...,pn/Fy)). (tobbi eset hasonlo)



A jélmegalapozott indukcié

Lattunk mar indukciét
e természetes szamokra: ,,0-ra igaz és ha n-re igaz, akkor n + 1-re is"

e formulakra: ,valtozékra igaz, és ha a formula kdzvetlen részformulaira is igaz,
akkor a formulara is”

o fiiggvények kompozicidira: ,az x;-re igaz és ha fi,..., fi-ra és f-re igaz, akkor

igaz fo (f1,..., frx)-rais’

A moddszer persze nem mindig makadik, pl:
e ,minden nemnegativ val6s szam egész"
e ,mert a 0 egész’
e .és az r > 0 valdsra az /2 kisebb”

e ,indukcids feltevés szerint r/2 tehat egész”
e ,tehat 2. (r/2) =r is egész”

e ,tehat minden nemnegativ valés szam egész”

nyilvanval6an hibas kovetkeztetés.

Valés szamokra nem hasznalhatunk indukciét. Miért? 129



A jélmegalapozott indukcié

Altalaban egy indukciés bizonyitas a kovetkezéképp néz ki:

e van objektumoknak egy A halmaza (formulak, természetes szamok,. . .)

koztik egy < relacio, ¢ < y kb. az ,,x egyszer(ibb/kisebb, mint ¢" (n < n + 1,

a formula részformulai kisebbek a formulanal,...)

az alapeset: megmutatjuk azokra az x elemekre az allitast, akiknél nincs kisebb

(0-ra, a valtozokra,. . .)

az indukcids lépés: megmutatjuk, hogy ha az 6sszes xz-nél kisebb elemre igaz az

allitas, akkor z-re is

és ezzel megmutattuk, hogy minden A-beli objektumra igaz az allitas.

A fenti altalanos bizonyitasi médszer akkor miikddik, ha <-ben nincs végtelen

leszallé lanc, vagyis
nincs... < T3 < T3 < 1 < To sorozat.

A médszer neve: jolmegalapozott indukcié. 130
ha nincs végtelen leszallé lanc <-ben, akkor 6 egy ,well partial order’, WPO



A teljes és a strukturalis indukcié

A teljes indukcio

Az objektumok a természetes szamok: {0,1,2,...}, a relacié pedig
0<1<2<3<...

ltt <-ben nincs végtelen leszallé lanc (felszall6 van, az nem baj)

A felépités szerinti vagy strukturalis indukcié

Az objektumok a formuldk és F' < G, ha F' a G-nek kozvetlen részformulaja.
Itt sincs <-ben végtelen leszall6 lanc.

A felépités szerinti indukcié minden an. ,algebrai adattipusra” miikédik ~ alap komponensekbdl épitiink fel
véges objektumokat valamilyen képzési szabalyok szerint

A valés szamokra azért nem, mert pl. ... < 1/16 < 1/8 < 1/4 < 1/2 < 1 egy
végtelen leszall6 lanc

A rezolicié helyességénél is ezt hasznaltuk: ott C' < C’ volt, ha C elébb keriilt a
listara, mint C’



Vissza a Hilbert-kalkulushoz: Helyesség

Ha X F, akkor ¥ F F
A helyesség iranya konnyi: ha X = F, akkor X E F', hiszen

o Legyen Fi,..., F, egy X folotti levezetése F-nek. Teljes indukciéval
megmutatjuk, hogy minden i-re X E F;.

e Ha F; € %, akkor ¥ E F; (ez minden X, F-re igaz, lattuk)

e Ha F} axiomapéldany, akkor () E F; (a tautolégidk minden elméletben
szerepelnek), igy a monotonitas miatt ¥ E F; is igaz
e Ha pedig F; = MP(F}, F},) a j, k < i indexekre, akkor
o Az indukciés feltevés szerint ¥ F F; és X F Fy,
Tehat © k= {F}, Fi}
MP def miatt Fj, = F; — F;: S E{F;,F; — F;}
A levalasztasi kovetkeztetés: {F;, F; — F;} E F;
A tranzitivitds miatt tehat X F F;.

Ezzel belattuk, hogy a Hilbert-rendszer helyes kdvetkeztets rendszer.



Teljesség — a dedukcids tétel

A teljességhez el6szor belatjuk a Hilbert-rendszer dedukcids tételét:
A dedukcios tétel

Tetszéleges 3 formulahalmazra és F', G formulakra

SF F—-G) & TU{F} FG

Ennek az allitdsnak megint az egyik iranyat konnyebb, a masikat nehezebb belatni.

YF(F—-G) = XU{F}FG |
Ha X F (F — G), akkor

e YU{F} F (F— Q) (ugyanaz a levezetés j6)
e YU{F} - F (mert eleme)
e YU{F} F G (az el6z6 kettsbsl MP)
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A dedukcids tétel

SU{FIFG = X+ (F—=0G) |
Legyen Fi,..., F, a G formula ¥ U {F'} folotti levezetése. Megmutatjuk teljes
indukciéval, hogy minden i-re ¥ + (F — F;).

e Ha F; € X U {F}, akkor két eset lehetséges:

e Ha F; € X, akkor

o X+ F; (mert eleme)
e S+ F — F; (MP)

e Ha F; = F, akkor X - F' — F (6t lépésben, ezt mar lattuk)
e Ha F; axiémapéldany, akkor ugyanigy, mint mikor 3-beli:

e X | F; (mert axiémapéldany)

e Y I — (F = Fl) (AXQ)

o X+ F = F, (MP)

nincs még kész

(Note: a masodik axiéma példanyositasanak sokszor ez a célja: megvan az F formulank és egy G — F-re

van sziikségiink)
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A dedukcids tétel

folytatas

SU{F}-rG@ = XFF->G)
o Ha F; = MP(Fj, Fy), ahol j,k < ¢, akkor:
e Fi, = (F; — F;) és az indukciés feltevés szerint ¥ - F — F; és
YFF = (F; = F).
o (Fo (F; > F))— (F—>F) > (F—> F)) Axl
o (F— F;) — (F — F;) MP
o F'— F; MP

done

Ezzel bebizonyitottuk a dedukcids tételt.

Ezt felhasznalva most bebizonyitjuk a Hilbert-rendszer teljességét is.
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A Hilbert-rendszer teljessége: H-konzisztencia

de kell hozza még egy def

H-konzisztens halmazok ‘

Egy ¥ formulahalmazt H-konzisztensnek neveziink, ha nem igaz, hogy 3 .

A kovetkezék ekvivalensek tetszéleges X formulahalmazra:
i) Van olyan F formula, melyre ¥ - F és ¥ + (F —]) is igaz.
i) ¥ nem H-konzisztens.

iii) X F F minden F formulara.

i)—ii) Ha X {F,F —|}, akkor ezekbdl MP-vel ¥ k.

ii)—iii) Ha X k], akkor mivel ¥ I ({— F') (ezt latjuk majd gyakorlaton), ezekbdl
MP-vel ¥ = F' minden F formulara.

iii)—i) Ha minden F' levezethetd, akkor pl. | és |—| is
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A Hilbert rendszer teljessége: maximalis H-konzisztencia

meg még egy def
A bizonyitas lényege:

e kiindulunk egy H-konzisztens ¥ formulahalmazbél

e kibévitjiik egy (potencialisan) sokkal nagyobb X’ H-konzisztens halmazza

e errdl a X/-r8l megmutatjuk, hogy kielégithets gy, hogy adunk hozza egy
kielégits értékadast = mivel X C Y/, X is kielégithetd lesz

Maximalis H-konzisztens halmazok
Egy ¥ formulahalmazt maximalis H-konzisztensnek neveziink, ha
e Y H-konzisztens és

e minden F ¢ ¥-ra ¥ U {F} mar nem H-konzisztens.

belSle még nem vezethetd le |, de ha barkit hozzavesziink, mar az lesz

Minden ¥ H-konzisztens halmazhoz van ¥’ D ¥ maximalis H-konzisztens halmaz.
minden ilyen ¥ kib&vithet§ gy h maximalis legyen
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A Hilbert-rendszer teljessége: maximalis H-konzisztencia

Minden H-konzisztens X kibdvitheté maximalissa: Bizonyitas |
e Legyen Fy, Fy, F3, ... az 6sszes formula egy felsorolasa. megszamlalhaté sok van
e legyen Yy := 2.
e Ha X; U {F;11} H-konzisztens, akkor legyen ¥; 11 := %; U {F;11}.
o Egyébként legyen ;11 1= X;.
o Azt allitjuk, hogy ¥’ := |J X; egy maximalis H-konzisztens halmaz.
Note: 3o C %y 15022 C ..., ezért ha ' C 5 véges, akkor van olyan i, melyre T' C %,

e Y/ H-konzisztens, mert:

Yo = ¥ H-konzisztens;

ha X; H-konzisztens, akkor X; 11 a sorozat definicija szerint az

tehat mindegyik 3; H-konzisztens

ha 3’ |, akkor (mivel ©'-nek csak véges sok elemét hasznaljuk egy
levezetésben) X; | valamilyen i-re, ami nem lehet, hiszen mindegyik X;
H-konzisztens.

e Y/ maximalis, mert ha F; ¢ X', akkor ;1 U {F;} H], tehat X' U {F;} H.
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A Hilbert-rendszer teljessége: H-konzisztencia

Ha 3 maximalis H-konzisztens halmaz, akkor tetszéleges F' formulara vagy F' € %,
vagy (F' —|) € ¥, de nem mindkettd.

egy maximalis H-konzisztens halmazban minden formulara vagy 8, vagy a negéltja szerepel a halmazban

Bizonyitas
e Ha F, ' —| € X, akkor beléliik MP-vel ¥ |, ami ellentmond a
H-konzisztencianak. tehat ,nem mindketts” done
e Tegyiik fel, hogy se F', se F' —] nincs X-ban. indirekt

e Mivel ¥ maximalis, ezért tehat X U {F} k| és SU{F —]} F|.
o Akkor a dedukciés tétel szerint:

e X F —|
o Tk (F—)) >l
e Y | (MP-vel ebbdl a kettsbdl)

ami ellentmond annak, hogy ¥ H-konzisztens.
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A Hilbert-rendszer teljess H-konzisztencia

Tetsz6leges X formulahalmaz pontosan akkor kielégithets, ha H-konzisztens.

e Ha X kielégithets, akkor ¥ F|, tehat ¥ /| (a Hilbert-rendszer helyessége
miatt). egyik irany kész is

Legyen X egy H-konzisztens formulahalmaz.

be akarjuk bizonyitani, hogy kielégithetd

Akkor X kib&vithets egy X' D ¥ maximalis H-konzisztens halmazza.

lehet, hogy t8bbféleképp is, valasszunk egyet

Ebben minden p valtozé (mint formula) vagy szerepel, vagy nem (akkor pedig
p —] szerepel benne). ezért bévitettiik ki maximalissa

Legyen A a kdvetkezd értékadas:

Ap)=1 & peX.

nincs még kész, most jon h ellendrizziik: ez az értékadas kielégiti X/-t
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A Hilbert-rendszer teljessége

e Azt allitjuk, hogy A E F pontosan akkor igaz F-re, ha F € 3.
o Ezt F felépitése szerinti indukcidval latjuk be.
e Ha F' =], akkor A }£] és |¢ X'
elsé rész minden A-ra igaz, masodik mert 3/ H-konzisztens
Ha F' = p valtozo, akkor az allitas A definicidja miatt igaz.
Ha F = (Fy — Fy) € ¥/, akkor:
e indirekten tegyiik fel, hogy A F (Fi — Fb).

e Ekkor AF F; és AH F5. — szemantikaja miatt
o Az indukcids feltevés szerint Fy € &/ és F» ¢ X',
o Tehat mivel X' maximalis, Fr —|€ X' ezért bovitettiik ki -t

e Ekkor Fy, F1 — Fb, Fs, Fr —|, | egy &' folotti levezetése |-nak
€, €, MP, €, MP sorrendben
e Ami ellentmond annak, hogy ¥’ H-konzisztens!
tehat ha F; — Fy € ¥/, akkor A E F} — Fy

nincs még kész
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A Hilbert-rendszer teljess

e Ha F = (Fy, — Fy) ¢ X', akkor:
o Mivel &' maximalis, ezért (Fy — F») —le X'

o Indirekten tegyiik fel, hogy A E (F1 — F3).
e Tehat A Fy vagy AFE F5 (vagy mindkettd). — szemantikaja
e Ha .A E FQZ
e az indukcids feltevés szerint Fy € 3.
o Akkor ¥/ nem H-konzisztens, mert
Fo, Fo — (F1 — F), F1 — Fa, (F1 — F») =], | egy X' folotti levezetése
J-nak.
e Ha A Fi:
e Az indukciés feltevés szerint tehat (Fy —|) € X'.
e De X' I (l— Fy) is igaz. mert |— F alakd
e Tehat X/ F Fy —| és X/ H|— Fs, emiatt ¥/ = Fy — F» az egyik korabbi példa
szerint volt: “- F -G, ¥X+G—-H=X+F—H

e Mivel (F1 — F2) —| € Y/, igy X' |, ez az 4g is ellentmond a
H-konzisztencianak.

Tehat ha (Fy — Fy) ¢ X/, akkor A F& F' és ezzel az allitast igazoltuk.

done, easy
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A Hilbert-rendszer teljessége

Mondjuk ki az allitast még egyszer:

Tetsz6leges X formulahalmaz pontosan akkor kielégithets, ha H-konzisztens.

Ennek kovetkezménye:

A Hilbert-rendszer helyességi és teljességi tétele

Tetszéleges X formulahalmazra és F' formulara

YFEF & XYEF

YEF&SXU{F —l}El kdvetkezmény vs kielégithetetlenség
S TU{F =]} H eléz8 allitas
S YE(F =) =) dedukciés tétel
S YEF ezt mindjart.
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A Hilbert-rendszer teljessége

SEFF=) =l & ZEF |
Elég belatnunk, hogy {(FF =) =} F Fées{F} F (F —]) —|.
o {(F—|)—|} F F:
e dedukci6s tétel szerint ez pontosan akkor igaz, hat ((F —|) =) = F
e ami igaz (Ax3)
o {F} b (F—=])—l:
o dedukciés tétel szerint ez pontosan akkor igaz, ha {F, FF =]} F |
e amiigaz (€, €, MP)

Ezzel a Hilbert-rendszer teljességét belattuk: tetszéleges ¥ halmazbdél Hilbert rend-
szerében pontosan ¥ kdvetkezményei vezethetSek le.

done, easy
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A kompaktsagi tétel

A bizonyitasban most sehol nem hasznaltuk, hogy ¥ véges-e!

Egy Hilbert-rendszerbeli 3 = F' bizonyitasban viszont csak véges sok Y-beli formulat
hasznalunk.

Tehat:

Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele

Tetszéleges 3 formulahalmaznak pontosan akkor logikai kévetkezménye egy F
formula, ha mar egy véges részhalmazanak is kovetkezménye.

A tételnek egy masik, ekvivalens alakja:

Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele |

Egy ¥ formulahalmaz pontosan akkor kielégithetetlen, ha van véges kielégithetetlen
részhalmaza.

145



A kompaktsagi tétel

A két alak tényleg ekvivalens:

o A tétel els6 alakjabol kdvetkezik a masodik:

Y kielégithetetlen < X E|

(ezt tudjuk)

< van véges Yo C X, melyre 3o F| elsé alak

&> van véges kielégithetetlen 3y C Y.

o A tétel masodik alakjabdl kovetkezik az elsé:

YEFSXU{-F}E]
< van véges kielégithetetlen ¥y C X U {—F}
< van véges Xy C X, melyre Xo U {=F} E|
< van véges Yo C X, melyre 3o F F

(ezt tudjuk)
masodik alak
F-et kiildn vessziik

indirekt kdvetkeztetés

146



A kompaktsagi tétel haszna

A kompaktsagi tétel egy Gjabb alakja:

Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele

Egy X formulahalmaz pontosan akkor kielégithet, ha minden véges részhalmaza
kielégithetd.

A tétel haszna
ha van
o egy végtelen X formulahalmazunk (nemsokara latunk ilyeneket), melynek az
elemeit egy algoritmus generalja
e és egy olyan kovetkeztetd algoritmusunk, ami input véges Yo-ra és F-re el
tudja donteni véges id6 alatt, hogy igaz-e ¥y F F,
akkor van olyan algoritmusunk, ami inputként kap egy (akar végtelen) -t (ha
végtelen, akkor egy generator algoritmust kap), és egy F' formulat, és
e ha X E F, akkor ezt véges idén beliil mindenképp megmutatja

e ha X £ F', akkor végtelen ciklusba esik .



A kompaktsagi tétel haszna

o Késsbb (szamtud, bonyelm) az ilyen ¥ halmazokat, melyre van az elemeit
generalé algoritmus, rekurzivan felsorolhaté halmaznak fogjuk hivni

e Az olyan problémakat, melyekre van olyan A algoritmus, hogy tetszéleges I
inputra
e ha I-re a valasz ,igen” kellene legyen, akkor A az I-n futtatva ,igen”-t mond,
e ha I-re a valasz ,nem” kellene legyen, akkor A az I-n futtatva végtelen ciklusba
esik,

pedig félig eldonthets problémaknak fogjuk hivni.

Tehat az el6z6 dian szerepl6 allitas roviden:

Félig eldonthets a kdvetkezs probléma:
e Input: egy rekurzivan felsorolhat6 ¥ formulahalmaz és egy F' formula

e Output: igaz-e X F F7?
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Elsérendii logika
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Els6rendii logika

Informalisan:

o Itéletkalkulusban a valtozék a {0,1} halmazbdl vettek fel értékeket, ezeket a
logikai konnektivakkal kapcsoltuk Gssze
e Elsérendii logikdban, avagy predikatumkalkulusban viszont
e a valtozok objektumoknak egy univerzumabél vagy alaphalmazabdl veszik fel az
értékeiket; (pl. természetes szamok, stringek, stb.)
e az objektumokat fiiggvények transzformalhatjak mas objektumokka; (pl.
osszeadas, stringek Osszeflizése stb.)
e az objektumokbdl predikatumok képeznek igazsagértéket (pl. paros-e a szam,
alfanumerikus-e a string, stb.)
e és a valtozokat kvantalni is lehet (minden szamnal van nagyobb, van iires string,
stb.)
o A kiértékelés sokkal komplexebbé valik (nem is mindig létezik ra algoritmus, ha
az alaphalmaz végtelen)

o Ezért megint a kielégithetetlenségre fogunk nézni (féligeldonts) algoritmusokat
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e Elsérendii valtozok, vagy individuum valtozék, mostantdl réviden csak
valtozok™: x, vy, z, ..., 21,95, .. -

e Fiiggvényjelek: f,g,..., f1,95,...

e Predikatumjelek: p,q,7,...,p1,q5,...
Konnektivak: A, V, =, ¢, &
Kvantorok: V, 3

e Logikai konstansjelek: 1, |

Hasznalunk még zardjeleket és vesszket az egyértelmii olvashatésag kedvéért.
e Minden fiiggvényjelnek és predikatumjelnek van egy aritasa, avagy rangja,
valtozészama. Ha f egy n-valtozés jel, ezt f/n jeldli.
e A (-aritasu fliggvényjeleket konstansjelnek nevezziik.

e A O-aritast predikatumjeleket logikai valtozéoknak.

Minden jelbsl megszamlalhato sok van: ez annyit jelent, hogy algoritmikusan generalni

tudjuk az elsg, masodik,. . . (n-valtozés) jelet. 151



Szintaxis: termek

Elsérendii logikaban két szintaktikus kategéria van: a termek és a formulak halmaza.
(Kiértékeléskor a termek vesznek fel objektumot értékként, a formulak pedig
igazsagértéket.)

A termek

e Minden valtozé term.
e Ha f/n fliggvényjel, t1,...,t, pedig termek, akkor f(t1,...,t,) is term.

e Mas term nincs.

Példaul ha z,y valtozok, ¢/0, f/1 és g/2 fiiggvényjelek, akkor g(f(z), g(c(),y))
term.

Ha ¢/0 konstansjel, akkor ¢() helyett csak c-t irunk. A p/0-nal is p() helyett csak p-t.
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Szintaxis: formulak

A formulak ‘

e Ha p/n predikatumjel, t1,...,t, pedig termek, akkor p(t1,...,t,) egy (atomi)
formula.

Ha F formula, akkor —F is az.
Ha F és G formulak, akkor F VG, FAG, F — G, F < G is az.

J és 1 is formulak.

Ha F formula és x valtozé, akkor dzF és Vx F is formulak.

Mas formula nincs.

(Az egyértelmii olvashatésag kedvéért itt is zardjeleziink.)

Péeldaul ha p/1 és q/2 predikatumjelek és f/1 fiiggvényjel, akkor

3z (p(x) A Vya(f(x),y))

egy formula.
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Szemantika: struktarak

Egy elsérendii formulat egy struktaraban értékeliink ki.

Struktara
Egy A= (A, I, ) harmas, ahol

e A egy nemiires halmaz, az univerzum, vagy alaphalmaz az objektumoké

e ¢ a valtozéknak egy ,default” értékadasa, minden z valtozéhoz egy p(z) € A
objektumot rendel
e [ az interpretaciés fliggvény, ez rendel a fliggvény- és predikatumjelekhez
szemantikat, ,értelmet” az adott struktaraban:
e ha f/n flggvényjel, akkor I(f) egy A™ — A fliggvény;
e ha p/n predikatumjel, akkor I(p) egy A™ — {0,1} predikatum (vagy ,relacié”).
nem pedig “interpolaciés” ffs
Erre van egy megkotésiink:
Az = binaris predikatumjelet minden struktiraban ténylegesen az egyenl&séggel
kell interpretalnunk!



Szemantika: termek kiértékelése

Ha t egy term, A = (A, I, ) pedig egy struktara, akkor ¢ értéke A-ban egy A-beli
objektum lesz, melyet A(t)-vel is jeldliink és felépités szerinti indukciéval definialunk:

A ¢ term értéke az A struktaraban, A(?)

e Ha t = x valtozo, akkor A(t) = o(z) (tehat: a valtozok értékét  szabja meg)
e Hat=f(ty,...,tn), akkor A(t) = I(f)(A(t1),...,A(ts))
(tehat: rekurzivan kiértékeljitk a ¢1, ..., t, termeket a struktdraban, kapjuk az a1,...,a, € A

objektumokat; ezeket behelyettesitjiik az I(f) fliggvénybe, amit ebben a struktaraban az f jel jeldl.)
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Szemantika: termek kiértékelése

Peldaul: ha +/2, x /2, /1 figgvényjelek, 0/0 és 1/0 konstansjelek, z és y pedig
valtozok, akkor egy struktira lehet pl. A = (Ny, I, ), ahol

e Np={0,1,2,...} a természetes szamok halmaza;
° o(x) =2 ¢(y) =3, o(z) =6....

o I(+), I(x) és I(') rendre az &sszeadas, szorzas és az n — n + 1 rakovetkezés
fliggvények,
e J(0)=0és1I(1)=1
Ha ,ismert” binaris fiiggvény- vagy predikatumjelekkel van dolgunk a példakban,

azokat infix is irjuk a konnyebb olvashatésag kedvéért, pl. +(x,y) helyett x + y-t.
Akkor pl.

o A((z+1) xy) =9, hiszen A(z) =2, A(1) =1, akkor
Alx+1)=I(+)(2,1)=24+1=3, A(y) =3 és
Az +1) xy) = I( )(3,3) =9.

o A((z xy) +0) =

e A((0+1) x1)= 156



Szemantika: termek kiértékelése

Altalaban is elég csak a ténylegesen hasznalt valtozok értékét specifikalnunk ¢-ben:

Ha t term, A = (A, I,¢) és A’ = (A, I,¢’) pedig olyan struktirak, melyekre
minden t-beli z-re o(z) = ¢'(x), akkor A(t) = A'(1).

Bizonyitas: ¢ felépitése szerinti indukciéval
o Hat =ua: ekkor A(t) = p(z) = ¢'(z) = A'(¢)
e Hat = f(t1,...,t,): ekkor minden i-re ¢; dsszes x valtozéjara p(x) = ¢/ (x) is
igaz. Igy az indukciés feltevés szerint A(t;) = A’(t;) minden i-re, és ekkor

A(t) = I(f)(A(t1), - - ., Altn))
(f)(A/(tl) A (tn)
A'(t).



Szemantika: termek kiértékelése

Ezért ha t-ben nincs valtozé, Ggy a ¢ megadasa is felesleges, ilyenkor csak A = (A, I)-
nek irjuk a struktarat.

Pl. az elébb (04 1) x 1 egy valtozémentes term volt; ezeket a termeket alaptermeknek

vagy ground termeknek nevezziik.

alapterm
Azokat a termeket, melyek nem tartalmaznak valtozét, alaptermeknek nevezziik.
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Szemantika: formulak kiértékelése

A két kvantor kiértékelésének definiciéjahoz sziikségiink lesz a kovetkez6 jeldlésre:

Ha A = (A, I, ) struktira, = valtozé és a € A objektum, akkor A, ., jeloli azt az
(A, I, ") struktarat, melyben

W) a hay =z,
P \Y) =
o(y) kiilonben.

Vagyis: A[zq)-t gy kapjuk A-bol, hogy benne az x véltozé default értékét a-ra
valtoztatjuk, mast nem valtoztatunk meg.

Ha t6bb valtozénak is beallitunk értéket, akkor Ap,, 4 (yrsb] helyett Az q,ys0)-t
irunk, hogy olvashaté maradjon.

A sorrend szamit, ha a valtozok kézt van atfedés! A[,, .5 »3-ban = default értéke
3 lesz.
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Szematika: formulak kiértékelése

Formula értéke struktaraban

Ha F formula, A = (A, I, ) pedig struktara, akkor az F' értéke A-ban egy
igazsagérték, amit A(F) jelol és az F felépitése szerinti indukciéval adunk meg:

o Logikai konstansok: A(1) =1, A(}) =0
e Konnektivak: A(F A G) = A(F) AN A(G), A(=F) = -A(F), ...

o Atomi formulak:

A(p(th ooo 7tn)) = I(p)(A(tl)’ LR A(tn))

Vagyis: A-ban el6szor kiértékeljitk a tq,...,t, termeket, kapjuk az ay,...,a,
objektumokat és ezeket behelyettesitjiik abba a predikatumba (és kapunk egy
igazsagértéket), amit ebben a struktaraban a p jeldl.
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Szemantika: formulak kiértékelése

Formula értéke strukturaban, tovabb

e Kvantorok:

1 havanolyan a € A, melyre Ap,q(F) = 1;

A(FzF) =
0 kildnben.

Tehat: akkor igaz, ha = értékét be tudjuk allitani Ggy A-ban, hogy a
megvaltoztatott struktiara kielégitse F-et.

1 ha minden a € A-ra igaz, hogy A[,,q(F) = 1;

0 kulénben.

ANVzF) = {

Tehat: akkor igaz, ha = értékét barmire is allitjuk be A-ban, a megvaltoztatott
struktira kielégiti F-et.

161



Formulak kiértékelése, példa

Legyen A = (Ny, I, ) a természetes szamok szokasos struktaraja: 1(0) =0,
I(1) =1, I(+) dsszeadas, stb

e I(<) a szokasos ,kisebb” relacio
e I(=) az egyenléség (mas nem is lehet)
* p(x) =5, p(y) =6
akkor pl. A-ban
A(z < y) =1, hiszen A(z) =5, A(y) = 6 és I(<)(5, 6) igaz

o A(3z(y < 2)) igaz, hiszen pl. az A ,20)(y < 2) igaz lesz: 6 < 20
o A(Jzx(z < x)) hamis
o A(Va(y < x)) hamis, hiszen pl. A, 5(z < y) hamis (5 < 6 nem igaz)

162



Formulak kiértékelése, példa

A-ban. .. |
e Ju(l <a A z+ x = z) pontosan akkor igaz, ha ¢(z) egy 2-nél nagyobb paros
szam, jellje ezt Even(z)

e Ju(x x x = z) pontosan akkor igaz, ha ¢(z) négyzetszam

e Ju(x x y = z) pontosan akkor igaz, ha ¢(y) osztja ¢(z)-t, jeldlje ezt a
formulat y|z

e —Jdx(l <z A x<y Axly) pontosan akkor igaz, ha ©(y) primszam, jeldlje ezt
Prime(y)

A(Vm (Even(z) — 3213z (Prime(z1) A Prime(22) A 21 + 22 = T))) =7
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Formulak kiértékelése, példa

»minden 2-nél nagyobb paros szam felirhat6 két primszam 6sszegeként” ‘

Ez az un. Goldbach-sejtés, nem ismert, hogy igaz-e.

De miért nem értékeljitk egyszertien ki ezt a formulat, hogy megtudjuk?

Mert nem lehet automatikusan: pl. a természetes szamok szokasos
struktarajaban (ha van Gsszeadas, szorzas, mondjuk 0, 1, és mondjuk a <
rendezés) nincs olyan algoritmus, mely ki tudna értékelni tetszéleges input
formulat.

(Itt a ,nincs” azt jelenti: matematikailag be van bizonyitva, hogy ilyen
algoritmus nem létezik.)

Fact: ha csak &sszeadast hasznalunk, akkor arra van ilyen algoritmus. (Ezt
hivjak Presburger aritmetikanak.)

Fact: ha a természetes szamok helyett a valés szamokat vessziik az

alaphalmaznak, akkor arra is van. (ez meg a Tarski-Seidenberg tétel).

Open: ha a val6s szamokon még bevessziik fliggvénynek az x — e® fiiggvényt

is, nem tudjuk, hogy arra van-e kiértékel6 algoritmus.
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Prenex alakii formulak kiértékelése, jatékelmélet

Legyen F' = Q121Q275 ... Q,x,F’ egy prenex alaka formula, A pedig egy
struktara.

Két egymassal versenyzé jatékos, 3 és V jatssza F-en és A-n a kovetkezd jatékot:

a jaték n korig tart

az i. kérben xz; értékét allitjuk be

ha @Q; = 3, akkor 9 mondja meg x; értékét
e ha Q; =V, akkor pedig V

miutan lement az n kor, kiértékeljik F’-t az igy kialakult A’ struktaraban

azaz A = Alz1say,...,ensan]-ben, ha z; értéke a;

e ha igaz lett, 3 nyer, ha hamis, V nyer.

A jatékban valamelyik jatékosnak van nyerd stratégiaja.

A |E F pontosan akkor igaz, ha a fenti jatékot F-en és A-n jatszva 3-nek van nyerd
stratégiaja.
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Ehrenfeucht-Fraissé jaték, példa

Legyen A a természetes szamok standard struktaraja.

o N E VaTy(x < y): ha elészor V valasztja ki a-et, 3 valaszthatja y-nak az
eggyel nagyobb szamot és igy kihozza igazra a formula magjat

o N & JyVa(x < y): ha elsz6r 3 valasztja ki y-t, akkor utana V valaszthatja pl.
az y-nal eggyel nagyobb szamot x-nek és igy kihozza hamisra a formula magjat
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Formulak kielégithetetlensége

Mint itéletkalkulusban is, A(F') = 1-et agy is irjuk, hogy A E F, vagy
A € Mod(F), széban ,,.A modellje F-nek”.
Ismét, ¥ F F a Mod(X) € Mod(F) logikai kovetkezménynek a jele.

Tehat: mar nagyon ,egyszeri’ A struktarakra is reményteleniil nehéz lehet
eldonteni, hogy A E F igaz-e egy input F' formulara vagy sem.
Ezért a kovetkezd stratégiat szoktuk kdvetni:

o Leirunk néhany formulat egy ¥ halmazba, melyre A € Mod(X) (azaz X-ba
felvesziink olyan formulakat, melyeket A kielégit)

o Megprébaljuk bebizonyitani, hogy X E F.
e Ha igen, akkor A € Mod(X) C Mod(F) miatt AF F is igaz.

e Ha nem...hat akkor vagy ¥ E - F-et probaljuk igazolni, vagy bévitjik még
3-t, hatha van olyan tulajdonsaga A-nak, melyet még nem vettiink figyelembe.
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A Peano-axiémak

Pl. a természetes szamok struktarajaban allitdsok bizonyitasara a kdvetkezd X

formulahalmazbél szoktunk kiindulni mint ,,axiémakbal’:

Vz(—(2' = 0))

VaVy(z' =y — x =1y)

Va(z +0=x)

VaVy(z +y' = (z +y))

Vz(z-0=0)

VaVy(z -y =z -y + )

Va(z <0 — x=0)

VavVylz <y — (z <yVaz=1))

VeVyle <y V a2 =y V y <zx)

Indukcids axioma séma: (F(0) AVz(F(xz) — F(a'))) — YaF(z), ahol F(z)
olyan formula, melyben legfeljebb az x valtozé fordul elé szabadon, és F(0),
F(z') agy allnak el6, hogy x helyébe 0-t ill. /-t helyettesitiink (Id. késébb).
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Formulak kielégithetetlensége

Az itéletkalkulusbdl ismert Gsszefiiggések a F-ra tovabbra is igazak maradnak, igy pl.:

e Y F| pontosan akkor, ha X kielégithetetlen;
e X E F pontosan akkor, ha ¥ U {=F} kielégithetetlen;
e haYEF é X CT, akkor T' E F;

ezért ha a ¥ F I logikai kovetkezményt akarjuk bizonyitani, akkor azt megtehetjiik

agy, hogy a ¥ U {—=F} formulahalmaz (egy részhalmazardl) mutatjuk meg, hogy
kielégithetetlen.

Erre fogunk (féligeldntd) algoritmusokat nézni.
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Szabad és kotott valtozéelGfordulasok

Szabad valtozék
Egy F formulaban egy x valtozéelsfordulas szabad, ha nincs 3z kvantor
hataskorében; egyébként kotdtt, és a legbelss ilyen Jdx kvantor koti.

Vw(p(l',f(y)) A p(x,2) A FyVap( ,y))

A szines valtozéel6fordulasok kotottek, a fekete valtozéeléfordulasok szabadok, a
fekete nem szin.
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Kotott valtozék default értékadasa nem szamit

Mint a termek kiértékelésénél is, a formuladkénal sem feltétlen kell teljesen
specifikalnunk a ¢ default értékadast: elég csak azokat a valtozékat megadni,
melyek eléfordulnak a formulaban szabadon.

Ha A= (A I,¢) és A = (A, 1,¢) struktarak és F formula Ggy, hogy minden
F-ben szabadon el6fordulé = valtozéra (x) = ¢’ (x), akkor A(F) = A'(F).

F felépitése szerinti indukciéval
e Ha F =7, akkor mindkét oldal 1, ha |, mindkét oldal 0

e Ha F' = —@, akkor F-ben és G-ben ugyanazok a valtozék fordulnak el
szabadon; az indukciés feltevés szerint A(F) = = A(G) = ~A'(G) = A'(-G).

171



Kotott valtozék default értékadasa nem szamit

Bizonyitas I’ felépitése szerinti indukciéval

e Hapl. F =GV H, akkor a G-ben / H-ban szabadon szerepld valtozék
szabadok F-ben is. Tehat ezekre a valtozokra ¢ és ¢’ megegyezik. Alkalmazva
az indukciés feltevést:

A(F) = AG)V A(H) = A(G) v A'(H) = A(F).

A tdbbi binaris konnektivara is ugyanigy.

e Ha F = p(ty,...,t,) atomi formula, akkor benne minden valtozé szabad, tehat
o és ' megegyezik minden olyan véltozéra, aki barmelyik ¢;-ben is szerepel. A
termeknél mar lattuk, hogy ekkor A(t;) = A’(¢;) minden i-re és igy

A(F) = I(p)(A(tr), - -, A(tn))
=I(p)(A'(t2), ..., A'(tn))
= A(F)



Kotott valtozék default értékadasa nem szamit

Bizonyitas I felépitése szerinti indukciéval |
e Ha F' = dzG vagy F = Va@G, és F-ben a szabadon eléfordulé valtozék
halmaza X, akkor G-ben vagy X, vagy X U {z}. (Attdl fiigg6en, hogy G-ben
van-e szabadon x vagy nincs.) Persze x ¢ X.
Nézziik az A[;,q) és az Afx,_m] alaka struktarakat! Ezek default értékadasa
megegyezik X U {x}-en, hiszen
e X-en eleve megegyezik A-ban és A’-ben, az 0 struktrakban meg az X-beli
valtozék értéke ugyanaz marad,;
e z-en mindkét struktira default értéke a.

Tehat minden a-ra az indukciés feltevés szerint
Alzisal (G) = AEIHG] Q).

Amibdl kapjuk, hogy A(F) = A'(F).
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Mondatok kiértékelése

Mondat |
Egy formulat mondatnak vagy zart formulanak neveziink, ha nem szerepel benne
valtozé szabadon.

(PI. a Peano axiémak mondatok voltak.)

Az el6z6 allitas szerint ha egy F' formula mondat, akkor hogy a A £ F fennall-e, nem
fligg az A = (A, I, p) struktira p-jétsl.

Ezért ilyenkor a struktarakat sokszor csak A = (A, I) formaban irjuk.
Ezért beszéltiink az el6bb ,a" természetes szamok struktarajardl: lehetne a ¢ valtoz-

tatasaval sok kiilonb6zé struktarat kapni, de ha mondatokat értékeliink ki, a ¢ nem
szamit.
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Az itéletkalkulus az els6rendii logikaban

Nem véletleniil jeloljik a predikatumjeleket ugyanagy p,q,r-rel, mint korabban az
itéletvaltozokat, ugyanis

Az itéletkalkulus az elsérendi logikanak az a specialis esete, amikor minden
predikatumjel 0-valtozés.

Hiszen ekkor
e az atomi formulak p(), tehat egyszeriien p alakaak;
e a termeket nincs hova behelyettesiteni, igy a fliggvényszimbolumok
interpretaciéja nem lényeges, s6t az objektumok alaphalmaza sem az;
e igy az individuumvaltozék sem szerepelnek egy formuladban sem;

e ha pedig x nem szerepel F-ben szabadon, tgy az el6z6 allitas szerint Va F' és
JxF is ekvivalensek F-fel, tehat kvantorokat sem kell hasznalnunk. itt fontos,

hogy az univerzum mindig nemiires.

Tehat ebben az esetben pontosan azokat a formulakat kapjuk, mint

itéletkalkulusban; egy ,értékadast” tekinthetiink mint egy struktarat. -



Mod, Th és Cons az elsérendii logikaban

e Ha ¥ mondatok egy halmaza, akkor Mod(X), ¥ modelljei az olyan A = (A4, 1)
alaka struktarak osztalya, melyek X Gsszes elemét kielégitik:

Mod(Z) = {A=(A,I): VFe X AF F}

e Ha K az A = (A, I) alaki struktarak egy osztalya, akkor Th(KC), K elmélete az
osszes olyan F' mondat halmaza, mely igaz L minden elemében:

Th(K) = {F: VA€ K AE F}

e Ha X mondatok egy halmaza, akkor Cons(X) a X 6sszes kovetkezményének a
halmaza (szintén mondatokat tartalmaz):

Cons(X) := {F: Lk F}.

Minden, amit itéletkalkulusra lattunk erre a harom operatorra vonatkozoéan, igaz
marad elsérendi logikara is (mert tovabbra is a F altal meghatarozott Galois-kapcsolatré

van sz6). 176



Th vs. Cons

o Altalaban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy F mondat igaz-e egy konkrét A
struktaraban (mint pl. a természetes szamokéban) vagy struktarak egy konkrét
K osztalyaban (mint pl. ,igaz-e minden rendezett halmazra?”)

e Tehat, hogy F' € Th(K) igaz-e, F benne van-e K elméletében.

e csoportelmélet: K a csoportok osztalya

e szamelmélet vagy aritmetika: A a természetes szamok struktaraja (8sszeadas,
szorzas, rakovetkezés, rendezés)

e halmazelmélet. ..

e Mivel a struktarakban (plane végtelen sokban) kiértékelni nehéz (nagyon
sokszor algoritmikusan nem is lehetséges), ezért a kérdést nem igy vizsgaljuk,
hanem konstrualunk egy ¥ C Th(K) halmazt és a X F F kérdést prébaljuk
eldonteni.

e Tehat azt, hogy F € Cons(Y) igaz-e.
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Axiomatizalhatésag

e Példaul a szamelmélet kérdéseit sokszor gy vizsgaljuk, hogy a kérdéses F’
mondat kdvetkezik-e a Peano axiémakbdl.

e A legjobb eset az, amikor talalunk egy olyan véges 3 mondathalmazt, melyre
Mod(X) = K, hiszen ekkor Cons(X) = Th(Mod(X)) = Th(K), vagyis
pontosan a 3 kdvetkezményei adjak a KC elméletét.

e Ekkor azt mondjuk, hogy K végesen axiomatizalhato, és 3 a K-nak egy véges
axiémarendszere.

e Ha van olyan X, melyre Mod(X) = K, de ¥ nem feltétleniil véges, azt
mondjuk, hogy K gyengén axiomatizalhato. (Ez algoritmikus szemsz6gbdl egy
sokkal rosszabb helyzet.)

e Latni fogjuk, hogy pl. a természetes szamok N struktraja még gyengén se
axiomatizalhat6 (ez meg egy még rosszabb helyzet).
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Egy példa

int wut( int n ) {
int i = 0;
int d = 1;

int r = 0;

while( i != n ){
r=r + d;
i=1i+1;
d=d + 2;

}

return r;

}

NEM KELL UNIT TESZT!

Egy kdvetkeztets rendszer

levezeti a ciklusmagra:
Vivrvd(inv (i, r, d) —

inv(i + 1,7 + d,d + 2)), ahol
inv(i,r,d) az
ixi=7rANi*x2+1=d formula
G+ *(i+1)=d*xi+i%x2+1,
(i+1)%2+1=i%2+1+2,
Peano axiémakbdl kijon
levezeti, hogy inv(0,0,1) igaz a
ciklusmagba belépéskor

végiil, a kilépéskor i == n,
tehat r = n *xn tényleg.
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e Az elsérendii logika esetére is szeretnénk kdvetkeztets rendszereket épiteni.

e Ehhez ismét normalformakra lesz sziikségiink.

o A legegyszeriibb eset: ha a formuldban nincs kvantor.
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CNF els6rendben

Ismét:

e Literal: atomi formula (ekkor pozitiv) vagy negaltja (ekkor negativ), pl. p(z,c),
—q(z, f(z), )

o Kloz: literalok véges diszjunkcidja, pl. p(z) V —q(y,c)

o CNF: kl6zok konjunkcidja, pl. (p(z) V —q(y,c)) A —p(z)

Kvantormentes elsérendii logikai formulat az itéletkalkulusban megszokott médon
hozhatunk CNF-re:

e Nyilak eliminalasa
o Negalasok bevitele deMorgan azonossagokkal = NNF
e az NNF-bsl CNF készitése disztributivitassal



CNF els6rendben, példa

(p(w, f(@)v q(y)) < ((p(:m y)—q(x)) Ap(z, 0))

Nyilak eliminalasa:

<ﬁ (@, £@) v a) )V ((~pz. y)Va(@)) Ap(a, c>))

A ((p@c, @)V a@)) v ((-p(a. y)Va(e) Ap(x,c>)>
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CNF els6rendben, példa

<ﬁ (pla. 1@ v a®) v( (b, y)va(@)) A, c>)>

A ((p@c, J@) v aw)) v ~( (-p(.)va()) Ap(m)))
Negaciok bevitele:

<(ﬁp<x7 F@)n-a))v( (-l y)va(@)) Ap(x,@))

A ((p(x, @)V a@) v ((p(x,y)Aﬁq(x))Vﬁp(w,c))>

Egy atomi formula pontosan akkor lesz negativ, és egy A/V pontosan akkor valt a
masikra, ha paratlan sok negacié belsejében van.
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CNF els6rendben, példa

((—v&zyf(x)%N—@(y))\/((ﬂp(x,y)VQ(x))/\p(x,C))>

A(@@Ju»vmw)vUMawwwm»kumD>

(Klézok pirossal, CNF-ek kékkel alahazva)

Disztributivitas:
)V =p(z,y) Vq(z))
)

Vv p(z,c))
—p(z,y) V q(x))

% f(z

’U

l’)) % Q(y) Vp(z,y) vV —p(z,c))
v

q(y) vV ~q(x) V —p(z,c))
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Kielégithetetlenség def szerint

Elsérendii formulak kielégithetetlenségének bizonyitasara egy médszer lehet a
szemantika szerinti kifejtés:

F = Vap(z) A Jy(p(y) — a(f(y))) A Vzmq(2)

egy kielégithetetlen formula, mert:
o Tegyiik fel indirekten, hogy F' kielégithetd.
e Akkor van modellje: legyen A = (A, I, p) egy struktara, melyre A(F) = 1.
e Mivel F' harom formula konjukcidja, igy
o A(Vzp(z)) =1
o AQy(p(y) = a(f(¥))) =1

o és A(Vz—q(z)) = 1.

nincs kész még
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Kielégithetetlenség def szerint

ABy(p(y) — q(f(y)))) =1 szerint van olyan a € A, melyre

Ay (p(y) = a(f(y))) = 1.

Tehat erre az a € A-ra

o vagy Ay, aq)(p(y)) =0, azaz I(p)(a) = 0,
o vagy Aya)(9(f(y)) = 1, azaz I(q)(I(f)(a)) = 1

teljesiil.

Ugyanakkor, A(Vzp(x)) = 1 szerint minden b € A objektumra

Ay (p(2)) =1, tehat I(p)(b) = 1.

Specialisan ha minden b-re, akkor b := a-ra is I(p)(a) = 1, igy I(p)(a) # 0.
Emiatt 7(q)(I(f)(a)) =1 kell legyen.

nincs kész még
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Kielégithetetlenség def szerint

e Tovabba, A(Vz—q(z)) =1 szerint minden ¢ € A objektumra
Apzsq(mg(2)) = 1, tehat Ap,,q(q(2)) = 0, vagyis I(g)(c) = 0.

e Ha minden c-re, akkor ¢ := I(f)(a)-ra is, emiatt pedig I(q)(I(f)(a)) =0, ami
ellentmondas.

Tehat a formula kielégithetetlen.

done, easy



Helyettesités: értékadas szintaktikai szinten

o Az el6z6 médszerben egy kényelmetlen részlet az értékadas.

e A kovetkeztets algoritmusainkban tisztan formulakkal szeretnénk dolgozni,
objektum-értékek és interpretacios fliggvények nélkdil.
o Ezért definialjuk a helyettesitést: ha x valtozé és ¢ term, akkor

e ha u term, akkor u[z/t] egy term lesz, melyre
Az acy) (u) = A(ulz/1])

e ha pedig F' formula, akkor F'[z/t] egy formula lesz, melyre
A aw) (F) = A(F[z/t]).

Vagyis: az 0j term/formula értéke az eredeti struktaraban ugyanaz legyen,
mintha a struktaraban elvégeztiink volna egy értékadast, és a megvaltozott
struktdraban értékelnénk ki az eredeti termet/formulat.

o Ertékadas helyett helyettesitéssel dolgozva nem kell majd az eredeti
struktarahoz nyalnunk.
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Helyettesités termekben

Hasonléan a korabbiakhoz, a termek esete az egyszer(ibb.
az ulxz/t] term |

e Ha u és ¢ termek, x pedig valtozd, akkor az u[z/t] termet az u term felépitése
szerinti indukciéval definialjuk:

e Ha u az z valtozo, akkor u[z/t] :=t.
e Ha u =y # x egy masik valtozé, akkor u[z/t] := u.

e Hau= f(ty,...,t,), akkor
uleft] = Fale/t] . talz/t]).

(Vagyis: végezziik el a helyettesitést rekurzivan az &sszes résztermjében.)

Peéldaul f(z,g(z,y)) [/g9(c,y)] = flg(c,y),9(g(c,v),y))-

Praktice tgy kapjuk u[x/t]-t, hogy u-ban minden z-et t-re cseréliink.
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Helyettesités termekben

Tetszéleges A struktarara, x valtozéra és u,t termekre

A(ulz/t]) = Apeaw)(v).

u felépitése szerinti indukciét alkalmazunk:
e Ha u =z, akkor ulz/t] =t és A(t) = Ajps A()](x) i83Z.
e Ha u =y # x valtozo, akkor u[z/t] = u és A(y) = Apsa)) (v) igaz.
e Ha u= f(t1,...,t,), akkor pedig

Alulz/t]) = A(f(ta[z/1], .. . talz/t]))
=I(f)(A (tl[l'/t]) A(tn[z/t])) term kiértékelés
= I(f)(Apzmaw(t ) s A aw)(tn))  indukcids feltevés
= Ao aw)(f(t, . ,tn)) term kiértékelés
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Helyettesités formulakban

A formulak esetében (a kvantorok miatt) a helyettesitési algoritmus ennél
bonyolultabb.

e ,cseréljiik az sszes x-et t-re’ nem felel meg az értékadasnak: pl. ha a
formulank Vz(1 < z) — ami a természetes szamok struktdrajaban hamis, és az
[2/(y + 1)] helyettesitést szeretnénk végrehajtani igy:

e V(y+1)(1 < (y+1)) (common ZH és vizsga ,,megoldas”’) wut? ez még csak
nem is formula, kvantor csak valtozét kothet le

e Vz(1l < (y+ 1)) — ez viszont igaz lesz a természetes szamok struktarajaban,
akkor is, ha az z-nek az p(y) + 1 értékét adjuk default értéknek. Tehat ez se j6
igy.
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Helyettesités formulakban

Az el6z6 problémat az okozta, hogy az A[,., 4(4)) struktarakban ha kiértékeliink egy
formulat, abban csak a szabad x-ek értéke kellene A(t)-re valtozzon.

,cseréljiik az Gsszes szabad z-et t-re”

e Jol hangzik, de nézziik a természetes szamok struktirajat a o(x) = 1,
©(y) = 42 default értékekkel, és az [z/y + y + 1] helyettesitést mondjuk a
kovetkez6 formulaban:

Vy(z >y +1)

e A szemantikai szinten: Ay, 4(y+y+1)-ben z 0j default értéke 85. A formula
pedig hamis, hiszen 85 nem nagyobb minden y-ra, mint y + 1 (pl. y = 314-re
kisebb).

e Ha viszont cseréljitk a szabad z-et y + y + 1-re:
Vyly+y+1>y+1)

Ez a formula igaz.

e Tehat ez se j6 értékadas kivaltasara. 192



Helyettesités formulakban

Az el6z6 problémat pedig az okozta, hogy = meg kellene kapja az A(t) értékét, de
t-ben szerepel egy y, aminek ¢ kiértékelésekor az y default értékét kellene kapnia.

e Viszont az el6bb belekeriilt a lecserélt ¢ egy Vy hataskorébe, igy nem a default
y-t kapta értékiil.

e A megoldas: ha egy t-beli valtoz6 ,lekétédik”, akkor nevezziik at a kété kvantor
valtozojat valami egészen djra.

Tehat ha F formula, z valtozé és ¢ term, akkor F[z/t]-t F felépitése szerinti
indukciéval a kovetkezéképp definialjuk:

e Ha F =1 vagy F =, akkor F[z/t] := F. (Nothing to do here.)

o Ha F = =@, akkor F[z/t] := —=(G[z/t]). (Rekurzivan elvégezziik a
helyettesitést.)

e Ha FF =GV H, akkor Flz/t] := G[z/t] V H[z/t]. (Rekurzivan elvégezziik.) A
tobbi binaris konnektivara ugyanigy.
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Helyettesités formulakban

Fla/t] |
e Ha F = p(ty,...,t,), akkor

Floft] == p(tila/t), .. tulo/H).

(Elvégezziik a termekben a helyettesitést.)

e Ha F =VzG vagy F = 3G (tehat ha ugyanaz az z a kotétt valtozo, mint
akit most helyettesitiink), akkor F[z/t] := F.
(Csak a szabad z-eket akarjuk cserélni, ebben a formulaban nincs x szabadon,
igy marad.)

e Ha F' =VyG vagy F = JyG, y # x és y nem szerepel t-ben, akkor
Flz/t] :=Vy(Glz/t])

(vagy Jy(G[z/t]). értelemszertien).
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Helyettesités formulakban

Flz/t]
e Veégiil, ha F' = VyG vagy F = FyG, y # x és y szerepel t-ben, akkor:
e Legyen z egy olyan valtozé, ami nem szerepel se F-ben, se t-ben és nem is x.
Flz/t] := Vz(Gly/2][z/1]).
(értelemszertien, 3 esetben 3 kvantorral kezdiink.)

Vagyis: el6szor keressiink egy 0 z valtozét, nevezziik at a kotott y-t erre a z-re
F-ben, majd igy mar elvégezhetjiik a helyettesitést.

(Ha egy determinisztikus algoritmust szeretnénk mindenképpen, akkor
mondhatjuk, hogy ,legyen z az elsé ilyen valtozd".)
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Helyettesités formulakban

Ez a bonyolultabb algoritmus mar megvalésitja az értékadast a szintaktikai szinten:

Ha A struktara, F formula, x valtozé és t term, akkor
Apsaw)(F) = A(F[z/t]).

Bizonyitas F' felépitése szerinti indukciéval
e Ha F =7 (}), mindkét oldal 1 (0), OK
e Ha F' = (—G), akkor szokas szerint

A(F[z/t]) = A(=(G[z/t])) [z/t] def negalasra
= -A(G[z/t)) — szemantika
= A 4 (G) indukcios feltevés

= A i) (7G) = Ajpsaw) (F) — szemantika

nincs még kész
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Bizonyitas I’ felépitése szerinti indukciéval

e Ha pl. F'= GV H, szintén ugyanigy

A(F[z/t]) = A(G[x/t] V H|x/t]) [x/t] def vagyra
= A(G[z/t]) V A(H[z/t]) V szemantika
= A[a:»—>A(t)] (G) V A[z'—xA(t)] (H) indukcios feltevés

= Appsaw)(GV H) = A @y (F) V szemantika

e A tobbi binaris konnektivara is ugyanigy
e Ha F =p(ty1,...,t,), akkor

A(F[z/1])
= A(p(ti[z/t], ... talz/t])) [x/t] def atomira
= I(p)(A(t1 [a?/t]) A(tn[z/t])) atomi szemantika
= I1(p)(Azsa) (t1) oy Ao aw) (tn)) termekre ezt tudjuk
= Al a@w] (0t - - -5 tn)) = Aposaw) (F) atomi szemantika

nincs még hész



Bizonyitas I’ felépitése szerinti indukciéval

e Ha F =VaG vagy F = Ja@G, akkor x nem szabad F-ben. Ekkor tudjuk, hogy
Al aw))(F) = A(F), mert a két struktira olyan valtozé default értéken ter
csak el, mely nem szabad F-ben. Tehat mivel ekkor F' = F[z/t], igy
Afgs 4wy (F) = A(F[z/t]).

e Ha F =VyG vagy F = JyG, = # y és y nem szerepel t-ben, akkor tetszéleges
a € A-ra Ajps A(t),ya] = Alysa,esA)), hiszen A(t) értéke nem fiigg a
benne szerepld y értékétsl, a értéke meg nem fligg x-ét8l, tehat az értékadasok
sorrendje nem szamit. Tehat ekkor

indukciés feltevés

A[y»—»a] (G[I/t]) A[y)—)a = A(t (G

)
= Al A(t),y—a) (G) mert y nincs t-ben
= A[m»—>.A(t)] [y—a] (G) kiilon vettiik,

és ha ez minden a-ra igaz, akkor A(F'[x/t]) = Apps.aq))(F) is fennall.

nincs még kész
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Bizonyitas I’ felépitése szerinti indukciéval
e Veégill, ha F' = VyG vagy F = JyG, és y szerepel t-ben, akkor ha z # x olyan
valtozé, mely sem F-ben, sem t-ben nem szerepel, akkor tetszéleges a € A-ra:

Apersa) (Gly/2][z/1])

= Az a,es A (Gly/2]) indukcios feltevés

= Ajps A@t),2-a) (Gly/2]) z, x felcserélheték

= Ajes A(t), 2 a,y—a] (G) indukciés feltevés

= A At),y—a) (G) 2-t8l nem fiigg mar semmi
= Ajzs A()] ysal (G) kiilon vettiik,

és ha ez minden a-ra igaz, akkor A(F'[x/t]) = Apps.a))(F) is fennall.

Ez volt az utolsé eset.



e Tehat: van egy (Gsszetett) algoritmusunk helyettesitésre, ami kivaltja az
értékadast.

e (Legalabbis akkor, ha az a-nek adni kivant értéket jeldli valamilyen term a
struktdraban, de ez nekiink épp elég lesz.)

e Ebbdl kijon az is (amit eddig is ,rezni lehetett"), hogy valtozét atnevezni
ekvivalens atalakitas:

Ha F = VaG (vagy 3zG) formula és y nem fordul elé szabadon G-ben, akkor
F =Vy(Glz/y]). (3 esetben 3, persze.)

Azt elég belatnunk, hogy tetszéleges A struktirara és a € A-ra
A[am—m](G) = A[yHa](G[x/y])' De persze

Alysa) (G2 /Y]) = Aysa,oa)(G) a helyettesitési lemma szerint
= Ajzq)(G) mert y nincs G-ben szabadon.
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Valtozbatnevezés

A VzG = Yy(G[z/y]) képletben (ha y nincs G-ben szabadon) persze oda kell
figyelni a részletekre, pl. ha

G = p(x,2) ANVap(z, 2) A Jyp(, y),
akkor az atnevezés eredménye:

VzG = Yy(p(y, z) AVz(p(z, 2)) A I2p(y, 2))

lesz.
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Normalformak els6rendben

Hogy egy formulaval dolgozni tudjunk, an. zart Skolem alakra fogjuk hozni. Ennek
lépései:

e Nyilak eliminalasa — a szokasos médon

e Kiigazitds — hogy ne legyen valtozénév-iitkdzés

e Prenex alakra hozas — ekkor az sszes kvantor elére kerdil

Skolem alakra hozas — ekkor az dsszes kvantor eldl lesz és mind V

Lezaras — ne maradjon szabad valtozé-el6fordulas
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Egy formula kiigazitott, ha
o Kiilonbozs helyen lévs kvantorok kiilonb6z6 valtozékat kotnek és

e Nincs olyan valtozé, mely szabadon is és kototten is eléfordul.

Jzp(z,y) A Vaq(f(z),z) A 3yp(y, f(y))

nem kiigazitott, mert pl.
e az x valtozét két kiilonbozs helyen is koti kvantor,
e az y pedig eléfordul kototten is és szabadon is.

(A fenti kett6 koziil az egyik is elég lenne.)

wip(w1,y) A Vaoq(f(xe),x2) A Jyip(ys, f(y1))

egy ekvivalens kiigazitott formula.
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Altalaban is igaz:

Tetszéleges F' formulat ekvivalens kiigazitott alakra hozhatunk a kotott valtozok aj
valtozokra val6 atnevezésével.

A gyakorlatban pl. ezt indexeléssel érjiik el.

Fontos, hogy a szabad valtozékat nem nevezhetjiik at! Akkor nem lesz ekvivalens a
formula az eredetivel.
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Prenex alak

Egy formula prenex alakd, ha Q121Qsxs . .. Qnx, F alaka, ahol F kvantormentes és
mindegyik @; kvantor (vagy V, vagy 3).
Tehat prenex, ha minden kvantor eldl van.

Note: a
Vzp(z) A q(y)

formula nincs prenex alakban, mert a ¢(y) mar nincs a Vx hataskorében!
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Prenex alakra hozas

Allitas

Minden formula ekvivalens prenex alakra hozhaté.

A prenex alakra hozas els6 lépéseként ki kell igazitsuk a formulat. Ez pl. a
kovetkez6k miatt fontos:
e Nem igaz, hogy 3zF A J2G = Jz(F A G). Példaul, ha F = (z < 0) és
G = (z > 0), az egész szamok szokasos struktarajaban kiértékelve
e a bal oldal: ,van negativ szdm és van pozitiv szam”, ez igaz,
e a jobb oldal: ,van olyan szdm, ami negativ és pozitiv’, ez hamis.
Tehat ha kiilonbozé kvantorok kiilonbozd valtozékat kotnek, nem feltétlen lehet
azokat ,,6sszeolvasztani'.

e Egyébként 3z F V JzG = Jz(F V G) igaz. Az univerzalis kvantor esetében is
hasonl6 a helyzet: Vo F' A VaG = Va(F A G) igaz, de
VeF V VxG =Vz(F V G) nem mindig igaz.
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Prenex alakra hozas

e Az sem mindig igaz, hogy 3zF A G = Jz(F A G).
Példaul, ha F' = (z < 0) és G = (x > 0) (tehat G-ben z szabadon fordul elé!),
akkor az egész szamok szokasos struktarajaban a ¢(x) = 42 default
értékadassal

e A bal oldal: ,van negativ szam, és 42 > 0", ez igaz,
e A jobb oldal: ,van olyan szam, ami negativ és pozitiv", ez hamis.

o Itt pedig az okozza a problémat, hogy az eredetileg G-ben szabad x
el6fordulast ha lekdti egy kvantor, akkor mar nem a struktira o komponense
adja neki az értéket, tehat a szemantika (jo eséllyel) egész mas lesz.

Ez a két ok az, amiért a kiigazitaskor épp azt szeretnénk elérni, hogy
e kiilonb6z6 kvantor-el6fordulasok kiilonbozé valtozékat kossenek le

e és ne legyen olyan valtoz6, mely szabadon is és kototten is eléfordul.
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Prenex alakra hozas

A kovetkezék viszont igazak:

—SxF = VJ:—\F
Vo F = 3z—-F
JF VvV G=3Fx(FVGE

JaF
Vo F
Vo F
F v
F A
F Vv
F A

)
AN G=3z(FAG)
V G=Vz(FVG)
AN G=Vz(FANG)
J2G = Fx(F VG)
J2G =Fx(F AG)
VG =Va(F V G)
VaG =Va(F A G)

ha x
ha
ha z
ha x
ha z
ha
ha z

ha z

nem szerepel G-ben
nem szerepel G-ben
nem szerepel G-ben
nem szerepel G-ben
nem szerepel F-ben
nem szerepel F-ben
nem szerepel F-ben

nem szerepel F-ben

szabadon
szabadon
szabadon
szabadon
szabadon
szabadon
szabadon

szabadon
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Prenex alakra hozas

Az el6z6 félia ekvivalenciai koziil csak néhanyat néziink meg.

—dzF = Va-F
Tetsz6leges A struktarara
A(—3zF)=1< A(3zF) =0 — szemantikaja
< minden a € A-ra Ajg,q)(F) =0 3 szemantikaja
< minden a € A-ra Ajp,q)(—F) =1 — szemantikaja
< AVz—F) =1 V szemantikaja
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Prenex alakra hozas

JzF AG = 3z(F AG), ha x nem szerepel G-ben szabadon

AFzF A G)=1

& AFzF)=1és AG) =1

< valamilyen a € A-ra Aj;,q)(F) =1 és A(G) =1

& valamilyen a € A-ra (Ao (F) =1 &s A ,4(G) = 1)
& ABz(FAG)) =1,

ahol a piros lépésnél hasznaltuk, hogy mivel G-ben nincs z szabadon, igy
A(G) = Apzsq) (G) tetszéleges a-ra igaz.

Megjegyzés: itt megint fontos, hogy az univerzum nem lehet iires! Ha megengednénk iires univerzumot, akkor
pl. 3zF V G mindig G-vel lenne ekvivalens iires univerzum esetén (mert a 3z I alak( mondatok ott hamisak
lennének), a 3z(F V G) pedig hamis lenne. (ugyanezért).
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Prenex alakra hozas

Az el6z6 ekvivalenciak adnak egy prenex alakra hozé algoritmust:
e Iminaljuk el a formulabdl a — és «++ konnektivakat a szokott médon
e Az eredményt igazitsuk ki

e Az eredményen addig alkalmazzuk (balrél jobbra) az ekvivalenciakat (amiket
lehet a kiigazitottsdg miatt), amig prenex alaka formulat nem kapunk.

A sorrend fontos:
e A  kvantorokat kihozé" ekvivalenciak csak kiigazitott formulan alkalmazhaték

e A nyilak eliminalasa elronthatja a kiigazitottsagot (a <>-on beliili kvantorok
duplikalédnak)



Példa prenex alakra hozas

= (((VxﬂVy(p(x,y) V 3zq(z, Z))) A Jwp(z, w)) —Jvg(v,v >
—\<3w((Vz3yﬂ32(p(x,y)\/q(x,z)))/\p xz,w) ) VYoq(v,v )
—\<E|w((V:1?E|y—EIZ(p(x,y)\/q(x,z)))/\p x,w) VVvﬂq v,V )

—Elw<((V:L’E|y\72—|(p(w,y)\/q(w,z)))/\p x,w) \/Vvﬂq v,V )
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Példa prenex alakra hozas

—Jw <((Vw3yVZﬁ(p(:r, y)Va(z, 2))) Ap(, w)) V Yog(v, v))
Yw—Yv (V:EEIsz((—\(p(:L',y)\/q(;L',z)))/\p(x, w) )V=g(v,v )
VwﬁVvV:L'Ssz(((ﬁ(p(w,y)\/q(w,z)))/\p(x, w) )V=g(v,v )

V'wElvEILUVyH,z—'(((ﬁ(p(w,y)\/q(;v,z)))/\p(x, w) ) V—g(v,v)

(Kaphattunk volna masik ekvivalens prenex alakot is, pl. v-t kihozhattuk volna utoljara is, stb.)
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Skolem alak

Egy F formula Skolem alaku, ha
F = VoV2y ... Vo, F*,
ahol F*-ben (a formula magjaban) mar nincs kvantor.

(Tehat: prenex alak(, és csak univerzalis kvantor szerepel benne.)

(Thoralf Skolem norvég matematikus, 1887—-1963 utan, tehat ,sz"’-szel ejtjiik)

A Skolem alakd formulakkal azért j6 dolgozni, mert
Vay .. Ve, F*E F¥xy/ty, ..., Zn/ts]

tetsz6leges t; termekre. Ez formalisan kijon abbdl, hogy
e ha A(VaF) = 1, akkor tetszéleges a € A-ra Ap,q)(F) =1
o tehat tetszéleges ¢ termre Ap,, 4 (F) = 1 (hiszen A(t) € A)
o a helyettesitési lemma szerint pedig ez épp A(F[z/t]).



Skolem alak

Az (sajnos) nem igaz, hogy minden formulahoz megadhaté lenne ekvivalens Skolem
alak.

A kovetkezé viszont igaz:

Minden F' formulahoz konstrualhat6 egy olyan F’ Skolem alakd formula, ami
pontosan akkor kielégithets, ha F' is az.

Tehat: tudunk adni olyan algoritmust, mely
e egy F formulabdl elkészit egy F’ Skolem alakot
e ugy, hogy ha F kielégithetd, akkor F” is, és ha F kielégithetetlen, akkor F’ is.

Ezt agy mondjuk, hogy F' és F’ s-ekvivalensek, jelben F =4 F”.
(s is for ,satisfiability” here)
Ez altalaban elég lesz, hiszen eleve a kielégithetetlenségre keresiink algoritmust.
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Skolem alak

A Skolem alakra hozas lépései:

e Prenex alakra hozzuk a formulat (duh)

o Egyesével eliminaljuk belsle a 3z kvantorokat valahogy
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Skolem alak

Persze ha csak gy torélnénk a dx kvantorokat, az nem lenne helyes algoritmus még
s-ekvivalencia szempontjabél sem: pl.

Va3y(p(z, y) A —p(y, x))

kielégithets: legyen a strukttrank a természetes szamok halmaza, és p-t
interpretaljuk mondjuk a ,kisebb” relaciéval. Ekkor a mondat: ,minden szamnal van
olyan, ami nala nagyobb és nem kisebb”, ez igaz.

Viszont ha toréljik a Jy kvantort:

Vz(p(z,y) A —p(y,z))

kielégithetetlen (vegyiik észre, hogy itt y szabadda valt), hiszen tetszéleges A
struktdraban az a := ¢(y) elemre

Az o)) (07, 9) A =p(y, ) = L(p) (), v(y) A =1(p)(e(y), (),

ami mindenképp hamis, barmi is I(p)(¢(y), p(y)) értéke.



Skolem alak

Az sem megoldas, ha a Jx-eket Va-ekre cseréljiik, az el6z6 példabdl igy kapott

Vay(p(x,y) A —p(y,z))

szintén kielégithetetlen (ez is biztosan hamissa valik akkor, ha a-nek és y-nak
ugyanazt az értéket adjuk).

Az el6z6 otletekkel a kdvetkezé a probléma intuitive:

e Egy VadyF alaka formula kiértékelésekor elébb megvalasztjuk x értékét, majd
ett6l fliggben valasztjuk meg y értékét.

e Altalaban is egy 3 kvantor értékének a megvalasztasakor (prenex alakia formula
esetében) a ,,j6" érték fiigghet az Gsszes el6tte allo V-kvantalt valtozé értékétsl.

e Pl. VaVy3z((z < 2) A (y < z)) a természetes szamok struktdrajaban: ,minden
x-re és y-ra létezik z, mely mindketténél nagyobb”, itt is z értéke fiigghet
x-étdl és y-étol is.
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Skolem alak

A Skolem alakra hozas otlete:

Ha az Jy-nal kotott valtozo ,,j6" értéke fugghet az 1, .. ., z, valtozdk értékétdl,
akkor vezessiink be egy f fiiggvényt, ami ,megmondja”, hogy hogyan fiigg!

Azaz az elképzelés az, hogy I(f)(a1,...,ay) := b egy olyan b-re, amit akkor kapna
y értékiil, ha x; értéke ay, xo értéke as, stb.
Ezeket az Gjonnan bevezetett fiiggvényeket Skolem-fliggvénynek nevezziik.
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Skolem alak

Ez miikddni is fog:

Ha az f/n fiiggvényjel nem szerepel az F' =V Vo ... Va,JyF™ kiigazitott
formulaban, akkor

F =, Vo1Voa .. Vo, F*y/f(z1,...,2,)] = F'

Bizonyitas |
Ennél tobbet mutatunk meg: azt, hogy
e ha A(F)=1az A= (A, I, ) struktarara, akkor van olyan A" = (A, I', )
struktara az f-fel kib6vitett nyelvre, melyre minden eredeti s (fliggvény- vagy
predikatum)szimbélumra I(s) = I'(s).
Tehat: ha F-nek van modellje, akkor ahhoz hozza tudunk adni egy ,,j6" f
interpretaciot agy, hogy az az F'-nek (is) modellje legyen.
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Bizonyitas folytatasa |
e Tovabba, azt is meg fogjuk mutatni, hogy ha A’(F’) = 1, akkor A(F') =1 arra
az A struktarara, amit agy kapunk A’-bél, hogy f interpretaciéjat ,elfelejtjiik”.

e Ez az irany konnyi: ha A'(F’) = 1, akkor minden ay,as,...,a, € A-ra

Ale»—ml anaﬂ,](F*[y/f(xlw'"xn)D =1,

.....

ami a helyettesitési lemma szerint épp azt jelenti, hogy

/ *
[z1—=a1,...;zp—an,y—=1'(f)(a1,...,an))] (F ) =1

Ez pedig azt jelenti, hogy a b = I'(f)(aq,...,ay) értékre
Al (F*) =1, tehat

T1FA1 4., T A | [y+—>b]

’ (FyF*) =1,

[z1—a1,...,Tn>an]

tehat A’(F) = 1 (és mivel F-ben nincs f, igy A(F) = 1).



Bizonyitas folytatasa
A masik irany:

e Tegyiik fel, hogy A(F) = 1. Akkor tetszéleges ay,...,a, € A esetén

A[Il’—)al,,,,,m,,LHa7L](EyF*) =1.

Tehat tetszéleges aq,...,a, € A esetén van olyan b, melyre

A[acl»—ml,...,xnb—mn,y»—w] (F*) = 1.

Definialjuk az A’ struktaraban I'(f)-et agy, hogy az I'(f)(aq,...,a,) értéke
legyen egy ilyen ,alkalmas” b.

o Akkor tetszéleges aq,...,a, € A esetén

/

[:r1'—>a1,..-,wn'—>an,y'—>1’(f)(a1w.,an)]( *) =1
e Ez a helyettesitési lemma szerint épp azt jelenti, hogy

A/[leal,...,wnHan](F*[y/f(xla 000 axn)D =1, tehat AI(F,) =1



Skolem alak

Tehat vegyiik a kdvetkezd algoritmust: az F input formulat

o el6szor hozzuk prenex alakra (nyilak eliminalasa, kiigazitas, kvantorok
kiemelése)
e majd minden Jy-lekotott valtozét a formula magjaban cseréljiink le egy
f(z1,...,z,) termre, ahol
o [ egy teljesen 0] fiiggvényszimbdlum (tehat ha formulak egy egész 3 halmazaval
dolgozunk, akkor ¥ semelyik elemében nem lehet f! és minden 3 kvantor
esetében Gjabb és Gjabb Skolem-fiiggvényeket gyartunk!)
® I1,...,%, pedig az y el6tt szerepld V-kotott valtozok.
A kapott formula s-ekvivalens lesz az eredetivel.
(S6t, ha ezt egy input ¥ formulahalmaz minden formulaja elvégezziik, akkor a
kapott X’ formulahalmaz is s-ekvivalens lesz az eredetivel.)
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Skolem alak, példa

HxVszﬂvﬂw(p(x,y,f(z)) A =gz, f(v),w) A p(c,v))

e 1 egy egzisztencialisan kotott valtozo, el6tte nem szerepel univerzalisan kotott,
tehat helyére egy nullavaltozés Skolem-fliggvényt, azaz Skolem konstanst
vezetiink be. Ez nem lehet ¢, mert az mar szerepel a formulaban, legyen
mondjuk d.

e v el6tt V-kotott valtozé y és z, tehat egy () binaris Skolem fiiggvényjelet
generalunk, legyen ez g (mert f nem lehet, az foglalt), v-t mindenhol g(y, z)-re
cseréljiik.

e w-t pedig mindenhol h(y, z)-re (a neki generalt Skolem-fiiggvény mar nem
lehet sem f, sem g).

Az eredmény:

VyVz(p(d,y, f(2)) A —q(d, f(g9(y, 2)), h(y, 2)) A ple,g(y, 2))).



Zart Skolem alak

Az an. alap (ground) rezoliciés algoritmus olyan ¥ formulahalmazon tud majd
dolgozni, melynek

e minden eleme Skolem alaka,
e zart (tehat nincs benniik szabad valtozo),
e és minden formula magja CNF-ben van.

Ha tehat egy tetszéleges 3 formulahalmazt kapunk inputként, ennek minden elemét
Skolem-alakra tudjuk mar hozni, a magjukat pedig CNF-re.

Hogy zart legyen minden formulank, azt agy érjiik el, hogy
e minden x szabad el6fordulas helyett egy 0j ¢, konstansjelet vezetiink be

e ezt Ggy, hogy minden formulaban az Gsszes szabad z helyére ugyanazt a c,-et
irjuk!

Ezzel az atalakitassal tovabbra is s-ekvivalensek maradunk (mert: legyen

I(cy) := p(x) j6 lesz).
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Levezetés a Peano-axiémakbal

Nézziik most meg, hogy kb. hogyan johet ki a Peano-axiémakbdl, hogy
VxVsz((erz) XT=yYXT+zX x)

Jeldlje PA a Peano-aximémakat. Koztiik vannak az indukciés axiémaséma
példanyai:
(F(O) A Va(F(z) —>F(:c’))) s VaF(z).

Ha F(x) = Vsz((y +2)xzx=yxxr+2zX T) akkor elég levezetni ezt a kett6t:

e PA F Vsz((y—I—z)xO:ny—i—sz)
(ez az F(0))

e PA F
Vx(Vsz((y+z)xx:yxx+zxa:) —>Vsz<(y+z)><a:’:yxx'—l—zxm’))

(ez a V:x:(F(w) — F(”»‘/)>
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PA E Vsz((y+:)xO:y><O+:><O)

Két eleme PA-nak: Vz(x x 0 =0) és Vz(x + 0 = x). Ezekkel:

Vsz((y +2)x0= O) »ha minden z-re, akkor y + z-re is"

YyVz(y x 0 = 0) »ha minden z-re, akkor y-ra is"

YyVz(z x 0 = 0) +ha minden z-re, akkor z-ra is"

YyVz(y x 04 2 x 0 =0+ 0) egyenlé dolgok Gsszege egyenlé
YyVz(y x 04+ 2z x 0 = 0) 0+0=0

VyVz((y +2) x 0=y x 0+ z x 0) mindkettd 0-val egyenlé

Ezzel az indukciés axiémaséma példanyanak az F'(0) része tényleg kovetkezménye
PA-nak. (Note: itt figyeljik meg, hogy az egyenléségnek hasznaljuk par
tulajdonsagat!)



Vm(Vsz((y +2)Xx=YyXT+2X ;77) — VyV:((y +2)xz' =yxa' +zx .'1’/))

A VaVy(xz x vy = x X y + x) Peano-axiomabdl:
VxVsz((y +2)x2 =(y+z)xz+(y+ z))
Egy egyenl6séges implikaciot (,ha t1 = to, akkor u[z/t1] = u[z/t5]") alkalmazva:
Vm(Vsz((y—i—z) XT =yxz+zxz) = VyVz((y+2) xz’ = (yxx+zxx)+(y+z)))
AVaVy(z +y =y + ) és VaoVyVz((z +y) + 2z = = + (y + 2))-bél:
VmVsz((yxx+zxx)+(y+z) = (yxx+y)+(z><a:+z))
A VzVy(x x y' = x x y + x)-bél ez tovabb:
VxVsz((y xz+zxz)+(y+z) = (yxz')+(zx x'))

és megvan:

V:c(Vsz((erz) ><l‘=y><if+z><fﬂ> %Vsz((erz) Xx/:yxmurzxggl))ﬂs



Herbrand struktarak

e A helyettesitési algoritmusnak latszélag van egy gyenge pontja.

o Csak akkor tudjuk elvégezni a Aj,,,(F) értékadast a szintaktikai szinten
A(F[z/t])-ként, ha van olyan t, amire A(t) = a.

e Nem minden struktaraban van ilyen ¢! Pl. a valés vagy a racionalis szamok
struktarajaban ha csak a + és x jeleket tudjuk hasznalni, mondjuk a 0 és 1
konstansokkal, akkor azokkal is csak az egész szamokat tudjuk eljeldIni (ezeket
tudjuk felépiteni ground termként).

e Azt szeretnénk, ha egy Vo F' alaka formula (vagy altalaban: zart Skolem alakok
halmazanak) kielégithetSségének vizsgalatakor elég lenne ellenérizniink az
,osszes’ F[x/t] alaka formulabdl allé halmazt.

e Ez pl. a racionalis szamok struktarajaban nem mikddik: a Vi (egész(z))
formula ott hamis, de ha barmilyen [z /t] helyettesitést végziink a magon, a
kapott egész(t) formula mindig igaz lesz (ha ¢ alapterm).
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Herbrand struktarak

Ezt a problémat oldjak meg az an. Herbrand struktarak, amikre a kdvetkezs
lesz igaz:

e Herbrand struktiraban minden elem eljeldlhetd egy alaptermmel.

e Ha egy X formulahalmaz kielégithetd, akkor van Herbrand modellje (azaz: -t
kielegité Herbrand struktara) is.

e Ez a két tulajdonsag fogja azt biztositani, hogy kielégithetetlenség
bizonyitasakor a szemantikus értékadas miivelet tényleg kivalthaté lesz a
szintaktikus helyettesités miivelettel.
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Herbrand struktarak

De mi is egy Herbrand struktira?

o (Jacques Herbrand, 1908-1931)
e Az alaptermek vagy ground termek a valtozémentes termek.
e Tehat: melyeket felépithetiink csak a fiiggvényjelek alkalmazasaval.

e Pl. ha f/1, g/2 és ¢/0 fuiggvényjelek, akkor alaptermek pl.

¢, f(o), f(f(0), g(c.0), g(c, £(e), g(f(c), f(c)), ...

e Az osszes alapterm halmazat T jeloli. (A 0 itt a ,,0 valtozé™-t jelenti, altalaban
T,,-be azok a termek tartoznak, melyekben csak az {z1,...,x,} valtozék
szerepelnek.)

o A kovetkezd részben fontos, hogy Ty ne legyen iires. Ezért ha a nyelviinkben
nincs konstansjel, akkor generalunk egyet.
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Herbrand struktarak

e Egy A= (A, I, ) struktarat Herbrand struktaranak neveziink, ha
e univerzuma A = Ty az alaptermek halmaza és

o tetszéleges f/n fuggvényjelre I(f)(t1,... tn) = f(t1,.. .. 1n).

Tehat az objektumok maguk az alaptermek, és a fliggvényjelek interpretacioja ,értelem-

szer(i".
Példaul ha f/1, g/2, ¢/0:

o ¢, £(0), F(£(e)). glese), g(F(©), F(c)) mind objektumok
e persze ¢, f(c), f(f(c)),...tovabbra is (alap)termek is egyben
e é&spl. a A(g(e, f(c))) értéke egy A Herbrand struktaraban:

e I(c)() = c a Herbrand struktara definicidja szerint, tehat A(c) = c.

e mivel A(c) = ¢, ezért A(f(c)) = I(f)(A(c)) = I(f)(c) = f(c).
e Tehat g(c, f(c)) értéke
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Herbrand struktarak

Amit az elébb lattunk, mindig igaz: Herbrand struktardban egy alapterm értéke
mindig dnmaga.
Allitas
Tetsz6leges A Herbrand struktarara és ¢ alaptermre A(t) = t.
Bizonyitas
A t term felépitése szerinti indukciét alkalmazunk:
e t =z, x valtozo: ez az eset nem lehet, mert alaptermben nincs valtozé.

o t = f(t1,...,t,): Ha t alapterm, akkor t1,...,t, is mind alaptermek. Tehat az
indukcios feltevés szerint A(t;) = t; minden i-re és ekkor

A(f(tr, ... tn)) = I(f)(A(t1), ..., A(tn)) term kiértékelés def
=I(f)(t1,...,tn) indukcios feltevés
= f(t1,...,tn) =t Herbrand I(f) def
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Ha csak a 0 konstansjeliink és az s unaris fliggvényjeliink van, akkor egy Herbrand

struktdraban:

e az univerzum az alaptermek halmaza: {0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))),...}

e azzal, hogy I(0) = 0 és I(s)(s"(0)) = s"T1(0)
tehat a természetes szamok struktiraja az s (successor, rakovetkezés) miivelettel
egy Herbrand struktara.

Ha ebben a struktaraban az ésszeadast mint predikatumot definialjuk (a szandék:
I(add)(z,y,2) =1, ha x +y = 2), ezt formalizalhatjuk:

o VaVyVz Vo (add(z, v, 21) A add(z,y, 22) — 21 = 22)

e VaVy (add(z,0,x))

o VaVyVz(add(z,y, z) — add(z, s(y), s(z)))

A szorzast is hasonléan.



Egyenl6ség egyel6re ne legyen

Az egyenlGség |
Note: Herbrand struktarakban az egyenlGség kezelése problémassa valik.

e Pl. ha a természetes szamok struktirajaban hasznalhatjuk a +/2 fiiggvényjelet
is, akkor a 0 és a 0 + 0 alaptermek nem egyenl6ek, de szeretnénk &ket

egyenlének kezelni.
e erre még visszatérlink

o egyel6re a nyelviinkben ne legyen egyenléség
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Herbrand struktarak

e Az igy nyilvan igaz, hogy egy Herbrand struktaraban minden objektumot el
tudunk jeldlni egy alaptermmel: a t alaptermet mind objektumot maga a ¢
alapterm jeldli.

e Ami emiatt algoritmikus szempontbdl fontos: ha A egy Herbrand struktara és
van egy VxF' alaka formulank, akkor arra

AEVzF < AFE Flz/t] minden ¢ alaptermre.

(Mert igy a helyettesitési lemma szerint A, o) = I minden a € A-ra.)
o Azaz, VaF és {F[z/t] : t € Ty} Herbrand-modelljei ugyanazok!

Ha Vz Vs ...Va, F egy zart Skolem alak, ahol F' kvantormentes, akkor Herbrand

kiterjesztése az
E(Nx Vs .. Vo, F) = {F[xl/tl,xg/tg, ce X fty] 1t € TO}

formulahalmaz. (E mint ,extension’)
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Herbrand struktarak

Példa |

Ha F = VaVy(p(z,y) A —p(f(z),g(x,y))), és c/0, f/1, g/2 a fiiggvényjelek, akkor
E(F)-ben vannak pl.

~ p(C, C) A —\p(f(C), g(C, C))
o p(c, f(c)) A=p(f(c), fle, f(c)))
* p(f(c),9(c,c)) A=p(f(f(c)),9(f(c), 9(c,c)))

Ez a formula kielégithetetlen, hiszen E(F)-nek —p(f(c), g(c,c)) is és p(f(c), g(c,c))
is kovetkezménye, ami nem lehetséges.
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Herbrand struktarak

Amiért a kielégithetetlenség vizsgalatdhoz elég csak Herbrand struktarakban gondo-
lkodnunk, az a kovetkezé:

Tétel

Zart Skolem normalformak tetszéleges halmaza pontosan akkor kielégithets, ha van
Herbrand modellje.

(A tétel ebben a formaban csak olyan mondatokra vonatkozik, melyekben nincs egyenl&ség.)
A tétel haszna szamunkra
e ha az input ¥ formulahalmazrél kell belatnunk, hogy kielégithetetlen,
e akkor el@szor is zart Skolem alakra hozzuk, legyen ez mondjuk X,
e majd megmutatjuk, hogy nincs olyan Herbrand-struktara, ami modellje ¥'-nek.

A Herbrand tételbdl és abbél, hogy a zart Skolem alakra hozas s-ekvivalens miivelet,
kovetkezik, hogy > pontosan ekkor kielégithetetlen.
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Herbrand tétel — bizonyitas

Ha X-nak van Herbrand modellje, akkor nyilvan kielégithetd.
Mivel 3 mondatokbdl all, a ¢ értékadast elhagyhatjuk.

Tehat csak azt kell belatnunk, hogy ha van valamilyen A = (A, I) modellje
Y-nak, akkor van egy A’ = (Tp, I') Herbrand modellje is.

Mivel A" Herbrand-modell kell legyen, az alaphalmaz (7}) és a fiiggvényjelek
interpretacidja I'(f)(t1, ..., tn) = f(t1,...,t,) adott.
Tehat csak a predikatumjeleknek kell szemantikat adnunk.

Ha p/n predikatumjel és ¢4, ..., t, alaptermek, akkor legyen

I'(p)(ty, ... tn) = I()(Altr),- .., Altn))-

Vagyis: ha p-t akarjuk kiértékelni a Herbrand struktaraban a
t1,...,t, alaptermeken (mint objektumokon), akkor értékeljiik ki a
t; alaptermeket (mint termeket) .A-ban, és az igy kapott (A-beli)
objektumokon p értékét (A-ban) adjuk vissza A’-ben.




Herbrand tétel

Bizonyitas folytatasa |

Azt allitjuk, hogy ez az A’ Herbrand struktira modellje 3-nak.

Ehhez legyen V1 ...Vx, F € X. Megmutatjuk, hogy Ale/tl oyt (F) =1
minden ¢y, ..., t, alaptermre.

A helyettesitési lemma szerint

Aizl/tl,m,zn/tn](F) = A/(F[xl/th cet 7mn/tn])v

hiszen A’(t;) = t; minden i-re, mert A’ Herbrand struktra.
Azt tudjuk, hogy A(Vx;...Va,F) =1, tehat tetszbleges t1, ..., t,
alaptermekre

Ay /A A (F) = 1,

ami a helyettesitési lemma szerint azt jelenti, hogy
.A(F[acl/th 000 ,{En/tn]) = ].
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Herbrand tétel

Bizonyitas folytatasa |

e Elég tehat belatnunk, hogy
A (F*) = A(F*)

tetsz6leges F* kvantormentes és valtozémentes (alap)formulara.
o Ezt F™* felépitése szerinti indukciéval tessziik:

e Ha F* = p(t1,...,t,) atomi formula, akkor ¢1,...,¢, alaptermek (mert
F*-ban nincs valtozé). Ekkor

(p(tla oo atn))
=TI'(p)(A'(t1),..., A (tn))
=TI'(p)(t1,...,tn) mert A’ Herbrand struktara
= I(p)(A(t1), ..., A(tn)) I'(p) def szerint
= A(p(ti, .. )) szemantika def szerint
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Herbrand tétel

Bizonyitas folytatasa ‘

e Ha F* = =@, akkor G is kvantormentes alapformula, tehat

A(F*) =-A(G) szemantika def
-A(G) indukcios feltevés
= A(=G) = A(F) szemantika def

e és ha pl. F* = GV H, akkor szintén a szokasos médon

A GV H)=A(G)VvA(H) szemantika
= A(G) V. A(H) indukcié
=A(GV H)=A(F") szemantika,

a tobbi binaris konnektivara is ugyanigy.

o Mivel pedig kvantorok nem lehetnek F™*-ban, igy kész vagyunk.
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A Herbrand tétel és az egyenlGség kezelése

o Az I'(p)(t1,. .., tn) = I(p)(A(t1),...,A(t,)) definici6 nem valid, ha p az
egyenléség predikatum.

e Hiszen pl. ekkor a természetes szamok struktarajaban, ahol van +/2
fuggvényijel, ez pl.

I'(=)(0,0+0) := I(=)(A(0), A(0+0)) = I(=)(0,0)

lenne, azaz igaz kéne legyen.
e Viszont az egyenl6ségjelet a Herbrand struktaraban sem definialhatjuk feliil!
o (feliil kéne, mert 0 és +(0,0) nem ugyanaz az alapterm.)

e A megoldas: = helyett a formulakban felvesziink egy j (mondjuk equals)
binaris predikatumjelet, errél kimondjuk, hogy kongruencia és ezt hasznaljuk =
helyett mindenhol.
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A Herbrand tétel és az egyenlGség kezelése

A kongruencia azt jelenti, hogy
e ekvivalencia-relacio:
e Vz equals(z, z) — reflexiv
o VzVy (equals(z,y) — equals(y,x)) — szimmetrikus
o VaVyVz (equals(x, y) A equals(y, z) — equals(z, z)) — tranzitiv
e ...és hogy ,egyenld” értékeken alkalmazott fiiggvények/predikatumok értéke is
wegyenld” (kompatibilis veliik): minden f/n-re és p/n-re

V1 Vy Vo Vys . . .V:chyn( equals(z1,y1) A ... Aequals(z,, yn)

— equals(f(x1,...,xn), f(y1,.--, yn)))fijggvényjelekre

Ha igy alakitjuk at a formulainkat (minden egyenlGséget equalsra cseréliink és
felirjuk a fenti formulakat, miszerint equals egy kongruencia), akkor az igy

atalakitott 3-ra mar igaz a Herbrand tétel.
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Példa: a Peano axiomak

Ha példaul vessziik a Peano axidmakat:
e a fliggvényjelek ott 0, s, + és x voltak

e a predikatumjelek < és hasznaltuk az = jelet is

az = helyett bevessziik az equals predikatumot

Az atalakitott axiomak:

Vz( =0)) = Vz(—equals(s(z),0))
VaVy(s(z) = = y) = VaVy(equals(s ( ), s(y)) — equals(z,y))
Vm (a‘ +0 = z) = Vz(equals(z + 0,z))
Vz(z <0— 2 =0) = Vo(z <0 — equals(z, 0))
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Példa: a Peano axiomak

.. és felvessziitk a kovetkez&ket:

Vo equals(z, x)

VaVy(equals(z, y) — equals(y, z))
VaVyVz(equals(z,y) A equals(y, z) — equals(z, 2))
s(y1))
V£E1Vy1V12Vy2

(
(
(
equals(z1,y1) — equals(s(zy), :
equals(z1, y1) A equals(za, y2) — equals(xy + y1, x2 + y2))
Va1 Vy1 Voo Vya (equals(zy, y1) A equals(za, y2) — equals(zy X y1, 2 X y2))
(z1,91) ) —

(
(
yi(
(
(
(

Va1 Vy1 Vo Yy (equals(zy, y1) A equals(xa, yo (r1 <y1 < 29 <))

akkor ennek a rendszernek egy Herbrand modelljében
e az alaptermek pl. 0, s(0), s(0) + s(s(0)), s(0) + 0 stb.
e a fiiggvényinterpretaciok: 1(+)(s(0),s(s(0))) = s(0) + s(s(0)) stb.
)) igaz (de nem egyenléek)
)

a <-re pl. s(s(0)) < s(0) + s(s(0)) x s(s(0)) igaz vas

e az equals-ra pl. equals(s(s(0)), s(0) + s(0



Herbrand tétel

Kovetkezmény

Formuldk egy ¥ halmaza pontosan akkor kielégithets, ha létezik megszamlalhaté
modellje.

Vagyis: ha X kielégithetd, akkor van olyan modellje is, melynek univerzuma ,,nem tal
nagy: véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Bizonyitas
o Tegyiik fel, hogy X kielégithetd.
e Hozzuk zart Skolem alakra X-t, legyen a kapott formulahalmaz X'.
e Tudjuk, hogy ekkor X' is kielégithets, és igy van Herbrand modellje.

e Ez a Herbrand modell megszamlalhat6 (mert fel tudjuk sorolni az &sszes
alaptermet, mert a fiiggvényjelek halmaza is megszamlalhaté volt)

e Ez a Herbrand modell az eredeti ¥-nak is modellje (azzal, hogy ,elfelejtjik” a
bevezetett Skolem-fiiggvényeket).
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Herbrand tétel

Ez példaul azt is jelenti, hogy R nem axiomatizalhaté még gyengén sem: nincs olyan
Y formulahalmaz, melyre Mod(X) = {R}, tehat melynek (izomorfia erejéig) pontosan
csak a valdés szamok struktiaraja az egyetlen modellje.

e Hiszen ha ¥-nak R egy modellje, akkor kielégithetd.

e Ha pedig kielégithets, akkor van megszamlalhaté modellje.

e De R nem megszamlalhat6 (a valés szamokat nem lehet 71,79, . .. felsorolni
agy, hogy ne maradjon ki valaki).
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Detour: R nem megszamlalhaté

e Egy val6s szam a [0, 1] intervallumban: egy 0.b1babsby . .. alaka végtelen string,
b; € {0,1} (kettes szamrendszerben végtelen , tizedes tortként)

e irjunk fel valés szamokat egy r1,72,73, ... sorozatban

o akkor az egész sorozatot egy (végtelen) tablazatba rendezhetjiik:

by | ba | b3 | bs | b5
ri=]010]1]0]0
m=l0|1]0]1]1
m=11]1]0]0]1
rgy=10 110|010

e és a pirossal jelolt atléban szereplé 0.0100. .. elemet ha minden koordinatan
megvaltoztatjuk, a kapott 0.1011... elem egyik sorban sem szerepelhet (hiszen
az r;-t6l a b;-ben kiilonbozik)

e tehat pl. ez a valés szam nem jelenhet meg a tablazatban = nem lehet
felsorolni a valés szamokat (ez a ,,diagonalis médszer”)
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Herbrand tétel

Ha X zart Skolem normalformak halmaza, akkor legyen

E®) = |JEW®),

Fex

tehat 3 Herbrand kiterjesztését gy kapjuk, hogy az Gsszes 3-beli F' formula
Herbrand kiterjesztésének vessziik az uniéjat.

Példa

Ha ¥ = { Vap(z), Yy—p(f(y))} akkor E(X)-ban van pl.
e p(c) (az elsé formula Herbrand kiterjesztésébdl, ¢ az aj konstansjel)
e p(f(c)) (szintén az elséébal)
e —p(f(c)) (a masodikébol)

és E(X) kielégithetetlen (hiszen szerepel benne p(f(c)) és —p(f(c)) is).
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Herbrand kiterjesztés

Kovetkezmény

Zart Skolem normalformak 3 halmaza pontosan akkor kielégithets, ha E(X)
kielégithetd.

Bizonyitas

3] kielégithet6

< Y-nak van Herbrand modellje

< AFE X valamilyen A Herbrand struktirara

< van olyan A Herbrand struktira, melyre A £ F minden F € E(X)-ra
< E(X)-nak van Herbrand modellje

< E(X) kielégithets.



Az els6rendii logika kompaktsagi tétele

e Egy E(X) Herbrand kiterjesztés atomi formulai p(t1,...,t,) alakd
alapformulak (#;-k mind alaptermek).

e Egy Herbrand struktarat eddig agy tekintettiink, mint amelynek az
interpretacios fiiggvénye egy p/n predikatumjelhez egy I(p) : T§* — {0,1}
predikatumot rendel, majd p(t1, ..., t,) értékét agy kapjuk, hogy I(p)-be
behelyettesitjiik (¢1, ..., t,)-t.

e Ehelyett Ggy is tekinthetjiik az interpretacids fiiggvényt, mint ami minden egyes
p(t1,...,tn) alap formulahoz kozvetleniil rendel egy {0, 1} értéket.

e Tehat egy F(X) Herbrand kiterjesztésnek egy Herbrand modelljét keresni
ugyanaz, mint

e ap(ti,...,tn) atomi alapformulak mindegyikét egy itéletkalkulusi valtozénak
tekinteni
e és ennek az itéletkalkulusi formulahalmaznak keresni egy modelljét.



Ha vessziik a ¥ = {even(O), Va (even(z) <+ —even(s(z))) } formulahalmazt,
ennek E(X) Herbrand kiterjesztése:
e even(0)
e even(0) <» —even(s(0))
e even(s(0)) < —even(s(s(0)))
°o ...
Az alaptermek: 0, 5(0), s(s(0)), ...
Egy Herbrand struktira tehat ekkor értéket kell adjon az even(0), even(s(0)),

even(s(s(0))),...itéletkalkulusi valtozéknak.

Pl. modell: even(s™(0)) := 1, ha n paros.
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Az els6rendii logika kompaktsagi tétele

Tetel
Elsérendii logikai formulak tetszéleges ¥ halmazara és F formulara ¥ F F' pontosan
akkor igaz, ha mar egy véges ¥y C X halmazra is g F F igaz.

Bizonyitas
e X E F pontosan akkor, ha ¥ U {=F} kielégithetetlen.
e Ez pontosan akkor, ha E(X U {—F'}) kielégithetetlen.
e Ez pontosan akkor, ha nincs Herbrand modellje.

e Ez pontosan akkor, ha az E(X U {=F'}) mint itéletkalkulusbeli formulahalmaz
kielégithetetlen.

o Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele szerint ez pontosan akkor, ha van egy
véges 3 C E(X U {—F}) kielégithetetlen részhalmaza.

e Ez a véges részhalmaz nyilvan ¥ U {=F}-nek egy véges ¥ részhalmazanak
Herbrand kiterjesztésében benne van.

e Tehat van olyan véges g C 3, melyre Y9 E F.



Az els6rendii logika kompaktsagi tétele

A kompaktsagi tétel szerint. . .
e van félig eldonts kielégithetetlenségi algoritmus elsérendii logikara, ha X
rekurzivan felsorolhaté:
e az i. iteracidban az input X elsd ¢ formulajanak vessziik a
Herbrand-kiterjesztésének elsd i elemét (mondjuk)

e erre a véges halmazra futtatunk egy itéletkalkulusbeli algoritmust (pl. rezolaciét)
e ha kielégithetetlen = X is az

e ha nem = kovetkezd iteracié

e viszont az is kijon bel6le, hogy vannak tulajdonsagok, melyeket nem lehet
elsérendii logikaban kifejezni
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Az els6rendii logika kompaktsagi tétele

Pl:
Allitas

Nem lehet kifejezni elsérendii logikaban, hogy ,,az univerzum véges".

Bizonyitas
e Tegyiik fel, hogy a ¥ formulahalmaznak minden A struktira modellje, ha
univerzuma véges.

Legyen F,, = 3x13z,. .. Elmn(/\#j g8y 52 xj).
F,-t egy struktdara akkor elégiti ki, ha legalabb n-elem.
Nézzik a A := X U {F,, : n > 0} formulahalmazt.

Nyilvan A-t nem elégiti ki egyetlen véges struktiira sem, hiszen ha A n-elemd,
akkor A ¥ Fi, 1.
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Az els6rendii logika kompaktsagi tétele

Bizonyitas folytatasa
e De A minden véges részhalmazat kielégiti egy véges struktira, hiszen egy véges
részhalmazban csak véges sok F; szerepel, és ha n a legnagyobb ezek koziil,
akkor egy m + 1-elemii struktiara kielégiti az adott véges részhalmazt.

e A kompaktsagi tétel szerint ekkor tehat A is kielégithets, tehat van modellje
e Ez a modell végtelen kell legyen

e Mivel pedig ¥ C A, ez a végtelen strukttra modellje X-nak is.



Az els6rendii logika kompaktsagi tétele

Hasonléan kijon pl, hogy nem lehet

e gyengén axiomatizalni a természetes szamokat: ha Ar = Th(N) a szamelmélet
(,aritmetika”), akkor Ar-nak van olyan modellje, mely nem izomorf A/-nel

e tranzitivan lezarni: ha F(z,y) egy formula, nem feltétleniil tudunk olyan
F*(x,y) formulat felirni, mely pont akkor igaz egy (a,b) parra, ha van olyan
a = g, %3, ..., Ty = b sorozat, melyre F(x;,x;1+1) igaz minden i-re

e SQL-ben egy ,fénok-kozvetlen beosztott” tablabdl egy queryvel
,fénok-beosztott” tablat késziteni (mert ez maga a tranzitiv lezaras lenne, az
SQL-beli queryk pedig mind kifejezhet8k elsérendii logikaban)
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Alap rezolicié

(aka ,,ground rezolucid”)

Az alap rezoliciés algoritmus:

e Input: elsérendd formulak egy ¥ halmaza
e Ha X kielégithetetlen, az algoritmus ezt véges sok |épésben levezeti
e Ha kielégithetd, akkor vagy ezt vezeti le, vagy végtelen ciklusba esik
o Modszer:
e X elemeit zart Skolem alakra hozzuk, a kapott formulak magjat CNF-re. Jeldlje
Y a kapott klézhalmazt.

e Ekkor F(X') a klézok alap példanyainak halmaza
e Az E(X') halmazon futtatjuk az itéletkalkulus-beli rezoliciés algoritmust.

Mivel E(X') altalaban végtelen, igy az algoritmus (mondjuk)
o egy lépésben legeneralja és felveszi E(X') egy elemét
e az eddigi klézokkal rezolvenst képez, amig csak lehet
e ha kdzben megkapjuk az iires klézt, 3 kielégithetetlen
e kiildnben generaljuk a kdvetkezs elemet
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Alap rezolicié

Va(p(x) A —p(f(z))

Az input méar zart Skolem alakban van, a mag CNF-ben. Klézok:

A={p(x)}, B={-»(f(x))}

Néhany alapterm (fel kell vegyiink egy konstansjelet, mondjuk c-t, mert nincs a
nyelvben):

To = {¢ f(o), F(f(c),.- .}
Alap rezoliiciés levezetés:
L {p(f(0)} Alz/f(©)]
2. {=p(f(e))} Blz/d]
3. O Res(1,2)
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Alap rezolicié

Vwa((ﬁp(cv)\/ﬁp(f(a))\/q(y)) A py) A (ﬁp(g(bw))vﬁQ(b)))

Az input megint zart Skolem alakban van. Klézok:

A= {-p(x),-p(f(a)),q(v)}, B={p)}, C={-plg(b x)),—qb)}

Néhany alapterm:

Ty = {avbvf(a'>= f(b)vg(G‘?a)’g(avb)vg(f(a‘)a f(b))7 e }

Levezetés:
L {=p(f(a)),q(b)} Alz/ f(a), y/b]
2. {-w(g(b;a)),~q(b)} Clz/a]
3. {=p(f(a)),p(g(b;a))} Res(L,2)
4. {p(f(a))} Bly/ f(a)]
5. {-p(g(b,a))} Res(3,4)
6. {p(g(b,a))} Bly/g(b, a)]
7.

O Res(5,6) o6l



Alap rezolicié

Tétel

Az alap rezoliciés algoritmus helyes és teljes.

Tehat pontosan akkor igaz O € Res™(E(X')), ha ¥ E|.

Ez igaz, hiszen
e a zart Skolem alakra hozas s-ekvivalens atalakitas, tehat ¥ pontosan akkor
kielégithetetlen, ha ¥’ az;

e a Herbrand-tétel kovetkezménye szerint X/ pontosan akkor kielégithetetlen, ha
E(Y) az;

o az jtéletkalkulus kompaktsagi tétele szerint E(X’) pontosan akkor
kielégithetetlen, ha van egy véges X kielégithetetlen részhalmaza;

e a rezollciods algoritmus teljessége szerint ha a X véges klozhalmaz
kielégithetetlen, akkor az algoritmus ezt

e tehat ha X kielégithetetlen, akkor az algoritmus leall ezzel a valasszal akkor,
amikor egy ilyen Xy halmaznak mar legeneralta az Gsszes elemét (és

rezolvenseiket, koztiik [J-t) 262



Alap rezolicié

Az alap rezolicié alkalmazasakor nagy a keresési tér.
(Minden valtozét helyettesiteniink egy-egy alaptermmel.)

Az elsérendii rezoltcidban

o a keresési tér kisebb lesz

e ezzel parhuzamosan, a rezolvens képzési algoritmusa bonyolultabba valik

A médszerhez el6szér meg kell ismerjiik az egyesitési algoritmust.
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o Azt mar lattuk, hogy ha F' egy formula, x egy valtozd, t pedig egy term, akkor
mit jelent F[z/t].

e Ha xy,...,x, valtozok és ti,...,t, termek, akkor az [z1/t1][x2/ta] ... [Tn/tn]
helyettesitést Ggy végezziik el, hogy el6szor az [z1 /t1]-et, majd az eredményen
az [zo/to]-t, ..., végil az [z, /t,]-t.

Altalaban az ilyen helyettesitési sorozatokat s-sel fogjuk jeldIni.

Formalisan n szerinti indukcioval: ha F formula, s = [z1/t1] ... [2n/ts)
helyettesités, akkor F' - s:
e ha n =0 (nincs is helyettesités), akkor F'- s := F;

e han >0, akkor F'- s := (F - [z1/t1] ... [Tn_1/tn—1]) - [Tn/tn]
(vagyis: el6bb elvégezziik az els6 n — 1 helyettesitést, majd ez utan az
eredményen az utolsét)

Az n = 0 esetet (az ,lires” helyettesitést) []-vel is jeloljik (nem &sszekeverni a O

ires klézzal. . .)
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A sorrend szamithat, ha valamelyik ¢;-ben szerepel valamelyik z;:

f(@,9)x/9(v)lly/a]l = f(g(a), g(a))
f(x,9(y)ly/allz/g(y)] = f(9(y), g9(a))

Formulak halmazaira (pl klézokra) is értelmezziik a helyettesitést: ha C formulak
egy halmaza és s egy helyettesités, akkor legyen

C-s :={F-s: FeC}

azaz C' - s-et ugy kapjuk, hogy C' minden elemén elvégezziik s-t és az eredményeket egy halmazba rakjuk

Ha C = {¢;,...,¢,} literdlok egy halmaza (azaz egy kl6z), akkor s a C' egyesitdje,
ha Klsz :Ens.

A C klézra azt mondjuk, hogy egyesithetd, ha van egyesitéje.
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C = {p(g(x),y), p(y, 9(a)) }

Ez a kloz egyesithetd, egy egyesitéje

s = [z/a]ly/g(a)]

hiszen

p(g(),y) - [#/a]ly/g(a)] = p(g(a), g(a))
p(y,9(a)) - [z/a]ly/g(a)] = p(g(a), g9(a))
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¢ = {p.f@), plol).2) }

egyesithetd, egy egyesitéje pl.

s = [z/g(a)lly/allz/f(a)]

mely melletti képe C - s = {p(g(a), f(a))}.
Egy masik egyesitd:

so = [z/9(y)l[z/f(y)]

mely melletti képe C' - 5o = {p(g(y), f(v))}-
Eszrevehetjiik: sg - [y/a] = s és emiatt valamilyen értelemben sq ,téinik”" a ,,jobb"
egyesitének.
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Azt mondjuk, hogy az s helyettesités altalanosabb az s’ helyettesitésnél, ha van
olyan s” helyettesités, melyre s - s’ = s’.

Pl. az el6z8 dian latott sqg altalanosabb volt az s-nél.

Az egyesitési algoritmus
e inputja egy C kloz,
e outputja:

e ha C egyesithetd, akkor egy legaltalanosabb egyesitéjét adja vissza;
e kiilonben azzal tér vissza, hogy nem egyesithetd.
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Mikor nem egyesithetd egy kl6z?

{ p(F@).9). plo().y) }

nem egyesithet6: barmit is helyettesitiink a valtozék helyébe, az elsé term az elsé
literalban f-fel, a masodikban g-vel fog kezd&dni.

{ @), p(s(@)) }

nem egyesithet6: barmit is helyettesitiink « helyébe, mondjuk t-t, az elsé literal p(t)

lesz, a masodik p(f(t)) és t # f(t).
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Az egyesitési algoritmus tehat, ha inputja egy C kléz:

s = ]
e Ha |C]| <1, adjuk vissza s-t.
o Vegyiink két literalt, ¢1 # fo-t C-b6l és keressitk meg az els§ eltérs
poziciéjukat.
e Ha itt
e az egyik literalban egy x valtozo all,
e a masikban egy ¢ term, melyben nincs z,
akkor legyen C' := C - [z/t], s := s-[x/t] és ugorjunk a kettes pontra.
e Kiilonben adjuk vissza, hogy C nem egyesitheté.
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C = { ~p(F(2,9(a,9)) A=), ~p(F(f(uv),w),h(f(,))) |

o 5=]

o Az elsg eltérs pozicio: z vs. f(u,v), OK, z olyan valtozé, mely nem szerepel
f(u,v)-ben
e akkor s = [z/f(u,v)], elvégezzik C-n:

{ P (7 0), g )). B ), =p(F(F (s 0) ), h(f(a,8)) }
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{ P 0), gl )), B 0)), —p(F(F (0 w), h(f(a,8)) }

e w valtozo, g(a,y)-ben nem szerepel = még mindig OK

o s = [z/f(u,v)][w/g(a,y)]

o elvégezziik [w/g(a,y)]-t az aktualis C-n:
{~p(7(7,0), gla,9), A ), =pF(F (), (e 9), h(F,))
A végeredmény [z/ f(u,v)][w/g(a,y)][u/a][v/b] lesz.
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Follow-up: els6rendii rezolicié

Az elsérendii rezoliciés algoritmusban
e a Y/-beli klézokat kozvetleniil felvehetjiik a listara

e viszont hasznaljuk az egyesitési algoritmust is a rezolvensképzésnél (nem csak
akkor rezolvalhatunk két literal mentén, ha betii szerint egymas
komplementerei)
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Két elsérendii logikai kléz, Cy és Csy elsérendii rezolvensét a kdvetkezéképp kapjuk:

Atnevezziik a klézokban a valtozékat tgy (legyenek a valtozéatnevezések s, és
s2), hogy a kapott C - s1 és C5 - so klézok ne tartalmazzanak kozds valtozét.

Kivalasztunk C - $1-b8l ¢y, ..., £, és Cy - s9-b8l £}, ..., ¢! literalokat,
mindkettébdl legalabb egyet-egyet.

Futtatjuk az egyesitési algoritmust a

¢ ={ ot T

klézon. (Tehat a C1-bél j6v8 kivalasztott literalokon és a C-bél jovék komplementerein.)

Ha C egyesithets az s legalaltalanosabb egyesit6vel, akkor s-et végrehajtjuk a
nem kivalasztott literalok halmazan:

R = ((01.51 —{51,...,zm})u(02.52—{53,...,5;})) 5

A kapott R kléz a C; és (5 egy elsérendii rezolvense.
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Els6rendii rezolicié

A literalok kivalasztasanal érdemes észrevenni a kovetkezét:

e Csak akkor tudunk a kivalasztott literalok mentén egyesiteni, ha a
¢ ={t, k. 5}

kléz egyesithetd.

e Ehhez az mindenképp kell, hogy az dsszes kivalasztott literalban ugyanaz legyen
a predikatumjel. (Hiszen ha mar azon is eltérnek, akkor C' nem lesz
egyesithetd.)

e Az is kell, hogy a C-be keriil§ literalok elGjele megegyezzen.

e Tehat a kivalasztasi fazisban (mivel Cy és Cy szerepe szimmetrikus) elég:

valasztanunk egy p predikatumjelet
C - s1-bél pozitiv p-s literalokat valasztani, legalabb egyet,
Cs - s2-bél negativ p-s literalokat valasztani, legalabb egyet,

és ezeknek az elGjel nélkiili valtozatat megprobalni egyesiteni.
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Els6rendii rezolicié

e Ebben a formajaban ha 6sszehasonlitjuk az itéletkalkulus-beli
rezolvensképzéssel, ott:

e Nem kell 4tnevezniink valtozékat, hiszen nincsenek a klézokban elsérendi
valtozok. s; = s9 =[]

e Kivalasztva egy p predikatumjelet mindkét klézban csak a p és a —p szerepelhet
p-s literalként;

e gy csak gy tudunk rezolvenst képezni, ha p € C; és —p € Cy, ekkor C' = {p}
lesz, ami egyesithets az s = [] helyettesitéssel;

o Ekkor R az itéletkalkulus-beli rezolvens lesz.

e Tehat itéletkalkulusban a két rezolvensképzé médszer megegyezik; az elsérendii
rezolvensképzés kiterjeszti az itéletkalkulus-belit.
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Els6rendii rezolicié

C1 = {p(f(@)), ~a(2), p(2)} Cy = {-p(=), r(g(x),a)}

e Atnevezés: (mondjuk) a Ca-beli z-et y-ra nevezziik at

Cis1 = {p(f(2)), ~q(2), p(2)} Casy = {-p(y), 7(g9(y),a)}

o Kivalasztas: valasszuk mondjuk Cs1-b8l p(f(x))-et és p(z)-t, Cas9-bdl pedig
—p(y)-t
o Egyesités: a

{ p(f(2)), p(2), p(y) }

kloz legaltalanosabb egyesitéje s = [z/f(x)][y/ f(x)]
e Végrehajtas: a nem-kivalasztott literalokon végrehajtjuk s-t:

{-a(2) ),a)} - [/ f@)ly/f(@)] = {~a(f()), r(g(f(2)),a)}

Ez a két kloz (egyik) rezolvense.
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Els6rendii rezolicié

Az elsérendii rezolicids algoritmus tehat:

e Input: (elsérendii) klézok egy > halmaza. Ugy tekintjiik, mintha a ¥-beli
kl6zok valtozéi univerzalisan lennének kvantalva.
Output:

e ha X F|, akkor ,kielégithetetlen”
e kiilonben ,kielégithets" vagy végtelen ciklus

Médszer: listat vezetiink klézokrdl. Egy klozt felvehetiink, ha:
e Y-beli vagy
e két, mar a listan szereplé kléz rezolvense.

e Ha [ rakeriil a listara, akkor X kielégithetetlen.

e Kiildnben, ha mar nem tudunk tdbb klézt levezetni, ¥ kielégithetd.

Mint korabban is, Res() jeloli azt a halmazt, mely tartalmazza ¥ elemeit és a bel6liik
egy rezolvensképzéssel levezethetd klézokat; Res™(X) pedig a X-bél rezolaciéval lev-
ezethetd dsszes kléz halmazat.
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Els6rendii rezolicié

VxVsz((ﬁp(:E) Vq(z) Vr(z, f(x)))

A (=p(z) V q(z) V s(f(2)))
Ap(a) At(a) A (—r(a, z) Vi(z))

A (=H(x) V ~g(@)) A (5ty) V ~5(y))

L {=p(x),q(z),r(z, f())} €X 8 {q(a),r(a, fla))} Res(1,3)
2. {-p(@),q(x),s(f(x))} €% 9. {~qla)} Res(4, 6)
3. {pla)} €eX 10. {r(a, f(a))} Res(8,9)
4. {t(a) exX 11. {-p(x),q(z),—t(f(z))} Res(2,7)
5. {-r(a,z),t(z)} eX 12. {q(a),~t(f(a))} Res(3,11)
6. {-t(z),q(z)} e 13. {=t(f(a))} Res(9,12)
7. {-t(),~s@)} ey 14 {~r(a f(a)} Res(5,13)
15. O Res(10, 14)
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Els6rendii rezolicié

Az elsérend(i rezoltciénak is van helyességi és teljességi tétele:

Els6rendii kl6zok ¥ halmaza pontosan akkor kielégithetetlen, ha O € Res* ().
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Els6rendii rezolicié: helyesség

A helyesség (ha kijohet az iires kloz, akkor ¥ kielégithetetlen) ismét a
rezolvensképzés helyességébdl kovetkezik.

Mivel a klézok univerzalisan kvantaltak (a Skolem alakbdl), igy tetszéleges C'
kl6zra és s helyettesitésre C E C' - s

Tehat a rezolvensképzésnél felirt Ci-nek Cf - s1 - s, Co-nek pedig Cs - s5 - s
egy-egy logikai kévetkezménye

Tehat {C1,Cs} E {C1s18,Cas25}

Ennek a két kléznak pedig a rezolvens kovetkezménye (az ,eredeti” rezoluciés
kovetkeztetés szerint).



Els6rendii rezolicié: teljesség

e A teljességi iranyhoz felhasznaljuk az alap rezoliciés algoritmus teljességét.
e Tehat: ha X kielégithetetlen, akkor az iires kl6znak van egy

C1,C%, ..., Cl =0 alaprezoliciés levezetése.
e Ebbél az alaprezoliciés levezetésbdl fogunk késziteni egy C1,Cs, ..., C,

elsérendii rezoliicids levezetést.

o A klozokat tigy fogjuk elkésziteni indukciéval n szerint, hogy minden i-re a
C;-nek a C/ egy (alap) példanya lesz.

Mivel a C/, = O iires kléz csak 6nmaganak példanya, igy C,, = O kell legyen.



U

Els6rendii rezolicié: teljesség

Ha pl. X-ban:

)} {=p(f(2),2), r(z,9(2))

C/
{p(fffe fo)}

{-p(fffe fo)r

{r(ffe.gfc)}

{ﬁT(ffC, ng), “p(f@ fC)}

{-n(fe, fo)}
{p(fe, fo)}
0

o (f @), 9), —p(y, )}

Ci

{p(z, f(¥)}

{=p(f(2),2),r(z,9(2))}

{r(z,g(f()))}
19(

{=r(f(¥);9(¥)), —p(y,y)}
{- (() f(2)}

{p(z, f(v))}

O
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Els6rendii rezolicié: teljesség

Tehat az allitas:

Ha C1,CY, ..., C! egy X folotti alap rezolucids levezetés, akkor van olyan
C1,Cs,...,C, szintén X folotti elsérendii rezoliciés levezetés, melyben minden i-re
a C! a C;-nek egy alap példanya.

e Ha C/ € E(X), azaz C! egy X-beli C kloz (alap) példanya, akkor legyen
Ci o= (.
o A masik lehetSség, hogy C; a O} és C} klézok, j, k < i, egy rezolvense.

e Ennek az esetnek a belatasahoz felirjuk az an. lift lemmat.



A lift lemma

A lift lemma ‘

Ha Ci-nek C}, Ca-nek pedig C4 alap példanyai, melyeknek R’ rezolvense, akkor van
C1-nek és Ca-nek olyan elsérendii R rezolvense, melynek R’ alap példanya.

Ha ezt belatjuk, akkor kész vagyunk: ha ugyanis C; a C} és O} klézok alap
rezolvense és Cj-nek C}, Ck-nak pedig C} alap példanya, akkor a lift lemma szerint
Cj-nek és Cy-nak van egy C' elsérendii rezolvense, melynek C; alap példanya; legyen
ez a C;.
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A lift lemma

Bizonyitas ‘

Legyen £ € C1, L € C) és R = (C] — {£}) U (C, — {¢}).

Tudjuk, hogy Ci-nek Cf, Ca-nek pedig C egy alap példanya.

Ha atnevezziik a valtozékat a klézokban, tgy a kapott Cysi-nek ill. Cyso-nek
is alap példanyai lesznek C] és CY.

Vegylink tehat egy s; és egy so valtozé-atnevezést, melyre Cs1-ben és
C5s9-ben nincs kdzos valtozé.

Akkor van egy olyan kozos s alaphelyettesités, hogy Cis1s = Cy és
CQSQS = Cé

Tehat mivel £ € C, ezért vannak olyan /1,...,%, € C1s1, n > 1 literalok,
melyekre {¢1,...,¢,}s = L.
Ugyanigy, vannak olyan ¢},..., ¢, € Cys5, m > 1 literalok, melyekre

{0,....0 ys=1.
Vegyiik be az Gsszes ilyet, tehat a tobbi literal s melletti képe legyen egy ¢-tél

eltérs. -



A lift lemma

Bizonyitas folytatasa

o Akkor az {/y,... ,én,Z, ..., 07} literalhalmaz egyesithets, legyen mondjuk az
so legaltalanosabb egyesitéje.

e Mivel az sg a legaltalanosabb egyesits és s egy egyesit6, igy van olyan s’
helyettesités, melyre sgs’ = s.

e Ekkor az R’ rezolvens az

R= ((0151 —{l1,...,0,}) U (Casz — {z’l,...,e;n}))so

elsérendii rezolvensnek s’ melletti alap példanya.



A lift lemma — példa

o C1 = {p(@),p(f(v)), a(2)}
o Gy ={-p(y),r(z)}

o O = {(p((0)), d(g())}

o G} = {~p(f(O), ()}

o R = {4(g(0)), ()}

o Ekkor:

o Cis1:={p(x),p(f(y)),a(z)}v

o Cysg := {—p(w),r(u)}

o si= [/ FNy/lz/9(ONw/ FOlu/d

o Az s helyettesités egyesiti a C' = {p(z),p(f(y)),p(w)} literalokat
e Ezekre so = [z/f(y)][w/f(y)] a legaltalanosabb

e A rezolvens R = {q(z),r(u)}

e Ennek R’ tényleg alap példanya.

288



A Prolog

A logikai programozas alapfeladata: |

e Input: elsérendd, univerzalisan kvantalt Horn-kl6zok egy véges ¥ halmaza és
egy R=3(R1 A...ARy,) alaka formula, ahol az R;-k atomi formulak.

e Output: lgaz-e, hogy ¥ = R?

(Itt 3F az F formula egzisztencialis lezartjat jeldli: az F-beli 6sszes szabadon el6for-
dulé valtozét lekdtjiik egy-egy 3 kvantorral.)
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A Prolog — példa

actual Prolog syntax |

Legyen | egy binaris fiiggvényjel, 0 és [| konstans, s unaris.

e A mar megszokott Peano reprezentaciéban a természetes szamok: pl. ss0 a 2,
5sss0 a 4.

a | fuggvényjellel listakat épitiink, pl. 1](4|(2|(8|]]))) az [1,4,2, 8] lista.
A listadkat a fenti médon jobbra igazitjuk és nem tesziink ki zaréjeleket.

Syntax sugar: [1,4,2|[8,5,7]] az [1,4,2,8,5,7] lista.
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A Prolog — példa

Lista 6sszegzés Peano szamokkal |
Legyenek a kovetkezd formulaink (univerzalisan kvantalt Horn-klézok) X-ban:
o sum([], 0) lires lista Gsszege 0
o sum(z|y, z) — sum(s(x)|y, s(2))
ha az ‘[x|y]’ lista Gsszege ‘z', akkor az ‘[x+1 | y]‘ lista Gsszege ‘z+1'

e sum(y,z) — sum(0|y, z)

ha az ‘y' lista Gsszege ‘z', akkor a ‘[O]y]‘ lista Gsszege is ‘z*

Ez nalunk:

{sum([], 0)}, {~sum(z]y, z), sum(s(z)|y, s(2)}, { ~sum(y, 2), sum(0fy, z)}

Prologban: visszafele van a ,nyil”, jobb oldalon éselés, vesszékkel elvalasztva
e sum([],0).
e sum([s(X)|Y],s(Z)) :- sum([X|Y],Z).

e sum( [0 | Y] 5 74) B sum(Y,Z) 5 prologban a valtozék nagybetiivel kezd6dnek
201



A Prolog — példa

Query
e megkérdezziik, hogy ebbél a ¥-bsl kdvetkezik-e, hogy

Jz(sum(1]4]2, z))

(azaz: van-e olyan z, amire x az 1|4|2 lista Gsszege):

e ?-sum([sO| [ssssO|[ssO|[1]11],X%X)

persze az Osszegzést direkt egy funkcionalis predikatumnak készitettiik, persze, hogy van; a Prolog vissza is

ad egyet amire igaz, ha le tudja vezetni h létezik
Erre a Prolog ,illeszt”:

e az els§ szabaly feje nem illik sum([1,0)
e a masodiké illik: az aktuélis éllapotunk sum([s(x) |yl,s(z)) :- sum([xly],z)

sum([0] [ssssO| [ssO| [11]1],x?)

lesz eltaroljuk az [x/s(z”)] egyesitét is, visszatérésnél hasznaljuk majd
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aktualis allapot
e {=sum(s(0)|s(s(s(s(0)))Is(s(0)I[, =)}}
e {sum(s(2)ly, s(2)), ~sum(z|y, 2))}}
o {sum(s(z')|y, s(z)), —sum(z’|y, 2))}} atnevezés a programklézban
o egyesits: [2'/0][y/ssss0|ss0|[]][x/s(2)]

e rezolvens: {—sum(0|ssss0|ss0|[], z)}}

erre pedig ,illik a sum([0]y],z) :- sum(y,z). szabaly”
aktualis allapot
o {—sum(0|ssss0]ss0][], z)}}
o {sum(Oly, z), —sum(y, 2))}}
e {sum(0ly, z’), —~sum(y, 2"))}} 4tnevezés a programklézban
e egyesit6 most: [y/ssss0|ss0|[]][z/z]
e rezolvens: {—sum(ssss0|ssO0|[], z)}}
o egyesité eddig: [2//0][y/ssss0|ss0|[]][x/s(2)][y/ssss0|ssO0][]][z’/ ]

e egyesitének az eredeti kl6zra haté része: [x/s(z)]
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aktualis allapot
o {—sum(ssss0|ssO|[], z)}}
o {sum(s(z)ly, 5(2)), —sum(zly, 2))}}
o {sum(s(z)ly, s(z')), —sum(zly, 2'))}} atnevezés a programklézban
o egyesits: [x/sss0][y/ss0|[]][z/s(2)]
e rezolvens: {—sum(sss0|ss0|[],2')}}

e eddigi egyesitének az eredeti klozra haté része:

[z/5(2)] - [z/s550][y/s0l[l][z/5(2")] = [x/s5(2")]

aktualis allapot
o {—sum(sss0|ssO][], ') }}
e {sum(s(2)ly, s(2)), ~sum(z|y, 2))}}
o egyesitS: [2/ss0][y/ss0[[]][z"/s(2)]
e rezolvens: {—sum(ss0|ss0|[],2)}}

e eddigi egyesitének az eredeti klézra haté része:

[z/55(2)] - [2/s50][y/s50][]][2'/s(2)] = [z/s85(2)]
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A Prolog — példa

idhével. . . ‘
o {—sum(0[[],2)}
e {sum(Oly, z), ~sum(y, 2))}}
o {sum(0ly, 2), —sum(y, 2z’))}}
o egyesits: [y/[|][z/7]
e rezolvens: {—sum([],2’)}}

e eddigi egyesitének az eredeti klézra haté része:
[x/sssssss(2)] - [y/[]][z/2] = [x/sssssss(2')]

o {=sum([],2")}}
e {=sum([],0)}}
o egyesit6: [2//0]
e rezolvens: [J

e eddigi egyesitének az eredeti klozra haté része:
[z/sssssss(2)] - [2//0] = [x/ssssss50] 295



A Prolog

Valéjaban a Prolog egy SLD rezoliciét végez:

e A kérdés negaltjat bevessziik Y-ba — kapunk egy univerzalisan kvantalt negativ
klézt

e Ebbél a negativ kl6zbdl inditunk egy linearis rezoltciés levezetést

e Mindig jegyezziik a helyettesitést, hogy eddig mit hajtottunk végre a kérdés
klézon

e Ha kijon az iires kléz, alkalmazzuk a kérdés klézon a helyettesitést, ez a valasz

note: ha atneveznénk a munkaklézunk valtozéit rezolvalaskor, azt is bele kell irni a logba
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A logikai programozas

Tehat a logikai programozasban

e Adott program klozoknak vagy definit klézoknak egy ¥ véges halmaza (ezek
nem negativ Horn klézok)

e Adott még egy R kérdés kl6z (ez pedig egy negativ Horn kléz)

e SLD rezoliciét végziink tgy, hogy megjegyezziik a helyettesitést is

e Tehat egy konfiguracié egy (C, s) par, ahol C negativ kléz, s pedig helyettesités
e A kiindulasi konfiguracio: (R,[])

e Egy elfogadd konfiguracio: (O, s) valamilyen s-re

e Egy atmenet vagy lépés: (C,s) F (C,s'), ha van olyan D program kléz,
mellyel C-nek rezolvense C és a rezolvens képzésekor kapott s”
legaltalanosabb egyesitére ss” = s’

Ha (R,[]) F* (O, s), akkor az eredmény Rs.
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Logikai programozas

Az SLD rezoltcié Horn-klézokra vonatkozé teljességébdl kapjuk:

e Ha X F 3R, akkor (és csak akkor) van (R,[]) F ... (O, s) alaka (azaz
sikeres) kiszamitas.

e Ekkor ¥ F Rs is igaz (tehat még az egzisztencialis kvantorok altal kétott
valtozoknak is megkapjuk egy-egy ,,j6" helyettesitését).

e Tovabba, ha X E Rs, akkor van olyan sikeres (R, []) F* (O, s’) kiszamitas, ahol
s’ legalabb olyan altalanos helyettesités, mint s.

Megjegyzés: a Prolog az oldal kl6zok kiprébalasanak egy sorrendjét is rogziti (a fejeket
deklaracios sorrendben préobalja végig). Ily médon végtelen ciklusba is eshet akkor is,
ha matematikailag lenne sikeres kiszamitas.
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f(L: R) - f(L, []: R')-

£([1, R, R).
f([H|IT], R1, R) :- £(T, [HIR1], R).

7- £([1,4,2], X).

£([1,4,2], [1, X) Y%masodik rule, H/1, T/[4,2], R1/[], R/X
£([4,2], [1], X) Y%masodik rule, H/4, T/[2], R1/[1], R/X
£([2], [4,1], X) Ymasodik rule, H/2, T/[], R1/[4,1], R/X
£C01, [2,4,1], X) %elso rule, R/[2,4,1], X/[2,4,1]

fures kloz

--> X = [2,4,1]
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e(1,2). e(2,3). e(3,1). e(2,4).
e(4,5). e(5,4).

path(X,X).
path(X,Y) :- e(X,Z), path(Z,Y).

math: OK, de SLD miatt végtelen ciklus

1. {-path(1,4)}

2. {—e(1,2), path(z,4)} — {—e(z, z), path(z,y), path(z,y)}
3. {~path(2,4)) — {e(1,2)}
4. {=e(2,z),~path(z,4)}} {+ {—e(x, 2), path(z,y), path(z,y)}
5. {—-path(4,4)} +— {e(2,4)}M
6. O — {—path(z,z)}
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e(1,2). e(2,3). e(3,1). e(2,4). e(4,5). e(5,4). Jinput graf

path(X,X).
path(X,Y) :- e(X,Z), path(Z,Y).

math: OK, de SLD miatt végtelen ciklus

1. {—path(1,4)}

2. {—=e(1,z), ~path(z,4)} +— {—e(x, ), path(z,y), path(z,y)}
3. {—-path(2,4)} +—{e(1,2)}
4. {—e(2,z), path(z,4)}} — {—e(z, z), path(z,y), path(z,y)}
5. {—-path(3,4)} —{e(2,3)}
6. {—e(3, z), “path(z,4)} «— {—e(x, 2), path(z,y), path(z,y)}
7. {—path(1,4)} «—{e(3,1)} loop!
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split([1,[1,[1).
split([A,BIT], [AIL], [BIR]) :- split(T,L,R).

L. {—\spllt([l,4,2,8,57],x/y)}
2. {_\Split(p, 8,9, 7], y/7 Z)}} «— {—split(x,y, z), split([y1, z1|z], [y1|y], [21]2]) }

e atnevezés a program klézban: [x/z'][y/y']
o egyesits: [y1/1][z1/4][2"/[2,8,5, 7]|[z/[1ly']][ly/[4]2]]
e hatasa az eredetin eddig: [z/[1|y]][y/[4]2]]
3. {—split([5,7],y,2")} <« {=split(z, y, 2), split([y1, 21]2], [y1|y], [21]2]) }
e atnevezés a program klézban: [2/2']

o egyesits: [y1/2][z1/8][z/[5, TI[v'/[2ly]l[z/[8/2']]
e hatasa az eredetin eddig:

[/ [y I [y/ 41201y /121911 [2/18121] = [=/[1, 2lu]][y/[4, 8]2"]]
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split([1,[1,[D).
split ([X], [X],[1).
split([A,BIT], [AIL], [BIR]) :- split(T,L,R).

L. {-split([], ', 2)}}  {—split(x, y, 2), split(lys, 1], [y1]y], [z1]2])}
e atnevezés a program klézban: [y/y/]

o egyesits: [y1/5][z1/7][z/[]ly/[Bly'11[2'/[7|z]]
e hatasa az eredetin eddig

[=/[1, 21yl [y/ 14, 812" [y/ 151y N[/ [712]] = [=/[1, 2, 51y N]y/[4, 8, 7|2]]
2. 0 < {splat([], I, D}
o egyesits: [y'/[]][2/[]
e hatasa az eredetin: [z/[1,2,5]][y/[4,8,7]]

= X =[1,2,5], Y =[4,8,7]
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Ha tobb fej is illik az aktualis klézunkra, backtrack is lehet

parent (joe, john). parent(joe,mary)
male(joe). male(john). female(mary).
mother (X,Y) :- parent(X,Y), female(Y).
7- mother(joe,X).

e {—mother(joe, X)}

o {—parent(joe,Y),~female(Y)} + {—parent(X,Y), ~female(Y), mother(X,Y)}

o {—female(john)} « {parent(joe, john)}

stuck, visszalépés, kévetkezs lehetséges fej illesztése

o {—female(mary)} + {parent(joe, mary)}

o [ +— {female(mary)} OK
X =mary
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Amiben a Prolog tobbet tud, mint amit eddig lattunk:

e van built-in term kiértékelés a standard struktaraban: ‘X is Y + 1°

sum_list([],0).
sum_list([HIT], S) :- sum_list(T,X), S is X + H.

o egyenlGség tesztelés: =\= a két term értéke nem egyenld; \== a két term nem
egyenls; \= a két term nem egyesithets

e =:= a két term értéke egyenld; == a két term ugyanaz; = a két term egyesithets

e (read some trash at this site)
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https://www.educba.com/prolog-not-equal/

Amiben a Prolog tobbet tud, mint amit eddig lattunk:

e van par built-in mellékhaté predikatum, pl. ‘write/1', ha ilyen literalt rezolvalsz,
kiirja (azonnal) a konzolra a predikatumban lévé termet
print_list([]).
print_list([A]) :- write(A).
print_1ist([H|T]) :- write(H), write(","), print_list(T).

e ‘fail/0" predikatum: nem kilithetd, visszalépést kényszerit ki (mellekhato
torzsnél lehet érdekes)
e(1,2). e(2,3). e(3,1). e(2,4). e(4,5). e(5,4).
print_neighbors(X) :- e(X,Y), print(Y), fail.

print_neighbors(X). %kiilonben false lenne
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Amiben a Prolog tobbet tud, mint amit eddig lattunk:

e A Horn-klézok nem mindenre elegek — \+ egyfajta negéalas
e . not provable at this point”
e akkor megy tovabb, ha a predikitumra a motor falset ad

in_list(X, [XIL]).
in_list(X,[A|L]) :- in_list(X,L).

not_in_list(X,L) :- \+ in_list(X,L).
e syntax sugar: ha a torzsben egy valtozé nem szerepel, _ wildcard:

in_list(X, [XI_1).
in_list(X,[_IL]) :- in_list(X,L).
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Amiben a Prolog tobbet tud, mint amit eddig lattunk:

e Vagas: ! a kiértékelés gyorsitasara

e  ha idaig eljutsz, ezt a literalt ne backtrackeld tobbszor”

merge([],L,L).

merge (L, [],L).

merge ([H1|T1], [H2|T2], [H2|L]) :- H1 >= H2, !, merge([H1|T1],T2 L).
merge ([H1|T1], [H2|T2], [H1|L]) :- merge(T1,[H2]|T2],L).

sort([1,[1).

sort ([A], [AD).
sort(L,S) :- split(L,L1,L2), sort(L1,S1), sort(L2,S2), merge(S1,S2,S).

308



keresés grafban példa, ez mar nem esik végtelen ciklusba

% input graf
e(1,2). e(2,3). e(3,1). e(2,4). e(4,5). e(5,4).

in_list (X, [XI_1).
in_list(X,[_IL]) :- in_list(X,L).

path(X,X, [X]) :- !.
path(X,Y, [X|P]) :- search(X,Y,[X],P).

search(X,X,_,[1) :- !.

search(X,Y,Z, [WIP]) :- e(X,W), \+ in_list(W,Z), search(W,Y,[W|Z],P).
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Masodrendii logika

Az elsérendii logika bévitése relaciovaltozokkal (predikatumvaltozokkal).

Formulak
Az elsérendii logika formulaképzési szabalyai plusz:
e Ha R n rangi predikatumvaltozé és tq,...,t, termek, akkor R(t1,...,ty) is
atomi formula.

e Ha R n rangl predikatumvaltozé és F' formula, akkor AR F' és VR F'is
formulak.

Struktara |
A= (A, I,¢), ahol A, I mint az elsérend(i esetben, a ¢ értékelés pedig minden x
elsérendii valtozéhoz az A egy elemét, minden R n rangu predikatumvaltozéhoz
pedig egy A™ — {0, 1} predikatumot rendel.
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Masodrendii logika

Legyen A = (A, I, o) struktara, F formula. Az A = F relaciét az elsérendii esethez
hasonléan definialjuk az alabbiak figyelembe vételével:
o Ak R(t1,...,t,) akkor és csakis akkor, ha o(R)(A(t1), ..., A(t,)) = 1.
e A= 3R F akkor és csak akkor, ha létezik olyan ¢, mely legfeljebb az R-en tér
el -tél, amelyre (A, I,¢') E F.

e A VR F akkor és csak akkor, ha barmely olyan ¢’ esetén, mely legfeljebb az
R-en tér el p-t6l, (A,1,¢') = F.

Az, hogy A |= F fennall-e, ismét fliggetlen azon valtozék értékétsl, melyek nem
fordulnak el6 szabadon F-ben.



Masodrendii logika — példa

e , Az univerzum végtelen”

e Math says egy halmaz akkor végtelen, ha van dnmagaba képzé injektiv, de nem
sziirjektiv leképezése.

o A leképezés egy binaris relacié: dR. ..

e aminek minden bal oldalhoz pontosan egy jobb oldal parosul:
VaIyR(z,y) A VevyiVya(R(z, y1) A R(z,y2) = y1 = yo)

e injektiv:
Vo Vo Vy(R(z1, y) A R(z2,y) — 21 = 22)

e nem sziirjektiv: van, aki nem all el§ képként

JyVz-R(z,y)
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Masodrendii logika

Példa
A természetes szamok szokasos struktiraja kielégiti a

VX ((X(0) AVz(X(z) = X(2))) — VzX(z))
indukciés axiomat.

A Peano-axiémak, plusz a fenti indukciés axiéma (az indukciés axiéma séma
példanyai nélkiil is) modellje (izomorfizmus erejéig) kizarélag N.
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Masodrendii logika

Példa
Egy G = (V, E) graf cstcsai pontosan akkor szinezheté harom szinnel helyesen
(=szomszédos csticsok kiilonbdzé szint kapjanak), ha kielégiti a

HXHYHZ(Vx(X(x) VY(2)V Z()) A

Va(=(X(2) AY(2)) A (X (2) A Z(2) A=(Y (2) A Z(2))) A
Vavy(e(z,y) = ~(X(z) A X(y) VY (2) ANY (y) V Z(x) A Z(y)))

)

mondatot.
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Masodrendii logika

Példa |
Egy G = (V, E) grafban pont akkor van Hamilton-at (= minden cstcson pontosan
egyszer athalado at), ha kielégiti a

HR(va(x, ) A

VaVy(x =y V R(z,y) V R(y,x)) A
VaVyVz(R(z,y) A R(y,z) = R(xz,2)) A
VaVy(R(x,y) A =3z(R(z,2) A R(z,y)) — e(=, y)))

mondatot.
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Masodrendii logika

e Masodrendii logikaban sokkal dsszetettebb allitasokat lehet megfogalmazni,
mint elsérendiiben.
e Viszont nincs helyes és teljes kovetkeztets rendszer.
e Toolok: Coq, Isabelle/HOL,...
e Hales 1998:
o ,Agytgolyé elrendezés” a legsiiriibb
e 300 oldal matek
e 40.000 sor programkéd (grafok generalasara stb)
e egy 150-valtozés fiiggvény minimalizalasa, 5.000 gdmb-konfiguraciéra alsé korlat
100.000 LP feladattal
e A biralok feladtak
e Hales nem: Flyspeck projekt — teljes formalizalas (2014-re)
e |Leroy 2008-2017:

e CompCert — bizonyitottan helyes C fordité (Coq)
e Majdnem eléri a gcc -O3 sebességét a benchmarkokon
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Floyd-Hoare kalkulus
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Code contractok — C 4+ ACSL (ANSI C Spec Lang)

int mod(int A, int B) {
int Q = 0;
int R = A;

while (R >= B) {

R =R - B;
Q=Q+1;
}
return R;
}
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Code contractok — Java 4+ ESC (Extended Static Checker)

public class OrderedArray {

int al];
int nb;

]
o
(-

public OrderedArray() { a = new int[20]; nb
public void add(int v) {
if (nb >= 20) return;
int i;
for (i=nb; i > 0 && ali-1] > v; i--) alil] = al[i-1];
ali] = v; nb++;

}
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Code contractok — C 4+ ACSL (ANSI C Spec Lang)

size_type find(const value_type* a, size_type n, value_type val); 320




size_type find(const value_type *a, size_type n, value_type val){
/*@
loop invariant O <= i <= n;
loop invariant \forall integer k; O <= k < i ==> a[k] != val;
loop assigns 1i;
loop variant n-i;
*/
for(size_type i = 0; i < n; i++) {
if(a[i] == val) { return i; }
}
return n;

}




Code contractok — Dafny (MS, C#)

function Fib( n: nat ) : nat {
if ( n < 2 ) then n else Fib( n-1 ) + Fib( n-2 )

X
method computeFib( n: nat ) returns ( x: nat )
ensures x == Fib( n ); {

var i:=0;

x := 0;

var y:=1;

while( i < n )

invariant 0 <= i <= n;

invariant x == Fib( i );
invariant y == Fib( i + 1 ); {
X,y 1T Y.xXHy;
i = i+1;
}
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/%@
ensures A: *a == \old(*b);
ensures B: *b == \old(xa);

*/

void swap(int *a, int * b){
int tmp = *a; *a = *b; *b = tmp;

}

> frama-c -wp swap.c swapl.h

# frama-c -wp [...]

[kernel] Parsing FRAMAC_SHARE/libc/__fc_builtin_for_normalization.i
[kernel] Parsing swap.c (with preprocessing)
[kernel] Parsing swapl.h (with preprocessing)
[wp] Running WP plugin...

[wp] Loading driver 'share/wp.driver'

[wp]l Collecting axiomatic usage

[wp] warning: Missing RTE guards

[wpl 2 goals scheduled

[wp]l [Alt-Ergo] Goal typed_swap_post_A : Valid
[wp]l [Qed] Goal typed_swap_post_B : Valid

[wp]l Proved goals: 2 / 2

Qed: 1

Alt-Ergo: 1
Functions WP Alt-Ergo Total Success
swap 1 1 (12) 2 100%
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/*@
requires \valid(a) && valid(b);

ensures A: *a == \old(x*b);
ensures B: *b == \old(xa);
assigns *a, *b;

*/

void swap(int *a, int * b){
int tmp = *a; *a = *b; *b = tmp;

}
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> frama-c -wp -wp-rte swap.c swapZ.h
# frama-c -wp -wp-rte [...]

[kernel]l Parsing FRAMAC_SHARE/libc/__fc_builtin_for_normalization.i

[kernel] Parsing swap.c (with preprocessing)

[kernel]l Parsing swap2.h (with preprocessing)

[wp] Running WP plugin...

[wp] Loading driver 'share/wp.driver'

[wp]l Collecting axiomatic usage

[rte] annotating function swap

[wp]l 9 goals scheduled

[wp] [Alt-Ergo] Goal typed_swap_post_A : Valid

[wp] [Qed] Goal typed_swap_post_B : Valid

[wp]l [Alt-Ergo] Goal typed_swap_assert_rte_mem_access : Valid
[wp] [Qed] Goal typed_swap_assert_rte_mem_access_2 : Valid
[wp]l [Alt-Ergo] Goal typed_swap_assert_rte_mem_access_3 : Valid
[wp]l [Qed] Goal typed_swap_assert_rte_mem_access_4 : Valid
[wp]l [Qed] Goal typed_swap_assign_partl : Valid

[wp] [Qed] Goal typed_swap_assign_part2 : Valid

[wpl [Qed] Goal typed_swap_assign_part3 : Valid

[wp] Proved goals: 9 / 9

Qed: 6

Alt-Ergo: 3
Functions WP Alt-Ergo Total Success
swap 6 3 (17 9 100%
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Floyd-Hoare kalkulus: a while programok szintaktikaja

Ami a fenti verifikalé programok magjat alkotja, a Floyd-Hoare kalkulus. Egy egyszerii
programozasi nyelvre, a while kédokra definialjuk, de ez van kiterjesztve C-re, Java-ra
stb.

Legyen adott egy elsérendii nyelv (azaz a fliggvény- és relaciészimbélumok egy-egy
megszamlalhaté halmaza).

A while programok az alabbiak:

e 1 :=t, ahol z valtozé, ¢ term,

Py; Py, ahol Py, P, programok,

if 7 then P; else P,, ahol r kvantormentes formula, Py, P> programok,

e while  do P, ahol r kvantormentes formula, P program.
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Floyd-Hoare kalkulus

e Legyen P program, A = (A, I) egy struktara.

e Ekkor P meghataroz az értékadasok folott egy [[P]] relaciot: ¢[[P]]y pontosan
akkor, ha

e a valtozok értékeit ¢ szerint beallitva,
e majd futtatva P-t,
e P futasa befejezédik és ¢ adja a valtozok végértékét.

Barmely ¢-hez legfeljebb egy olyan v létezik, melyre [[P]]t).
Példaul:

e o(z)=10(y) =2,...
e P =x:=y+lLy:==x

o o(x)=3,0(y)=3,...
akkor ¢[[P]]¢.
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Floyd-Hoare kalkulus: szemantika formalis definiciéja

Legyen P program, A struktara. Ha ¢ értékadas, akkor legyen A, az (4,1,¢)
struktara.

©[[P]]¥ pontosan a kévetkezs esetekben teljesiil:
o P = z:=tésh=plz— A,t).
(Azaz: ¢ annyiban tér el ¢-t6l, hogy benne x (j értéke a ¢ értéke (A, I, p)-ben.)

e P = Pi; P ésvan olyan 7 értékadas, melyre o[[P]|7 és 7[[P:]]v.
(Azaz: ha @-n inditva Py lefut, a valtozok értéke ekkor 7, majd ekkor inditva
P»-t az is lefut és a valtozok értéke ¢ lesz.)

o P = if r then P else P, és

ol[Plly & Ay(r)=1
Pl[P)ly &  Ay(r)=0.

(azaz: vagy r igaz és Py készit p-bél 1)-t, vagy r hamis és P, készit p-bdl 1-t.)
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Floyd-Hoare kalkulus: szemantika formalis definiciéja

e P = while r do P, és vannak olyan 79, 71,..., 7, értékadasok, n > 0 (note:
n-szer fut le a ciklus), hogy

o 79 = : kezdetben a valtozok értéke ¢
e 7, = 1: kilépéskor a valtozok értéke 1)

e minden i =0,...,n — 1-re A, (r) = 1: ezért hajtédik végre a ciklusmag n-szer
o A, (r)=0: ezért lép ki a ciklus az n. iteracié utan
e minden i =0,...,n — l-re 7;[[P1]]Tit+1: a ciklusmag egyszeri lefutasa 74-bél

Tit+1-€t készit
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Floyd-Hoare kalkulus

Parcialis helyességi kifejezések az
{F}P{G}

alaka harmasok, ahol P program, F' és G elsérendi formulak.

Azt mondjuk, hogy az {F'} P{G} parcialis helyességi kifejezés teljesiil (vagy
érvényes) az A = (A, I) struktdraban, vagy A kielégiti az {F} P{G} parcialis
helyességi kifejezést, jelben A |= {F'} P{G}, ha valahanyszor ¢, olyan értékelések,
hogy

(A, 1,0) |= F és o[[Pl]Y,

fennall, hogy
(4,1,9) E G.
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Floyd-Hoare kalkulus

Példa
P=y:=1;whilex >0do (y:=y xx; z:=x—1)

Ekkor a standard struktaraban:

ellPlYy & ((e(@) <0, ¥(z) = p(z),9(y) = 1)
V(p(z) 20, ¥(@) =0, ¥(y) = a!))
Np(2) = 9(2), 2z ¢ {z,y})

Az el6z6 P programra és az egész szamok standard A struktarajara:

A E {z=zA2>0}P{y=2Az=0}
A E {z=z}P{y==zlvy=1}



Floyd-Hoare kalkulus

Példa
Az egész szamok szokasos struktirajaban érvényes:

{a >0}
z = 0;
y:=1

while y < a do
r=x+1, y=y+2x+1
{0<22<a<(z+1)?}
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Floyd-Hoare kalkulus

Példa
P’ = while # # 100 do = := 2 + 2

Ekkor a standard struktaraban érvényesek:

{z = 2}P'{z =100}, {t}P'{z =100}
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Floyd-Hoare kalkulus

Totalis helyességi kifejezésnek neveziink egy
[F]P[G]

harmast, ahol P program, F', G formulak.

Azt mondjuk, hogy az A = (A4, I) struktdra kielégiti az [F]|P[G] totalis helyességi
kifejezést, ha tetszéleges olyan ¢ értékelésre, melyre A, = F, létezik olyan
(egyértelmiien meghatarozott) 1 értékelés, hogy ¢[[P]]y és Ay = G. Jeldlés:

A = [F]P[G].

Tehat a totalis helyességi kifejezés megkdveteli azt is, hogy P megalljon, ha olyan
inputon futtatjuk, melyre F' igaz.
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Floyd-Hoare kalkulus

Példa

Az el6z6 P, P’ programokra és az A standard struktarara:

A E [zr=zAz>0]Ply=2z]

A ¥ [P =100]
A E [z <100A (Fu x = 2u)]P' [z = 100]
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Floyd-Hoare kalkulus

Megjegyzés

A |= [F]P[1] akkor és csakis akkor teljesiil, ha P megall minden olyan ¢ esetén,
amelyre A, |= F. Jelolés: [F]P .

Tehat A |= [F|P[G] akkor és csak akkor, ha A = {F}P{G} és A = [F]|P \..
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Floyd-Hoare kalkulus

A Hoare-féle szabalyok

e Ertékadas

{Flz/t]}x :=t{F}
e Kompozicid
{FiP{H} {H}P{G}
{F}P; P{G}

o Feltételes utasitas

{FATYP{G} {F A-r}P{G}
{F}if r then P else P{G}
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Floyd-Hoare kalkulus

A Hoare-féle szabalyok, folytatas

o Ciklus
{F ANr}P{F}

{F}while r do P{F A —r}
e Monotonitas Tegyiik fel, hogy V(F — F') és V(G' — G) az A elsérendii
elméletében vannak. Akkor:

{F"}P{G"}
{FyP{G}
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Floyd-Hoare kalkulus

Legyen A els6rendii struktira. Azt mondjuk, hogy az {F'} P{G} parcialis helyességi
kifejezés levezethet6 (vagy bizonyithaté) Th(.A)-bdl,

Th(A) - {F}P{G},
ha létezik a parcialis helyességi kifejezések olyan
EOaElv"'vEn

sorozata, hogy E,, = {F} P{G} és minden i > O-ra E; a fenti szabalyok
valamelyikével all elé az Ey, E1, ..., E;_; kifejezésekbdl és a Th(.A)
formulahalmazbdl.
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Levezetés példa

Példa
Az egész szamok szokasos struktirajaban érvényes:

{a>0}
x = 0;
y:=1

while y < a do
rz=z+1; y:=y+2x+1
{0<z?<a<(z+1)%

Ehhez par lépés (értékadas, kompozicio):
(z+1)2<a A y+2@+1)+1=(z+1+1)
z = x+1
?<a Ay+2z+1=(z+1)?
Yy = y+2z+1

?2<a A y=(x+1)32
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Levezetés példa

Mivel az egész szamokra igaz ez (Peano axiomakbdl is kijon!):

?»<a Ay=(@+1)?2 Ay<a
I3
(z+1)2<a Ay+2@+1)+1=(r+1+1)>

Ezért a monotonitas szabaly szerint:

?<aANy=(@x+1)2 Ay<a
B = Zaril
y = y+2x+1
2<a A y=(z+1)>2
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Levezetés példa

Most a ciklus szabalyt alkalmazzuk:

2 <a A y=(x+1)>2
while y < a do
z = z+1
y = y+2x+1
?><a ANy=(x+1)?2 A ~(y<a)

Monotonitas:
0<a ANy=1ANx=0

while y < a do
r = x+1
y = y+2r+1
?<a Ay=(@+1)?2 A a<(x+1)?
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Levezetés példa

0<aAN1l=1A0=0

z = 0
0<a AN1=1A2x=0
y =1

0<a ANy=1ANzx2=0
while y < a do
® = @i
y = y+2zx+1
?<a ANy=(x+1)?2 A a<(z+1)?
Monotonitas:
0<a
rz =0y =1
while y < a do
T = x+1
Yy = y+2r+1
?<a ANy=@+1)? A a<(z+1)? 203



Floyd-Hoare kalkulus

Tétel
Ha Th(A) F {F}P{G}, akkor A = {F}P{G}.

A tétel megforditasa altalaban nem igaz, de érvényes az n. expressziv struktarakra,
azaz azon A = (A, I) struktarakra, amelyekre igaz a kovetkezs: Tetszéleges P
programhoz és G formuldhoz létezik olyan F' formula, hogy barmely ¢ értékelésre
A, |= F akkor és csak akkor, ha [[P]] nem értelmezett ¢-n, vagy ha értelmezett,
akkor arra a 1-re, melyre ¢[[P]]y, teljesiil, hogy Ay = G.

Pl. az egész szamok (vagy a természetes szamok) standard struktaraja expressziv.

Tétel (Cook)
Ha A expressziv, akkor A |= {F}P{G} esetén Th(A) - {F}P{G}.
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Floyd-Hoare kalkulus

A totalis helyesség szabalyai

A ciklus szabaly kivételével hasonléak a parcialis helyesség szabalyaihoz.

Az 0j ciklus szabaly: tegyiik fel, hogy az A = (A, I) struktaraban I(<) egy jol
megalapozott részbenrendezés. Ekkor:

[FArAt=z|P[FAt< z]
[F]while r do P[F A —]

ahol zg mashol nem fordul elé.
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