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Informatika: a SAT probléma

e a SAT (satisfiability) probléma: input egy (itéletkalkulusbeli) logikai
formula, adjuk meg a valtozdknak egy kielégit6 értékadasat! (Ha van.)

o A probléma nehéz: n véltozé — 2" lehetGség bonya: ,NP-nehéz”
o 2100 mijvelet elvégzése kb. 4 évbe telne a Fold 6sszes jelenlegi szamitasi

kapacitdsat egyszerre hasznalva (becslés, 2017)
o 2120: 4 milli6 év
e 2290 55 10% év — annyi nincs
o Heurisztikak kellenek és a keresési tér vagasa
e Minden évben van SAT Competition, amin SAT solvereket versenyeztetnek
tobb tracken
e 2016 6sszel: egy laptopon kb. 900-valtozds formulat kb. 0.5sec alatt  soon
o A XXI. szazadban intenziven fejlodik a teriilet
e 1995-es évek: kb. 100 valtozéra 200 feltétel
e 2010: kb. 1.000.000 valtozéra 5.000.000 feltétel
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http://www.satcompetition.org/

SAT, de minek?

o SAT Competition egyik track: Application Benchmark
o Erre cégek kiildik be az 6ket érdekldé nehéz problémakat logikai formulaval
leirva
e 2016-ban pl. a francia vasithalézat forgalomiranyitasardl is kérdezték,
biztonsagos-e
e |IBM: egy hardware egység teljesiti-e a specifikaciét
e 2006-os SAT Race-re (ez Industrial Only) formulaval leirva: 170.000 valtozo,
725.000 feltétel
o erre egyébként 500+ ipari benchmark érkezett
o Az Intelnél, IBM-nél és Microsoftnal ma a SAT solving a dominans
technoldgia a hardware tervek verifikacidjara

e Al Planning: dontéshozatal egy vagy tobb cél elérése érdekében, eréforrast
optimalizalva — ez is felirhaté formulaval

e Handbook of SAT - 2009, 966 oldal
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https://www.amazon.com/Handbook-Satisfiability-Artificial-Intelligence-Applications/dp/1586039296

SAT, de minek?

e Nagyon sok ,kombinatorikus” keresési problémat fel lehet irni SAT
problémaként.
e Egy use case-t latni fogunk hamarosan: a tatami coveringet.
Egy masik gyakori alkalmazis: a Code Contractok ellenérzése (ezen a kurzuson:

»Hoare kalkulus™)
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ractok — C + ACSL (ANSI C Spec L

int f(int A, int B) {
int Q = 0, R = A;
while (R >= B) {
R -= B; Q++;
¥
return R;

}

A jobb oldali annotacidk
segitségével

automatikusan
ellendrizhetd, hogy a
fuggvény implementacidja
helyes
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//@ requires A>=0 && B>0;

//@ ensures \result == A mod B;

int f(int A, int B) {
int Q = 0, R = A;

//@ assert A>=0 && B>0 && Q=0 &&

while (R >= B) {

==1;

//@ assert A>=0 && B>0 && R>=B &&

A==Q*B+R;
R -= B; Q++;
}

//@ assert A>=0 && B>0 && R>=0 && R<B

&& A==Q*B+R;
return R;

}
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Code contractok — Java + ESC (Extended Static Checker)

public class OrderedArray {

int al];
int nb;
//@invariant nb >= 0 && nb <= 20
//@invariant (\forall int i; (i >= 0 && i < nb-1) ==> al[i] <= al[i+1])
public OrderedArray() { a = new int[20]; nb = 0; }
public void add(int v) {
if (nb >= 20) return;
int i;
for (i = nb; i > 0 && al[i-1] > v; i--) al[i] = al[i-1];
ali] = v; nb++;

}

Az ESC automatikusan le tudja ellendrizni, hogy egy OrderedArray a teljes élet-
tartama soran tényleg rendezett sorrendben fogja tarolni az elemeket
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Code co Dafny (MS, C#)

function Fib( n: nat ) : nat {
if ( n < 2 ) then n else Fib( n-1 ) + Fib( n-2 )
}
method computeFib( n: nat ) returns ( x: nat )
ensures x == Fib( n );
{
var i:=0;
x := 0;
var y:=1;
while( i < n )

invariant 0 <= i <= n;

invariant x == Fib( i );
invariant y == Fib( i + 1 );
{

X,y = ¥.x4y;

i = i+1;
}
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Rekurziv, helyes O(1.62™)

Iterativ, gyors O(n)
automatikusan ellenérizhetd:

ugyanazt adjak

némi hinttel



Itéletkalkulus vs. elsorendii logika

A kurzus elso felében itéletkalkulussal fogunk foglalkozni:

e avaltozék a {0,1} halmazbdl kapnak értéket
(0: hamis, 1: igaz — igazsagértékek, bitek)

e a formuldk valtozokbdl épiilnek fel itéletlogikai dsszekotd jelek
(konnektivak, mint a = és a V, s6t a |) alkalmazasaval (zardjelezve)

A masodik felében elsérendli logikaval:

e a valtozok objektumok egy halmazabdl kapnak értékeket
e a konnektivdkon kivil kvantorok is hasznalhatéak lesznek (mint a V)
e az objektumokat fliggvények fogjak tjabb objektumokba, és predikatumok
fogjak igazsagértékké transzformalni
Az itéletkalkulust hivjuk még itéletlogikanak vagy nulladrendii, esetleg propozi-
cionalis logikanak is.

Az elsérendil logikat pedig predikatumkalkulusnak.
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Honnan lesz formulank?

Vegyiik pl. a kdvetkezé kombinatorikus keresési feladatot.

e Adott egy n x m-es téglalap, melyet 2 x 1-es domindkkal (forgatni ér)
szeretnénk lefedni.

o A lefedésnek hogy ,szép” legyen, tatami lefedésnek kell lennie: négy
domind nem talalkozhat egy sarkon.

e Néhany dominé eldre fel van rakva a tablara.

e Adjunk meg egy tatami lefedését a tablanak, melyben a megadott domindk
a megadott médon szerepelnek!

[a)
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https://canadam.math.ca/2013/slides/Erickson.Alejandro.Tatami.pdf

Modellezés formula-kielégitési problémaként (SATként)

A tablan minden szomszédos mezdket 6sszekotd élhez rendeliink egy véltozét, pl.

® p;; legyen az i. sor j. oszlopabdl jobbra mené él,

o ¢;; pedig a felfele mend él,

amilyen 7, j-kre ilyen élek vannak. Pl. egy 6 x 5-6s tablan:

Pe,1 P6,2 P6,3 P6,4 D62 P6,4
45;1:495,2:95,3:45.4:45,5 45,1
P51 P52 P5,3 P5,4 P53
G4,1:94,2-94,3 - G4,4°q4;5 Az elképzelés: azokat q4,2 445
P41 P42 P43 P44 . . . .
31 45,2055 43,4 435 a valtozékat (éleket) al-
D31 P32 P3,3 P34 litsuk 1-re, amiket egy
q2;1:92,2:92,3:92;4:42;5 dominé fed le. 42,2 42,5
P21 P22 P2,3 P24 P23
:41,1:41,2:91,3:91,4:41,5 q1,1
P11 P12 P1,3 P14 P12 P14

q3;1 43,3143;4
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Modellezés SATként

Azt kell megfogalmaznunk, hogy mikor felel meg egy értékadas egy megoldasnak,
vagyis egy tatami lefedésnek.

e Minden mezot lefed legalabb egy domind: vagyoljuk a ra illeszkedd éleket

e Minden mez6t legfeljebb egy dominé fed: az egy mezdre illeszkedd éleket
nand kapcsolatba hozzuk: =(z A y)

o A tatami feltétel: minden ,sarok mellett” van igaz valtoz6 — ezeket is

vagyoljuk
A fenti feltételeket pedig Osszeéseljitk. Részlet:

® (pa2V@quaVpai1Vasa)—ad. sor2. mezbjét fedi egy domind;

o —(pa2 Aqa2) — ezt a mezbt nem fedi egyszerre fentrdl és jobbrél egy
domind;

e (p31V@g21Vpa1Vagea)—a2. sorl. oszlop sarkan nem érintkezik négy
sarok

Plusz: az elére megadott dominéknak megfeleld valtozdkat 1-re allitjuk
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Modellezés SA

o A megadott teszteken (30 x 30-as tabla, kb 30 ledobott domind) ez kb.
900 véltozé és 7.000 feltétel

o Ez egy mai SAT solvernek nem méret

unless ha a formula szdndékosan ,nehéz” SAT példanynak késziilt

o A formalizalas implementélasa, oda-vissza konverzi6 tatami lefedés és
formula kozt: féléra, tops

A mai SAT solverek jok és egyre jobbak =- mindig jé 6tlet elgondolkodni rajta,
hogy az aktualis problémankat formulava tudjuk-e konvertalni hasonlé médon

More of this @ bonya
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A modellek halmaza

Mod(F) J

Ha F egy formula, akkor Mod(F') az F' 6sszes modelljének a halmaza.

Tehat hogy A(F) =1, vagy AE F, (gy is irhatjuk, hogy A € Mod(F).

Pl. ha A(p) =1, A(q) =0, A(r) =0, akkor
AGMOd((p—)g)\/(—\r <—>p)) J

igy pl. F pontosan akkor kielégithetetlen, ha Mod(F) = 0.

Ha X formuldk egy halmaza és A egy értékadas, akkor A E X azt jelenti, hogy
A kielégiti ¥ 0sszes elemét. J

Hasonl6an Mod(X)-ba azok az értékadasok tartoznak, melyek kielégitik 3 dsszes

elemét.

Pl. Mod(0)-be az &sszes értékadas beletartozik, mert egyik sem sért meg egy feltételt sem a nullabdl
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Tautologiak és kielégithetetlenség

Konnyl latni, hogy

Az F' formula pontosan akkor tautoldgia, ha —F kielégithetetlen. )

Hiszen

F tautolégia < minden A-ra A(F) =1
< minden A-ra —A(F) =0
< minden A-ra A(=F) =0
& —F kielégithetetlen.

A tautoldgiak persze kielégithetok.
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Logikai kovetkezmény

A E jel egy masik overloadja:

Ha F' és G formulak, akkor F' E G (,,F-nek logikai kdvetkezménye G") azt
jeléli, hogy minden A-ra ha A(F) =1, akkor A(G) = 1.

J

e ha F' igaz, akkor G is igaz

e Mod(F) C Mod(G)

viszont értelmetlen

. F modellje G-nek”, , F kielégiti G-t"

J

Példaul (pAq)Vr E —p—1:

plag|r|(AgVr|p—=r| |plg|r|(PAQVT|-p—=T
0[0]0 0 0 1/o]o 0 1
001 1 1 1101 1 1
ol1]0 0 0 110 1 1
011 1 1 1111 1 1
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Logikai kovetkezmény formula

Ugyanigy hasznélhatjuk a ¥ F F', X F T jeloléseket is, ahol X, T
formulahalmazok: pl. ¥ E F' akkor all fenn, ha minden ¥ minden modellje
modellje F-nek is.

Példaul

{pp—=4a} E ¢

hiszen ha egy A értékadasban p is és p — q is igaz, akkor ¢ is igaz.

Altalaban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy I’ formula kovetkezik-e axiémak
egy > halmazabdl.

Az F = G (,F ekvivalens G-vel") jelélés pedig azt jelenti, hogy
Mod(F) = Mod(G) (tehdt F E G és GE F).
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Mod(%) N Mod(T)

Hasznos tudnunk a kovetkezot:

Mod(SUT) = Mod(E) N Mod(T). J

Mert
e a bal oldalon szerepl6 halmazban azok az értékadasok vannak, melyek
kielégitik X U " 0sszes elemét

e azaz Y Osszes elemét is és I 6sszes elemét is

o azaz melyek benne vannak Mod(X)-ban is és Mod(I")-ban is

e ez pedig épp a jobb oldal

Nyilvan az is igaz, hogy

tetszéleges A értékadas vagy Mod(F)-ben, vagy Mod(—F')-ben szerepel
(pontosan az egyikiikben), ha F' egy formula.
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Az indirekt bizonyitas

Ha kovetkezteto-motort akarunk fejleszteni, ahhoz elég a kielégithetetlenséggel
foglalkoznunk:

Y E F pontosan akkor igaz, ha X U {—F} kielégithetetlen. J
Bizonyitas: ¥ &= F pont akkor, ha

e Mod(X) C Mod(F) = def
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor A € Mod(F) részhalmaz def
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor A(F) =1 Mod def
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor —A(F) =0 — def + — injektiv
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor A(=F) =0 — szemantika def
e minden A-ra: ha A € Mod(X), akkor A ¢ Mod(—F) Mod def
e minden A-ra: nem (.A € Mod(X) és A € Mod(ﬂF)> p—-qg = ~(pAQ)
e Mod(X) N Mod(—F) =0 =10 < Vyly ¢ o) halmazelméleti axiéma
e Mod(XU{—F})=10 elézé ,lemma”
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Az indirekt bizonyitas

Ha kovetkeztet6-motort akarunk fejleszteni, ahhoz elég a kielégithetetlenséggel
foglalkoznunk:

Y E F pontosan akkor igaz, ha X U {=F} kielégithetetlen. )

Bizonyitas: ¥ = F pont akkor, ha

e Mod(X) C Mod(F) = def

(] MOd(Z) N MOd(ﬁF) =0 z=0 < Vy(y ¢ ) halmazelméleti axiéma

e Mod(XU{—F})=10 eléz8 ,lemma”
Mod(F) Mod(~F)

IVAN SZABOLCS SAT SOLVEREK ALKALMAZASA 18



Conjunctive normal form (CNF)

Usually we specify our knowledge inferring algorithms to formulae in some normal
form to make the number of differently handled cases low. The most frequently
used normal form is the conjunctice normal form:

e The variables and their negated variants are called literals

e A disjunction of finitely many literals is called a clause

e A conjunction of finitely many clauses is called a CNF

Example
(pV—9) A (=pV—gVrT) A D
In this formula
e p,q,r are variables,
e p,—q,—p,r are literals,
e (pV—q), (-pV-gVr) and p are clauses.

Clauses consisting of a single literal (like p above) are called unit clauses.
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Transforming a formula to CNF

Every formula can be transformed to an equivalent CNF. J

e First we eliminate the implication and the equivalence connectives by using
the following rewrite rules:
F—-G=-FVG@G F+ G=(FVG)A(FV-G)

ok also T VE =1, [ VF=F, |— F =1 et

e Then, we push the = symbols next to the variables using the deMorgan
identities:
—(FVG)=-FA-G ~(FAG)=-FV-G -—F=F
(Now the formula is in negation normal form, NNF.)
e Finally we push the V symbols below the A symbols using the distributivity

laws:

FV(GAH)=(FVG)A(FVH), (FAGVH=(FVH)A(GVH)
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CNF example

Formula:

(pva) < (g—r)

Arrow elimination: / \

(v Vig—=r)A(pVeV-(g—r)

(< V@)V (g %) A (V) v (=g 7))

~—

Pushing negations below: L

(P A=q) V(=g V7)) A((pV Q) V (=g A=r))
(pA=q) V(=g V1)) A((pV gV (¢N 1))
\ clauses, CNFs

DistributiviV \

(7pV 2qV7r)A(2gV ogVr)A(pVagVeg) A(pVagVor)
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So the problem we want to solve is the following:

SAT
Input: a CNF.
Output: s it satisfiable?

The CNF is not represented by a string, instead
e a clause is represented by the set of the literals it contains,
e and a CNF is represented as the set of its clauses.

We are able to do this since the V and A operations commute, are associative
and idempotent.

Our previous example in this representation is the set below:
E = {{_'p7 _|q’ T}, {ﬁq7 T}ﬂ {p7 CI}7 {pa q7 _\T}}.
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Empty clause, empty CNF

Even if there is no empty clause in the input, it can be generated by the
algorithms. The empty clause is denoted by [J. }

The empty clause always evaluates to false. J

(E.g. because for arbitrary clauses C' and D and assignment A the relation
A(CUD) = A(C) vV A(D) should hold. Now if D = [, then it becomes
A(C) = A(Cul) = A(C) V. A(O), which can be true only if A(C) =0.)

The empty CNF (that is, the conjunction of zero clauses) will be denoted by .

The empty CNF always evaluates to true. J

{} true, if it's a CNF and false, if it's a clause.

O is false. 0 is true..
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Restrictions of CNFs

If ¢ is a literal, then ¢ denotes the complement of ¢: B := —p and =p := p. J

Similarly to the restrictions of Boolean functions, we can fix the value of a variable
in a CNF as well:

If ¥ is a set of clauses and £ is a literal, then X|,—; is also a set of clauses,
namely:
o first, we drop those clauses from X containing /,

e then, we drop the / literals from the remaining clauses. (But keep the
clauses themselves.)

Example
If ¥ = {{p}a {pa Q}a {_‘pa _‘q}v {pa —\p,T}} and ( = —-p, then E‘ﬂpzl = {D7 {q}} )

Let X|p—0 be X[;_,. J
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Restrictions of CNFs

Let A be an assignment, 3 a CNF and /£ a literal.
A E ¥ holds if and only if one of the following holds:

e A(l)=1and AE X|p—;
e or A(f) =0 and AFE X|,—o.

In short: if AE Z‘Z:A(Z)-

Why?

If A(¢) =1, then A satisfies all those clauses of X that contain .

In the other clauses, £ evaluates to false under A, we can drop that literal.
The clause set we get this way is exactly X|o—;.

(The case £ = 0 is already done since that's the same as the case / = 1.)
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The first algorithm

A corollary of the previous statement:

Let > be a set of clauses and ¢ a literal.
The set X is satisfiable if and only if so is X|s—g or X|s=1. ’

This gives rise to an algorithm: Example
function A(X) Hp, =g}, {=p,q,7}, {q,—r}}
if 0 € ¥ then return false / \
if ¥ = () then return true Hag, v} {g,—r}y  {{=q},{q,~r}}

(let us choose a variable p) / AN / \
return A(Zlp=0)V A=) 0" {{r}, {=}} {O} {{=1])

(It is easy to modify the algorithm to / \ / \
give back a satisfying assignmnent {Oy {8} {0y 0
instead of ,true”.) )
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Pruning the search space: Unit propagation

If there exists a unit clause in the CNF, that forces the value of its variable:

If ¥ contains a unit clause {¢}, then in each model A of ¥ it holds that
All) = 1. J

Thus, in this case X is satisfiable if and only if so is X|,—; (since X|,—¢ contains

an empty clause and is hence unsatisfiable.)

Unit propagation
If {¢} € X, then it suffices to make the recursive call only for X|s—;. }
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Pruning the search space: Pure literal elimination

If ¢ is a literal such that X does not contain ¢, then X is satisfiable if and only if
so is X|p=1.

Hence: if ¢ does not occur in X, then we can safely set ¢ to 1.

If A= X, then the assignment A[¢ = 1], which differs from A only in ¢, setting
¢ to 1, and on the other variables it is the same as A, satisfies X|,—;:
e if { € C, then by the setting [¢ = 1]
o if £ ¢ C, then A(C) = A[¢ = 1](C), since in this case the value of C does
not depend on the value of /.
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The DPLL algorithm

Davis—Putnam-Logemann—Loveland

Example

function DPLL(X) p,—a}, {-p, a7}, {q, ~r}}
if X = () then return true e AN
if O € ¥ then return false {Ha,r},{q,—r}}t {{—q}.{q,~r}}
if {¢} € ¥ holds for some ¢ then | |
return DPLL(X|,=1) 0 {{-r}}
if £ does not occur in X for some ¢ |
return DPLL(X|,=1) 0

(let us choose a variable p)
return DPLL(X|,—)V DPLL(X|,=1) J

Nowadays' fastest SAT solvers implement variants of this base algorithm.
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