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Egy graf Szamitégépes reprezenticidja éllistaval

A kérdés: kapunk két csticsot, van-e koztik at?
pl. (1,5) = ,igen", (2,3) =-,,nem”
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Depth-First Search, DFS

@ hasznalunk egy vermet (kiknek kell még megnézni a szomszédjat) és
egy tombot (kiket Iattunk mar)

@ verembe lerakjuk a kezddcslcsot
@ tombben a kezd6csticsot 1-re allitjuk, tobbit 0-ra

@ amig taldlunk valakit a veremben:
o kivessziik
e bejdrjuk a szomszédait
o akit koziilik még nem lattunk (0 az értéke a tdmbben), azt betessziik
a verembe és 1-re allitjuk
@ ha igy elérjik a célcsiicsot, akkor van at, ha kitiril a verem, akkor
nincs
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Futdsido

hany Iépésen beliil fut le biztosan az algoritmus?
attdl fiigg, hogy mekkora a graf: hany éle és hany csicsa van
legyen n a csiicsok és m az élek szdma

akkor a DFS |épésszéama n 4+ m-mel aranyos lesz max
minden élt max egyszer néziink meg mindkét végérdl

plusz az elején beallitjuk a tombot és a vermet

jelben O(n + m)

kb. ,,valahdnyszor n + m 1épés mar elég lesz biztosan”
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Dinamikus grafok

@ kiindulunk egy grafbdl
e amit updatelhetiink: beszirhatunk / tordlhetiink egy élt

@ és queryzhetiink: megkérdezhetiink két csticsot, hogy az aktudlis
grafban van-e koztik ut

o egy megoldds mindig megfeleléen viltoztatni az éllistat update-kor
(O(m) id6) és mindig djrafuttatni egy DFS-t query-kor (O(n + m)
idd)

@ ennél szeretnénk jobbat

ltaldban pl. O(log m) az, aminek &riilnénk
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Ha csak élbesziras van

@ kiindulunk egy lres grafbdl
@ update: csak élbesziirads lehet

e query: (mindig) ,,ekozott a két csiics kozt van-e at”
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Osszeﬁjggé komponensek

o Elég az Osszefiiggd komponenseket nyilvantartani valahogy

o insert(/,j) — ha i és j kiilonb6z6 komponensben vannak, akkor ezeket
osszeolvasztjuk
e query(i,j) — i és j ugyanabban a komponensben vannak-e?

Union-Find Forest

Ezek a miiveletek épp az Union-Find adatszerkezet altal biztositottak!
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Union-Find Forest

@ minden csticsnak lehet (max) egy ,,6se”
o , fidkat" alkotnak

@ aki egy faban van, az van egy komponensben
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@ query: felmegyiink a gyékérig, ha ugyanaz, akkor egy komponensben
vannak

@ insert: ha kiilonbozé faban vannak, azokat egyesiteni kell

o az egyik fa gyokerét betessziik a masik fa gyokere ala
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Union-Find Forest

@ anndl gyorsabb, minél ,,alacsonyabbak” a fak
o find: akiket felfelé menet latunk, a végén kossiik a gyokér ala
kozvetleniil
legkozelebb gyorsabb lesz
o melyik gyokeret tegyiik melyik ald: pl. taroljuk a csticsszamot és a
kisebbet a nagyobb ala
Ezzel k darab egyesités / lekérdezés Gsszkoltsége alig lesz tobb, mint O(k)
Azaz: kb. mintha konstans idoben tudnank updatelni is, lekérdezni is
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Eltorlés

@ most nézziik azt az esetet, amikor az alap grafunk nem lires
@ update: csak torlés

@ erre nem lesz j6 az Union-Find Forest: hogy ,,szednénk szét"?
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El6szor adjunk egy megoldast arra az esetre, ha az eredeti G grafunk egy

erdd, vagyis ha nincs benne kor.

(3)
O——5 ()
Otlet

Tartsuk nyilvan a grafot és minden cstics kapja meg a komponensének az
azonositéjat!

o Inicializélds: O(n+ m) id6 alatt, mélységi bejardssal.
o Lekérdezés: O(1), csak a cimkéket kell Gsszehasonlitani.
o Update: 777

v

Ivdn Szabolcs Algoritmusok dinamikus grafokon 2022. szeptember 30. 12 /32



Komponens-atszinezés

Ha az ERASE(/, /) update-nél (mondjuk) az i cstics komponensét szinezziik
at DFS-sel, az rossz esetben akar n |épés is lehet

Egy megoldds

Szinezziik 4t mindig a kisebbet!

Egy kérdés
Honnan tudjuk, melyik a kisebb?

Egy valasz

Inditunk egy-egy DFS-t i-bdl is, j-bél is. Parhuzamosan.
pl. mindig azt |éptessiik tovabb, aki eddig kevesebb csiicsot latott.
Amelyik elobb végez, az a kisebb komponens, a masik bejarasat lelojiik.
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Flood Fill Forest
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Komponens-atszinezés

|d6igény?

Ha ekkor egy K méretli komponenst egy Ki és egy Ky méretiire vagunk
szét, ahol K1 < K3, akkor egy ilyen atszinezés koltsége O(Kji).

Ez pl. az els6 vagasnal lehet n/2 igényii is. . . J

...de ha két n/2 méretii részt kapunk, akkor mikor azokbdl vesziink el
tovédbbi élt, akkor az azokbdl torlés mar csak n/4 idSigényii lehet

Amortizalt idSigény

| \,

Nem Ggy szdmoljuk a teljes id6igényt, hogy a legelsd 1épés O(n)-es
korlatjaval becsiiljik mindet, hanem egy T(n) id6igényt rendeliink az
egész szamitdshoz:

T(n) legyen annak a maximalis 6sszkoltsége, amennyi ideig az erase
miveletekkel egy n-csiicsii fa osszes élének eltlintetése tarthat.
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Amortizalt idoigény

Rekurziv osszefliggés

Egy n-csticst fabdl minden él eltorlésének az ideje:

o el6szor elvesziink egy élt dgy, hogy egy k- és egy (n — k)-csticsu fat
kapunk, ennek koltsége k, ha k < n — k;
@ majd eltoroljik a két fa éleit kilon-kulon.
Tehdt
n/2

T(n) = max T(k)+ T(n— k) + k.

De az mennyi?

Hogy szamoljuk ilyennek a nagysagrendjét?
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Rekurzié becslése

Némi szamoldassal kijon, hogy a maximumot felezéskor veszi fel ez a
fuggvény.

A rekurzid, egyszerlisitve

A mester tétel

Van egy tétel ilyen alaki rekurzié feloldasra, eszerint T(n) = O(nlogn).

Tehat ha erd6bdl indulunk, akkor lesz O(log n) (amortizélt) update
koltségilink és O(1) (tényleges) query koltségiink, ha az egész fat
eltiintetjuk végiil.
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Tudunk ennél jobbat?

Piros-Fekete Fa (full) (C++4 <SET>,<MAP>, JAVA TREESET )

o Kulcs-érték parokat térol, ahol a kulcsokon van egy rendezés (pl.
szamok, stringek)

@ Tamogatott miveletek és idéigénylik n darab tarolt par esetén:

init: létrehozza tiresen, O(1) id

insert(K, V): beszirja a (K, V) part, O(log n) id6

remove(K): torli a K kulcsot és a hozza tartozé értéket, O(log n) id6

min: visszaadja a minimdlis kulcsot a halmazban, O(log n) id6

next(K): a K utdn kovetkezét a rendezés szerint, O(log n) id6

split(T, x): szétvag egy fat x-nél, O(log n) id6

v

oy o o
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Euler Tour Forest

@ Egy n-csiicsii erdot tarol

o Tamogatott miiveletek:

init: létrehozza iresen, O(1) idé

insert(u, v): behizza az (u, v) élt az erdd két fdja kozé O(log n) id6ben
remove(u, v): torli az (u, v) élt O(log n) idében

find(u): visszaadja u fajanak egy reprezentdnsit O(log n) idében
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Ha a grafunk garantéltan erdé marad végig, akkor ez O(log n) update
koltség (beszirasra és torlésre is), és O(log n) query koltség = oriiliink
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Fully dynamic connectivity

Input: egy inicidlisan ures G graf

Parancsok: insert(u, v), remove(u, v) és query(u, v)

Otlet

Nyilvéntartjuk G egy feszitéerddjét (ET fakkal)

egy olyan erddt, amiben egy komponens csiicsai egy faba keriilnek, és csak az eredeti graf
éleit hasznilja

Ekkor konny(i két erd6 kozé az insert: ossze kell 6ket olvasztani

Ekkor konnyli egy erdében az insert: akkor a feszité erdé nem valtozik

Ekkor konny(i egy él torlése, ami nem az erdében van: akkor a feszitd
erd6 nem valtozik

Nehéz viszont egy erdobeli él torlése!
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Torlés feszitd erdobol

Otlet

Minden (i,)) élnek lesz egy ¢(i,j) szintje.

Egy él szintje 1 és log n kozti egész szam lesz.

Egy él szintje az idovel csak csokkenhet majd.

G;: a G-nek az a részgréfja, melyben a legfeljebb i szint(i élek
szerepelnek.

@ F;: a Gj-nek egy feszitGerddje.

Invariansok

A futds sordn végig fenn fogjuk tartani a kovetkezo tulajdonsagokat:
e A G; graf minden komponense legfeljebb 27 méretii.
o FlgFZQ'--gFIogN-
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n = 20 cslcs, az élek szintjei egy, kettd, harom vagy négy. (lehetne még 5
is, olyan él itt épp nincs.)

A kék komponensek mérete legfeljebb 2, a kék-narancs komponenseké
legfeljebb 4, a kék-narancs-piros komponenseké legfeljebb 8, stb.
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Torlés feszitd erdo-hierarchiabdl

A G; grafok éllistait is taroljuk. (I,gy be tudjuk jarni hatékonyan az
egy csticsra illeszkedd, adott szintli éleket.)

él,,lista” helyett él, keres6fdkat” tdrolva, hogy gyorsan lehessen beldliik torolni is
@ insert(i,j): beszdrjuk az (i,j) élt, ¢(i,j) := log n.
Ha i és j az Fiog n-nek kiilonboz6 fdiban vannak, akkor egybe
mergeljiik a két fat és behtlizzuk Fiog ,-be az (i, j) élt. Ez O(logn) idé.
e query(/,j): a két cstics akkor van egy komponensben, ha Fiog n-nek
egy fajaban vannak. Ez O(log n) idé.
o delete(i, j):
o Kivessziik az (/,)) élt (G és a G;-k szomszédségi listaibdl).
e Ha (/,/) nincs benne Fiog »-ben, nincs gond, megyiink tovabb.
o Ha igen, akkor benne van az sszes Fy-ben, amire k > £(i,j). Toroljiik

ki beldliik. ez O((log n)? id3 lehet
o Ezek utdn kerestink egy élt, amivel 0ssze tudjuk kotni az i és j fdjat.
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Csere-él keresése

@ Mivel minden Fy egy minimalis fesziterdd, igy £(i,j)-nél kisebb
szinti éllel nem tudjuk Gsszekotni (7, ) helyett a szétes6 fékat.

o Tehdt a k = {(i,)),...,logn szintl élek kozt keresiink Gsszekotd élt,
ilyen sorrendben.

o Legyen T; és T; az i-t és j-t tartalmazé fa Fy-ban lgy, hogy
| Til < [Tjl.
o Mivel eredetileg az invaridns miatt | T;| + | T;| < 2k, igy | T;| < 2k~1.
@ Jarjuk be az Gsszes olyan (x,y) élt, amire x € T; és {(x,y) = k.
e Ha y € T;, akkor adjuk hozza az (x,y) élt a Ty, ..., Tiogn fakhoz és
végeztiink.

o Kiilonben csokkentsiik £(x, y)-t eggyel.
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Csere-él példa

n = 16 cstcs, az élek szintjei egy, kettd, hdrom vagy négy.
A kék komponensek mérete legfeljebb 2, a kék-narancs komponenseké
legfeljebb 4, a kék-narancs-piros komponenseké legfeljebb 8, stb.
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Csere-él példa

n = 16 cstcs, az élek szintjei egy, kettd, hdrom vagy négy.
A kék komponensek mérete legfeljebb 2, a kék-narancs komponenseké
legfeljebb 4, a kék-narancs-piros komponenseké legfeljebb 8, stb.
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Csere-él példa

n = 16 cstcs, az élek szintjei egy, kettd, hdrom vagy négy.
A kék komponensek mérete legfeljebb 2, a kék-narancs komponenseké
legfeljebb 4, a kék-narancs-piros komponenseké legfeljebb 8, stb.

CI)—O—H Q) e_____©) Q) O —)

slniBE= Bl

O I O O—l O |l O O @)

Ilvdn Szabolcs Algoritmusok dinamikus grafokon 2022. szeptember 30. 27/32



Csere-él példa

n = 16 cstcs, az élek szintjei egy, kettd, hdrom vagy négy.
A kék komponensek mérete legfeljebb 2, a kék-narancs komponenseké
legfeljebb 4, a kék-narancs-piros komponenseké legfeljebb 8, stb.
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Csere-él példa

n = 16 cstcs, az élek szintjei egy, kettd, hdrom vagy négy.
A kék komponensek mérete legfeljebb 2, a kék-narancs komponenseké
legfeljebb 4, a kék-narancs-piros komponenseké legfeljebb 8, stb.
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Vissza az erdokbol torlésre

Tehat: a (kisebb) T; faban végignézziik az dsszes k szintii élt.

Ha az él a fan beliil megy: csokkentjiik a szintjét. (Ez élenként log n idé
ET forestben).

Egyébként: behlzzuk az ET forest két faja kozé és végeztiink a torléssel.
Hagyomdnyosan szdmolva: egy a torlés koltsége a k. szinten lehet

O(e - log n), ahol e a faban scannelt élek szdma. (Ez soknak latszik, nem
j6 felsé korlat.)

Az él szintjének csokkenésével jaré scanneléseket elore kifizetjiik az él
beszirdsakor!

Az e élt log n szintliként szirjuk be = kifizetiink a log n koltségii
besziirason feliil pluszban még (log n)? kéltséget. Igy minden beszirt él
(log n)? , tartalékkal” indul.
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Vissza az erdokbol torlésre

Torléskor: a scannelt élek koziil aminek csokkentjiik a szintjét, azt
torléskor nem szamoljuk, hanem az él altal a besziraskor felhalmozott
tartalékbdl vonjuk le.

Ilgy szint csokkenéskor ebbdl a tartalékbdl vonunk le log n-t.

Az eredeti log n szintet 1-ig tudjuk csak csokkenteni, anndl tovdbb nem
fogjuk, ezért a kezdeti tartalék fedezi az ilyen koltségeket végig.

Ha nem csokken a szint, azt a torléshez szamoljuk. Abbdl viszont csak egy
lesz legfeljebb torlésenként, igy a besziirds amortizalt koltsége O((log n)?),

a torlésé pedig O(log n), Gsszesen az update amortizalt koltsége
O((log n)?).
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Osszefoglalva

o Lattunk egy grafproblémat, az Osszekotottséget, irdnyitatlan
dinamikus grafokra

@ Besziirast, torlést O((log n)?), lekérdezést O(log n) koltséggel
tdmogatd adatszerkezet + algoritmus kombindcidét ra

@ Van még rengeteg masik grafprobléma, sok mas adatszerkezet,
komplikaltabb algoritmusokkal

@ Intenziven kutatott tertlet

Koszonom a figyelmet!

A prezentdciét a TKP2021-NVA-09 projekt tdmogatdsa tette lehetévé
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