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ACM feladat

o Adott: N ~ 100.000 szamitogép.
@ Kezdetben nincs koztiik semmilyen haldzati osszekottetés.
o Kétféle parancs johet az inputon:
o insert(/,j) — Osszekoti a két gépet kozvetlen (kétiranyd) vonallal
o query(i,j) — elérheté-e i-bél j az eddig felépitett halézatban?
Erre kell adjunk algoritmust. (Parancsbdl akar ~ 1.000.000 is johet.)
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Klasszikus DFS

Mélységi / szélességi keresés

Ha a gréfot nyilvantartanank és mindig futtatnank egy DFS-t:
e insert(/, ) — konstans id6

e query(i,j) — O(n+ m) idé (csicsok + élek szdma)

Ez ebben az esetben akar 101! 6ssz id6igényii is lehet.
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Osszeﬁjggé komponensek

o Elég az osszefliggd komponenseket nyilvantartani valahogy

@ insert(i,j) — ha i és j kiilonb6zb komponensben vannak, akkor ezeket
osszeolvasztjuk

e query(i,j) — i és j ugyanabban a komponensben vannak-e?

Union-Find Forest
Ezek a miiveletek épp az Union-Find adatszerkezet altal biztositottak!

Megoldds
o Inicializélds: makeSets(/N) — idSigény: O(N)

e insert(i,j): union(/,j) — id6igény: O(a(N))
o query(i,j): find(i) == find(j) — idéigény: O(a(N))
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Altalanosan

Dinamikus grafproblémak

Altaldnosan, kiindulunk egy G input grafbdl, és a kovetkez6 kérések jonnek
be:

@ insert(/,j) — behiizzuk az (i, /) élt
e erase(i,j) — toroljik az (i,j) élt
o query(?) — az aktudlis grafunkra futtatunk egy lekérdezést

A | lekérdezés” ebben a példdban épp az ELERHETOSEG volt: az i
csticsbdl az aktudlis példanyunkban elérheté-e a j cslics.

Incremental / Decremental / Fully Dynamic

@ Ha nincs erase: inkrementalis

@ Ha nincs insert: dekrementalis

@ Ha mindketto lehet: teljesen dinamikus

v
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ELERHETOSEG

Inkrementilis elérhetéség

Az el6z6 tehat egy inkrementalis dinamikus algoritmus volt az irdnyitatlan
grafok elérhetdség problémdjara.

Dekrementalis
Prébaljunk meg egy dinamikus algoritmust adni ugyanerre a problémaral!

A probléma

Adott egy G graf, N csiicsti, M élii. Bejon Q darab kérés, a kévetkezd
alakuak:

@ erase(/,j) — toroljik az (i,)) élt

@ query(i,j) — elérheté-e i-bdl j az aktudlis grafunkban?

A cél o((N + M) - Q) idbigényii algoritmust adni. J
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El6szor adjunk egy megoldast arra az esetre, ha az eredeti G grafunk egy
erdd, vagyis ha nincs benne kor.

Otlet
Tartsuk nyilvdn a grafot és minden csiics kapja meg a komponensének az
azonositdjat!

e Inicializélds: O(N + M) id6 alatt, mélységi bejardssal.

o Lekérdezés: O(1), csak a cimkéket kell Gsszehasonlitani.
o Update: 777

Erdoknél. . .

... ha egy élt elvesziink, az biztosan elvdgja a komponensét.
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7 Vs 7

Komponens-atszinezés

Ha az ERASE(/, /) parancsnal (mondjuk) az i csics komponensét szinezziik
at DFS-sel, az rossz esetben akdr ©(N) Iépés is lehet

Egy megoldas

Szinezziik 4t mindig a kisebbet!

Egy kérdés
Honnan tudjuk, melyik a kisebb?

Egy valasz

Inditunk egy-egy DFS-t i-bdl is, j-bdl is. Parhuzamosan.
Amelyik elébb végez, az a kisebb komponens, a masik bejarasat lelojuk.
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Komponens-atszinezés

|d6igény?

Ha ekkor egy K méretli komponenst egy Ki és egy Ky méretiire vagunk
szét, ahol K1 < K3, akkor egy ilyen atszinezés koltsége O(Kji).

Ez pl. az els6 vagasnal lehet N/2 igényli is. .. J

...de ha két N/2 méretii részt kapunk, akkor mikor azokbdl vesziink el
tovédbbi élt, akkor az azokbdl torlés mar csak N /4 id6igényii lehet

| \,

Amortizalt idoigény

Nem Ggy szdmoljuk a teljes id6igényt, hogy a legels6 1épés O(N)-es
korlatjaval becsiiljik mindet, hanem egy T(N) idSigényt rendeliink az
egész szamitdshoz:

T(N) legyen annak a maximalis 0sszkoltsége, amennyi ideig az erase
miveletekkel egy N-cslcsi fa 0sszes élének eltiintetése tarthat.

v
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Amortizalt idoigény

Rekurziv osszefliggés

Egy N-csicsi fabdl minden él eltorlésének az ideje:

@ elOszor elvesziink egy élt ugy, hogy egy K- és egy N — K-csticsu fat
kapunk, ennek koltsége K, ha K < N — K;

@ majd eltoroljik a két fa éleit kulon-kiilon.

Tehat N
2
T(N) = rp_élx T(k) + T(N — k) + k.
De az mennyi? )
Hogy szamoljuk ilyennek a nagysagrendjét? J
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Rekurzié becslése

Ha N péros, akkor lehet, hogy a maximumot k = N /2-nél veszi fel. J

Mindenesetre N = 2-nél biztos. Indukcid? J

Vegyiik T(2N)-t. irjuk fel annak a koltségét, ha ezt N+ d és N — d
méret(i fakra vagjuk:

TIN+d)+ T(N—d)+ N —d.
Indukcié szerint ennek a kettének a maximumbhelye a felénél van:

N+ d N+ d N—d N—d, N+d N-d
T( > )+ T( ; )+ T( > )+ T( 5 )+ > + 5 +N—d.

v
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Rekurzié becslése

N+ d N+d N—d N —d N+ d
T( 2)+T( 2)+T( 2)+T( 2)+ >
+N—d+N—d+N—d
2 2 2

A piros részek osszege < T(N). A kékeké is. Tehat ez legfeljebb

T(N)+ T(N)+ N

azaz felezni legaldbb olyan nagy koltség = felezni kell.

Pdratlanra hasonlé médon megy. J

A rekurzid, egyszerlisitve

T(N) = 2T(g) + g
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Rekurzié becslése

T(N)=2T(N/2)+ N/2. )
Ha T(n) = a- T(n/b) + f(n), akkor
e ha f(n) = O(n°) egy c < logy, a)-ra, akkor T(n) = ©(n'°&>2).
o ha f(n) = ©(n'°8s2logk n), akkor T(n) = ©(n'°eP2ogk+1 n).
e ha f(n) = Q(n°) egy c > logy a-ra, akkor T(n) = O(f(n)).

Most a =2, b=2és f(n) = n/2, tehat log,a =1, és
f(n) = ©(n'log® n), tehat T(n) = O(nlog n).

Tehdt ez a dekrementilis elérhet8ség-algoritmus erdékre O(N log N + Q)
idSigényli, egy query idéigénye O(1), egy erase idSigénye pedig

amortizltan log N (Osszesen lesz N torlés, az dsszes koltségiik N log V).
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Tudunk ennél jobbat?

Euler-Tour (ET) fak

Egy fat egy Euler-korsétajaval is tarolhatunk.

[r[a[r[e]c]o[c[e]c[e]r]e]s]e]r]

Minden csiics bemutat az 6 els6 és utolsd eléforduldsdba; minden
eléfordulds bemutat a csticsba.
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ET fak

Tamogatott miiveletek:
@ root(/) — visszaadja a fa gyokerét
o cut(/) — levagja az i csicsot (részfijaval egyiitt)
e query(i,j) — egy faban van-e i és j

.

o A sétat pl. egy kétirdnyl lancolt listdban is tarolhatjuk.
@ root(/) visszaadja a lanc fejét, ez O(1) idé.

e query(i,j) visszaadja, hogy root(i) == root(j) teljesiil-e. Ez is O(1)
ido.
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ET fak — vagés

o cut(/) — levagja az i csicsot: az Euler-korsétabdl kivagjuk az i elsé
el6forduldasatdl az utolsdig tarté szakaszt — a ldncolt listabdl ez is
O(1) id6, de updatelni kell a gyokeret!

Az sokdig is eltarthat. . .
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Kiegyenstlyozott binaris keres6fak

o Kulcs-érték parokat tarolnak

@ A kulcsokon van egy rendezés

@ Ha n elem van, akkor a keresés/minimum/maximum /besziirds/torlés
idéigénye O(log n)
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Vissza az ET fakhoz

[r[a[r[e]c]o[c[e]c]e]re]c]e]r]

Lancolt lista helyett egy pozicié-node BST-ben is tarolhatunk egy
Euler-utat: ittépp 1 — R, 2— A, ... J

Nem baj, ha pozicidk kimaradnak! = a vdgas is gyors lesz, BST-ket
splittelni is lehet O(log n) idében. J

Ekkor a fa gyokere a minimdlis indexen lesz, az is O(log n).
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Altaldnos grafok

Es ha nem csak erd6bdl indulunk?

Ekkor nem biztos, hogy egy él elvétele elvagja a grafot.

Parhuzamosan futtatunk dolgokat

Egy erase(/, j) kérésnél parhuzamosan. ..
@ inditunk egy DFS-t i-bdl;
@ inditunk egy DFS-t j-bél;
@ és csinalunk még valamit;

és ha (i,/) elvdgja a komponenst, akkor az elsé két DFS valamelyike a
kisebb komponens méretével ardnyos id6 alatt végez (és ekkor atszineziink,
mint az els6 algoritmusnal), ha pedig nem, azt a harmadik pont fogja
detektalni.

Ivan Szabolcs Dinamikus grafok | 2016 8sz 19/23



Csindlunk még valamit

o A grafnak nyilvantartjuk egy szélességi bejarasat is egy faban.
o Felvesziink fiktiv éleket a komponensek gyokerei kozott.
@ Ebben a fidban minden i-bdl indulé él a kovetkezok egyike lesz:

o Visszaél: minden k > 0 szintli csticsbdl legaldbb egy él vezet egy k — 1
szintl cstcsba;

o El6reél: minden k szintli csicsbdl vezethet tetszélegesen sok él k + 1
szintli csticsokba;

o Lokalis él: a k szintli csiicsbdl k szintii cslicsba vezet6 éleket lokalisnak
nevezzuk.

v

Lokalis él torlése
Ha lokalis élt torliink, az garantdltan nem vagja szét a komponenst, ez
O(1) id6 alatt kiderdil.
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Csindlunk még valamit

Ha (i,/) kiilonbozd szintliek, mondjuk i szintje k — 1, j szintje pedig k,
akkor:

o ez az él i-bdl elére, j-bdl vissza mutat. Tordljik Sket az elére/vissza
listabdl.

@ Ha j-nek nem lires a vissza listdja, akkor még mindig Osszefliggd ez a
komponens, minden rendben, visszatérhetiink.

@ Ha j-nek a vissza listdja kiurilt, megprébaljuk Gjraszamolni a szinteket

v
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Szintek Gjraszamolasa

Betessziik j-t egy Q sorba.
Amig Q nem lires, kivessziik az elsé elemét, legyen ez w

Megnoveljuk w szintjét

A w eddigi lokdlis x szomszédjai legyenek w (j vissza-szomszédjai és
nekik x legyen el6re-szomszédja

@ Ezek utan updateljik w elére-szomszédjait: nekik w mar lokalis
szomszédja lesz (eddig hatra-szomszéd volt), és ha igy kiuriil a
hdtra-szomszéd listajuk, tegyiik be 6ket Q-ba.

@ A w cslics eddigi el6re-szomszédjai legyenek most mar a lokalis
szomszédai, Uj el6re-szomszédjai pedig ne legyenek.
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|dGigény

Ha a graf nem esett szét,

akkor ez az algoritmus O(N) id6 alatt djraszdmolja a szinteket.

Ha a graf szétesett,

akkor arra a masik két DFS egyike rajon. Ekkor ne véltoztassuk meg az
eredeti BFS-t mégsem, hanem csak az (i, ) élt valtsuk at fiktivre.

Teljes idoigény

@ Amikor egy (i,)) élt elvesziink, és nem esik szét komponens, gy a
két végpontjai koziil az egyiknek né a szintje.

@ A szint legfeljebb N lehet.
° Ilgy a teljes koltség legfeljebb M - N lesz.
o Teljes id6igény: O(Q + N - M).

v
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