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Detour: amortizalt idéigény

Egy-egy torlés koltsége tobb lehet, mint log N2 (pl. ha sok k szintii él van
a kisebb fan belil).

Erre a ,,hagyomanyos” legrosszabbeset-analizis (pl. mindig N-nel becsiilve
a végigjart élek szdmat) egy nagyon rossz korldtot adna.

Potencidlmddszer

Az elv: egy miivelet koltségét (vagy annak egy részét) ,,megelSlegezve”,
mar kordbban |, kifizetjiik”.

Nézziink egy-két egyszeriibb példat, aztidn visszatériink a feszitéerd6bol
torlés amortizalt koltségére.
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ArrayList (Java-ban; C++ban vector)

Az ArrayList egy dinamikusan novd tomb adatszerkezet (vektor), tdmogatja
a push(a) és a get(/) (direkt cimzés, tdmbcimzés) miiveleteket.
o Inicializdlas: foglalunk egy konstans méretli T tombot (Java: 32),
mérete 0, kapacitdsa ez a konstans.
e get(i): ha 0 </ < size, visszaadjuk T[i]-t, egyébként AIOOBE.
e push(a): ha size < capacity, akkor T[size++] = a.
Kiilonben capacity-t dupldzzuk, foglaljunk egy ekkora méretii (j
tombot, masoljuk bele az egész eddigi T-t az elejére és ekkor mar
beszirhatjuk mint az elébb.
IdGigények?
A retrievalé O(1).

Ivdn Szabolcs Dinamikus gréfok I11QaZ |rany|tas VISS: 2016 8sz 3/27



Ha ,,hagyomanyos” mddon szdmoljuk, akkor egy push id6igénye akdr O(n)
is lehet, ahol n az aktudlis mérete az ArrayListnek.

De érezhetd, hogy ez nagyon ritkan torténik meg.

Otlet: két dupldzds kozti koltséget ,terheljiink rd” a beszdrt elemekre
kozben egyenletesen, elére kifizetve a duplazast!

Egy nem-dupldzé besziras koltsége legyen 1 helyett 3. J

Ez ugyanlgy konstans, és besziirdsonként képez ketté ,,tartalékot”.

Egy n méretii tomb dupldzdsinak a koltsége (mondjuk) n.

o ; s - . "o s/ _ 7 7 AR - " n __
Mire a dupldzésig eljutunk, az el6z6 dupldzds dta ,,gyljtottink” 27 = n
tartalékot, ezt , koltsiik el” a duplazésra!
lgy maganak a dupldzasnak nincs koltsége, kifizettiik elélegként. Az
ezutdni beszirdsé megint 3, stb.

Ekkor pushonként O(1) amortizalt kdltségiink van (minden pushra hdrmat
irunk, ekkor a teljes miiveleti koltséget végig feliilrél becsiiljik).
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Sor két verembdl

Funkciondlis programozasi nyelvekben a(z immutable) lista az alap
adatszerkezet, ami tkp egy verem, konstant idejii push, pop és isEmpty
utasitdsokkal. )

Sor

Visziink két vermet: A és B.

e enqueue(a): A.push(a).
e dequeue: if B.isEmpty while !A.isEmpty B.push(A.pop); return B.pop

push(3), push(5), pop, push(8), pop, push(10), push(12), pop

B i sunh i he by
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Sor két verembdl

Itt is: a push-nal az adott elemhez el6re befizetjiik azt a késébbi koltséget,
mikor majd kivessziik A-bdl és betessziik B-be.

(Egy A.pusht, egy A.isEmptyt, egy A.popot és egy B.pusht fizetiink ki, az
utébbi harom miveletet ,,el6re”.)

A push koltsége tovabbra is amortizdlt O(1).

Most mar a popé is (csak a B.popot kell fizessiik akkor)

Ivdn Szabolcs Dinamikus gréfok I11QaZ |rany|tas VISS: 2016 8sz 6/27



ACM feladatban. ..

Implementaljunk olyan sor adatszerkezetet, amiben az enqueue, dequeue
és min miveletek idSigénye (amortizalt) O(1)!

Az el6z6 szerint
Elég, ha olyan vermet tudunk csindlni, aminek a minimumdt is konstans
idoben le tudjuk kérdezni.

Visziink két vermet, egyet a minimumoknak

Mivel min{a :: A} = min(a, min{A}) (azaz: a minimum kiszamithaté a
verem tetejébdl és a verem maradék részén a minimum értékébdl), ezért:
vigylunk egy B vermet a minimumoknak is

push(a): A.push(a); B.push(min(a, B.top))

pop: A.pop; B.pop

min: B.top

Konstans id6igény. Miikodik minden olyan f aggregalt fiiggvényre, melyre
f(a,S) = g(a, f(S)) valamilyen g kiszdmithaté fliggvényre. (pl.
maximum, Osszeg, elemszdm — igy az &tlagot is le lehet kérdezni pl)
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Recap: probléma

A megoldandé problémadk alakja altaldban:

kiindulunk egy G grafbdl, erre kapjuk utasitasok egy (hosszu)
sorozatdt

egy utasitas lehet insert(u, v), erase(u, v) vagy query(u, v)

az insert beszlrja, az erase torli az (u, v) élt, 6k az update utasitdsok
most: a query(u, v) azt kell megvélaszolja, hogy u-bdl v elérheté-e
most: a grafok irdnyitatlanok (még par masodpercig)

a cslicsok szdma n, az éleké m, a parancsoké g

ha a ,,szokdsos” médon felépitjiik a grafot és mindig ,,from scratch”
djraszamoljuk a queryt, akkor az idéigény updatenként O(1),
querynként O(n+ m)

ha minden update-nél kiszamitjuk és eltaroljuk a tranzitiv lezartat,
akkor updatenként O(n - m), querynként O(1)

be akarjuk [6ni a ketto kozé
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Torlés feszitd erdo-hierarchiabdl

o A G; grafok éllistait is taroljuk. (I,gy be tudjuk jarni hatékonyan az
egy csticsra illeszkedd, adott szintli éleket.)
e insert(i,j): beszirjuk az (i,j) élt, ¢(i,j) := log N.
Ha i és j az Fiog n-nek kiilonbozd faiban vannak, akkor egybe
mergeljiik a két fat és behlizzuk Fiog n-be az (i, j) élt. Ez O(log N)
ido.
@ query(/,j): a két cstics akkor van egy komponensben, ha Fiog y-nek
egy fajaban vannak. Ez O(log n) idé.
o delete(i, j):
o Kivessziik az (i, ) élt (G szomszédségi listdibdl és a G;-k szomszédsigi
métrixaibdl).
e Ha (7,/) nincs benne Fiog n-ben, nincs gond, megyiink tovabb.
e Ha igen, akkor benne van az Gsszes Fy-ben, amire k > £(i,j). Tordljik
ki beldliik.
o Ezek utdn kerestink egy élt, amivel 0ssze tudjuk kotni az i és j fdjat.
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Csere-él keresése

@ Mivel minden Fy egy minimalis fesziterdd, igy £(i,j)-nél kisebb
szinti éllel nem tudjuk Gsszekotni (7, ) helyett a szétes6 fékat.

e Tehdt a k = 4(i,j),...,log N szintii élek kozt keresiink dsszekotd élt,
ilyen sorrendben.

o Legyen T; és T; az i-t és j-t tartalmazé fa Fy-ban lgy, hogy
| Til < [Tjl.
o Mivel eredetileg az invaridns miatt | T;| + | T;| < 2k, igy | T;| < 2k~1.
@ Jarjuk be az Gsszes olyan (x,y) élt, amire x € T; és {(x,y) = k.
e Ha y € T;, akkor adjuk hozza az (x,y) élt a Ty, ..., Tiogn fakhoz és
végeztiink.

o Kiilonben csokkentsiik £(x, y)-t eggyel.
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Csere-él példa

n = 16 cstcs, az élek szintjei egy, kettd, hdrom vagy négy.
A kék komponensek mérete legfeljebb 2, a kék-narancs komponenseké legfel-
jebb 4, a kék-narancs-piros komponenseké legfeljebb 8, stb.
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Vissza az erdokbol torlésre

Tehat: a (kisebb) Ty faban végignézziik az Gsszes k szintli élt.

Ha az él a fan beliil megy: csokkentjiik a szintjét. (Ez élenként log N id6
ET forestben).

Egyébként: behilzzuk az ET forest két faja kozé és végeztiink a torléssel.
Hagyomdnyosan szamolva: egy a torlés koltsége a k. szinten lehet O(e -
log N), ahol e a faban scannelt élek szdma. (Ez soknak latszik, nem jé fels6
korlat.)

Az él szintjének csokkenésével jaré scanneléseket elore kifizetjik az él
beszirasakor!

Az e élt log N szintliként szlrjuk be = kifizetiink a log N koltségli besztirdson
feliil pluszban még log? N koltséget. Igy minden besziirt él log® N , tar-
talékkal” indul.
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Vissza az erdokbol torlésre

Torléskor: a scannelt élek koziil aminek csokkentjiik a szintjét, azt torléskor
nem szamoljuk, hanem az é| dltal a beszdraskor felhalmozott tartalékbdl
vonjuk le.

I/gy szint csokkenéskor ebbdl a tartalékbdl vonunk le log N-t.

Az eredeti log N szintet 1-ig tudjuk csak csokkenteni, annal tovabb nem
fogjuk, ezért a kezdeti tartalék fedezi az ilyen koltségeket végig.

Ha nem csokken a szint, azt a torléshez szamoljuk. Abbdl viszont csak egy
lesz legfeljebb torlésenként, igy a besziirds amortizalt kdltsége O(log? N), a
torlésé pedig O(log N), 6sszesen az update amortizalt koltsége (log? N).
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Iranyitott grafok

@ Ha az input graf iranyitott, tobbé nem elég feszit6 erdét tarolni.

o Elsé 1épésben az erésen Osszefliggd komponenseket fogjuk tarolni,
dinamikusan.

o insert(u, v) esetén komponensek osszeolvadhatnak.
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Inkrementalis SCC

Otlet

@ Minden (u, v) élhez taroljuk azt a t idépontot, amikor (ahanyadik
lépésben) hozzdadtuk a grifhoz.

@ A G; graf: a < t idépontban hozzdadott élek alkotta graf.

e A query(u, v) lekérdezés vissza fogja adni azt a t-t, amiéta u-bdl
elérhetd v (és mondjuk co-t, ha nem érheté el).

o Ezdittal az insert és a delete utasitdsok egy lépésben élek egy
halmazat is hozzdadhatjak / elvehetik egyszerre.
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Inkrementalis SCC

Komponens-erdd

o Nyilvantartunk egy komponenserdd struktirat (Id elézé 4bra)

@ Minden létrejové C SCC-re felirjuk azt a T[C] idépontot, amikor
létrejott

@ Minden Osszeolvadé SCC-re felirjuk azt a parent(C) komponenst,
akibe osszeolvadt

@ Inicializdlas: minden komponens egyelemi, parent ures, létrehozasi
idépontjuk 0

query(u, v) annak a legkisebb idéponti SCC-nek az id6pontja kell legyen,
amelyikbe mar u és v is beletartozik
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Inkrementalis SCC

Szdmok az éleken

@ Minden (u, v) élhez nyilvantartjuk, hogy mikor hoztuk létre:
time(u, v)

@ Tovabba azt is, hogy mikor keriilt u és v ugyanabba a komponensbe:
query(u, v).
o A kettd maximuma: time'(u, v).

o G;: azok az (u,v) élek, akiknek time(u, v) <.

o F;: azok az (u,v) élek, akiknek time'(u,v) = i.

o F; és F; diszjunkt, ha i # j (mert més a time’ érték).
e F; C G; (mert time(u, v) < time'(u, v)).
o F; éleit G; belso éleinek, a tobbit kiilso éleinek hivjuk.
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Belso élek, kulso élek

Tehat G; belsé élei a G; komponensein beliil mennek, a kiils élei pedig
kiilonbozo komponenseket kotnek ossze.

Union-Find strikes again

Az aktualis SCC-inket egy Union-Find adatszerkezetben is taroljuk.

Inicializalas
et =0
F1 =1

o
@ minden v csicsra legyen parent(v) := null, t[v] :=0
o

UnionFind inicializaldsa
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Besziras

insert(E)

t + + (telik az id6)

F: := F: U E (az eddigi kiilsé élek és E élei egyiitt adjdk Fi-t)
Szamitsuk ki az F/ = {(find(u), find(v)) : (u, v) € F;} élhalmazt (a
komponensek reprezentansai kozt menjenek az élek)

Szamitsuk ki ennek a grafnak az SCC-it.

Ha van tobb csiicsii SCC-je ennek a grafnak, akkor ennek hozzunk
létre egy j SCC cslicsot a komponensfaban, kossiik ald az 6t alkotd

komponenseket és mergeljiilk 0ssze ket az Union-Find
struktdrankban.

Az Gj Fi11 legyen a mostani F-bél a (Union-Find szerinti) kiilonbozé
komponensek kozt mend élek halmaza.

|dSigény: O(ma(n)).
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Mikor kertltek egy komponensbe?

Ha a lekérdezés az, hogy az u és v cslicsok hanyadik |épésben keriiltek egy
SCC-be, akkor egy lowest common ancestor problémaval dllunk szemben. }

Lowest Common Ancestor

@ Input: egy T (iranyitott, gyokeres) fa.
o Lekérdezések: (u,v) csticsparok, adjuk vissza azt a w-t, aki ése u-nak
is, v-nek is, de w-nél lejjebb mar nincs ilyen cslics.
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Preprocess time, query time

Preprocess nélkiil egy LCA queryt O(h) id6ében tudunk megvalaszolni, ahol
h a mélyebben levo csiics mélysége.

Preprocess

o Futtassunk a faban egy DFS-t és ahanyszor érintiink egy csticsot
(alulrdl vagy feliilrél), irjuk ki a szintjét.

@ Minden cslicshoz jegyezziik fel a (fentrél) elérési és elhagydsi idejét.

01232321210121210
A:[0,17]
B:[1,9]
E:[8,8]
I:[5,5]
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Ha a két intervallum tartalmazza egymast, akkor a kozos 6s: a cstics a
nagyobb intervallummal.

Ellenkez6 esetben diszjunktak és a kozos 6s a két intervallum kozt érintett
legkisebb szintli cstics lesz.

Range Minimum Query, RMQ

e Input: egy A[L,...,n] tdmb.
o Queryk: [i,/] intervallumok.

@ Output: az intervallum egy legkisebb eleme.
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Preprocess

@ Minden i—re_és 2J-re, amire i + 2 < n, szadmitsuk ki elére az
Ali...i+2 —1] tomb minimumértékét.

o Alapeset: A[i, /] minimuma A[/].

o Indukcié: A[i, i+ 2/ — 1] minimuma A[i,i + 271 — 1] és
Ali + 271 i +2/ — 1] minimuma, az O(1) idé.

o llyen intervallumbdl van O(nlog n).

Query
Az [i...j] intervallum minumum eleme:
o vegyiik a legnagyobb 2% kettd-hatvanyt, ami belefér az intervallumba;
e avalasz Afi,i + 2% — 1] és A[j + 1 — 2k, j] minimuma lesz — konstans
id6.

Tudunk jobbat?
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