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Recap: LCA és RMQ

Lowest Common Ancestor

@ Input: egy T (irdnyitott, gyokeres) fa.
o Lekérdezések: (u,v) csicsparok, adjuk vissza azt a w-t, aki ése u-nak
is, v-nek is, de w-nél lejjebb mar nincs ilyen cslics.

Ilvdn Szabolcs Dinamikus grafok Ep. 1 2016 8sz 2/21



Preprocess

o Futtassunk a faban egy DFS-t és ahdnyszor érintiink egy csticsot
(alulrdl vagy feliilrdl), irjuk ki a szintjét.

@ Minden csiicshoz jegyezziik fel a (fentrdl) elérési és elhagyési idejét.
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Ha a két intervallum tartalmazza egymast, akkor a kozos 6s: a cslics a
nagyobb intervallummal.

Ellenkezd esetben diszjunktak és a kozos 6s a két intervallum kozt érintett
legkisebb szintii cstcs lesz.
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Range Minimum Query, RMQ
e Input: egy A[L,...,n] tdmb.

o Queryk: [i,/] intervallumok.

o OQutput: az intervallum egy legkisebb eleme.

Preprocess

@ Minden i-re és 2-re, amire i + 2/ < n, szamitsuk ki el8re az
Ali...i+2 — 1] tdmb minimumértékét.

o Alapeset: A[i,i] minimuma A[i].
o Indukcié: A[i, i+ 2/ — 1] minimuma A[i,i + 2=t — 1] és
Ali + 271 i +2/ — 1] minimuma, az O(1) idé.

o llyen intervallumbdl van O(nlog n).
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Az [i...j] intervallum minumum eleme:
o vegyiik a legnagyobb 2 kett8-hatvanyt, ami belefér az intervallumba;
o avalasz Afi,i + 2% — 1] és A[j + 1 — 2k, j] minimuma lesz — konstans
ido.
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RMQ: O(n) preprocess, O(log n) query

Preprocess

Iog n

@ Osszuk fel a tombot s =
minimumat: O(n) idé.

hosszi blokkokra, mindnek taroljuk el a

@ A blokkoknak az el6z6 algoritmussal szamoIJuk kiaz, i ési+2k—1.

kozti blokkok minimumjainak minimumjait”.
2
Iognn

e Preprocess erre: O(Iogn log( Iogn)) = O(n) idé.

o Blokkok szama:

Osszesen O(n) preprocess idé.

Query

Az [i...j] intervallum minimum eleme:

@ a teljesen beleesé blokkok intervallumjainak minimuma: O(1)

@ az elmetszett blokkokban egy linear search: O(log n).

Osszesen O(log n) query idé.

v

Ilvdn Szabolcs Dinamikus grafok Ep. 1 2016 6sz 7/21



RMQ: O(n) preprocess, O(log n) query, block size 3

e A zold intervallumba teljesen belees6 blokkok (3,1,2)

o Ezeknek a ,,legnagyobb beférd kettShatvany blokkot atfogd szélsod
ablakok” minimuma (a két zold) — O(1) id6

@ ...plusz a ,,metszett” (piros) blokkokban egy linear search — O(log n)
id6

Ilvdn Szabolcs Dinamikus grafok Ep. 1 2016 8sz



RMQ £1

Linear search a metszett blokkban?

A blokkokon beliili linearis idét akarjuk lefaragni.

o Egy LCA-bdl gydrtott RMQ-ban a szomszédos elemek kozt mindig
+1 a kiilonbség.

@ Ha csak a +/— eldjeleket ismerjlik, abbdl is meg tudjuk mondani,
hogy hol van a minimum egy intervallumon belul!

(1,2,3) — ++ (4,3,2) —» —— (3,4,3) — +—
(2,1,2) — —+ (3,2,3) = —+ (2,3,2) — +—
(3,2,1) > ——

@ Minden tipusra elég egyszer kiszamolni a query tablat.

@ A blokkok Iogn hosszdak — ez csak 23" = \v/n tipus.
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RMQ =1 idoigény

Preprocess

° A 2” darab blokkra a 29 hosszi blokk-intervallumok kiszdmitésa:

O( = 0O(n)
o Egy blokk-tipusra az azon beliili 29 hosszt intervallumoké:
1981 |og 127 — O(log nlog log n) id8
o Az O(v/n) blokk-tipusra ez O(y/n - log nloglog n) = O(n) idé
@ A blokkok tipushoz rendelése faval: O(n) id6

Osszesen: O(n) id8.

IognI g Iogn)

@ A teljesen benne levé blokk-intervallumokon beliil legnagyobb
ablakok-keresés: O(1).

o Az elmetszett sz€ls6 blokkokban beliil szintén egy-egy ablakkeresés:

o(1).
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Altaldnos RMQ?

Az LCA-t meg tudtuk oldani dgy, hogy O(n) idében atkonvertdltuk? a
problémat egy RMQ=1 inputra, amit O(n) preprocess és konstans query
idoben meg tudtunk oldani.

? visszavezettiik”

Vajon az &ltaldnos RMQ-t (amikor nincs £1 feltétel az input tombre) is
meg lehet oldani O(n) preprocess, O(1) query id8ben?

igen! )

Atkonvertéljuk LCA-ra :D J
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RMQ < LCA: Cartesian tree épitése

,,cartesian tree”
aztan egy RMQ query ebben egy LCA.
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Cartesian tree épitése

4 8 3 7 5 9 2 1 6

@ x hozzdaddsa: a jobb legalsé csiicsbdl indulunk felfele
@ ha az aktudlis y cslcs kisebb: x ennek legyen jobb gyereke, done

@ ha nagyobb: x bal gyereke legyen y, haladjunk x eredeti apjaval
tovabb

© 3 o
@ @ a @ @ S
@ ® ® ® ® @
eeeg 99@9@
® @O ® @ ® @O
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Epités idGigénye?

Amortizalt elemzés

@ Mindig a fa jobb ,,gerincén” megyiink felfele

@ Ha valaki kisebb az dj elemnél: aldkétjik O(1) idében jobbra, az (j
elem lesz a gerinc vége

e Kiilonben haladunk felfele O(1) id6ben — de ez a cstics leesik a
gerincrol!

@ Beszlraskor elore kifizetjiik azt a koltséget, amikor a beszlrt cstics
majd leesik a gerincrol

o Egy besziras koltsége amortizalt konstans

o Az egész fa felépitése O(n)

RMQ-LCA

Mindkét probléma O(n) preprocess mellett O(1) query time-ban
megoldhatd.

v
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Még jobb RMQ?

Galaktikus algoritmusok

Gyakorlatban nem biztos, hogy az aszimptotikusan jobb fliggvény tényleg
gyorsabban fut.

e n'% vs 1.0001", n = 100-ra is 10°%° vs. 1.01005 (ha n kb.
hiiszmillié, mar gyorsabb lesz — de arra n'% mar nagyon sok)

@ 6 x10%nvs nlogn

Van értelme tehat a konstans szorzékon is préobalni faragni.

D

A fa egyébként is bonyolult dolog

| . . . _
o Az s = 257 hosszii blokkok minimumaira az nlog n-es algoritmus

rendben van: T[i][j]-be tessziik az A[i...i + 2/ — 1] rész tdmb
minimumanak indexét (mondjuk), azzal, hogy T[i][0] =i és

Tl + 1]-be T[i[j] és T[i +2/ — 1][j] koziil (ha az utébbi létezik)
azt tessziik, amelyik indexen kisebb tombelemet taldlunk

v
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Még jobb RMQ?

A blokkok minimumainak gyors lekérdezését kellene gyorsabban / kevesebb
tarban megcsinalni.

.

Az el6zd algoritmus
o felépitette a blokk Cartesian fajat

@ annak készitett egy (kétszer hosszabb) segédtombot, +1 RMQ-ra

@ ennek a segédtombnek a +-tipusdhoz szamolta ki a (kis)
segédtablazatot.

Cél: ne kelljen fat épiteni J
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Még jobb RMQ?

Ha két (nem feltétleniil £1) blokk Cartesian féja ugyanolyaz, akkor
ugyanaz a tipusuk!

Hiszen a Cartesian fa Euler-bejardsabdl szamoljuk a £1-segédtombot. J

Tehat ha tudndnk a blokkok Cartesian fajaval ,,indexelni”, anélkiil, hogy
megcsinalndnk a fat, meglsznank pl. a kettes szorzét az Euler-bejarasbol
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Még jobb RMQ

A fdra nincs sziikséglink
o A fat egyértelmiien leirja egy {7, +}*-sorozat
o Csak a rightmost path értékeit taroljuk mint egy verem (egy tombben)
@ Ha az aktudlis beszirt érték kisebb: 1 és PoP

@ Amint nem: «

3 (3) 3
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Még jobb RMQ

@ Mivel mindenképp <—-val kezdiink, a <=1, = 0 ad nekunk egy
Iegfeljebb 25 -jegyl bindris szamot, ha s a blokk hossza
@ has= , akkor ez megint /n-féle érték lehet
e igy mmden blokkra faépités nélkiil, csak egy (tombben tarolt)
veremmel ki tudjuk szdmitani a reprezentdns indexet és a ténylegesen
létezd indexekre felépiteni '°g" log =% logn j48ben a sparse tablet
Elény: nincs duplazas, nincs dmamlkus struktL'lra, minden megy tombben,
kisebb a linedris preprocess szorzéja
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@ Lattunk dinamikus grafalgoritmusokat: inkrementalis, dekrementalis, update
time, query time

@ lIrdnyitatlan grafokra inkrementdlis Gsszefiiggbség: O(a(n)) amortizalt
update és query time

o Iranyitatlan grafokra fully dynamic osszefiiggbség: O(log? n) amortizélt
update és O(log n) query time

@ lIrdnyitott grafokra inkrementélis SCC ,,midta érhetdek el egymdasbdl”: O(n)
amortizalt update és O(1) query time

v

Kozben lattunk

@ Amorizilt
idoigény-elemzést

Eulerian Tour forestet
o r remmel
RMQ-t Sort veremme

@ Mester tételt i e
o Piros-fekete fakat  © Cartesian Treet O(1) vermet
o Euler-bejdrist (o), O RN, (HEh:
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