Graf 3 szinezés-> 3 tagu DNF

Legyen adott G = (V,E) graf V = {1 ...n} csucshalmazzal és E € VxV élhalmazzal.

Szinezés:
3 szinnel szinezhet6 ugy, hogy V (i,j) € E-re i és j mas szint kap.

3 tagu DNF:
(Lig A 1y Ao 143) V T, V T3 alaku kifejezés ahol 3 kl6z van vagyolva és a klézon beldl
a literalok éselve szerepelnek.

Otlet:
Legyen minden kléz egy-egy szinosztaly (R,G,B) és barmely két szomszédos cslcs egy
példa amire nem lehet igaz a DNF. rjuk 4t a grafot a példak szerint, ahol a példak azt
jelentik, hogy melyik valtozé milyen értéket fog kapni. Tehat irjuk at a grafot két kilén-
b6z6 halmazza.

S+ halmaz (pozitiv példak, ezekre teljesiilnie kell a DNF-nek):
n = |V| for each v(i) € V-re legyen 0 az i. pozicid értéke, és 1 az 6sszes tobbié tehat
ha 4 csucsu a grafunk, akkor az S+ halmaz a kovetkez6képpen néz ki.

(0,1,1,1)
(1,0,1,1)
(1,1,0,1)
(1,1,1,0)

S- halmaz (negativ példak, ezekre nem szabad teljesiilnie a DNF-nek):
n = |V| for each (i,j) € E-relegyen 0 az i. és a j. helyen és 1 az 6sszes tobbin.
Példa 1:

G + -
v, v, S S
(0,1,1,1)  (0,0,1,1)
(1,0,1,1)  (0,1,0,1)
(1,1,0,1)  (1,0,0,1)
Vs Yy (1,1,1,0)  (1,1,0,0)
Példa2:

Ellista: 1(1.3), (L4), (2.5), (3,5), (4,5)}:

5t = {1}1111. 10111, 11011, 11101, .11].11}]-

5 = {1}1[]11. 01101, 10110, 11010, 111[]1}]-

S halmaz:
Legyen S = ST U S~ ahol St a fent targyalt S+ halmaz és S~ szintén a fentebb megta-

[alhaté S- halmaz.

Allitas:
A graf 3 szinezhet6 akkor és csak akkor, ha az S+ és S- példdk konzisztensek valamely
@ 3 tagu DNF-el.

Bizonyitas egyik oldalrdl (ha G 3 szinezhetd, akkor megadhaté 3DNF ami konzisztens S-el):
Tfh. G 3 szinezhetd. Konstrudljuk meg hozzad az S = halmazt ez el6z6ek szerint. Ezutan
adjunk a szinezéshez egy 3 tagli DNF-et amely konzisztens S-el a kovetkez6képpen:



Minden szinre legyen T,,;0 €8y Olyan kl6z amelyben az adott szinnel ki nem szinezett
csucsok vannak 6sszeéselve, tehat:
C ={R,G,B} és for(cin C) legyen Tc =A;not cotored ¢ Xi
A 3 tagu DNF kifejezésiink pedig legyen a kovetkez6:
TrVvT;VTg

Ha tekintjik a Példa2-t akkor az ehhez tartoz6 DNF az RBBBG szinezéshez az
X3X3X4X5 V X1X5 V X1X2X3X, lesz.
Megmutatjuk, hogy ez a DNF konzisztens az S-el. Megmutathaté hogy S+ halmaz ese-
tén minden példa kielégiti a DNF-et, mivel ahol az i. igazsagérték 0, mindig kielégiti azt
a klozt, amelybe nem esik bele az i, vagyis azt, amelyik szinnel az i. csicsot szineztik.
Az S- halmaz esetén pedig mindegyik példa sérteni fog minden szinhez tartozé kldzt,
mivel ahol ij=0 (az a példa, ami az i-j élt reprezentalja tehdat ahol azi. és a j. komponens
0) sérti az i szinének a klézat mivel tartalmazza a j-t. Sérti a j szinének a klézat mivel
tartalmazza az i-t. Es végiil sérti a harmadik szin klézat is, mert az tartalmazza az i-t és
aj-tis.

Bizonyitas masik oldalrdl (Ha rendelkeziink egy 3 tagu DNF-el ami konzisztens az S halmaz-

zal akkor létezik 3 szinezés, amely az S halmazhoz tartozo grafot helyesen szinezi):
Az i. csucsot szinezzik R szinnel. ha a T;. klézt elégiti ki az i. helyen nullat tartalmazé
példa, szinezziik G szinnel ha a T;-t és B szinnel ha a Tp-t. Egy példa tdbb kldzt is ki-
elégithet igy a szinezés nem mindig egyértelm(ien meghatdrozott, de ez szdmunkra
jelen esetben nem lényeges. Azt kell belatnunk hogy ebben az esetben a szomszédos
csucsok nem lesznek ugyanazzal a szinnel szinezve. Tegyuk fel hogy ugyanazzal van-
nak, ekkor mind az i cslicshoz mind a j csicshoz tartozé S+ beli példa kielégiti ugyan-
azt a klozt. Mivel az i. és j. csucshoz tartozd két pozitiv példa kiilonbozik az i. és a j.
pozicion egymastol, ebbdl kévetkezik, hogy x; és x; (azi. és a j. csucshoz tartozo val-
tozok) nem fordulhatnak el6 az adott klézban sem negélva sem negalatlanul, kilon-
ben a hozzatartozo S+ beli példa sértené a klozt. De ekkor (mivel x;; =x;; x;; —x; nem
szerepel az egyik klézban) az S- halmazban szerepl6 példa ahol i ésj is O, szintén kielé-
gitené és igy a DNF nem konzisztens S-el. Ez ellentmondas tehat bizonyitottuk a masik
oldalt is.



