L
%

s NIV

Ly,
T I .m?l“'{”c,

ZERTIARY,
S,

Eurdpsi Unis
Eurtspsi Sreeidiis
Bl

Rl EEFEXTETES A JOVOBE

SZECHENYI @

o
U g

e,

Tudomanyos és szimbolikus szamitasok,
optimalizalas alkalmazasai

cimi tananyag

Dr. Csendes Tibor — Dr. Vinko Tamas
Szegedi Tudomanyegyetem Természettudomanyi és Informatika Kar

Informatikai Intézet Szamitogépes Optimalizalas Tanszék
2018

A tananyag az EFOP-3.5.1-16-2017-00004 palyazat tamogatdsdval késziilt



Tudomanyos €s szimbolikus szadmitasok,
optimalizalas alkalmazasai

Csendes Tibor — Vink6 Tamas

2018. szeptember 30



Tartalomjegyzék

Jelolések
Bevezetés az 1. részhez

1. Aritmetika

I.1. Adatdbrdzolds . . . . . . . . . .
1.2. Aritmetikai algoritmusok . . . . . . ...
1.3. Néhdny érdekes megvallsitds . . . . . . . . . . ..o Lo
1.4. Legnagyobb k6z0s 0Sztd . . . . . . . . . . . ..
1.4.1. Algoritmus egész szdmokra . . . . . . . . .. .. oL o
1.4.2. Algoritmus polinomokra . . . . . . . ... ...
1.4.3. Kiterjesztett euklideszi algoritmus . . . . . . . ... ... ... .........
1.4.4. Euklideszi algoritmus kdltsége . . . . . . . .. .. ... oL,
1.5. Tovdbbi megjegyzések . . . . . . . . . . .
1.6. Feladatok . . . . . . . . . . .

2. Nagypontossagu aritmetika
2.1. Kongruencidk . . . . . . . ...
2.2. Kinai maradéktétel . . . . . . . ...
2.3. Nagyméreti linedris egyenletrendszerek pontos megolddsa . . . . . ... ... .....
24. Ismételtnégyzetreemelés . . . . . . . . ... L e
2.5. Néhdny érdekesprobléma . . . . . . . . . . ..o
2.6. Feladatok . . . . . . . . . . e

3. Gyors aritmetika

3.1. Nagy szdmok szorzdsa . . . . . . . . . o .. e

3.1.1. Implementdcid . . . . . . . . . . L

3.1.2. Karacubaagyakorlatban . . . . . ... ... ... ... ... .
3.2, Nagy matrixok SZorzdsa . . . . . . . . . ... o e e
3.3. Midtrixok invertdldsa . . . . . .. L.
34, SzAMOK OSZEASA . . . . . . . . Lo
3.5. Barrettredukcid . . . ...
3.6. Feladatok . . . . . . . . .

4. Miiveletek polinomokkal
4.1. Alapfogalmak . . . . . . . . . . . .
4.2. Polinomok kiértékelése - Horner médszer . . . . . . . . . ... .. ... ... ... ..
4.3. Polinomok kiértékelése - prekondiciondldssal . . . . . . . .. ... ..o
4.4, Tabellazds . . . . . . . . e

10

13
13
13
15
16
16
17
17
18
18
19

20
20
21
24
25
26
27

28
28
29
30
30
31
32
33
34



45.

4.6.

Polinomok szorzdsa . . . . . . . . ... e e
4.5.1. Véges Fourier-transzformalt . . . . . ... ... ... ... .. .........
Feladatok . . . . . . . . . . e

. Polinomok gyokeirol

5.1
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.

6.1.
6.2.
6.3.

6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.

7.1.
7.2.
7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

8.1.

8.2.

Sturm tétel . . . . .. e e e e
Tovébbi korlatok polinomokra . . . . . . .. ... ... .. ... ... ... .
Laguerre médszer . . . . . . . . ..
Rezultdnsok . . . . . . . . . . e
Grobner bazisok . . . . . . L. L e e e e e
Feladatok . . . . . . . . .

. Primtesztelés

Alapfogalmak . . . . . . . . ... e
Szitamodszer . . . . . ... e e
Fermatkistétele . . . . . . . . . . . . L
63.1. Alprimek . . . . . . ...
6.3.2. Algoritmus a Fermat kis tétele alapjan . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
6.3.3. Carmichael szdmok . . . . . . . . . . .. ..
Miller-Rabin teszt . . . . . . . . . . . L
Mersenne primek . . . . ..o
AKS algoritmus . . . . . ...
Nagyméretli primszdmok generdldsa . . . . . . . . .. . ... ... oL,
Feladatok . . . . . . . . .

. Primfaktorizalas

Legnagyobb primtényez8 . . . . . . . . . ...
PrimtényezSk szdma . . . . . . . . ...
Primfelbontds . . . . . . . ..
7.3.1. Probalgatdsos 0Sztds . . . . . . .. ..o
7.3.2. Pollard-féle Monte Carlomédszer . . . . . . . . ... ... ... ... ...,
7.3.3. Fermat-faktorizdcié . . . . . . . . . . .. L
7.3.4. Euler-faktorizadcid. . . . . . . . ...
Faktorizdl6 algoritmusokrdl . . . . . . . ..o
Tovédbbi megjegyzések . . . . . . . . .
7.5.1. Szemiprimek . . . . . ...
7.5.2. Ikerprimek . . . . . . ...
Feladatok . . . . . . . . e

. Titkositas, véletlenszamok

Titkositds . . . . . . . e
8.1.1. Cézar-rejtjel . . . . . . . . . .
8.1.2. Ome-timepad . . . . . . . . . . e
Véletlenszdm generdlds . . . . . . . . ...
8.2.1. Véletlenszamok el6allitasa kiils6 eszkozok felhasznalasaval . . . . . . . . . ..
8.2.2. Neumann négyzetkOzép . . . . . . . . . . . ...
8.2.3. Linedris kongruencidk . . . . . . . ... . L. Lo
8.2.4. Mersenne tWister . . . . . . . ... u i e e e e e e e e e
8.2.5. Statisztikai probdk . . . . ... Lo e
8.2.6. Tovabbi megjegyzések . . . . . . . . . .. ...

44
45
46
47
48
49
50

52
52
52
53
53
53
54
55
56
57
57
58

60
60
60
61
61
62
64
64
65
66
66
66
66



8.3. Feladatok . . . . . . . . . . e 74

9. Polinomok faktorizalasa 76
9.1. Felbontdsmodulop . . . . . . . . . . e 76
9.1.1. Berlekamp algoritmus . . . . . .. ... ... oL oL 79
9.1.2. Példa . . . . . . . 80

0.2, Feladatok . . . . . . . . . e 82
10. Programkonyvtarak 84
10.1. BLAS . o e 84
10.1.1. Valtozatok . . . . . . . . . . e 85

10.2. GNU kOnyvtarak . . . . . . . o o o e e e 85
10.2.1. GSL . . . o o e 85
10.2.2. GMP . . . 85
10.23. MPFR . . . o e 86

10.3. Tovabbi fiiggvénykonyvtdrak . . . . . . . . . . ... L 86
103.1. MPFQ . . . . . . e 86
10.3.2. FFTW . . . o e 86
1033, NTL . . . . o e 86
103.4. FLINT . . . . o e 87
10.3.5. BOOSt . . . . o e e e e 87
103.6. CLN . . . o e 87

10.4. Scipy ésNUMPY . . . . . . . . o e e e e e e e e e 88
10.5. Rendszerek . . . . . . L. 88
10.5.1. PARI/GP . . . . . o e 88
10.5.2. SageMath . . . . . . ... 88

10.6. Online anyagok . . . . . . . . . . . . L 89
10.6.1. NISTDLMF . . . . . . 89
10.6.2. Wolfram Functions . . . . . . . .. ... ... . L 89
10.6.3. ESEDDMF . . . . . . . . 89
10.6.4. Interval Computations . . . . . . . . . .. ... L e 90
10.6.5. OEIS . . . . . e 90

10.7. Feladatok . . . . . . . . . e 90
El6sz6 a I1. részhez 92
11. Alapfogalmak 93
11.1. Intervallum matematika . . . . . . . . . . ... .. 94
11.1.1. Intervallum-aritmetika és a befoglal6 fiiggvények . . . . .. ... ... ... .. 94
11.1.2. Intervallum-felosztdsi algoritmus . . . . . .. . ... ... ... ... ..... 98
11.1.3. Intervallumos Newton médszer . . . . . . .. ... .. ... ... ... .... 99
11.1.4. PEIdAK . . . . . . . o e 100

11.2. Automatikus differencidlds . . . . . . . . . ... ..o 102
11.2.1. Derivaltak a szdmitégépeken . . . . . . . . .. . ... L L. 102
11.22. AzGtlet. . . . . L L o e 104
11.2.3. Kiterjesztések. . . . . . . . . . ... 104
11.2.4. Az automatikus differencidlds két valtozata. . . . . . . .. ... ... ... ... 105
11.2.5. Mivelet- és tarigény. . . . . . . . . . .. 106
11.2.6. Az automatikus differencidlds veszélyei. . . . . . . . . .. ... ... .. .... 106
11.2.7. Az automatikus differencidlds implementalasa. . . . ... ... ... ... ... 107

4



11.3. Ellen6rz6 kérdések és gyakorld feladatok . . . . . .. ... ... oL

12. A hatizsak feladat

12.1. A hétizsak feladat megoldésa teljes leszdmoldssal . . . . . . .. . ... ... ... ...
12.2. A hatizsék feladat megolddsa kozvetett, implicit leszdmoldssal . . . . . . ... ... ..

12.3. Kapcsol6do feladatok . . . . . . .

12.4. Ellen6rz6 kérdések és gyakorl6 feladatok . . . . . . . ... . ... ... ... .....

13. Az utazé iigynok feladat

13.1. Az utaz¢6 ligynok feladat heurisztikus algoritmusai . . . . . . . . ... ... ... ....
13.1.1. A tdvolsdgvektor szerepe a heurisztikdkban . . . . . . .. ... ... ...
13.1.2. A heurisztikus algoritmusok hatdsossdga vizsgalata . . . . . .. ... ... ...

13.2. Az utaz6 iigynok feladat megolddsa Matlabbal . . . . . . . .. ... ... ... .....

13.3. Ellen6rz6 kérdések és gyakorld feladatok . . . . . . . ... ..o

14. A szabasi feladat

14.1. Az oszlopgenerdlds médszere a szabdsi feladatra . . . . . . ... ... ... ......

14.2. Heurisztikak a szabasi feladatra . .

14.3. Ellen6rz6 kérdések és gyakorld feladatok . . . . . . ... ... o000

15. Halézati problémak
15.1. A legrévidebb ut probléma . . . .
15.2. A maximalis folyam probléma . .

15.3. A Ford-Fulkerson eljards a maximadlis folyam meghatdrozdsdra . . . . . . ... ... ..

15.4. Projektek litemezése, CPM . . . .

15.5. Program kiértékelés és feliilvizsgalat, PERT . . . . . . ... ... .. ... ... ....
15.6. Ellen6rz6 kérdések és gyakorl6 feladatok . . . . . . ... . ... ... ...

16. Sztochasztikus programozas
16.1. Az Gjsdgarus probléma . . . . . .

16.2. A folytonos keresletli 4jsdgarus probléma . . . . . .. ... ... .. ... .. .....
16.3. Ellen6rz6 kérdések és gyakorl6 feladatok . . . . . . ... . ... ... ... ...

17. Gradiens médszer
17.1. Konjugdlt gradiens moédszer . . .

17.2. Ellen6rz6 kérdések és gyakorl6 feladatok . . . . . . . ... ... ... .. .......

18. A Kkorlatozas és szétvalasztas modszere
18.1. Korpakolasi feladatok . . . . . . .

Targymutato
Magyar-angol szoszedet
Fiiggelékek

A. Tematika

B. Mintafeladatok a dolgozatokhoz
B.1. A tudasfelmér6 dolgozat feltételei

111
111
112
114
115

118
122
123
124
126
127

129
130
133
135

136
136
137
138
141
146
149

151
152
155
156

157
159
162

164
167

169

169

171

171

173



C. Bevezetés a MATLAB hasznalataba
Aritmetikai miiveletek és fliggvények . . . . . . .. ... L
Miveletek matrixokkal . . . . . . . . ...
Megjelenités . . . . . . . . L. e e
Programok, ciklusok, vezérlés . . . . . . . . . ..

D. Az esszé, illetve kitelez6 program kivetelményei, témak
E. Egy minta esszé

F. Az eloadas foliai
COTA L

© N U AW~
@]
-
o

G. Kiegészité szorgalmi feladatok

H. A 2002-es SIAM numerikus verseny feladatai
I. A standard normalis eloszlas tablazata

J. Kotelezo program témak

Irodalomjegyzék

177
177
179
181
182

186

191

206
206
216
225
233
241
251
260
268
274
280
288
293

301

303

305

306

311



A tananyag az EFOP-3.5.1-16-2017-00004 pdlydzat tamogatdsdval késziilt.



Jelolések

Itt a legfontosabb, szinte mindig a megadott formdban hasznélatos jeloléseket adjuk meg, de ezektsl
helyenként — ahol a targyalds ezt megkoveteli — eltérhetiink.

AD automatikus differencidlds

« intervallum sorozatok konvergencia rendje

c(X) a kozponti alak alappontja az X intervallumban

f(zx) a célfiiggvény

f(X) a célfiiggvény értékkészlete az X intervallumon

F(X) a célfiiggvény befoglald fiiggvénye az X intervallumon

F'(X) az egyvaltozos fiiggvény deriviltja befoglalé fiiggvénye

f(x*) a globdlis minimum értéke

f intervallumos optimalizdldsi moédszerben a globdlis minimum aktudlis fels6
becslése

gi(x) egy feltételi fiiggvény

H(z) a célfiiggvény Hesse-madtrixa

H(X) a célfiiggvény Hesse-matrixa befoglal6 fiiggvénye

I a kompakt intervallumok halmaza

Ik az n-dimenziés kompakt intervallumok halmaza

m(X) az X intervallum kozéppontja

Vf(x) a célfiiggvény gradiense

R a valés szdmok halmaza

R™ az n-dimenzids valds vektorok halmaza

Ty, .. valtozok

X,)Y,..., A B,... intervallumok vagy matrixok

X, X az X intervallum alsé és felsd korldtja, X = [X, X]

¥ a globdlis minimumpont

w(X) az X intervallum szélessége



I. rész

TUDOMANYOS ES SZIMBOLIKUS
SZAMITASOK



Bevezetés az 1. részhez

” 2

Kezdjiik egy egyszeriien tind kérdéssel, mit jelent a kovetkezd kifejezés:
42

A kérdés persze nem pontos, talan inkabb az lenne a jobban idevagé valtozat, hogy milyen (programo-
z4si nyelvekbdl jol ismert) tipust a kifejezés. Az esetek tobbségében a vélasz: ’egész szdm’. Lehet
azonban raciondlis szdm, valés szam, egy egész szdm modulo m (ahol m>42), stb.

Miért fontos ezt lerogziteniink? Egy halmaz elemein végzett miivelet fiigghet attdl, hogy mi az alap-
halmaz. Példdul 42/13 nem definiélt az egészek halmazan, viszont igen a valés szdmokon. Valamint
szamit a szamitdégépes reprezentacio is:

e a diszkrét halmazokat 4ltaldban teljes pontossaggal tudjuk dbrézolni,
e mig a folytonosakat csak kozelitdleg vagy implicit médon (szimbolikusan).

A hagyomdnyos numerikus kurzussal ellentétben, ahol lebeg6pontos szdmokkal végeztiink kozelitd
szamitasokat, itt leginkabb kifejezésekre, algebrai objektumokon végrehajtott eljarasokra koncentralunk.

Tipikus algebrai szamitasok Bar a jegyzet az itt folsorolt témakorok csak egy részét fedi le, a kovet-
kez0k tartoznak ide: tetszdleges pontossdgu aritmetika, nincs kerekités, szimbolumokkal és viltozékkal
vegyesen szamolunk, (matematikai értelemben vett) fiiggvényekkel szamolunk, kifejezések atalakitisa
(lehetdleg automatikusan), és szimbolikus miveletvégzés.

Matematikai objektumok abrazolasa
A kovetkezd szinteket kiillonboztetjiik meg:

1. szint: az objektumok szintje, ahol ha matematikai értelemben azonosak a kifejezések, akkor nincs
megkiilonboztetés

e 24 2ésa3d-3 — 5ugyanaz az objektum (szdmokon)
o (z+1)%(x—1)és2®+ 2% — 2 — 1 ugyanaz (polinomokon)
2. szint: forma szintje, ahol eltér6 dbrdzoldst megkiilonboztetjitk

7 2z

3. szint: adatstruktira szintje, ahol pedig a memdria-tarolasban eltérd abrazoldsokat tekintjiik kiilon-
bozbknek

o példaul az 23 + 22 — 2 — 1 polinom esetén ez torténhet az egyiitthatok tombjével, vagy
lancolt listajaval

10



Alapmiiveletek végrehajtasa

Az aritmetikai algoritmusok implementaciéja és végrehajtdsa alapvetSen két, egymdstol kiilonbozé kon-
textusban torténhet: numerikusan vagy szimbolikusan. Az aldbbi tdbldzat néhany érdekes aspektust
mutat arra vonatkozdan, hogy ez a két megvaldsitas valéban kiillonbozik egymadstdl:

numerikusan szimbolikusan
koltség olcsd, éltaldban pontatlan driga, mindig pontos
véalasz gyakran ad is valamilyen vdlaszt gyakran nem ad valaszt
zérusok a zérusok nem speciélisak a zérusok gyakran egyszer(sitenek
z€rus detektilds elég pici a szdm? a kifejezés ekvivalens a 0-val?

Szamitasi tarrobbanas

Az algebrai algoritmusokndl fontos a tarigény vizsgélata is. Szdmitdsi tarrobbands expression swell
Ennek illusztracidjaként szamitsuk ki egy 9 dimenzidés Hankel matrix sajatértékeit.

H;;=H; 1,11

(a numerikus kurzuson megismert Hilbert matrix ennek egy specidlis esete)
A matrix 9 dimenziéban gy néz ki:

-1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1

A karakterisztikus polinomja, amelynek gyokei a métrix sajatértékei:
A X8 — 40AT — 2400 4 24005 + 144)%,
ami 4tirhat6 szorzat alakban:
MO 6) (A — 523 — 10A% 4 36X + 24)
ami alapjan megéllapithatjuk, hogy a 0 négyszeres gyoke, —6 egyszeres gyoke, valamint van még egy

negyedfoki tag, ami tovdbbi 4 sajtértéket eredményez. A negyedfoki polinomok gyokeit meg tudjuk
hatdrozni, hiszen van rd megoldéképlet. Az egyik gyok a négy koziil:
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2/3 3
8 (3142 + 18i\/8()71) +155 /3142 + 18iV8071 — + 1856

5/4 +1/12V3 -
3142 4 188071

SR pm— 2/3
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/3 /
il 424181 8()71) +155 3142418 iv/807141856
\/ 3142 + 18 i/8071

{/51424—18 V8071

ahol bosszanté médon még a legjobb igyekezetiink ellenére sem tudjuk igy megjeleniteni a képletet,
hogy az teljes egészében latszédjon. Nyilvanvaléan ha numerikus megoldast keresiink, akkor nincs
ilyen probléma.

Heurisztikak, valdsziniiségi modszerek

A jegyzetben tobb olyan algoritmust is bemutatunk majd, amelyek valdszin(iségi alapon adnak vélaszt.
Ennek motivicidja a szokdsos, a tarigényt és a futdsi id6t szeretnénk csokkenteni. Az ilyen tipusu
eljarasokat alapvetden két csoportba osztjuk:

1. Monte Carlo médszerek:
e arossz valasz pozitiv valdszintiségii
2. Las Vegas médszerek:

e soha nincs rossz valasz, de lehet, hogy nempolinomiélis ideig fut
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1. fejezet

Aritmetika

1.1. Adatabrazolas

Egész szamok Az egy gépi sz6ban dbrazolhaté szamokat egyszeres pontossagu egészeknek nevezziik.
Ezek helyiértékes dbrazolasa:

k—1
n=>» dB BecZB>1dcl
=0

alakd, amelyet praktikusan igy taroljuk: [dod; ...di—1]. Ez a tdrolas torténhet példdul lancolt listdban
vagy csak siman egy tombben.

Az egész szamok mdsik lehetséges dbrdzoldsa a moduldris dbrdzolds, ahol egyszeres pontossagu,
paronként relativ primek moduldris képeként ugyancsak lancolt listdban vagy tombben tarolunk. Err6l
részletesebben a 2. fejezetben lesz sz6.

Az adatstruktira megvdélasztasa befolyasolja az aritmetikai algoritmusok sebességét:

e az Osszeadds, kivonds és szorzds gyorsan megy a moduldris aritmetikdban — ahogyan ezt majd
latni fogjuk a 3. fejezetben;

e az oszthat6sagi kérdések azonban a helyiértékes abrazolas esetén végezhetdek el hatékonyabban.

Racionalis szamok A racionalis szamokat egész szamok parjainak tekintjitk: szamldlo és nevezo for-
mdban tdroljuk. Célszerl a legnagyobb kozds osztéval (a legnagyobb kozos osztérdl a fejezet végén

” 2

lesz sz6) egyszer(sitett dbrazoldst valasztani. A szam elGjele a szamlal6 elgjele.

Polinomok A fentiek alapjan itt els6sorban raciondlis egyiitthatés polinomokrél van szd, amelyek
azonban lehetnek tobbvaltozdsak is. Kétféle dbrdzolds hasznélatos:

e faktorizdlt dbrdzolas, pl (22 + 1)(y — 1)

e vagy kiterjesztett abrazolds, pl 2%y — 2 +y — 1

1.2. Aritmetikai algoritmusok
Ebben a szakaszban az aritmetikai miiveletek algoritmikus végrehajtasat targyaljuk. Részletesen csak az

egész szdmokra vonatkoz6 miveleteket nézziik meg, majd réviden kitériink a polinomokra vonatkozé
algoritmusokra is.
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Egész szamokra Lényegében mintha kézzel szdmolnank, csak a szimrendszer alapja lehet mas.

o Az Osszeadas miveletigénye O(n).

e A szorzds O(nm) miveletigényd. A 3. fejezetben latjuk majd, ezt be lehet gyorsitani. Megje-
gyezziik tovabb4, hogy specidlis esetekre is 1éteznek megolddsok, mint péld4ul

— akét szam koziil az egyik sokkal kisebb, mint a mdsik

— négyzetre emelés

s 2

— konstanssal torténd szorzas (amikor ugyanazzal a konstans taggal tobb alkalommal is szor-
zunk)

e Az osztds pedig O(n(m + 1)) miveletigényli. Megjegyezziik, hogy az eredmény a két egész
hényadosa és a maradék egyiitt. Erdekes médon sok programozasi nyelvben ez a két miivelet két
kiilon utasités.

Erdemes még megjegyezni, hogy egy N egész szdmra a gyokvondst az L\/N | alakban értelmezziik,
tehdt az a legnagyobb olyan egész szdm, amely kisebb vagy egyenld, mint N négyzetgyoke.
Tovabba fontos miivelet még a szamrendszer atvaltd (példaul tizesbdl kettesbe).

Polinomokra Polinomok esetében az Gsszeadas és szorzds lényegében ugyanigy megy, mint egész
szamok esetén, csak a helyiértékek szerepét itt a hatvanytagok veszik at, rdadasul az atvitelre nem kell
tigyelni.

Egy p(z) polinom fokszdmadt a deg(p) jeloli. Két (raciondlis egyiitthatds) p(x) és g(x) polinomra,
ahol deg(p) geq deg(q) definidljuk a quot(p, ¢) hanyadost és rem(a, b) maradékot dgy, hogy

p(x) = quot(p, q) - ¢ + rem(p, q),
ahol 0 < deg(rem(p, q)) < deg(q).

Kapcsolat a polinomok és az egész szamok szorzasa kozott Tegyiik fel, hogy 6ssze akarunk szo-
rozni a p(z) és ¢(x) nem-negativ egyiitthatos polinomokat, amelyek n-nél kisebb fokszamuak, és az
egyiitthatéik felss korlatja K. Vegyiik most X = 8% > nK? a (3 alapra és szorozzuk dssze a a = p(X)
és b = q(X) egészeket, amelyeket a p és r polinomok x = X helyén vett kiértékeléssel kapunk. Ha
most 7(z) = p(x)q(x) = 3. c;zt, akkor vildgos, hogy 7(X) = 3" ¢; X*. Mivel ¢; < nK? < X, ezért a
¢; egyiitthatok leolvashatdak az r(X')-bSl. Példaként tekintsiik a

(62° + 62 + 423 + 9% + 2 + 3) (T2 + 23 + 222 + 2+ 7)
szorzést, ahol tehét a fokszdm n = 6-ndl kisebb és az egyiitthatok fels6 korlatja K = 9. Vehetjiik most
X =10 > nK?, és végrehajtjuk az egész szorzdst
6 006 004 009 001 003 x 7 001 002 001 007 = 42 048 046 085 072 086 042 070 010 021,
ahonnan leolvashatjuk, hogy
4237 + 482® + 4627 + 852° + 722° 4 862" + 422° + 702* 4 102 + 21

a végeredmény. Megforditva, tegyiik fel, hogy 0ssze akarunk szorozni két egészet a = Zogi <n @if3i €s
b =) 0<j<nbiBj. Végezzik el a polinom szorzdst a p(x) = > ;. ai%i €s q(x) = 20§j<n bjx;
hogy megkapjuk ab értékét. Megjegyezziik, hogy az r(z) egyiitthatéi nagyobbak is lehetnek, mint
B3, s6t akdr nB3? értékig is mehet. Példdul a = 123,b = 456, és § = 10, kapjuk, hogy p(z) =
2242243, q(x) = 42°+52+6, és aszorzatuk r(z) = 4ot +13234+2822+272+18, és r(10) = 56088.
Ezek a példak tehit jol ravildgitanak a polinomokkal és az egészekkel végzett miiveletek anal6gidjéra,
valamint mutatjak annak korlatait is.
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1.3. Néhany érdekes megvalositas

Ebben a szakaszban bemutatunk néhany, az alapmiveletekre vonatkozé érdekes implementéacidt. A
példak tekinthet6k programozasi gyakorlatnak is, nagyon tanulsdgosak.

Két elgjel nélkiili egész szam szorzasa. A feladat természetesen gy érdekes, hogy nincs megen-
gedve az Osszeadds haszndlata. Ahelyett: bitmiiveletek a megengedettek, és természetesen lehet ciklus
utasitdsokat haszndlni.

multiply_no_operator (x, y){
sum = 0;
while (x) {
if (x & 1) sum = add_no_operator (sum, Vy);
x >>=1; y <<= 1;
}

return sum;

add_no_operator (a, b) {

sum = 0;

carryin = 0;

k =1;

temp_a = a; temp_b = b;
while (temp_a || temp_b) {

ak = a & k;
bk = b & k;

carryout = (ak & bk) | (ak & carryin) | (bk & carryin);
sum |= (ak ~ bk » carryin);

carryin = carryout << 1;

k <<= 1;

temp_a >>= 1;
temp_b >>=1;
}

return sum | carryin;

Két egész szam osztasa. Szamitsuk ki az z/y értékét tgy, hogy csak Osszeadds, kivonds és eltolds
miiveleteket hasznalhatunk.
Az otlet, hogy hasznaljuk az alabbi rekurziot:

r )0, ha x <y,
1+ ﬂ”y;y kiilonben.

Y
Ez nagyon hasznos képlet, viszont rekurziv hivdsként implementdlva, amennyiben a két szdm kiilonb-
sége nagyon nagy, akkor til sok 1épést végez az algoritmus, és konnyen betelhet a verem. Ezért érde-
mesebb a

T 0, haz <y,
Yy

- 2k+x_T2ky kiilonben

képletet hasznélni, ahol k az a legnagyobb érték, amelyre 25y < z. Ilyenkor a 2¥y értéke szamolhat6 y
szam k darab balra léptetésével.

15



Szorzas és kivonas csak osszeadassal. A feladatunk, hogy irjunk eljarast a szorzds és a kivonds m-
veletekre ugy, hogy csak az 6sszeadds operdtort hasznalhatjuk.

A kivonds viszonylag egyszert, ha kihasznéljuk, hogy a —b = a+(—1)b, és alkalmazzuk a kovetkez
eljarast, amely egy a szdmot negal:

neg = 0
d=a<0?2?1:-1
while (a !'= 0) {
neg += d
a += d

}

return neg

Vegyiik észre, hogy itt arrdl van szd, hogy kihasznéljuk a tdlcsorduldst, amikor egy pozitiv szdmbol
negativ lesz.
A szorzashoz pedig ismételt 6sszeaddst haszndlhatunk, amely persze lassu, de miikodik.

1.4. Legnagyobb kozos 0szto

A négy alapmiivelet mellett taldn az egyik legfontosabb mivelet a legnagyobb kz0s osztd. A jegyzetben
elsésorban egész szamokra hasznéljuk majd, de a fogalom természetesen értelmezhetd (egyvaltozos)
polinomokra is: ebben az esetben a legmagasabb fokszamu kozos 0sztét keressiik.

Jelolése: d = (a,b), vagy d = Inko(a,b), valamint haszndlatos még a d = gcd(a, b) jelolés is
(greatest common divisior).

Ha d = 1, akkor azt mondjuk, hogy a és b relativ primek.

Kapcsol6do fogalom: legkisebb kozos tobbszords. Ennek jelolése és kiszdmitédsa: [a, b] = ab/(a, b).

1.4.1. Algoritmus egész szamokra

Lassuk a tobb, mint 2000 éves algoritmust. Legyen az input két egész szdm: ag > a;. Szamitsuk ki a
kovetkez6 maradékos osztds sorozatot:

ap = qa;+az (az <ap)
a; = (@oa2 + as (a3 < CLQ)
ap—1 = qrag+apr1 (apg1 < ag).

Amennyiben a1 = 0 teljesiil, akkor alljunk meg.
Fontos megjegyzés, hogy a (q1, . . ., gk, ax) sorozatot az ag, a1 hdnyadosvektordnak nevezzik.

Tomorebb pszeudokdd véltozat (itt is foltessziik, hogy a > b):

while (b !'= 0) {
r = rem(a, b)
a=>
b =r

}

return a

A fenti kédban haszndlt rem (a, b) eljards az a-nak a b-vel vett osztdsdnak maradékat adja vissza.
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1.4.2. Algoritmus polinomokra

Az euklideszi algoritmus természetesen miikddik polinomok esetében is. Ugyanigy, mint az egész
szamokra, itt is teljesiil, hogy
Inko(p, ¢) = Inko(g, rem(p, ¢))

A pszeudokdd egyébként pontosan megegyezik az egész szamokra megadott koddal azzal a kiegészités-
sel, hogy a feltétel ebben az esetben a fokszamra vonatkozik: deg(a) >deg(b).
Példa. Hatdrozzuk meg a

px) =2 +2° - 32" — 3% 4822 + 20+ 5

q(z) = 325 + 52 — 42? — 9z + 21

polinomok legnagyobb kozos osztéjat. A kovetkezékben csak az r maradékpolinomokat adjuk meg,
amelyek tehat

1 1
rn = 7§$4+§$2*§
17 441
2= Ty Tt e
. _ 233150 102500
57 76501 2197
. 1288744821
1T 543589225

A két megadott polinom tehat relativ prim.

1.4.3. Kiterjesztett euklideszi algoritmus

A fentiekben bevezetett hanyadosvektor felhasznalhat6 arra, hogy a kiterjesztett euklideszi algoritmust
definidljuk, amelynek végrehajtasaval az

Inko(agp,a1) = vg - ap + v1 - a1

alakot tudjuk el6allitani. Vegyiik észre, hogy itt a legnagyobb kozos osztot, mint a két szdm linedris
kombindcidjat {rjuk fel. Megjegyezziik tovdbbd, hogy a vy és vy értékeket a moduldris algoritmusokndl
(a 2. fejezetben) majd még felhasznéljuk. Az algoritmus megaddsdhoz definidljuk a kvetkez6 matrixot:

0 1
w0 1),

Ekkor felirhatjuk a kdvetkezd 0sszefiiggést:

()= 2)

i1 a;

< i ) = M; My -...- M <“0>.
i1 a1

Innen kapjuk, hogy

Az M;-M;_1-...- M métrix szorzata qy, . . . , g; sorozat meghatdrozdsival egyiitt szdmolhatd. Legyen
most (0 0
7 K3
U U
Mi-Mi_l-...~M1:<%i1) %5)
Ugp Uy
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Ekkor i i
ap = ugl)ao + u§2)a1,

27z

tehdt 1ényegében a vg és vy értékek egyfajta melléktermékek, amelyekbdl tehat el6all az
Inko(ag,a1) = v - ag + v1 - a1

alak, amit kerestiink.

1.4.4. Euklideszi algoritmus koltsége

Azt, hogy két egész relativ prim, polinom id6ben el tudjuk donteni. Legrosszabb esetben n darab osz-
tas kell (1dsd lentebb). Hagyomdnyosan egy osztds O(n?)-be keriil, ezért a teljes koltség O(n?) lesz.
Ugyanakkor lehet gyorsabban is osztani (ahogy azt tanuljuk is majd késébb), akkor O(n? logn) a kolt-
ség.

Végezetiil megjegyezziik, hogy amennyiben ismerjiik a primfelbontdsokat, akkor konnyd a legna-
gyobb k6z0s 0szt6 kiszamitdsa.

1.5. Tovabbi megjegyzések

Legrosszabb eset. Lamé tétele 1845-bdl: legyenek n > 1, és u > v > 0 olyan pozitiv egészek, hogy
az u-ra és v-re elvégzett euklidészi algoritmus pontosan n osztasi 1épést tartalmaz, tovdbba u ezen beliil
a lehet6 legkisebb. Ekkor u = Fj,42,v = Fj, 11, amely nem mas, mint két egymast kdveté Fibonacci
szam. A Fibonacci szdmok rekurziv definicidja: Fy =0, F} = 1és F,, = Fi,_1 + Fj,—o.

Tobb szam legnagyobb kozos osztéja. Haaz ug, ..., u, egész szamokra akarjuk a legnagyobb k6zos
osztot kiszamitani, akkor a kovetkezo rekurziot kell alkalmaznunk:

Inko(uy, ..., u,) = Inko(uy, Inko(u, . .., uy))

Relativ primek gyakorisaga. Dirichlet tétele ad egy benyomast a relativ primek el6fordulasanak gya-
korisdgardl. Ha u és v véletlen egészek, akkor annak a valdszintisége, hogy Inko(u,v) = 1 az

6
— ~ 0.60793.
™

Ez az eredmény azért relevédns, mert amikor tobb szdm legnagyobb kdzds osztdjat szamitjuk, akkor ezen
eredmény szerint gyakran gyorsan végezhetiink (azzal az eredménnyel, hogy 1 a keresett érték).

Binaris Inko. Az algoritmusnak 1étezik egy valtozata, amelyben nincs sziikség osztds miiveletre, ha-
nem csak kivondsra, paros/paratlan ellendrzésre, €s shift (paros szam bindris eléallitdsanak jobbra tolasa,
azaz felezése) miveletre.

Az algoritmus pszeudokddja az alabbi.

Bemenet: a, b pozitiv egészek

Kimenet: g és d egészek ugy, hogy g paratlan és lnko(a, b) = g % 2d
d =0

while (a és b egyarant paros) {

a = a/2
b = b/2
d++
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}
while (a <> b) {
if (a paros) a = a/2
else 1f (b paros) = b/2
else if (a > b) a = (a - b)/2
else b = (b - a)/2
}
g = a
return g, d

Lanctortek. Az euklideszi algoritmus kapcsolatban van a lanctortekkel is. Ez val6jdban az algoritmus
kiterjesztése val6s szamokra. Tekintsiik az Inko(a, b) meghatdrozasakor kapott egyiitthatokat. Meglepd
moédon az aldbbi 6sszefiiggést kapjuk:

a n 1 [ ]
- =40 = 190,91, ---,4n-1
b Q1+ % !
B
Vegyiik példaként az kovetkezét:
10 1,4,3,2,2)
146 - Y Y 9 9y *

Ha most kitoroljiik az utolsé elemet, akkor kapjuk:
37
[1,4,3,2] = 30 = —30- 180 + 37 - 146 = 2 = Inko(180, 146).

Tudjuk, hogy minden valds szdmnak egyértelm lanctort felirdsa van. A lanctort alakot eld4llitd algorit-
mus akkor és csak akkor all meg véges lépésben, ha az inputja egy raciondlis szam.

1.6. Feladatok

1. Irjunk egy eljarast, amely O(n) miivelettel kiszdamolja az ¥ értékét, ahol y egy dupla pontossagii
lebegd szam, x pedig egész.

2. Teszteljiik le, hogy egy adott programozasi nyelven (kdrnyezetben) az a? (négyzetre emelés) vagy

sz .z

pedig az a - a (dnmagéval torténd szorzds) a gyorsabban elvégzett miivelet. Terjessziik ki vizsgé-
latainkat magasabb hatvanyozdasra is.

3. Hogyan médositandnk a ? részben bemutatott algoritmust gy, hogy O(n?) helyett csak O(n logn)
legyen a miiveletigény?

4. Irjunk osztds eljarast, amely csak sszeadds miiveletet hasznal.

5. Mutassuk meg, hogy Inko(z, y, z) az a legkisebb egész, amely kifejezhetS ax + by + cz alakban,
ahol a, b, c € Z.

6. Implementaljuk a bindris legnagyobb kozos oszté eljaras, és végezziink részletes tesztelést a futasi
idejére, Osszevetve a hagyomdnyos valtozattal.

7. Vajon lehetséges barhogyan is letesztelni programozdssal azt, hogy egy adott szdmitégépen az
Osszeadds mivelet ugyanannyi ideig tart, mint a szorzas?
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2. fejezet

Nagypontossagu aritmetika

Nagyméretli vagy nagypontossdgi szdmolasndl a hagyomdnyos (egyszeres pontossagu) aritmetika nem
hasznalhat6. Itt els6sorban a szamoldsok kozbeni részeredmények pontossdga a kritikus fontossagu.
Ebben a fejezetben targyalt moduldris aritmetika egy lehetséges megoldast ad erre a feladatra.

Az aldbbiakban foltessziik, hogy a, b, m egész szamok bar a targyalt fogalmak és algoritmusok (raci-
ondlis egyiitthatds) polinomok esetén is miikddnek.

2.1. Kongruenciak

Diszkrét matematika tantargybdl mar tanultuk, itt most csak gyorsan dtvessziik a legfontosabb fogalma-
kat. A
b=c (modm)

jelentése!: a b és c szamok m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjik. Masképpen is fogalmazhatunk:
e a kiilonbségiik oszthaté m-mel,
e van olyan k egész szam, hogy b — ¢ = km.

Az egymdssal kongruens szdmok m darab osztdlyba: az m szerinti maradékosztdlyokba sorolhatdk.

Aritmetikai miiveletek kongruenciakkal. TetszGleges m-re, ha
a=b (modm) és c=d (modm)
akkor
a+c=b+d (modm) és ac=bd (mod m).

Lathatjuk tehat, hogy az 0sszeadds (a kivonds) és a szorzds miveletek konnyen elvégezhet6k modulo
m.
Az elbzbek alapjan nézziik most, hogyan boldogulunk az egyenletekkel. Péld4ul:

5t 4+3=6x—8 (mod 11
Sr—6r=-3-8 (

(6—-5)r=34+8 (mod 1l
r=11=0 (

Ez a specidlis feladat konnyen megoldhaté volt, de ebbdl mar sejtjiik, hogy mi hidnyzik: vajon hogyan
tudunk osztani modulo m? Ebben segit a kovetkez6 tétel.

'az egyenlGséget tigy olvassuk, hogy b kongruens c-vel modulo m
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2.1.1. Tétel. Ha b és m relativ primek, akkor a 0,1, ..., m — 1 maradékok kizott van pontosan egy
olyan c, amelyre
bc=1 (mod m).

Ezt ¢ szamot a b reciprokdnak tekintjilk modulo m.
A tétel ugyan definidlja a reciprokot — de vajon hogyan tudjuk meghatarozni? Erre alkalmas az
1.4.3. szakaszban targyalt kiterjesztett euklideszi algoritmus, amelynek eredménye:

Inko(b, m) = ub + vm.
Amennyiben b és m relativ primek, tehdt Inko(b, m) = ub + vm = 1, akkor innen
1=ub (mod m)

adaédik, tehét az u szdm lesz b reciproka modulo m.
Lassuk most, hogyan tudjuk ezt alkalmazni az aldbbi példara:

3r =5 (mod 11)
A kiterjesztett euklidészi algoritmust elvégezve kapjuk, hogy
Inko(3,11) =4-3+ (—1)-11 =1,
tehdt a 4 lesz a 3 inverze modulo 11, ezért beszorozhatunk 4-gyel és kapjuk:

r=4-3x=4-5

9 (mod 11)

tehdt a megoldas 9 (ami az 5/3 megfelel§je modulo 11).

Alkalmazas: nagy szamok modularis szorzasa. Ha m primszam, akkor minden b szdmhoz relativ
prim, amely nem oszthaté m-mel. Tehat minden olyan b szdmnak, amely nem kongruens 0-val mod m
van reciproka mod m. Alkalmazzuk ezt a megfigyelést! Ha példdul az a feladtunk, hogy szdmitsuk ki a

88-76 —65-92 (mod 3)
értékét, akkor ehhez eldszor szamitsuk ki:
8=1, 76=1, 65=2, 92=2 (mod 3),

majd pedig innen:
88-76—-65-92=1-1-2-2=-3=0 (mod 3).

Megjegyezziik, hogy esetleg hasznos lehet tobb modulusra is elére kiszamolni a fentieket, igy adott
esetben rendkiviil gyorsan elvégezhetjiik a moduldris szorzast.

2.2. Kinai maradéktétel

A fentiekben targyaltak egyik legfontosabb hasznositasat a kovetkez6 hires tétel adja meg.

2.2.1. Tétel (Kinai maradéktétel). Tegyiik fel, hogy m1, ..., my pdronként relativ primek. Ekkor
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A) azmy, ..., my szerinti maradékok meghatdrozzdk az M = my - ... - my, szerinti maradékokat is,
azaz ha

b=c (mod mq)

b=c (mod my)

b=c (mod my)
teljesiilnek, akkor b = ¢ (mod M); valamint
B) minden by, . .., by szdmsorozathoz van pontosan egy olyan M -nél kisebb szdm, amelyre

b=by (mod my)
b=by (mod my)

b=b; (mod my)
és ezt a b szdmot ki is lehet szdmitani.

Py

A tétel lehet6vé teszi, hogy M-nél kisebb szamokat az m, .. ., my, szerinti maradékaikkal egyértel-
mien reprezentdljuk.

Az abrazolasnak van egy rendkiviili el6nye, ugyanis a maradékokon végezhetiink egyszerti (tehat
egyszeres pontossdgu, és emiatt hardver szinten tdmogatott sebességii) miiveleteket.
Példa. Legyen m = 3 ésn = 5. Ekkor M = 3 - 5 = 15. A kapott hozzdrendelések:

0 — [0,0]

14 — [2,4],
azaza0,1,... M — 1 szdmokat reprezentaljuk egy szampdrral:
z — [z mod m,z mod nl.

Természetesen ez nem csak két értékkel érvényes. Ha példaul a b szdmot a by, ..., bigp sorozat, a ¢
szamot pedig a cy, . . ., c19p sorozat reprezental, akkor

e ab+cszdmota by + cq, ..., bigo + c100 Sorozat,
e abcszdmotabicy,...,bigoci00 sorozat reprezentdlja.

Ilyenkor egyébként a b;c; szamot el lehet osztani maradékosan m;-vel és a maradékot irni a helyére.
Legyiink azonban 6vatosak: a bc szorzatot csak addig hatirozzak meg my, . . ., my, szerinti maradékai,
amig maga is kisebb, mint M.
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Gyakorlati megvalodsitas. Ahhoz, hogy a b szam m; szerinti legkisebb maradékat megtudjuk, el kell
osztani b-t m1-gyel. Nehezebb feladat a b szdmot a by, . . . , b, maradékokbdl visszakapni. Ehhez keres-
stik b-t a kovetkezd formdban:

b=c1+comi+csmima+...+cgmime...mi_1 (mod M),

ahol 0 < ¢y <myq,...,0 <cp < mg. Ekkoracy, ..., cp-ra a kovetkezd egyenleteknek kell teljestilni:
by = ¢ (mod mq)
by = c1+comy (mod my)
b, = c1+comi+...+cemy...mi_1 (mod my).

Ezek az egyenletek konnyen megoldhatk: Mivel az m; és m; szdmok relativ primek, az euklidészi
algoritmussal megtaldlhaté az az wu;; szdm, amely az m; reciproka modulo m;:

0 <wy <my, ugm; =1 (mod my).

Ezeket az u;; szamokat eldre ki lehet szdmolni €s eltarolni. Most mar meg tudjuk oldani a fenti kongru-
encidkat:

¢ = by (modmy)
ca = upz(by—c1) (mod my)
c3 = U13UQ3(b3 —c1 + Cgml) (HlOd mg)

Példa. Legyen ismét m = 3 és n = 5. Tudjuk, hogy Inko(3,5) =1 =2-3+ (—1) - 5. Hamost a
[2, 3] pér eredeti szamat akarjuk visszakapni, akkor

= 2-(-1)-5+3-2-3 mod 15
—10+ 18 mod 15
= 8 mod 15

vagyis a keresett szdm az x = 8.
Osszefoglalva: ha egész szamokon kell 6sszeaddst, kivondst és szorzdst elvégezni, akkor megbecsiil-
jik, hogy mekkordra néhet az eredmény, majd vélasztunk olyan my, ..., m szdmokat, amelyek

e paronként relativ primek,
o szorzatuk M = m; ... my legaldbb kétszer akkora, mint az eredmény nagysaga,

e egyenként nem hosszabbak egy (gépi) szondl.

Minden b bemend adathoz kiszdmoljuk a by, . . . , by szdmokat, amelyek rendre a b legkisebb maradékai
azmy, ..., mg maradékokra nézve. Ugyanazokat a miiveleteket, amelyeket az eredeti szdmolas kovetel,

most modulo m; hajtjuk végre. Tehat minden mivelet végrehajtasa utan kiilon kiszadmitjuk az eredmény
legkisebb maradékédt modulo m; és azzal szdmolunk tovabb. Hasonl6képpen jarunk el a modulo ma, . . .,
modulo my maradékokkal is.

Ismerjiik tehdt a b’ eredmény b/, . .., bj, maradékait. Kiszamoljuk a b’-hoz tartozé ¢}, . . ., ¢} szdmo-

7z

kat. Ha sziikséges, akkor el&dllitjuk a b’ szdmot.
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2.3. Nagyméretii linearis egyenletrendszerek pontos megoldasa

Tekintsiik az
Ax=Db

linearis egyenletrendszert, ahol A egy n X n-es matrix, a b pedig egy n-dimenzids vektor.

A kozelit6 (lebegbpontos szamitdsokkal elvégzett) megolddst mar megtanultuk a Kozelitd és szimbo-
likus szamitasok kurzuson. Ott lattuk is, hogy amennyiben az A matrix rosszul kondicionalt, akkor a
kozelité megoldds reményteleniil rossz is lehet a kerekitési hibdk miatt. Bar dltaldban a bemend adatok
pontatlansdgdn mar nem tudunk valtoztatni, célunk most, hogy kerekitési hibak nélkiil szdmoljuk.

Ehhez tegyiik fel, hogy A és b egészeket tartalmaznak (ha racionalis szamokkal adott, akkor felszor-
zunk, ha pedig lebeg6pontos szamokkal, akkor azokat raciondlis szamoknak tekintjiik és felszorzunk).

Felhasznaljuk a j6l ismert Cramer-szabalyt, amihez definidljuk a kdvetkez6 mennyiségeket:

b1 a2 ... Qip aill b1 NN AT aip ... Ain-—1 bl

Uy =1... N Ug = |... 5 ey Up = ... y

b, apa ... apn ani1 bn ... anpn pl -.. Qpp—1 bp

tovdbbd legyen K az A matrix determindnsa: K = det(A ). Ekkor a Cramer szabaly:

Uj
X = ?7
amibdl az Ax = b atalakitasaval kapjuk, hogy
Au = Kb,

és ha K # 0, akkor a megoldas egyértelmd.
Most becsiilniink kell a K értékét, amihez felhasznaljuk a Hadamard tételét, amely szerint

det(A) =K < (a3, +...+a2)"? ... (d®, +...+d2)"2

Ha példdul minden i, j-re a;; < M, akkor K < (\/nM)".
A tétel kovetkezményeként kapjuk, hogy amennyiben a;; < M és b; < M, akkor

Mivel az Au = Kb egyenlet megoldasai az u; /K, ..., u,/K szamok, ezért ezeket a K, uq, ..., uy
szamokat kell meghataroznunk.
Ehhez hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket:

1. Sziikségiink van egy primszdm-tdblazatra, amely sok, M -nél kisebb, de ezen beliil minél nagyobb
primszamokat tartalmaz. Vdalasszuk ki ezek koziil p1-et. Szdmoljuk ki a K mod p; értékét. Ha
ez a szdm 0, akkor p; dgynevezett szerencsétlen prim, dobjuk el, és vdlasszunk helyette masikat,
és szamoljuk ki a maradékos osztast>. Legyen tehat

KO := K mod P1

(a maradékok koziil a legkisebb).

*Megjegyezziik, hogy annak a val6szintisége, hogy p; szerencsétlen meglehetSsen kicsi, ugyanis 1/p; a valészindsége,
hogy p1 a K osztdja és tudjuk, hogy p1 j6 nagy
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2. Most po, ..., ps-re ismételjiilk meg a fentieket. Ekkor kapjuk a K(l), K(2), .. ,K(S) nemzérus
sorozatot, valamint teljesiil, hogy pips ...ps > (v/nM)™.

Ha példaul n = 100, akkor M = 107, a primek kozel vannak M -hez, akkor s ~ 120.

3. Oldjuk meg az ‘
Au=KYb (modp;) (i=1,...,s)

egyenletrendszereket. Minden ilyen rendszert igy oldunk meg, mint a hagyomdanyos linedris
egyenletrendszereket, csak minden 1épés utan érdemes redukalni a legkisebb maradékra, valamint
az osztds helyett a modulo reciprokkal valé szorzds miveletét alkalmazzuk (amelynek értékét a
kiterjesztett euklidészi algoritmussal kapunk meg). Ezek eredménye:

ad = (1) u(1))

= (uy’,...,uy,

4. Végiil hasznaljuk a kinai maradéktételt: szamitsuk ki azokat a legkisebb abszolut értékd L, vy, ..., v,
szamokat, amelyekre

L=KW y = ugl),...,vn =y (mod py)

L=K® v = ugs), ey = ul® (mod ps)
Belathatd, hogy L = K,v; = uy, ..., v, = Uy, tehdt meghatdroztuk a keresett szdmokat.

Vegyiik észre, hogy a fenti médszer rendkiviil jol pdrhuzamosithaté: a kongruencia-rendszereket par-
huzamosan is megoldhatjuk, ha van erre alkalmas hardveriink.

2.4. Ismételt négyzetre emelés

Egy masik hasznos alkalmazds a modularis hatvdnyozds. Az algoritmus a kovetkezd: ki akarjuk sza-
molni az a™ értékét, ahol n pozitiv egész szam.
1. Hatdrozzuk meg az n bindris reprezentdcidjat:

n=2F —|—nk,12k_1 4+ ...+ 112+ no,

ahol n; € {0, 1}. Tovabba legyen by, := a.

2. Minden i = k — 1,...0-ra hajtsuk végre a kivetkezd lépéseket: ha n; = 1, akkor b; := b? 110,
kiilonben b; := b7, ;.

3. A végeredmény: by.

3 2

Az algoritmus példdul az a'3-on értékét az ((a? - a)?)? - a alakban szdmolja ki.

Szamoljuk csak végig...
Moduldris aritmetikdban, példdul, a 8'3 mod 17-et a kovetkez&képpen szamoljuk:

89 = (((82-8)%)*-8=(((13%8)%)?) -8
(22)2.8=42.8=16-8=9 mod 17.

Ez természetesen sokkal gyorsabb, mint direktbe kiszdmolni a 8'2 értékét és maradékosan elosztani
17-tel.
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2.5. Néhany érdekes probléma

Nagy pontossagi ’csalas’? Vizsgaljuk a kovetkezd allitdsokat:

o [ntanh(m)|] 1
Z 107 - 81

n=1

Ez a kiértékelés rossz, bar 268 jegyig pontos. Tovabba

— |ntanh(m/2)] 1
nzl 10m T8l

szintén rossz, bér az els6 12 jegyig pontos. Mindkét végtelen sor értéke egyébként transzcendens szam.
Miért érdekes egyiltaldn ez a kérdés? A tanh(m) és tanh(m/2) értéke kozel van 1-hez, ezért az lehet
az érzésiink, hogy |ntanh(m)| = n — 1 nagyon sok n-re. Tovabba

SERSE
10 81

n=1

ezért volt a fenti sejtésiink. Nézziik most a lanctort alakot:

tanh(r) = [0,1,267,4,14,1,2,1,2,2,1,2,3,8,3,1,- -]

tanh(r/2) =[0,1,11,14,4,1,1,1,3,1,295,4,4,1,5,17,7, - - -

Nem lehet véletlen, hogy mindkét lanctdrtben a harmadik szdm az, amely egyel kisebb csak a fentebb
mutatott pontossagnal! A magyardzat tdlmutat a jegyzet keretein, a részleteket a [?] konyvben megta-
lalhatjuk.

Elég pontos? A
o0 74/163/9
3 L”e2nJ — 1280640

n=1

kiértékelés pontos az elsd kb félmillidrd jegyre.

A 7 értéke nem 22/7. A 7 értékére a 22/7 raciondlis kozelitést még Arkhimédész adta. Amennyiben
a MATLAB Symbolic Toolbox-ét hasznéljuk, akkor

>> syms X
>> f=(x"x (1-x)"4)/ (1+x"2);
>> int (£, [0,11)
ans =
22/7 - pi

Amit itt torténik, az tulajdonképpen azon alapszik, hogy

fat(l—a)! lr 26 5 453

Innen vegyiik észre, hogy
1

1
/ 241 — z)tde = —,
) 630
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valamint

1 1 td(] — g 1
/ (1 — x)tdr < / de < / (1 — x)tdz.

2

Innen azt kapjuk, hogy

223/71 < 22/7 —1/630 < 7 < 22/7 — 1/1260 < 22/7

amely mdr elvezet a

10 10

becsléshez.

2.6.

Feladatok

. Végezziink numerikus kisérelteket arra vonatkozdan, hogy kideritsiik: vajon mekkora méreti sza-

mokkal végzett miiveletek esetében éri meg hasznélni a kinai maradéktételt?

Adott két egyenes, dontsiik el, hogy metszik-e egymadst (a feladat megoldasdhoz haszndljuk nagy-
pontossagu aritmetikat).

Maradék fa (remainder tree). Azn mod p;,n mod p;,n mod p3,n mod p4 kiszdmitdsahoz
haszndlhatjuk a maradék fa elvét. Szamitsuk ki n mod pipapsps értékét, majd ezt redukaljuk
modulo p;p2-vel, hogy megkapjuk n mod pips értékét, majd ezt redukédljuk modulo p;-gyel,
hoyg megkapjuk n mod p;-et, és igy tovabb. A feladat, hogy implementaljuk ezt az eljaras.

. Irjunk faktoridlis szamolot, teszteljiik a hatdrait a hasznalt programozasi nyelv beépitett tipusai-

///////

hasznalunk?

2
. Kedvenc programozési nyelviinkon szamitsuk ki az 547 értékét. Gy6z6djiink meg réla, hogy az

elso és az utolsé 20-20 szamjegy:

62060698786608744707 . .. 92256259918212890625.
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3. fejezet

Gyors aritmetika

3.1. Nagy szamok szorzasa
Legyenek adottak u és v egész szdmok (10-es szdmrendszerben):

U = UpeqUm—2 ..Uty = ug + 10us + ... + 10" L,y

= Up_1Upn—2...0109 =v9 + 10v; +...+ 10”_1vn_1.
Ha 6sszeszorozzuk 6ket, akkor a kdvetkez6 alaki eredményt kapjuk:

U =W = Wm4n—1Wm+4n—2...W1WQ
= wo+ 10w + ...+ 10" L,y

Amennyiben ezt a ?? szakaszban targyalt, naiv szorzdsi algoritmussal szdmoljuk ki, akkor mn darab
elemi miiveletet végziink el. Karacuba 1962-ben publikalt észrevétele alapjan azonban lehet gyorsabban
is!

Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy u és v 2n jegy( egész szamok, tehat

U = Up—1U2p—2 ... ULUY
= Up—1V2p-2...0V100.
Trjuk most fel ket a kovetkezs alakban:
u=10"U1 + Uy v =10"V; + Vp
ahol

Ui = wuop—1...u, (balfele)
U() = Up—1..-UQ (jObb fele)

valamint Vj és V hasonléan. Amennyiben ezt a felirdst hasznaljuk, akkor a szorzatra a kovetkezd alakot
kapjuk:
w = 10*"U1V; + 10" (UpVi + Uh Vo) + Uo Vo,

ahol
UoVi + UiVo = (Uy — Up)(Vo — Vi) + UgVp + Ui V1.

Innen pedig atrendezéssel:

wv = (10%" + 10M)UL Vi + 10Uy — Up) (Vo — V1) + (10" + 1)U V.
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A fentiek szerint tehét 4 helyett 3 darab n-jegy(i szorzés is elég. Megmutathat6 tovibba: az 6sszeada-
sok szdma nem tobb, mint 9In.
A formélisabb miiveletigény vizsgélathoz legyen T'(n) két n jegy( szam szorzdsdhoz sziikséges elemi
miiveletek szdma. Teljesiil, hogy
T(2n) < 3T(n) + 9n. 3.1

Teljesiil tovabba, hogy T'(1) = 1. Nézziik meg néhany értékre:

T(4n) < 3°T(n) +3-9n+2-9n = 32T (n) + 9In(3? — 2?)
T(8n) < 3°T(n) + 9n(3* — 22) + 9 - 2%n = 33T(n) + 9n(3% — 23)

Az altalanos képlet
T(28n) < 38T (n) 4 9n(3* — 2F), (3.2)

amelynek bizonyitdsdhoz teljes indukciét haszndlunk. Tegyiik fel, hogy (3.2) teljesiil minden k-nal
kisebb szamra. Alkalmazzuk (3.1) képletet:

T(2-2"n) <372 n) +9- 28 1n.
Most alkalmazva az indukcios feltevést kapjuk, hogy
T (28 n) < 3¥717(n) + 9n (381 — 2871,
Helyettesitsiink be az elbbi egyenl6tlenségbe:

T(2-28n) < 3.3 1T(n)49n-3. (381 -2k 1) L 9.2k 1y
= 3T (n) +9n(3" — 25),

amely tehdt bizonyitja a (3.2) helyességét.
Ha most n = 10 és k = 2, akkor 7'(40) < 97(10) + 450. Tudjuk, hogy 7'(10) < 100, ezért
T'(40) < 1350; hagyoményos szorzassal ez 40 - 40 = 1600 lenne.
Minél nagyobb n, anndl nagyobb a nyereség. Az altalanos képlet két n jegyl szdm Osszeszorzasanak
miiveletigényére:
27n'o%23 2 27185 = O(n!®9).

3.1.1. Implementacié

A kovetkezdkben megmutatjuk a Karacuba algoritmus egy lehetséges implementacidjat MATLAB-ban.
A koédban a cut paraméter meghatarozza, hogy mekkora szdmjegyli szdmok esetében haszndljuk a
hagyomdanyos szorzast.

function uv = Kara (u,v,cut)
m=floor (loglO(u))+1l; # u szadmjegyeinek szama
n=floor (logl0(v))+1; # v szamjegyeinek szama
N=max (n,m) ;
if (N<cut)
return uxv;
end
k=floor (N/2);
powlOk = power (10,k);
UO=rem (u,powlOk); Ul=floor (u./powllk);
VO0=rem (v, powlQk); Vl=floor (v./powl0k);
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T0=Kara (Ul,V1, cut);

Tl=Kara (Ul1-U0,V0-V1, cut);

T2=Kara (U0, V0, cut) ;

uv = (power (10,2xk) + powlOk)*TO + powlOkxTl + (powlOk+1l)x*T2;
end;

3.1.2. Karacuba a gyakorlatban

Amennyiben n jegyl szdmokat kell 6sszeszoroznunk, akkor az altalanos szabdly, hogy alkalmazzuk a
hagyomanyos O(n?) algoritmust n < 16 esetben, a Karacuba médszert 16 < n < 4096 kozott és a

s

késdbb targyalandé FFT médszert (1asd 4.5.1. szakasz') nagyobb n-ekre.

3.2. Nagy matrixok szorzasa

Legyenek A és B n x n-es matrixok. Az AB = C szorzatmatrix elemeinek kiszdmitasa a

n
Cij = E Qi br;j
k=1

képlettel torténik. Mivel a k, ¢ és j indexeket 1-t8l n-ig kell futtatni, ezért adédik, hogy a miiveletigény
n? szorzas és n%(n — 1) sszeadss.

Az aldbbiakban bemutatjuk Strassen mddszerét, amely kihasznélja, hogy bizonyos szamolt részered-
mények tobbszor is felhaszndlhatéak a C' matrix elemeinek kiszdmoldsahoz.

A Strassen-képleteket 2 x 2-es A és B matrixokra mutatjuk meg. A madtrix elemeire a szokasos
jeloléseket haszndlva definidljuk:

I = (a1 + az)(biy + baa)

IT = (a2 + az)bi;
IIT = ay1(bi2 + b22)
IV = ag(ba + b11)

V = (a11 + a12)bee
VI (ag1 — a11) (b1 + bi2)
VII = (a2 + az)(bay + baa)

Ellendrizhet6, hogy

en=1+1V-V -VII, cio=111+YV,
co1 =114+ 1V, coo =1+ 11T —IT+VI.

Azt kaptuk tehdt, hogy az eredeti 8 szorzds és 4 6sszeadds helyett 7 szorzds és 18 dsszeadds elvégzése
sziikséges.

Mivel a fenti képletek nem hasznaljak fel a kommutativitast, ezért azok 4 x 4-es matrixokra is hasz-
nalhatdk, ahol az a;; és b;; elemek 2 x 2-es blokkokat jelolnek. Ezt rekurzivan folytatva haszndlhatjuk
ket 2% rendii métrixok Osszeszorzasara.

Nézziik meg most a miiveletigényt formdlisan is. Legyen n X n-es matrixok szorzdsanak mivelet-
igényében S(n) az osszeaddsok és kivondsok szdma, és M (n) a szorzdsok szdma. Strassen képleteket

'bar a 4.5.1 szakaszban a gyors Fourier transzformaciét polinomok konvolicigjanak kiszdmitdsdra targyaljuk, a médszer
természetesen (nagyméretii) szdmok szorzdsara is alkalmazhat6
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alkalmazva két négyzetes 2* rendli matrix Ssszeszorzasahoz 2F~1 x 2F~l.es blokkok 7 szorzatit kell
kiszamolnunk. Ez 7M (k — 1) szorzast jelent, igy

M(k)=T"TM(k—1).
Mivel M (0) = 1, azt kapjuk, hogy
M(k) _ 7k _ 2k10g27 — nlog27

ahol n = 2% a matrixok mérete volt.

Az Ssszeadast és kivondst illetGen 2871 x 2F~1_es blokkok 18 osszeaddsdt és kivondsat, valamint 7
szorzasat kell elvégezniink. Az utébbi 7S(k — 1), az elébbi pedig 18(281)2 = 9 - 221 §sszeaddst
jelent. Igy

S(k) <9-2271 1 75(k —1).

Vezessiik be a B(k) = 77%S(k) jelolést, amivel a rekurzi6 étirhat6

B(k) = (‘;)k + B —1)

alakba. k szerint 0sszeadva, és kihasznalva, hogy B(0) = 0 kapjuk, hogy

B(k)—gi(i>j<g.§—6.

Jj=1

Ebbdl tehat
S(k) <6-7F =6-2F8T — gplog2T — 62807

Megillapithatjuk tehdt, hogy Strassen médszere O(n*®!) miiveletigényfi. Erdekességként megjegyez-

ziik, hogy Strassen publikicidjadnak cime: Gaussian elimination is not optimal.

Amennyiben a szorzandé matrixok rendje nem 2 hatvany, akkor megfelel6 mennyiségti 1 hozza véte-
1ével a f64tldba 2-hatvany rendiivé tehetdek.

Az a sejtés, hogy minden € > 0-ra létezik olyan algoritmus amely két n X n-es matrixok szorzatat
cnT¢ miivelettel szamol ki, ahol a c konstans az ¢ fiiggvénye. A jelenlegi cstics: c - n?3728639 (3

gyakorlatban haszndlhatatlanul nagy c értékkel).

3.3. Matrixok invertalasa

Bar matrixok invertaldsa a gyakorlatban egy olyan mdvelet, amelyet lehet6ség szerint keriilni kell, Fro-
benius mddszere az invertdldsra némi tanulsdggal szolgal.
Tegyiik fel, hogy A egy olyan matrix, amely blokk-formdban f6lirhaté

(% %)

ahol P négyzetes és nemszinguldris, tovdbba U = S — R(P~1(Q) szintén nemszingularis. Akkor

P+ (PIQ)UTIRPTY) —(PTIQU!
A7 = ( —(U'RPY) Ul )

Az allitas helyessége egyszeri ellen6rzéssel bizonyithat6. Vegyiik észre, hogy a szamitds két matrixin-
vertdlast (P és U ) és hat darab mdtrixszorzést (rendre P~1Q, R(P~Q), RP~Y, U(RP~Y),(P7'Q)(U"'RP™)
és (P71Q)U1) igényel.
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3.4. Szamok osztasa

Olyan algoritmust keresiink, amely két n jegyli szdm hdnyadosdnak n jegyig pontos meghatdrozasat
O(n?) elemi miivelettel megadja. Meglepd médon mindezt a Newton-médszer biztositja?.
Amennyiben adott az f : R — R differencidlhat6 fiiggvény, akkor a Newton-iteracié képlete:

T Pam)
m

feltéve, hogy f'(zy,) # 0.
Most az 1/u kiszdmitdsdhoz az 1/ — u = 0 egyenletet kell megoldanunk. Alkalmazzuk erre a
Newton képletet, ahol tehét az f(z) = 1/x — u fiiggvényt hasznéljuk:

1/x; —u
Tm+tl = Tm — /_171,2 = 2T, — uxfn =T (2 — uzy,) 3.3)
m

Megjegyezziik, hogy szokds még az
Tmt1 = Tm + T (1 — uzy,)

alakot is haszndlni. Ez matematikailag ekvivalens az el6z6 képlettel, ugyanakkor a szamitégépes imple-
mentacidban el6nyosebb lehet. Ahhoz, hogy az eredményt 2n bit pontossagra megkapjuk az (3.3) képlet
haszndlatéval, ahhoz ki kell szdmolni a szorzatot x,, és (2 — ux,,) kozott ahol z; pontossdga adott (n
bit). Ezzel szemben a szorzatot az x; és (1 — ux;) kozott csak n bitre pontosan kell, hogy kiszamitsuk,
hiszen az els6 n bit (a bindris pont utdn) az (1 — ux;)-ben mind nulldk.

Ha az 1/u szdmot n értékes jegy pontossdaggal akarjuk tudni, akkor elég xj-t kiszamitani, ahol

k= [logn] + 1.
Amennyiben a hiba adott gy, hogy ¢; = 1 — ux;, akkor

€1 = 1—wuriy
= 1—u(zi(2 —ux;))

= 1-—2ux; + uQm?
= (1 —ux;)?
= 6,’2.

Ez itt nem m4s, mint a j6l ismert kvadratikus konvergencia.

A kezdeti érték megvalasztisa egy érdekes probléma lehet. Erdemes az u értékét 4tskélazni tgy, hogy
0,5 < D <1 teljesiiljon, természetesen ugy, hogy a szdmlalot is ugyanekkor értékkel eltoljuk. Ezutdn
a kovetkezd linedris kozelitd format hasznalhatjuk:

1
$0:T1+T2’U,%E

a kezdeti érték vdalasztdsdhoz. Ahhoz, hogy a hiba abszolit értékének maximumat minimalizéljuk a

[0.5, 1] intervallumon, haszndljuk a

48 32
T AT &

képletet.

Zezt a médszert a Kozelits és szimbolikus szdmitasok kurzusokon nemlinedris egyenletek gyckeinek megkeresésére tanul-
juk
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Pszeudokdd A kovetkezd pszeudokdd a fentiekben targyalt Newton-mddszer egy lehetséges megva-
16sitasat irja le.

Vegylk u lebegbpontos alakjat (kettes szémrendszerben) :
M x pow(2,e) (ahol tehdt 1<= M <2)
u’ = u / pow(2, e+l) // sk&ldzzunk 0.5 és 1 kozé
N’ = N / pow(2, e+l) // a sz&mldldét is
x = 48/17 - 32/17 % u’
repeat ceil (log2 ((P+1)/1log2(17))—-szer
X =x + x * (1 — u’" * x)
end
return u’ x X

3.5. Barrett redukcio

A Barrett redukcio a
¢ = amod n.

naiv kiszdmitdsit (amely persze az iménti, 3.4. szakaszban tdrgyalt gyors osztds eljardst haszndlnd)
optimalizélja. Természetesen csak bizonyos feltételek mellett érdemes haszndlni, mégpedig akkor, ha n
konstans és a < n? teljesiil. Ekkor az osztdst érdemes szorzdsra cserélni.

Az éltaldnos elv a kovetkezd. Legyen s = 1/n az n inverze lebegGpontos aritmetikdval szdmolva.
Akkor

amodn =a— |as|n

ahol szokds szerint |x| az als6-egészrészt jeloli. Az eredmény pontos mindaddig, amig az s értékét
megfeleld pontossaggal ki tudjuk szamitani.

Barrett azt az esetet vizsgdlta, amikor a szdmok elférnek egy gépi széban. Tekintsiik a kovetkez6
reduce nevi fiiggvényt:

function reduce (a)
qgq=a/ n // egész osztds (alsbé-egészrész az eredmény)
return a — g * n

sz

Barrett 6tlete az volt, hogy az 1/n értékét kozelitsiik m /2% értékkel, hiszen a 2" értékkel torténd osztds
elvégezhetd jobbra Iéptetéssel. Az m értékének kiszdmitasahoz adott 2F esetén hasznaljuk az

1 2%/n 26/n m

26N T ok k
osszefliggést. Ahhoz, hogy m egész legyen a 2% /n értékét kell valahogyan kerekiteniink. A legkozelebbi
egészre kerekités a legjobb kozelitést adhatja, azonban kaphatjuk hogy m/2* nagyobb lesz, mint 1/n,
ami alulcsorduldst eredményezhet. Ezért dltaldban az m = | 2% /n| szamitdsi médot hasznaljuk. Kapjuk
tehat a médositott véltozatot a reduce fiiggvényre:

function reduce (a)
g= (a m > k // a ">> k" jelentése: k-szoros bitléptetés
return a — q * n

Mivel azonban m/2¥ < 1/n ezért a q értéke nagyon pici is lehet, emiatt aztin az a értékére csak a
[0, 2n) intervallumot tudjuk biztositani a [0, n) helyett. Egy megfelel$ kivonds miivelet azonban ezt is
korrigélja, amivel megkapjuk a végleges valtozatot:
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function reduce (a)

g = (a »m >k
a -—=4gq *n
if n <= a {

a -=n

}

return a

3.6. Feladatok

1. Vessiik 0ssze a 3.1 szakaszban ismertetett Karacuba médszert a MATLAB beépitett szorzds mi-
veletével végrehajtasi id6 tekintetében. Ehhez prébaljuk meg a kédot minél jobban optimalizalni.

2. A szdmtani-mértani kdzép definicidja a kovetkezd: Legyen z és y két egész szdm. El6szor sza-
mitsuk ki a szamtani kozepiiket, amely legyen a;, majd szdmoljuk ki a mértani kozepiiket, ezt
jelolje g1:

a1 = 3(z +y)
g1 = /2y
A kapott két szdmnak djra kiszdmoljuk a szdmtani és a mértani kdzepét, és ezt iterdljuk minden
an, és gy, parra:
an+1 = %(an + gn)

In+1 = \/Gnfdn

Ekkor az a, és a g, sorozatok ugyanahhoz a szdmhoz tartanak, ami = és y szdmtani-mértani
kozepe.

A szamtani-mértani kozép meghatdrozasa felhasznalhatd, tobbek kozott a Gamma fiiggvény ki-
szdmitdsdhoz. Deritsiik ki, hogy hogyan, és implementaljuk az algoritmusokat.

3. A Gauss-Legendre algoritmus a 7 szdmjegyeinek gyors kiszadmitasara hasznalhat6. Meglepé mo-
don mindossze 25 1épésbdl 45 millié jegyre pontosan meghatdrozza a m értékét. A 1épések a
kovetkezdk:

(a) Kezdeti értékek:

p(]:l.

1
aozl b(]:i 75021

V2

(b) Ismételjiik az alabbiakat mindaddig, amig az a,, €s b, kiilonbsége a kivant pontossagon beliil

van:
an + by
an—i—l — 2 9

bn+1 =V anbna

tn-i-l =1n _pn(an - an+1)27

Pn+1 = 2pp.

(c) A kozelités értéke:
~ (an+1 + bn+1)2

4tn+1

Implementéljuk az eljardst nagypontossagu aritmetika folhaszndlasaval.
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4. Hogyan mddositandnk a Karacuba eljarast komplex szamok szorzdsdra? Naivan 4 darab szorzds
és 2 6sszeaddsra van sziikség, de ez médosithatd 3 szorzdsra és 5 Osszeaddsra.

5. Strassen algoritmusa polinomok gyors szorzdsara is haszndlhatd, amelyet az aldbbiakban vazo-
lunk. A naiv eljards O(mn) miiveletigény, ahol m és n a két polinom tagjainak a szdma. Tegyiik
fel, hogy n = m = 2k + 1. A P(x) és Q(x) 6sszeszorzasahoz tekintsiik a kovetkez§ alakot:

P(z) = Pi(z)+22 - Py(2)
k
Q) = Qilz)+2” -Q2(x),

ahonnan

2k+1

P(z)- Q(z) = Pi(x)Qi(z) + 2* - (Pi(2)Qa(x) + Pa(2)Q1 () + 27 - Pa(2)Qa(w).

Definidljuk tehét a kovetkezd 3 szorzatot:
B(x) = Py(x

Akkor . -
P(x)Q(z) = A(z) + 2* - (C(z) — A(z) — B(z)) +2° - B(x).

Mutassuk meg, hogy a futdsi id6 O(3¥) = O(nlog, 3) = O(n!'%%).
Implementéljuk az eljarast, és végezziink numerikus teszteket a végrehajtasi id6re (6sszehasonlit-
va a naiv médszerrel).

6. Olvasnival6:
https://randomascii.wordpress.com/2014/10/09/intel-underestimates—error-bour
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4. fejezet

Miiveletek polinomokkal

4.1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben elsGsorban egyvaltozés polinomokra vonatkozé miiveletek elvégzését targyaljuk. Az
x1,...,x valtozok polinomjinak neveziink minden olyan kifejezést, amely ezekbdl a valtozokbol és
valés szdmokbdl a szorzds, 0sszeadds és kivonds segitségével épithetd fel. Példa egy haromvéltozos
polinomra: P(z1,z2,73) = 1/3 + 2} — bxoxs

Mint azt kordbban targyaltuk, a P(z) egyviltozds (n — 1)-ed foku polinomot az egyiitthatéival szokds
megadni.

Latjuk majd, hogy az algoritmusok mf{iveletigényének meghatirozasandl kiillonbséget tesziink a line-
aris és a nemlinedris miiveletek kozott.

linearis miivelet: Gsszeadas és olyan szorzds, ahol az egyik tényezd ismert szdm. Egy polinom helyet-
tesitési értékének kiszamitasa linearis miiveletek sorozataval elvégezhetd.

nemlinearis miivelet: olyan szorzds, amelynél mindkét tényezG paramétert tartalmazé kifejezés vagy
olyan osztas, amelyben a nevezd paramétert tartalmaz.
4.2. Polinomok kiértékelése - Horner méodszer

Tekintsiik a
P(z)=ap+ a1z + ... +apz"

egyvaltozds polinomot. Ha a miiveleteket ugy végezziik el, ahogyan azok ki vannak jelolve, akkor n — 2
darab Osszeaddst és 2n — 1 szorzdst kell elvégezniink.
Atalakitdssal azonban a szorzdsok szama n-re csokkenthets. Ezt a

P(z) = ap + x(a1 + z(az + ... + x(an_1 + zay) ...)

alakkal tudjuk elérni. Megjegyezziik, hogy se kevesebb szorzds, se kevesebb 6sszeadds nem elegendd.

4.3. Polinomok kiértékelése - prekondicionalassal
Tekintsiik most azt az esetet, amikor a P(x) polinomot kell kiértékelniink kiilonb6z6 x helyeken. Ilyen-

kor bizonyos dolgokat megéri eldre kiszdmolni, mert azokat tobbszor is felhasznaljuk a szdmolds sordn.
Természetesen a prekondiciondlashoz csak az ay, . . ., a,, egyiitthatokat hasznédlhatjuk fel.
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Erdekes médon itt arrél van sz6, hogy egy
Q(z) =bg +b1x+ ...+ bp_gz™ !
polinomot felfoghatjuk gy, mint két vektor,
b= (bg,b1,...,bpm_1) és x = (1,z,...,2™ 1)
skaldrszorzatat: bx . Tegyiik fel, hogy m paros. Ekkor Q(x) tehat felirhat6 a kovetkezé alakban:

Q('T) = (bO + bmflxm_l) + (blx + bmexm_2) + (b2$2 + bm73mm_3) + ...
= ((bo + 2™ N1+ b)) + (01 + 2™ ) (2 + bp—2) + .. — %xm‘l) -
—(bobm—l + blbm72 + ...+ bm/?—lbm/Q)'

Nézziik meg ennek az alaknak a miveletigényét:

() az 22, 23,..., 2™ ! elddllitasahoz m — 2 darab szorzis,

(i) abobm—1+ ... + by j2_1byy, /o eldllitdsdhoz m /2 darab szorzds,

sz 2

(iii) mig a nagyobb zéardjelben 1évo kifejezés kiszamitasdhoz m /2 szorzds sziikséges.

2.2

A (ii) alatti miiveletek eldre elvégezhetSk, azok nem fliggnek az x értékétdl, hiszen csak a Q(z)
polinom egyiitthat6i szerepelnek benne. Az (i) alatti miiveletekben a b; egyiitthat6k nem fordulnak el&'.

Szamolt miiveletek szdma: m + m/2. Ha most Ggy gondolkodunk, hogy & darab prekondicionalt
n-ed fokd polinomot kellene ugyanezen a helyen kiértékelni, akkor ez a szdm km,/2 + m lenne® Ezt a
tulajdonsagot fogjuk felhaszndlni a

Px)=ay+aix+ ...+ ap_1z" "
polinom kiértékeléséhez, ahol n < km. Osszuk a tagokat m-es csoportokba:

P(z) = Qo(x) + Qu(x)a™ + Qa(2)2”™ + ... + Q1™

ahol
Qg(x) = a9g+...+ am_lxmfl,
Qi(z) = am+...+ agm_12™ L,
Qr-1(z) = ag1ym + -+ Ghm1z™ ",

Mint lattuk, a Q;(x) polinomok kiszdmitdsa dsszesen legfeljebb km /2 + m miveletbe keriil, hiszen
i = 0,...,k — 1, tehdt pontosan k darab van bel6liik. Ha 2" mar megvan, akkor P(z) kiszdmitdsa
a Qo(x),...Qk_1(x) egyiitthatéibdl tovabbi k — 1 mivelettel elvégezhets. Az egész szdmolds igy
legfeljebb km/2 + m + k miveletet kovetel, ahol km > n.

Ha példaul k = m = [/n], akkor a miiveletigény n/2 + 2 [\/n].

"Ennek akkor van jelentSsége, ha tobb polinomot is ugyanazon az x helyen kell kiértékelni. De most azzal az esettel
foglalkozunk, amikor kiilonbdzd helyeken torténik a kiértékelés.

Ennek magyarazata: ilyenkor a fenti (i) alatti méiveletekbl (kihasznalva azt, hogy mindegyik polinomot ugyanazon helyen
kell kiértékelni) csak m — 2 darab szorzds kell, mig marad a (iii) alatti miéiveletek sora, amibdl pedig km /2 kell, hiszen a
polinomok egyiitthatdi kiilonboz6ek.
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A polinom prekondicionaldsa tehat abbdl all, hogy eldre ki kell szamolni és eltarolni & darab Osszeget,
amelyek

8 = AjmQ(j+1)m—1 T Cjm+10(j+1)m—2 T - --
alakdak és 7 = 0,...k — 1. A szamit6gépek programozasi konyvtaraiban az elemi fiiggvényeket rend-

szerint kozelit6 polinommal szdmoljdk. A polinomok gyakran ilyen prekondiciondlt formdban vannak
jelen.

4.4. Tabellazas

Azzal a feladattal folytatjuk, amikor a P(z) = ag+a1xz+. ..+ anz"™ polinomhoz szeretnénk elkésziteni
a
P(uy), ..., P(ug)

tablazatot, ahol u1, . . ., u; adott szdmok.

Amennyiben a 4.2. szakaszban targyalt Horner elrendezést hasznaljuk, akkor ez kn darab nemlinedris
mivelet. Az iménti, 4.3. szakaszban ismertetett prekondiciondléssal ez ~ kn /2.

Lehet-e azzal nyerni, ha az egész tablazatot egyszerre szamitjuk ki? Feltéve, hogy & > n az alabbi
eljarassal k log? n miivelettel ez megoldhatd, ahol a nemlinedris miiveletek szdma k log n.

A P(uy),. .., P(uy) értékeket akarjuk kiszdmolni. Ehhez kiszdmoljuk az

I(x,ul""aun) = (m_ul)(x_UQ)(x_un)
polinom egyiitthatoéit is, amelynek gyokei az uq, . . ., u, szdmok.
I(z,ug, ... up) = 2" — o1z ogr 2 — L.
alakban irhato6 fel, ahol
o1 = ui+...+uy,
09 = UlU2 +ULU3 + ... + Up—_1Un,
Op = UlU2...Un

Ezeket az uq, . . . uy véltozok elemi szimmetrikus polinomjainak nevezziik.

Egy rekurziv eljarast adunk meg. Tegyiik fel, hogy az algoritmus méar adott, ha P () foka kisebb, mint
m. Most definidljuk az eljardst minden olyan P(x) polinomra, amelynek fokszdma kisebb vagy egyen-
16, mint 2m. Feltehetjiikk, hogy P(x) fokszdma n = 2m (ha nem, akkor nulla egyiitthat6jd tagokkal
kiegészitjiik):

Plx)=ap+aix+...+ agmr>™.
Ki akarjuk szamitani P(x) értékét az uy, ..., us, helyeken. Osszuk ezeket két részre: uq, ..., up, és
Umt1, - - - , U2m- Képezziik az

Iz, ug,. .. upy), I(x, Uy, .- U2m)

polinomokat — ezeket meg tudjuk hatdrozni, hiszen feltettiik, hogy az eljards m-re mar ismert. Osszuk

el a P(z) polinomot az I (z,uy, ..., Uy) polinommal:
P(ZL') = I(.%', Ug,y .- 7um)Q0(x) + R(](fC),
valamint az I (z, U1, - - - , U2, ) polinommal:

P(.%') = I(x, Um+1y - - - ,uQm)Ql(x) + Rl(.’I})
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Tudjuk, hogy az Ry(z) és R;(x) maradékpolinomok fokszdma kisebb, mint m. Mivel az I polinom
eltlinik az w1, . .., U, €S U1, - - - , U2y helyeken, ezért

P(u1) = Ro(u1), ..., P(um) = Ro(um)
Plumy1) = Ri(um+1); - - Pluzm) = Ri(uzm)

ahelyett, hogy a 2m-ed foki P(x) polinomot értékelnénk ki az uq, . . ., ua,, helyeken, az m-nél kisebb
fokd Ry(x) és Ri(x) polinomokat értékeljilk ki az u, . .., U, €8s Upt1, - . . , U2y helyeken.
Az m-nél kisebb foku polinomokra az eljards definialva van.
Hétravan még az I (z,uy, .. ., usy) kiszdmitdsa, de ez konnyd, mert
I(z,ug, .. uom) = L(wyug, ooy um) I(2, Uppg 1y - - o U2m)-

Példa. Szamitsuk ki a P(x) = 2% + 32 + 4 polinomot az u; = 5 és uy = 6 helyeken. A fenti eljarast
hasznélva
I(x,5,6) = (z — 5)(z — 6) = 22 — 11z + 30.

Tovéabba
Ii(z,5)=x—5, é Iz,6)=x—6

Ezeket folhaszndlva kapjuk, hogy
P(z)=(x—5)(x+8)+44 é P(x)=(r—6)(x+9)+58,

ezért P(5) = 44 és P(6) = 58.

4.5. Polinomok szorzasa

A

Plz)=ao+aiz+...+ap 12" ' é Qz)=by+biz+...+b, 12"}

polinomok szorzata az az

R(z) = P(2)Q(x) = co + 1@ + ... + cop_ox®™ 2

polinom, amelynek c; egyiitthatéit az alabbi képletek hataroznak meg:
¢; = apb; + a1b;—1 + ...+ a;bg.

A (co,. .., con—2) sorozatot az (ag,...,an—1) és (by,...,by—1) sorozatok konvoliicidjdnak nevezzik.
Erre egyébként tekinthetiink gy is, mint két n dimenzids vektor olyan szorzata, amelynek eredménye
egy 2n dimenzids vektor, amely tehat kiilonbozik a hagyomanyos bels6- vagy kiils6é szorzattdl (ahol
rendre szdmot, illetve métrixot kapunk eredményiil).

Haa (co, ..., con—2) sorozatot a fentebb felirt médon akarjuk meghatarozni, akkor n? darab szorzést
kell elvégezni az a; és b; egyiitthatokkal. Azonban gyorsabban is lehet: Toom eljdrdssal, amelyet a
kovetkez6kben ismertetiink.

Kiinduldsnak vegyiink 2n — 1 darab szamot, példaul a

0,1,...,2n—2
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szamokat. Most ahelyett, hogy az R(z) = P(x
szamoljuk az R(x) helyettesitési értékeit a k = 0,
R(k) = P(K)Q(k)
= Co—i-clk—‘rCQkQ—i-...
= (a() + a1k + a2]€2 + .. )(bo + b1k + bgk2 + .. )

Q(x) polinom egyiitthatéit szamolnank ki, el&szor

)
1,...,2n — 2 helyeken:

Ehhez tehat ki kell szamolni a P(x) és QQ(x) helyettesitési értékeit a 0, 1,...2n — 2 helyeken, majd
osszeszorozni Oket. Ezutdn pedig meg kell hatdroznunk az R(x) egyiitthatéitaz R(0), R(1),..., R(2n—
2) értékekbdl. Vegyiik észre, hogy ez az interpolacids feladat valéjaban a co, . . ., ca,—o ismeretlenek
kiszdmitasat jelenti a

Co = R(O)

cot+eci+ea+...+come = R(1)

co + 2¢1 + 2202 + ...+ 22n_262n,2 = R(Z)
co+(2n—2)c; +...4+(2n—2)"""2cy, 0 = R(2n—2)

linedris egyenletrendszerbdl.

Ebben a pillanatban még az a benyomdasunk, hogy semmit nem nyertiink, s6t egy linedris egyenlet-
rendszert kell megoldanunk, amelynek miiveletigénye O(n3). Amennyiben viszont megint kiilonbséget
teszilink a linedris €s a nemlinedris miiveletek kozott, akkor gyorsabbak is lehetiink.

Béra

P(0)Q(0), P(1)Q(1),...,P(2n — 2)Q(2n — 2)
értékek kiszamitdsa 2n— 1 darab nemlinedris mivelet, a fenti linearis egyenletrendszer (amely ugyanarra
az eredményre vezet) megoldhaté csak linedris miivelettel! Ehhez vegyiik észre, hogy paraméterek csak
az R(0), R(1), ... R(2n—2)-ben vannak, ezeket pedig a megoldds soran nem kell egymadssal se szorozni,
se osztani. A nemlinedris miveletek szdma tehdt 2n — 1. A (co, ..., con—2) egyiitthatokat definial6
eredeti képletben n? darab nemlinedris miivelet fordult els. EbbSl a szempontbdl tehdt a Toom-féle
eljaras egyszertibb.

Tovabb is 1éphetiink: a linedris miiveletekb6l sem kellene sokat elvégezni. Ez konnyen teljesithetd,
csak a helyettesitési értékeket kell megfelel6en megadni! A fentiekben azt az esetet targyaltuk, amikor az
1,2,...,2n — 2 értékekkel szdmoltunk. Azonban nem vagyunk ezekhez a szamokhoz kotve. Ha ezeket
komplex egységgyokoknek valasztjuk, akkor a konvoliicié megvaldsithaté O(nlogn) mivelettel. Ez
lesz a véges Fourier-transzformalt médszer.

4.5.1. Véges Fourier-transzformalt

Legyen P(z) = ag + a1z + ... + a,_12" ! polinom. Legyen r > n és

2m

W=w,==e€er

az elsé komplex r-edik egységgyok, és 12 = —1. Azw® = 1,w,w?, ..., w" ! szdmok mind kiilonbozék

ésw" = 1.
Képezziik most a P(1), P(w), ..., P(w"™!) értékeket:

ap = P(wk) = ag + a1 + asw® + ...+ ap_qw Tk

az (ao, ..., ar—1) komplex szamsorozatot az (ao, . .., a,—1) szamsorozat véges Fourier-transzformdlt-
Jjdnak nevezziik.
A transzformécionak két, szamunkra most fontos tulajdonsaga van:
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e a visszatranszformdlds hasonl6 képlettel torténik:
1 . s Y R Y
a; = ;(ag +awd +aw T4+ apqw (r 1)J),

e valaminthar > 2n—2,ésa(cy,...,con—2) sorozat az (agp, . .., an—1) és (by, . . ., by—1) sorozatok
konvoliciéja, akkor
¢o = aobo, ¢1 = aiby,...,Cr—1 = Ar_1br_1.

A konvoluci6 tehat a kovetkezd miiveletsorozat: transzformacio, r darab szorzas, visszatranszformacio.
Legyen r > n és
(r) -
F, (ao,...,an-1) =a (k=0,...,7—=1).

A 27 elemi Fourier-transzformacié nem mds mint 2 darab r elemi Fourier-transzformacié. Ez a tény
egy divide and conquer tipusu algoritmusra vezet el benniinket.

27

Legyen ag, ..., as-—1 egy 2r elemi sorozat. Ennek a transzformdldsahoz az we, = e2r egységgyo-
koket hasznaljuk. Ezzel a jeloléssel:

- k 2k (2r—1)k
ar = ag+ aiwsy, + aswy, + ... + agr_1wy,

= o+ agwd +agwst + .+ agwh +agwdt 4+
= ag+az(w3 )"+ as(wd ) + ..+ wh a1 + as(w3)F +as(wi )+,

27
ahol tehdt megfelelen csoportositottuk az egyiitthatokat. Ha wo, = e2r , akkor w3, = w,., ezért
2
Flg r)(ao, L ,agr_l) = F]y)(ao, ag, ... ,G/QT_Q) + wlng,ir)(al, as, ... ,a27~_1)

Megmutathat6:
K(2r) <2K(r) + 6r

tovabba K (1) = 0, ezért a fenti képletet m-szer egymads utdn alkalmazva
K(2™) <3m-2™

Ha r a 2-nek egész kitevjti hatvanya, akkor
K(r) < 3rlogyr.

Szok4s szerint: ha 7 nem 2 hatvdny, akkor a sorozatot nulldkkal egészitjiik ki.

Gyors Fourier transzformacié: Konkrét megvaldsitas

Legyen
a — [ag, at, ... an_l]T b = [bo, bl, PN bn_l]T

két n-dimenzids vektor, amelynek komponensei komplex szdmok. az a * b = ¢ konvoliciét akarjuk
kiszdmolni
Legyenek
Fﬁl(a) = Fﬁl[ao, ar,...,an-1,0,...0] := (fo, f1,-.., an_l)T

F_l(b) = F_l[b07b17"-abnflaoa"'o) = (901917"' 792n71)T

a 2n komponensre kiegészitett a és b vektorok véges inverz Fourier transzforméltjaik. Legyen tovabba
F~'(a) o F~'(b) := [fogo, [191: - - - fon—192n—1]"
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a komponensenkénti szorzdsokkal kapott vektor. Ekkor
F~Y(axb)=Fl(a)o F}(b).
A fenti, utolsé képlettel ekvivalens alak:

axb=F[F '(a)o F (b)),

Pyl

amely lehet6vé teszi, hogy két n-dimenzids vektor konvolicidjit az FFT segitségével is kiszdmoljuk,
amennyiben n kettének egész kitevdjd hatvanya.

4.6. Feladatok

1. A fejezetben nem volt sz6 polinomok osztdsardl. A szakirodalombdl keressiink egy erre alkalmas
(gyors) algoritmust és implementaljuk, teszteljiik.

2. Teszteljiik le a MATLAB Symbolic Toolbox rendszerében elérhetd polinom szorzas végrehajtasi
idejét Osszevetve a (lebeg&pontos) conv fiiggvénnyel, ami polinomok/vektorok konvoldcidjat
szédmitja ki.

3. A Horner médszer hasznalhat6 az osztott differencia

p(y) — p(x)
y—x
kiszamitdsara. Legyen adott a
p(x) = Zaimi = ap + a1z + asx® + azx® + - - + apa™
i=0
polinom a kévetkezd 1épéseket kell végrehajtanunk:

by = ap, dyp, = by,
bp—1 = an—1 + by, dp—1 = bp—1 + dyny,

b1 = a1 + bax, d1 = by + day,

bo = ag + byx.
Ennek végén kapjuk,hogy
p(z) = bo,
ply) —p(x) _
— aq,
y—x

Teszteljiik a médszer hatékonysagét a naiv eljardssal 6sszevetve, kiilondsen olyan példdkon, amely-
re x és y értéke kozel azonos.

4. Mint azt targyaltuk, a Horner-mddszer optimélis abban az értelemben, hogy egy polinom helyette-
sitési értékének kiszamitasahoz a legkevesebb szorzds és 6sszeadds miiveletet haszndlja. Azonban
ezt ugy éri el, hogy az egymadst kdvetd Osszeadds és szorzds miiveletek fiiggnek a kordbban végre-
hajtott miveletek eredményeitdl. Igy a médszer nehezen, vagy egyaltaldn nem parhuzamosithatd.
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Az Estrin-moédszer parhuzamos gépekre alkalmas eljards, amelynek otlete a kdvetkez példan
mutathaté be. Jelolje

Po(z) = Co + Cra + Cox? + Caa3 + ... 4 Cpa™

egy n-valtozés polinomot. Az Estrin alakot irva a kovetkezd résszamitasokat kapjuk:

Py(z) = (Co+ Cyx)+ (Co + Csz)x?

Pyz) = (Co+ Crz)+ (Co+ Csz)x? + Cyat

Ps(z) = (Co+ Ciz)+ (Cy+ C3z)z? + (Cy + Csz)z*

Ps(z) = (Co+ Ciz)+ (Co+ Czx)z? + ((Cy + Csx) + Coz?)xt

Pr(z) = (Co+ Ciz)+ (Co+ Czx)z? + ((Cy + Csx) + (Cs + Crx)x?)z?

Py(z) = (Co+ Ciz)+ (Co+ Czx)z? + ((Cy + Csx) + (Cs + Cra)x?)zt + Cga®

Py(z) = (Co+ Ciz)+ (Co + Cs2)x? + ((Cy + Csz) + (Cs 4 Cra)z?)z* + (Cs + Coz)a®

2" értékét egyszer kell csak szamolnunk, és azt megtarthatjuk addig,

amelybdl lathatjuk, hogy az
amig sziikség van ra.

Feladatunk, hogy implementéljuk a médszert, és vessiik 6ssze a végrehajtasi idejét a Horner méd-
szerrel szekvencidlis nyelven és olyan kornyezetben is, ahol parhuzamos végrehajtas is megenge-

dett.

sz 2

. A Ruffini-algoritmus egy P(x) polinom = — r taggal torténd osztasdnak hatékony kiszamoldséra
alkalmas. Keressiik meg a leirdsét és készitsiik el az implementacidjat.
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5. fejezet

Polinomok gyokeirol

Azt mondjuk, hogy ¢ a p(x) polinom gyoke, ha p(c) = 0. Amennyiben p(x) valds egyiitthat6s polinom,
amelynek gyoke az o komplex szam, akkor gyoke ennek o konjugilt is.

Egy fontos és egyszer( észrevétel, hogy az p(x) polinom (x—c) els6 fokd polinommal valé osztdsanak
maradéka egyenl az p(z) polinom p(c) értékével. Legyen ugyanis

p(x) = (x = c)q(x) +r

Ha most vessziik mindkét oldal értékét x = c-nél, akkor p(c) = r.

Ennek a ténynek egy kovetkezménye, hogy a ¢ szam akkor és csak akkor gyoke az p(x) polinomnak,
ha p(x) oszthat6 (z — c¢)-vel. Ha p(z) oszthaté valamely ax + b els6 fokd polinommal, akkor oszthato
az x — %b-val is, vagyis egy = — c alakd polinommal.

Egy polinom gyokeinek a meghatdrozdsa tehét ekvivalens linedris osztdinak felkutatdsdval. A Horner-
elrendezés segitéségével meghatirozhatjuk a

alakot.

Példa. Legyen p(x) = z* — 822 + 22 + 4z — 9, és ezt osszuk el = + 1-gyel:

|1 -8 | 1 | 4 | 9

—1|1]-1-14+(-8)=-9]-1-(-9+1=10| -1-10+4=—6 | —1-(=6)+ (-9) = -3

Ezért a hanyados: 23 — 922 + 10z — 6, a maradék pedig p(—1) = —3.

Tobbszoros gyok. Amennyiben taldlhaté olyan k szdm, amelyre p(x) maradék nélkiil oszthaté az
(x —c)¥-val, de nem oszthat6 (x —c)**'-gyel, akkor a k szdm a p(z) polinom c gyokének multiplicitdsa.

Az algebra alaptétele a kovetkez6t dllitja: minden legaldbb elsd fokd komplex egyiitthatds polinomnak
van legaldbb egy (dltalaban komplex) gyoke. Az alaptétel szerint egy polinom tehat elséfoku polinomok
szorzatara lehet bontani — ezzel majd késébb foglalkozunk.

Minden n-edfokt komplex egyiitthatés polinomnak n gyoke van, ha minden gyokét annyiszor szamit-
juk, amennyi a multiplicitdsa. Ez utébbi tényre épitve éllithatjuk, hogy barmely, n-nél nem magasabb
foku polinomot egyértelmiien meghataroznak azon értékei melyeket az ismeretlenek barmely, n-nél tobb
kiilonbozd értéke mellett vesz fel. Ha ismerjiik egy n-ed fokud polinom értékét n + 1 kiilonbdz6 pontban,

akkor barmely mds pontban is kiszdmithatjuk!.

'Ez a tény adédik a Lagrange-féle interpolacids képletbdl.
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Megoldoképletek. A madasodfoki polinomegyenlet megolddsanak mddszerét mar a régi gorogok is
ismerték. A harmad- és negyedfokud polinomok gyokeire csak a XVI.szdzadban taldltak képleteket.
300 évig folytak sikertelen kisérletek a magasabb fokud polinomok gyokeinek meghatdrozdsara szolgalé
képlet megkeresésére.

Majd 1832-ben Abel és Ruffini bebizonyitotta, hogy ilyen képletek nem léteznek n > 5 esetén tetszd-
leges n-ed foku polinomra.

Fontos azonban latni, hogy az Abel-Ruffini tétel nem zarja ki azt a lehet&séget, hogy talan minden
konkrét komplex egyiitthats polinom gyokei mégis kifejezhetdk lennének valahogyan az egyiitthatok-
b6l gydkvondsok valamilyen kombinéciéi segitségével®

1830-as évek eleje: Galois® megmutatta, hogy milyen feltételek mellett oldhaté meg radikalokkal
valamely adott polinomegyenlet. Ezen eredmény alapjan kideriilt, hogy minden n > 5-re megadhat6
olyan n-ed foku polinom, amely nem oldhaté meg radikdlokkal.

5.1. Sturm tétel

Val6s egyiitthatés f(z) polinom valds gyokeinek szdmdnak meghatdrozdsara mutatunk egy eljarést,
amely az euklideszi algoritmustdl csupén a fellépé maradékok el6jelében kiillonbozik.
Legyen

fi-i(x) = gi-1(x)fj(w) = fir1(x)

fm1(x) = gm-1(2) fm ()

ahol az fj;1(«) maradékpolinom fokszdma kisebb, mint az f;(x) oszté polinom fokszdma. f,(z) az
osszes f;(x) polinom legnagyobb kizos osztdja.
A fent definidlt polinomsorozat alapvetd tulajdonsigai:

5.1.1. Segédtétel. Ha az f(x) polinomnak a véges [a,b| intervallumba esé gyikei mind egyszeresek,
akkor minden x € [a, b]-re fm(x) # 0 (sét, valdjdaban fp,(x) dllando eldjelii az [a, b]-ben), ha valamely
1 <j<me-reésx € [a,bl-re fj(x) =0, akkor

fi—1(x) fi+1(z) <O,

ha valamely x € [a,b]-re fo(z) = 0, akkor
fo(@) fi(z) > 0.

Legyen fo(z), fi(x), ..., fm(z) valés egyiitthatés polinomoknak olyan sorozata, amelyben a foksza-
mok monoton csokkennek. Ezt Sturm sorozatnak nevezziik valamely [a, b] intervallumon, ha a fenti
lemmaban szerepld /-3 tulajdonsagok teljesiilnek és ezen feliill még az is igaz, hogy

f(a)f(b) # 0.

Jeloljiik S(z)-szel az fo(z), f1(x),. .., fm(x) Sturm sorozatban el&forduld eldjelvdltdsok szamét.
Jelvaltas akkor van, ha pozitiv szdm utan negativ kovetkezik, vagy forditva.

2teh4t, hogy minden konkrét polinom gydke megadhaté radikdlokkal (n-edik gyokokkel: /)
3 Don’t cry, Alfred! I need all my courage to die at twenty.”
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5.1.2. Tétel (Sturm). Legyen f(x) valds egyiitthatés polinom. Ha

f(@) = fo(x), fi(@), ..., fm(2)

Sturm sorozat valamely [a, b] intervallumon, akkor f(x)-nek (a,b)-ben pontosan S(a) — S(b) szdmii
gyoke van.

Példa. Legyen f(r) = 23 + 322 — 1, hatdrozzuk meg a valés gyokeinek a szdmat. A polinom Sturm
rendszere:

flxz) = m3—|—3m2—1,
fi(z) = 32°+ 6,
fo(x) = 2x+1,

fa(x) = 1.

Most dllapitsuk meg ennek a rendszernek az elGjelvaltasainak szamét a (—oo, co) intervallumon:

f(x) fi(z) fo(x) f3(x) valtdsok szdma
-00  — — + 3
00 + + + 0

+
+

Kapjuk tehdt, hogy az f(x) polinomnak 3 valés gyoke van.

Valés gyokok szétvalasztasa. A Sturm tétel alkalmazhat6 valds gyokok szétvalasztisara is a kovetke-
z8képpen:

1. Szamitsuk ki S(z) értékét kiilonboz x-ekre.

2. Ha taldlunk olyan xy, zo part, amelyre S(z1) # S(x2), akkor biztosak lehetiink abban, hogy =
és o kozrefog egy gyokot.

3. Felezziik meg az intervallumot, amelyben a gyok taldlhat6: S((z1 + x2)/2).

4. Menjiink vissza az 1. 1épésre.

5.2. Tovabbi korlatok polinomokra

Legyen adott

n

f(z) = Zaixi =an H(w — )
=0

i=1

n-ed fokud polinom. Vezessiik be a kovetekzd jeloléseket:
o H(f) (vagy || f]loo), amelyet magassdgnak neveziink és maxi = 0,...,n|a;|
o | f|l akettes norma /" |a;|?

o L(f) (vagy ||f]l1), amelyet hosszisdgnak neveziink és > ||
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Ekkor adédik, hogy
H(f) < IFI < L(f) < (n+ D H(F).

Igaz tovéabb4, hogy
jan| TT leal < 1111

a;>1

Ezek kovetkezményeképpen adddik tovabba, hogy

fncd = ()t TL 1t < (%) 111

a;>1

Gyokokre vonatkozo korlatok A fentiekben bemutattuk Sturm moédszerét valds gyokok szamanak
meghatdrozdsira. Néha azonban sziikségiink lehet a valds és a komplex gyokok megkiilonboztetésére.
Tekintsiik ehhez a kovetkezd példat.

Legyen Wy az a polinom, amelynek gyokei a —1, —2, ..., —20 szdmok. Azaz Wy = (z + 1)(z +
2)...(z +20) = 22° + 21021 + ... + 20!. Tekintsiik most a

W20 ({L‘) + 2_231'19

polinomot. Arra szamitunk, hogy ennek is husz darab valds gyoke van, az eredeti Wag-hoz kozel. A
helyzet azonban az, hogy ennek csak 10 valds gyoke van, kozelitSlega —1, —2,...—7, —8.007, —8.917, —20.847
értékekkel, valamint 5 par komplex konjugalt gyoke, amelyek kozelitd értéke rendre a —10.095 +
0.64357, —11.794 4+ 1.652¢, —13.992 £ 2.5197, —16.731 £ 2.8137¢, —19.502 £ 1.940s értékek.

Legyen most f = > a;x', valamint az f(z) gyokei az o, . . ., o, szdmok. Vezessiik be az aldbbi
jelolést:

o rb(f) = maxi<i<n |ol,
A kovetkezd korlatok teljesiilnek:

e 1b(f) <1+ max(|a;|)/|an].

e rb(f) < 2max {'aZ:', \/ LZ;Q‘,..., "/ %a \/ le}

Amennyiben ezeket a korldtokat a Wo0(x) polinomra alkalmazzuk, akkor rendre a 1.38 x 109 és 420
értékeket kapjuk, amely mutatja a masodik korlat er6sségét, legalabbis az els6vel szemben.

5.3. Laguerre modszer

o

Ebben a szakaszban bemutatunk egy mddszert, amely Edmond Laguerre nevéhez fizédik. A Newton-
mobdszerrel ellentétben ez polinomok gyokeinek megkeresésére van specializalva.

A modszer targyaldsa el6tt ismertetiink egy gyokkorlatos eredményt is, amely szintén Laguerre-t6l
szarmazik.

Valés gyokok tovabbi korlatai A médszere olyan p(z) = >__, axz” polinomokra alkalmazhatd,
amelyeknek csak valés gyokei vannak. Ezek a gyokok a

ap—1 n—1 9 2n
— + a;_| — ——QpQp_2
nan Nna, n—1
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intervallumban vannak.
Példdul az z* + 522 + 522 — 52 — 6 polinomnak négy valés gyoke van: —3, —2, —1 és 1. A képlet a
5
I NED
4 4V 3
intervallumot adja, amely lebegGpontosan a [—3.8117,1.3117] intervallum — ebben az esetben tehat
egész jo befoglaldst kaptunk a gyokokre.

Gyokok megkeresése A modszer egyik tulajdonsaga, hogy a kezdeti értéktdl fiiggetleniil majdnem
mindig konvergal valamelyik gyokhoz, legyen az akar komplex szam. Az eljards a kovetkezd:

1. Vélasszunk egy x( kezdeti értéket, és legyen a = co.
2. Adott [épésszamig vagy a < e teljesiiléséig hajtsuk végre a kovetkezbket:

e Ha p(z;) nagyon pici, akkor az algoritmus véget ér, z, egy kozelits érték.
e Legyen G = ppli(;:)) és H =G? — pf;’((xi’;k))_

2 , ahol az eldjelet dgy vdlasztjuk, hogy a nevezd a lehetd

G++/(n—1)(nH-G?)
legnagyobb abszolit értéki legyen (a lebegbpontos szdmoldsokndl ez fontos).

e Legyen a =

e Végiil legyen xy 11 = = — a.

5.4. Rezultansok

A rezultansok fogalmat a kovetkezd kérdés megvalaszoldsara vezették be: mi a sziikséges és elégséges
feltétele annak, hogy az f(z) és g(z) polinomoknak van kozos gyoke? Legyen

fx) = fo+ fix+. ...+ fra™
g(x) = go+qr+...+ gna",

ai, ...,y az f polinom gyokei, 51, ..., 3, pedig a g polinom gyokei. Ekkor
n m
ves(f.9) = g [T [T (e - )
j=li=1

sorozatot az f és g polinomok rezultdnsdnak nevezzik.
Ez a definicié matematikai értelemben teljesen rendben van, azonban praktikusan haszndlhatatlan,
mivel a gyokok ismeretét tételezi fol. A Sylvester-mdtrixot el6éllitjuk az egyiitthatokbdl:

fm fm—l fl fo 0 0 ... 0
0 fm fm—l fl f() 0 ... 0
0 0 fm fm—l fl fO 0
0o ... 0 0 fm Jfm1 - fi fo
In  Gn-—1 g1 9o 0 0o ... 0
0 9n 9n—-1 .- [ go o ... 0
o ... 0O 9 g1 -~ g1 go O
0 0 0 9n In—1 g1 9o
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A Sylvester-métrix determinédnsat kell meghatdrozni, és megvizsgdlni, hogy mikor 0 az értéke. Ez meg-
tehetd O((n + m)?) 1épésben példdul a j6l ismert Gauss-eliminaciéval.

Egy masik lehetséges megoldast a kovetkezd algoritmus ad, ahol LeadCoeff a megadott polinom
féegyiitthatdjat adja, a deg a polinom fokszamat, a mod miivelet pedig a két polinom osztasaval kelet-
kez6 maradékot hatarozza meg.

Input: F, G polinomok

F[1l] = F;
F[2] = G;
i = 2;

R[1] = 1;

while deg(F[1])>0{
Fli+1l] = F[i-1] mod F[i]
di = deg(F[i]);
dil = deg(F[i-11);
R[i] = power (-1, dixdil) *power (LeadCoeff(F[i]), dil-di)*R[i-1]
i++;
}
if (F[i] <> 0) return R[i]*power (LeadCoeff (F[i]), deg(F[i-11]))
else return 0;

Szimbolikus eset. A rezultdnsok legfontosabb elényei, hogy a bemeneti polinomok szimbolikus egyiitt-
hatdkat is tartalmazhatnak. Legyen példaul

flz) = 223 — €&’ +2+3

g(z) = x®—bx+6.

Ekkor

2 ¢ 1 3 0
0 2 —¢ 1 3
res(f,g) = |1 =5 6 0 O
0 1 -5 6 0
0 0 1 -5 6

= 36£% — 429¢ + 1260 = 0.

A madsodfokd egyenlet gyokei: £ = 20/3 és £ = 21/4.

5.5. Grobner bazisok

Tekintsiik a kovetkez8, m darab polinombdl all6 egyenletrendszert:

fl(l‘l,...,:cn) = 0
fm(xl,...,xn) = 0

A Grobner bazisok meghatarozasaval tulajdonképpen meghatirozzuk a rendszer megolddsat is, mert
ezeknek ugyanazok a gyokei.
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Példa. A kovetkez$ 3 valtozos rendszer megoldasat keressiik:

1
fi = ;Uz—xyg—llxg—z
2 2
f2 = yzt+2z+ o
1
fs = x2z+y2+§x

A rendszer Grobner bazisa (a z < y < z rendezéssel):

g1 = 2+ 64/65x% —432/652% + 168/652% — 354/65x + 8/5
g = y?—8/13z* +54/132% — 8/132% + 17/26x
g3 = x°—27/4x* + 223 — 21/162% + = + 5/32

Erdekes médon ezt az alakot “trianguldris’ alaknak nevezziik, a Gauss-elmindcié eredményéhez hason-
I6an. Az analdgia ott van, hogy a Gauss elimindcié valdjdban a Grobner bazisok mddszerének egy
specidlis esete, amikor minden egyenlet linedris.

A fenti alakbdl x meghatdrozhaté a 3. egyenletbdl, majd az behelyettesitjiik a 2. egyenletbe megkap-
juk g értékét, stb. A kozelité megoldas egyébként

(—0.128475,0.321145, —2.356718)

Megjegyezziik, hogy egyvaltozés polinomegyenlet megolddsa Iényegesen egyszer{ibb, mint egy poli-
nom rendszer megolddsdnak megkeresése. Itt most arrdl van sz6, hogy dgy oldjuk meg a rendszert,
hogy azt atalakitjuk, majd végiil egyvaltozds polinomok sorozatat kell megoldanunk.

A Grobner bazisok kiszamitasara szolgalo algoritmus, s6t, még a kapcsolddo alapfogalmak is tdlmu-
tatnak a jegyzet keretein, igy azokat itt nem ismertetjiik.

5.6. Feladatok

1. Implementdljuk a 5.2 szakaszban ismertetett korlatokat, és teszteljiik az er&sségiiket véletlen
egylitthatds polinomokra.

2. A Horner-médszer a Newton-mddszerrel kombindlva alkalmas polinomok dssze valds gyokének
megkeresésére. Legyen adott a p,(x) n-ed fokd polinom, amelynek gyodkeire igaz, hogy z, <
Zn—1 < --- < z1. Legyen x( kezdeti érték ugy, hogy zo > z;. Hajtsuk végre a kovetkezd
iteracios 1épéseket:

(a) Hasznéljuk a Newton-moddszert a z; megkeresésére.
(b) Hasznaljuk a Horner-mdédszer a (z — z1) taggal torténd leosztdsra, amellyel megkapjuk a

prn—1-et. Térjlink vissza az 1. 1épésre, ahol hasznéljuk a p,,_; polinomot és a z;-et, mint
kezdeti értéket.

Implementéljuk és teszteljiik ezt az eljarést.

3. Végezziink kisérleteket véletlen egyiitthatés polinomok gyokeinek eloszldsarél. Hasznéljunk eh-
hez tobbfajta véletlenszam generatort kiilonbozd paraméterekkel.

4. Az 2> — S = 0 egyenlet gyoke az v/S. A négyzetgydk reciproka gyakran eléfordul kiilonféle
numerikus médszerekben, ezért érdekes lehet a kiszamitdsara gyors eljarast kidolgozni. Termé-
szetesen csak kozelitd eljardsrdl lehet sz6. A moédszer egyik legendds implementécidja a Quake

sz

III nevii jaték C forraskddjaban taldlhatd, amelyet majdnem szo szerint idéziink itt:

50



float Q_rsqgrt( float number )
{
long 1i;
float x2, vy;
const float threehalfs = 1.5F;

x2 = number * 0.5F;

y = number;

i * ( long * ) &y; // evil floating point bit level hacking
i = 0x5f3759df - ( i >> 1 ); // what the fe&xk?

y = % ( float * ) &i;

y = y*(threehalfs—(x2 x y % y)); // lst iteration

//y = yx(threehalfs—(x2 * y * y)); // 2nd iteration, this can be removed
return y;

A kédban természetesen a 0x5F 3759DF konstans kelti fel els§sorban az olvasé figyelmét. Fel-
adatunk, hogy deritsiik ki, vajon mi szerepe van pont ennek az értéknek egy egyébként altalanos
mddszerben?

5. Bizonyitsuk be, hogy ha p(x) € Z, n-ed foku polinom, akkor legfeljebb n gydke van.
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6. fejezet

Primtesztelés

Ebben a fejezetben olyan mddszerekrdl lesz szd, amelyek véalaszt adnak arra a dontési kérdésre, hogy egy
egész szam primszam-e. Néhany valdszinliségi algoritmust fogunk megismerni, valamint megemlitjiik
a ’PRIMES is in P’ cikkr6l is. Lattuk a kordbbi fejezetekben, hogy a primeket hasznaljuk a modularis
algoritmusoknal is.

6.1. Alapfogalmak

Egy N egész szam primszam, ha ab = N esetén a = 1 vagy b = 1.
Az aritmetika alaptétele szerint minden pozitiv egész szdm felirhaté primszdmok szorzataként.
Tovabba mar Euklidész is tudta, hogy végtelen sok primszdm van. Bizonyitdsanak egy picit médosi-
tott valtozata a kovetkezd. Tegylik fel, hogy véges sok primszdm van: p; < p2 < ... < p,. Legyen
N =p1-p2-...-p-. Az N — 1 egész szam, mivel szintén primszamok szorzatara bonthatd, ezért
sziikségképpen van kozos primosztdja az N-nel, ami legyen p;. Ekkor p; osztja a kiillonbségiiket, 1-et,
ami lehetetlen.

6.2. Szita modszer

Eratoszthenész alapjan egy lehetséges mddszer N primtesztelése a kovetkez6: kezdjiik el osztogatni
3,...,V/N-nel és nézziik meg, hogy van-e maradék.
Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezd [8]:

Bemenet: egy n pozitiv egész szam.
Kimenet: 1, ha az n szam prim, 0, ha Osszetett.

if (n == 2) return 1,
if (n mod 2 == 0) return O,
t = 3; s = 4;
while (s <= n) {
if (n mod t == 0) return O0;
else {
t =t + 2;
s =s + 2 x t - 1;
print (t, s);

}

return 1;
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6.3. Fermat Kkis tétele
6.3.1. Tétel (Fermat, 1640). Ha p prim és a € N ehhez relativ prim, akkor
a1'=1  modp.

Az a tehdt nem oszthatd p-vel. A tétellel tehat azt tudjuk megmondani, hogy egy egész szim nem
primszam. A fenti folirdsban ez p.

A tétel egy masik valtozata a kovetkezd: barmely p primszamra teljesiil barmely a € N egész szam
esetén, hogy

a’? =a mod p.

Erdekességképpen megjegyezziik, hogy Fermat egyébként nem adott bizonyitést a tételre, csak egy
levélben {rta azt le. Leibniz bizonyitotta, de annak pontos datum nem ismert.

6.3.1. Alprimek

Ha N 0Osszetett €s
aVl=1 mod N

valamely a-ra, akkor azt mondjuk, hogy N egy a-alapu alprim.

Sarrus 1820-ban az aldbbi eredményre jutott: N = 341 az a = 2 alapra alprim (hiszen 341 = 11-31).

6.3.2. Algoritmus a Fermat kis tétele alapjan

A Fermat kis tétele alapjan a kovetkezd, valdszintiségi algoritmus adédik:
Bemenet: N egész
Kimenet: ’0sszetett’ vagy ’valdsziniileg prim’

1) Legyen 2 < a < N — 2 véletlen szdm (egyenletes eloszldssal védlasztva).

2) Szamitsuk ki

N-1

b=a rem N,

ehhez hasznaljuk az ismételt hatvanyozas algoritmust a 2.4 szakaszbdl. Itt a rem mivelet az
>osztds maradéka’.

3) Ha b # 1, akkor a vélasz ’dsszetett’, kiilonben *valdsziniileg prim’.

Tulajdonsagok. Az algoritmusra a kovetkez§ éllitasok teljesiilnek:

e Ha a és N nem relativ primek, akkor b és [N sem azok, ezért az algoritmus ekkor korrekt valaszt
ad.

— Az’a és N relativ primek?’ kérdés eldontésére az euklidészi algoritmust hasznéljuk, végre-
hajtva azt az 1) és 2) 1€pés kozott.

e Halnko(a, N) = 1, akkor a ’valdszintileg prim’ vagy helyes vagy helytelen vélasz.
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Példa. Teszteljiik le 5 probalkozéssal, hogy a 97 primszam-e. Tegyiik fel, hogy a kovetkezé eredmé-
nyeket kaptuk:

a b iteraci6 jelentés

41 1 1 41% =1 (mod 97)
32 1 2 329 =1 (mod 97)
94 1 3 949 =1 (mod 97)
17 1 4 179 =1 (mod 97)
73 1 5 739 =1 (mod 97)

Az algoritmus az 6sszes Véletlenszerl’ien generélt a érték esetében igaznak talélja aza = 1 (mod n)

;;;;;

Példa. Annak személetetésére, hogy az aP~! = 1 (mod p) kiszdmitdsihoz, ahol p egy nagy méretii
primszam nem kell kiszamolnunk az a?~! értékét, hanem annak csak p-vel osztdsi maradékat, elevenit-
siik fel az ismételt négyzetre emelés modszerét.

Tegyiik fel, hogy 2'°* mod 155 értékét akarjuk meghatdrozni. A 154 bindris alakja: 10011010. A
hatvdnyok tehdat bindris alakban rendre: 1,10,100,1001,10011,100110,1001101, és 10011010 vagy
10-es szdmrendszerben: 1,2,4,9,19, 38,77, és 154. A kovetkezd szamitdsokat kell elvégeziink:

2l = 2.12=2 mod 155
22 =4 mod 155

b
[N}
I1l

24 = 42=16 mod 155
29 = 2.162=47 mod 155
219 = 2.472 =78 mod 155
238 = 782=39 mod 155
277 = 2.392=97 mod 155
215 = 972 =109 mod 155.

El6szor is az eredménybdl leolvashatjuk, hogy 155 nem prim szdm, hiszen ha az lenne, akkor az 1
végeredményt kaptuk volna. Amennyiben a p szimnak n bindris szimjegye van, az a?~' mod p kisza-
mitdsa 2n szorzédssal valamint n darab maradék miivelettel kiszdmithat. Ezek miiveletigénye O(n?),
ezért a teljes miveletigény O(n?) lesz.

6.3.3. Carmichael szamok

Ha az
a¥"1=1 mod N

kongruencia igaz minden N-hez relativ prim a-ra, akkor N univerzalis alprim. Ezek a Carmichael
szamok. Végtelen sok van belSle, de sokkal ritkdbbak, mint a primszdmok. A legkisebb ilyen: 561.
Ezek tehat olyan inputok, amelyekre a Fermat teszt rossz vélaszt ad, ezt minden esetben figyelembe kell
venniink az algoritmus hasznalatakor.

Szerencsére a Carmichael szimok karakterizacidja megadhatd, amelyet a kovetkezd tételben foglal-
tunk Ossze.

6.3.2. Tétel. N akkor és csak akkor Carmichael, ha négyzetmentes és p — 1 osztia N — 1-et, ahol p az
N primfaktora, tovdbbd: N pdratlan és legaldbb 3 primfaktora van.
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Az 561 utdni hat Carmichael szam a kovetkezd (az a | b jelentése: a oszt6ja b-nek):

1105 =5-13-17  (4]1104; 12]1104; 16| 1104)
1720 =7-13-19 (6| 1728; 12| 1728; 18] 1728)
2465 =5-17-29 (4 ]2464; 16 |2464; 28| 2464)
2821 =7-13-31  (6]2820; 122820; 30 | 2820)
6601 =7-23-41  (6]6600; 22]6600; 40 | 6600)
8911 =7-19-67  (6]8910; 18]8910; 66 | 8910)

Nagyobb szamokra egyre kevesebb van beldliik: 20.318.200 darab van 1 és 10?! kozott. Ez 50 milli-
ard szambdl 1.

Tovabbi informéciét a Carmichael szamokrdél a https://oeis.org/A002997 linken taldlha-
tunk az OEIS (Online Encyclopedia of Integer Sequences) oldalan.

6.4. Miller-Rabin teszt

Azokat az egész szdmokat, amelyek kielégitenek olyan primteszteket, amelynek minden primszdm ele-
get tesz, de a legtobb Osszetett szdim nem, val6szinti primnek nevezziik. A valészind primek egy része
Osszetett szdm, ezek a 6.3.1. szakaszban targyalt dlprimek. Az angol nyelv{ szakirodalomban a PRP
jelolést hasznaljak (probable prime).

Az ebben a szakaszban ismertetett algoritmus kihaszndlja, hogy ha p primszdm, akkor minden olyan
a szam esetén, amelyre Inko(a,p) = 1 és p — 1 = 25, ahol r pdratlan szam, fenndll a kovetkezs
Osszefiiggések egyike:

r

e " =1 (mod p), vagy

20

e létezik olyan 5,0 < 57 < s — 1 1gy, hogy a p—1 (mod p).

Legyen N — 1 = 2°¢, ahol ¢ pératlan és s > 1, hiszen a paros szamokrdl konnyt eldonteni, hogy
primszadmok-e. Vdlasszunk egy a véletlen szdmot, majd szamitsuk ki a kovetkezdket:

1. ug=a® mod N

2. ujy1 =u? mod N,aholi=1,2,...s.

i
3. Valasz: N valdsziniileg prim, ha ug = 1, vagy valamely i-re (0 < i < s) azu; = —1

Megjegyezziik, hogy us = a®>*t = aN =1 ezért ennek értéke 1 mod N ha N egy primszém. Ez a
feltétel az alapja az elfogaddsnak, mert ha u; = —1, akkor u; = 1 minden 7 + 1 < j < s indexre.
Altaldban a tesztet k-szor egymastdl fiiggetleniil elvégezziik, hogy biztosabb vilaszt kapjunk.

Tegyiik fel, hogy N primszam. Akkor mindig azt a valaszt adjuk, hogy ’valdsziniileg prim’. Mivel
tudjuk, hogy us = 1 mod N, ezért vagy az van, hogy ug = 1 mod N vagy pedig van olyan utolsé
u;, amelyre u; =1 mod N NEM teljesiil és u; 11 = uf =1 mod N. De ha N prim, akkor az 22 = 1
mod N egyenlet megoldasa az x = +1, ezért szitkségképpen u; = —1 mod N, ami azt jelenti, hogy
N-et valosziniileg prim-nek deklaraltuk.

Amennyiben N Osszetett szam, akkor az a véletlenszdmok halmazanak felével ezt az eredményt kap-
juk. Ehhez tegyiik fel, hogy N = pips...pr, és vegyiink egy a mod N értéket véletlenszerlien. A
kinai maradéktétel szerint ez ugyanaz, mintha az a; mod p;,az mod ps,...,a, mod p, értékeket
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valasztottuk volna véletlenszertien. Ahhoz, hogy az v; mod N értéke ne legyen egyenlé —1-gyel,
annak kell teljesiilnie, hogy

u; = —1 (mod py)
u; = —1 (mod p9)
uj = —1 (mod p,)

Ha N egy Carmichael szdm, akkor az algoritmus legaldbb 1/2 valészintiséggel meg is adja N osztéjat.
Ha a hiba val6szintiségét ¢ ald akarjuk csokkenteni, akkor log, ¢ ~!-szer kell végrehajtani. Ha mindig
azt a valaszt kapjuk, hogy ’valosziniileg prim’, akkor N prim.

Példa. Teszteljiik le, hogy 97 valészini primszdm-e. Ehhez a kovetkezd 1€péseket kell elvégezni:
1. 1: Keressiik meg d és s értékeket, amelyre 96 = d - 2% alakd, ahol d paratlan szam.

o Kezdjiik s = 0 értékkel, ekkor d = 96.
o Noveljiik s értékét. Ekkor d = 3 és s = 5 ezért 96 = 3 - 2°

2. Vaélasszuk a értéket (1 < a < 97 — 1). Most az a = 2 vélasztassal dolgozunk.

3. Szamitsuk ki a? (mod n) értékét, azaz 23 (mod 97) értékét. Mivel ez nem kongruens 1 (mod 97)
folytatjuk a tesztet a kovetkezd feltétel ellendrzésével.

4. Szamitsuk ki 232" (mod 97) értékét (0 < r < s). Amennyiben ez kongruens 96 (mod 97),
akkor 97 valdszin prim. Egyébként 97 biztosan Osszetett.
e r=0: 25=8 (mod 97)
e r=1: 20=64 (mod 97)
e r=2: 22=22 (mod 97)
e r=3: 222=96 (mod 97)

Kaptuk, hogy 97 valészini prim.

6.5. Mersenne primek

6.5.1. Tétel. Ha 2P — 1 prim, akkor p prim.

A bizonyitast konnyi meggondolni, ugyanis 2“¥ — 1 oszthat6é 2% — 1-gyel. Ez abbdl adédik, hogy ha
p Osszetett, akkor 27 — 1 =2 — 1 = (2¥)" — 1V = (2* — 1)(...).
Mersenne 1644-ben a kovetkezét allitotta: 2P — 1 primszam, ha

p=2,3,5,713,17,19,31,67,127, 257

és minden mas p < 257-re Osszetett.

Ez az dllitas sok matematikus érdekl6dését keltette fol, igy példaul Euler 1772-ben megmutatta, hogy
231 1 prim, ezzel megcafolta Mersenne éllitasat. Lucas sz4z évvel kés6bb bebizonyitotta, hogy 2127 —1
prim, de 267 — 1 nem az. Powers 1911-ben bdvitette a listat: 289 — 1 prim, 2197 — 1 prim, amellyel tehat
tijabb Mersenne primeket taldlt. Ezutdn Kraichik 1922-ben megmutatta, hogy 2257 —1 6sszetett, amellyel
tehat Mersenne utols6 szamardl mutatta meg az eredeti sejtés hamissagat.

Béar a szamit6gépek haszndlatdval sokkal hatékonyabbak lehetiink, azéta sem taléltak sokkal tobb
Mersenne primet.
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e 2016.janudr: 49. Mersenne prim: 274207:281 _ 1,

e 2017. december 26: 50. Mersenne prim: 277232917 _ 1 amely a jegyzet frasanak idSpontjiban

egyben a legnagyobb ismert primszdm, nagyjabdl 23 milli6 szdmjeggyel.

Megjegyezziik, hogy 1997 6ta az dsszes Mersenne primet a GIMPS projekt (Great Internet Mersenne
Prime Search) nevti, teljesen elosztott szamitégépes rendszerrel keresik.

6.6. AKS algoritmus

Az AKS algoritmus a szerz6kr6l, harom indiai matematikusrdl (Manindra Agrawal, Neeraj Kayal és
Nitin Saxena) lett elnevezve. A 2002-es publikiciéjuk cime eldrulja a 1ényeget, '’PRIME is in P’.
Ez az els6 olyan eljards, amely determinisztikus, futdsi ideje polinomidlis és nem alapszik semmilyen
hipotézisre. A kovetkezd, egyébként régdta ismert azonossadgra épiil.

6.6.1. Tétel. Az n egész szdm akkor és csakis akkor prim, ha Inko(a,n) = 1 és
(x+a)"=(z"+a) (modn)
ahol a maradékos osztdst a polinom egyiitthatoin kell elvégezni.

Ez 1ényegében a Fermat kis tételének dltaldnositdsa (x = 0).

Példa. Igazoljuk, hogy az 5 primszam. Ekkor
(x4+1)° = 2° 4+ 52 + 1023 + 102° + 52 + 1= (2> +1) (mod 5),

a polinom minden egyiitthatdjanak 5-tel val6 osztdsi maradéka 0, kivéve az els6 és utolsé egyiitthatokat.

Az algoritmus részletes tirgyaldsa tdlmutat a jegyzet keretein, azonban a kapcsol6dé Wikipédia olda-
lon http://en.wikipedia.org/wiki/AKS_primality_test taldlhatunk egy sz€p illuszt-
réciot is az algoritmus futdsdra.

6.7. Nagyméretii primszamok generalasa

Valészintileg primszamok generalasa Az algoritmus bemenete egy k pozitiv egész szam és ¢ egy biz-
tonsagi paraméter, kimenete pedig egy k hosszisagu, 10-es alapti szdmrendszerbeli valdszintileg prim-
szdm. Az algoritmus végrehajtdsahoz felhasznaljuk a Miller-Rabin teszt eljarast.

p = rand (10" ( ) ;
if (p mod 2 = 1;

while (true) {

if (miller_rabin(p, t) = 1) return p;

p=p+ 2;

k-1), 107k

) (
0) p=p+

Erés primszamok generalasa Egy p primszamot erds primnek neveziink, ha léteznek az r, s, q egész
szamok a kovetkezd tulajdonsagokkal:

e p — l-nek van egy nagy primtényezdje, jeloljiik ezt r-rel,

e p -+ 1-nek van egy nagy primtényezgje, jeloljiik ezt s-sel,
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e ésr — 1 -nek van egy nagy primtényezdje, jeloljiik ezt g-val.

A kovetkez6 eljards haszndlja az imént ismertetett primszdm generétort, amelyre random_prim
fliggvényként hivatkozunk a kédban. A bemenet itt is egy k pozitiv egész szam és ¢ biztonsagi paraméter,
a kimenet pedig egy k hosszusagu, 10-es szamrendszerbeli erés primszam.

k1l = floor(k/2); // alsd egészrész
g = random_prim(kl, t);
i =1;
while (true) {
r =2 %1% g+ 1;
if (miller_rabin(r, t) == 1) break;
i++;
}
s = random_prim(kl, t);
mh = mod(power (s,r-2), r); // moduldris hatvanyozdssal szamitva!
pO0O = 2 * s » mh - 1;
J =1
while (true) {
p=p0 + 2 % J x r * s;
if (miller_rabin(p, t)==1) return p;
Jt+;

6.8. Feladatok

1. A levdghato prim olyan primszam, amelynek a szdmjegyeit levdgva rendre primszdmokat ka-
punk. Példaul a 9137 primszam egy balrdl levaghat6 prim, hiszen 137, 37 és 7 mind primszamok.
Ugyanakkor a 7393 primszdm egy jobbrdl levdghat6 prim, mert 739, 73, 7 is mind primszamok.
Osszesen 4260 balrdl levighaté- és 83 jobbrdl levdghaté primszamot ismeriink. Feladatunk, hogy
irjunk egy eljarast levdghat6 primek keresésére.

2. Egy primszamot mirp-nek nevezziik, ha visszafelé olvasva egy mésik primszamot ad. frjunk elji-
rést, amely mirpeket keres.

3. Jelolje p,, az n-edik primszamot. Ekkor p,# primoridlist az elsé n darab primszam szorzataként
definidljuk:

n
i=1

ahol tehat p; az ¢-edik primszam.

A primoridlisprim egy olyan primszadm, amely p,# =+ 1 alakban felirhat6. Az eddig ismert leg-
nagyobb primoridlprim a 10981334 — 1 (n = 85586), amelynek 476.311 szamjegye van. Irjunk
eljarast, amely primoridlisprimeket keres.

4. A primhézag két egymds utini primszam kiilénbsége, melynek jeldlése: g, = pn+1 — pn. Bizo-
nyitsuk be, hogy

n
Pnt1 =2+ Zgi-
i—1
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5. Az Ulam spirdl a primszdmok furcsa mintizatit mutaté megjelenités. Az aldbbi 4bra bal olda-
lan az egész szamok spridlis elrendezését latjuk, mig a jobb oldalon pedig ebben a sorozatban a
primszdmokat tartalmazza':

37—36—35—34—33—32-31 @36—35—34—33—32

3 17—16-15-14-13 30 38 @16—15—14@ 30
39 18 5— 4— 3 12 29 39 18 (5} 4—3) 12
LT ] |

4(|) 1? e|3 1— 2 1|1 2£|; 40 @ 6 1— 26|3
41 20 7— 8— 9—10 27 (a1) 20 @ 8— 9—10 27

| | |
42 21—22—23—24—25—26 42 21—22—@—24—25—26

4|3—44—45—46—47—48—49. .. 44—45—4648—49. ..

Készitsiink szamitogépes implementaciét az Ulam spridl nagyfelbontasu kirajzoldsara.

forrds: https://hu.wikipedia.org/wiki/Ulam-spirial

59



7. fejezet

Primfaktorizalas

Ebben a fejezetben az aldbbi fontos tételbdl indulunk ki.

7.0.1. Tétel (Szamelmélet alaptétele). Minden pozitiv egész n egyértelmiien irhaté

n=pi-pz--.."Pt, PL=P2=...<Dpp,
alakban, ahol mindegyik p;. primszdm.
Ez alapjan a kovetkez6 feladatokat vizsgaljuk:
(i) meghatarozni p;-t, a legnagyobb primtényezét,
(i) meghatarozni ¢ értékét, azaz a primtényezdk szdmat,

(iii) megtaldlni a fenti folbontast.

7.1. Legnagyobb primtényezo

Foglalkozzunk el8szor roviden az elsé kérdéssel: mekkora szokott p; lenni?

Karl Dickman, 1930: mi annak a valdszinlisége, hogy egy 1 és x kozotti véletlenszam legnagyobb
primosztéja < x®? Azt taldlta, hogy x — oo esetén ez a valdszintiség az F'(«) hatdreloszldshoz tart,
ahol

F(a):/an<11_t>Cit, O<a<1) Fla)=1haas>l.

Ha 1/2 < a < 1, akkor ez a formula az

1 1\ dt Lt
() /a <1—t>t /a ;o tne

alakra egyszerGisodik. Igy példaul o = 1/2-re kapjuk, hogy 1 — F(1/2) = In2, vagyis durvan 69 sz4-
zalék annak a val6sziniisége, hogy egy x-nél kisebb véletlen egész szdm oszthat6 egy /z-nél nagyobb
primmel!

7.2. Primtényezok szama

Intenziven vizsgéltdk ¢ értékét is, az 6sszes primosztok szamat.
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Nyilvan 1 < t < logyn, ezeket a korldtokat azonban csak ritkdn éri el. Megmutathatd, hogy ha
n-et véletlenill vélasztjuk 1 és x kozott, akkor barmely rogzitett c-re, annak a valészintisége, hogy ¢ <
Inlnz +c¢vinlnz, a

]. /C _u2/2
— e du
V2T J o

értékhez tart, ha © — oo. Mds szavakkal: ¢ lényegében normalis eloszlasu.

7.3. Primfelbontas

Jelen ismereteink szerint ezek nehezebb feladatok, mint a primteszt. Tehat az egy megoldatlan probléma,
hogy vajon létezik-e polinomidlis idejd algoritmus a primfelbontisra

7.3.1. Proébalgatasos osztas
Osszuk és bontsuk tényezdkre: vagyis osszuk el n-et a
p=2,3,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31, 35, ...
szamokkal (prébaosztokkal) mindaddig, amig eljutunk az
n modp=0

esetig. Ekkor p az n legkisebb primosztdja, és az eljarast folytatjuk az n = n/p-vel.
A fenti sorozatban az els6 harom tag utdn felvaltva mindig 2-vel illetve 4-gyel noveliink.
Ha azt talaljuk, hogy
n modp#0 é [n/p]<p (7.1)

akkor n primszdm. Ennek beldtdsdhoz tegyiik fel, hogy n 0sszetett, mégis teljesiil (7.1). Akkor
n>pi,
ahol p; az n els6 primtényezdje. Ugyanakkor p; > p miatt!

P> p+1)2>pp+1) > p*+(n modp)
> |n/plp+ (n mod p) =n.

Példa. Legyenn = 25852. Azonnal adédik, hogy n = 2-12926, igy p1 = 2. Ezutdn 12926 = 2-6463,
tehat po = 2. Most n = 6463 nem oszthat6 2,3, 5, ...,19 egyikével sem, viszont n = 23 - 281, tehat
p3 = 23. Végiil 281 = 12 - 23 4 5 és 12 < 23, vagyis pg = 281.

Az n = 25852 primtényezbinek meghatarozasahoz 6sszesen 12 osztdsi miiveletre volt sziikségiink Ha
a 25849 szdmot prébaltuk volna félbontani (ami egyébként primszam), akkor legaldbb 38 osztast kellett
volna elvégezniink. Ez taldn jol illusztrdlja, hogy az algoritmus futdsi ideje kb. max(p;—1, /pr)-vel
ardnyos. Ha n kicsi, akkor érdemesebb tabl4zatbdl kinézni. Példdul, ha n kisebb, mint egymillid, akkor
csak az ezer alatti 168 darab primet kell haszndljunk (ugyanis elég a probaosztdst y/n-ig elvégezni).

Beiktathatunk egy primtesztet is (14sd el6z6 fejezet), ez dltaldban gyorsit. Ilyenkor a futdsi id6 ardnyos
pi—1-gyel, ami tehat n masodik legnagyobb primtényezdje.

A Prébélgatasos osztds algoritmus dltaldban taldl néhdny apré primtényez6t, majd hosszira nyilé
kutatdsba kezd a fennmaradé nagyok utdn. Han = (2°21 — 1) - (2697 — 1) és faktorizdlandé a 10n, akkor
a 2 -5 - n felbontdst hamar megtaldlja, de utdna nagyon sokdig eredményteleniil keresgél.

'ott még nem tart az algoritmus a p értékekkel, hogy elérje a p1 értékét, hiszen az (7.1) feltétel szerint a p NEM osztja n-et,
viszont tudjuk, hogy p1 osztja n-et
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Primek szama adott korlatig. Legyen 7(x) az z-ig terjedd primek szdma tehat 7(2) = 1, 7(10) = 4,
stb.
Charles de la Vellée Poussin 1899-ben a kovetkezt allitotta:

_ ‘ ﬁ —Av/logx
m(x) = /2 e + O(ze )

alkalmas A > 0-val.
Bernhard Riemann sejtése 1859-bol:

w(z) = L(z) — %L(:cl/Q) - %L(x?’ﬂ) b

ahol L(x) = f; ﬁdt. Ezt a sejtést Littlewood 1914-ben megcafolta: megmutatta, hogy alkalmas C
pozitiv konstanssal
m(z) > L(z) + Cy/x - logloglog =/ log x

teljesiil végtelen sok x-re.
Ezek az eredmények mind azt jelzik, hogy a primszdmok rejtélyes valamik, eloszldsuk megismerésé-
hez nagyon mély matematikai elméletekre van sziikség.

7.3.2. Pollard-féle Monte Carlo modszer

Nézziink akkor most egy médszert, amely valészinliségi alapon keresi egy Osszetett szam primtényezds
felbontdsat.

Az algoritmus az aldbbi észrevételen alapszik. Ahhoz, hogy két szdm, = és y, kongruens modulo p
legyen 0, 5 valészintiséggel,

1177 - \/p

szamot kell véletlenszertien kivélasztani’.
Legyen z = y (mod p). Ha p az n egész primfaktora, akkor

p <Inko(z —y,n) <n

mivel p osztdja az (z — y)-nak® és n-nek egyardnt. Egy val6szintiségi médszert mutatunk.
Feltételezve, hogy a p primszdm osztéja n-nek, ezért az g, €1, X2, . . . sorozatban, ahol x; = f(x;_1)
és f : Zy — Zp, ismétlodéseket fogunk taldlni, azaz bizonyos k értékre

Top =7 (mod p)

Természetesen p-t nem ismerjiik, ezért a modulo n szerinti maradékos osztast vizsgaljuk, Tehat most
f : Z, — 7Z, alaku, hiszen csak n-et ismerjiik, csak ezt a fiiggvényt tudjuk legyartani. Ilyenkor is
kapunk ismétlédést az f 4ltal generdlt sorozatban, és bar ezek nem ugyanazok a szimok, mint amit a
mod p-vel szamolt fiiggvénnyel kapnank, de att6l még hivjuk Sket xp-nak és xop-nak. Azt biztosan
tudjuk, hogy z; — xo killonbséget a p osztja. Tehét bér a p értékét tovabbra sem tudjuk, de foltettiik,
hogy p|n.

Amennyiben

1 < d = Inko(z — o, n) < n

teljesiil, akkor d egy nem trividlis osztdja n-nek.

2Ez ugyanaz, mint a sziiletésnap probléma: mekkora hazibulit kell rendezniink ahhoz, hogy legaldbb 0, 5 val6szintiséggel
legyen két azonos sziiletésnapui vendégiink? Meglepd valasz: 23 ember elég.
*hiszen a feltevésbdl kovetkezik, hogy = — y = 0 (mod p)
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Azt szeretnénk elérni, hogy az xg,x1, ... sorozat mutasson valami véletlenszerliséget. Ez az f(x)
polinom vélasztdsdan mulik. Az f(x) = ax + b bizonyitottan nem jé. A kovetkezd legegyszeriibb
eset: f(x) = 2 + 1 Azt nem tudjuk, hogy ez a fiiggvény elég véletlen-e, ugyanakkor csak (p + 1)/2
kiilonboz6 értéket vesz f6l mod p, ami j6 tulajdonsag

A médszer pszeudokddja az aldbbi:

1: a=2; b=2;

2: while (true) {

3: a=(a*a+1l) modn; // f(x) =x"2 + 1 (mod n)
4. b= (b * b+ 1) mod n;

5: b= (b * b+ 1) mod n; // x = £(£(x))

6: d = 1lnko(a-b, n);

7 if (1 < d && d < n) return d;

8: if (d == n) return n; // kudarc

9: }

A 4. és 5. sorok egyiitt biztositjdk, hogy a b sorozat kétszer gyorsabban megy, mint az a. Ha Inko(a —
b,n) = 1, akkor folytatédik a ciklus.

A tapasztalat azt mutatja, hogy nagyobb n-ekre elég jol miikodik, kicsi n-re nem érdemes haszndlni.
Hivjak p mddszernek is, a ciklikussag miatt. Ennek magyarazatiahoz lasd a 7.1. abréat, ahol a x; mod p
sorozat 1épéseit mutatjuk be.

7.1. 4bra. Pollard faktorizacids eljarast p-mddszernek is nevezziik.

Ha a médszer kudarcot vall, akkor kiprébdlhatjuk az f(x) = 22 + c fiiggvényt is, ilyenkor a ¢ #
0,1,—2.

Ezzel az algoritmussal faktorizltik a 8. Fermat szdmot. Ezek az I, = 22" + 1, alakii egészek, amely
n = § esetben Osszetett szdmot ad. Az n = 8-ra azért miikddott hatékonyan, mert az Fy két primszam
szorzata: p1ps, és p1 = 12389263661552897 sokkal kisebb, mint ps.
Rendkiviil érdekes tény, hogy csak n = 1, 2, 3, 4-re tudjuk, hogy F}, primszam.

Példa. Faktorizdljuk az n = 1387 = 19 - 73 szdmot. Legyen xo = 0 és hasznéljuk az y; = xo; — x;
mod 1387 fiiggvényt.
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1 XT; T Yi lnko(yi, 1387)
1 2 1 1 1

2 2 26 24 1

3 5 620 615 1

4 26 582 556 1

5 677 829 152 19

Az 6todik 1épés végén a 19 primtényezSt meghatdroztuk.

7.3.3. Fermat-faktorizacio

A Fermat-faktorizdcié a kovetkezd megfigyelésen alapszik. Tetsz6leges paratlan szdm felirhat6 két
négyzetszam kiilonbségeként, azaz n = a? — b%. Az algoritmus pszeudokédja az aldbbi.

Bemenet: n paratlan szam
al = ceil(sqgrt(n)); // felsbd egészrész
bl = al » al - n;
while (negyzetszam(bl)) {
al++
bl = al » al - n

}
return al + sqgrt (bl);

Léthatjuk, hogy az algoritmus szisztematikusan keres olyan a és b értékeket, amelyre n = a? — b.
A Fermat-faktorizaci6 jol miikodik, ha n két azonos nagysagrendii osztoval rendelkezik.
Négyzetszamok meghatarozaséra az aldbbi karakterizacidt haszndlhatjuk: az utolsé két jegyiik

00, s1, s4, 25, t6, 59

alakd, ahol s paros és ¢ paratlan.

Példa. Legyenn = 517. Az algoritmus az alabbi 1épéseket hajtja végre.

al bl megjegyzés

23 12 ceil(v/517) =23

24 59

25 108

26 159

27 212

28 267

29 324 | 324 = 18- 18, négyzetszdm

Az algoritmus itt a 29+ 18 = 47 visszatérési értékkel ledll, azaz 517 = 29?2 — 182 = (29—18)(29+18) =
11 -47.
7.3.4. Euler-faktorizaci6

Az Euler mddszer alapja, hogy megkeresse az adott szamot két négyzetszam Osszegeként kifejezve,
mégpedig azt két kiilonbozképpen megadva. Példaul az 1000009 felirhat 10002 4-32 vagy 9722 +2352
alakban, ahonnan Euler médszere az 1000009 = 293 - 3413 felbontast adja.
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A mddszer a Fermat-faktorizaciondl dltaldban gyorsabb, ha a faktorok nincsennek kézel egymdshoz.
Ugyanakkor fontos megjegyezniink, hogy amennyiben valamelyik primfaktor 4k + 3 alakd, akkor a
modszer nem miikodik.

Legyen tehit n = a? + b> = ¢? + d? alak ismert, ebbdl n-et két négyzet-6sszeg szorzataként adjuk
meg. El6szor

- =d> -

ahonnan kapjuk, hogy
(a—c)la+c)=(d—b)(d+Db) (7.2)

Legyen most k& = Inko(a— ¢, d—b) és h = Inko(a+ ¢, d+b) azaz 1éteznek olyan [, m, ', m' konstansok,
amelyre
(a—c)=kl, (d—0b)=km, éslnko(l,m)=1,

valamint
(a+c)=hm', (d+b)=hl', éslnko(l',m’)=1.

Ezeket behelyettesitve az (7.2) képletbe kapjuk, hogy
klhm' = kmhl’

A koz0s tagokat kiejtve adédik, hogy
Im' =1'm

Haszndljuk ki, hogy (I, m) és (I',m’) relativ primekbdl 4116 parok, tehat
I=1 é m=m
Innen
(a—c)=Fkl, (d=b)=km, (a+c)=hm, (d+0b)=hl.
Léthatjuk, hogy Inko(a + ¢,d — b) és | = Inko(a — ¢, d + b). A Bahmagupta—Fibonacci azonosségot*
alkalmazva kapjuk, hogy
(K2 + 1) (P+m?) = (kl+hm)?+ (km — hi)?

= ((a=c)+(@+¢)*+ (d=b) — (d+1b))”

= (2a)” + (20)?
= 4n.

Mivel minden faktor két négyzetszdm Osszege, ezért az egyikiik piros szdmpdrokat tartalmaz: vagy
(k, h) vagy pedig (I, m). Tegyiik fel, hogy a (k, h) paros. A faktorizédci6 eredménye ekkor

() @) ) e

7.4. Faktorizalo algoritmusokrol

A primfaktorizdl6 eljardsokat alapvetden két kategéridba szokds sorolni.

o A specidlis célu kategéridba azok az algoritmusok tartoznak, amelyeknek a futési ideje a fakto-
rizdland6 egész valamelyik primtényez6jének tulajdonsdgatdl (mérete, specidlis alakja, stb) fiigg.
A tényleges futasi id6 algoritmusonként altalaban kiilonb6z8. Ebbe a kategéridba tartoznak azok

22

is tehat, amelyek a legkisebb primfaktor méretétdl fiiggd futdsi idével rendelkeznek:

*(a® +0*) (¢ +d°) = (ac — bd)? 4 (ad + be)® = (ac + bd)* + (ad — be)?
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a 7.3.1. szakaszban targyalt prébdlgatdsos modszer,

a 7.3.2. szakaszban targyalt Pollard-féle p-mddszer,

a 7.3.3. szakaszban targyalt Fermat-mddszer,

valamint a 7.3.4. szakaszban targyalt Euler-faktorizacio.
Megjegyezziik, hogy természetesen tovabbi eljardsok is 1éteznek.

e Az éltalanos célu kategdridba azok az algoritmusok tartoznak, amelyek futdsi ideje a faktorizdlan-

dé egész méretétdl fiigg. Ilyen algoritmus példaul a Dixon eljards, amely a kovetkezd Gtleten
alapszik. Mint azt lattuk, a Fermat-faktorizdciéban olyan a és b egészeket keresiink, amely-
re n = a? — b%. Dixon eljardsdban elég olyan szdmpdrt taldlni, amelyre a®> = b?( mod n)
Példdul az n = 84923 esetében a keresést 292-nél kezdve (ez az els6 olyan szdm, amely +/n-
nél nagyobb) taldljuk, hogy 5052 mod 84923 = 256, amely pontosan a 16 négyzete. Ezért
(505 — 16)(505 4+ 16) = 0 mod 84923. Ha kiszdmitjuk az n és 505 — 16 legnagyobb kozds
osztojat, akkor kapjuk, hogy az 163, amely az n egyik primfaktora.
Az algoritmusban haszndlunk egy alkalmas B korl4tot, amelynek valasztdsa alapvet6en tetszOle-
ges, ugyanakkor til kicsi korlat esetén csokken annak a valészintisége, hogy nemtrividlis prim-
faktort taldljuk, mig tdl nagy korldt esetén nagyon sokdig fut az eljards, mert tdl sok ellen6rzést
kell elvégezni. Példaul 292 darab olyan négyzetszam van, amely kisebb, mint 84923, ebbdl 662
dabab 84923-nél kisebb olyan van, amelynek primfaktorai a 2, 3,5 vagy 7 primszamok, és 4767
darab szdm van, amelynek primfaktorai 30-ndl kisebbek. Az dltaldnos fogalom itt a B-sima szdm,
amelyre teljesiil, hogy egyik primfaktora sem nagyobb, mint 5.

Megemlitjiik még, hogy a kvantumszadmitégépekre is késziilt egy faktorizdlé eljards, amely Shor-
algoritmus néven ismert.

7.5. Tovabbi megjegyzések

7.5.1. Szemiprimek

Adott szamjegyd szamok koziil nem mindegyiknek ugyanolyan nehéz a primfaktorizdldsa. Ezek koziil
kiilonosen fontos halmazt alkotnak a szemiprimek, amelyek az n = pq alaki egészek, ahol p és ¢
prim. Més néven ezek az RSA szdmok, a jelenleg ismert eljarasoknak ezek a legnehezebben felbonthaté
szdmok.

Az ’RSA factoring challenge’ egy 1991-2007 koz6tt zajlo, pénzdijas verseny volt, amelyben megadott
Osszetett szamok szemiprim felbontdsat kellett megkeresni. Bar a verseny mar nem aktiv, a keresés
nem 4llt le. A legnagyobb kihivds az RSA-2048, amelynek 617 decimadlis szdmjegye van (2.048 bit),
egyelore sikertelen a felbontds megtalalasa. A legnagyobb sikeresen faktorizalt RSA szdm 232 decimalis
szamjegy( (768 bit), ezt 2009-ben talaltdk meg.

7.5.2. Ikerprimek

Az ikerprimek azok a prim szdmpdérok, amelyeknél a primhézag pontosan 2. Bar nagyméretli primek
esetén a primhézag éltaldban egyre nagyobb, a mai napig nyitott kérdés, hogy vajon végtelen sok iker-
primszam van-e.

7.6. Feladatok

1. Legyenek m és n relativ primek. Faktorizalds nélkiil mutassuk meg, hogy m|N és n|N fennélla-
sabol kovetkezik, hogy mn|N. Faktorizélas felhaszndldsdval konnyebb a bizonyitds?

66



. Egy természetes szamot k-majdnem primszdmnak neveziink, ha pontosan k darab primfaktora
van. Irjunk eljarast, amely ilyen szdmokat keres adott k értékre.

. Legyen ¢(n) azon egészek szdma, amelyek relativ primek n-hez (Euler-fiiggvény). Mutassuk
meg, hogy pozitiv n egészre
n= ), ¢d
dln,d>0
teljesiil.

. A Lucas-Lehmer teszt a 6.5. szakaszban targyalt Mersenne primek keresésére szolgdl. A teszt a
kovetkez8. Legyen p paratlan prim. A 2P — 1 Mersenne szdm akkor €s csak akkor primszam, ha
2P — 1 osztja S(p — 1)-et, ahol

(S(n)2 -2 han >0, és

S(n+1):{
4 han = 0.

[rjunk programot, amely a beépitett tipusok felhasznaldsdval kiszdmitja a Mersenne primeket.
Legfeljebb a 47. ilyen primig menjiink el.

. Irjunk hatékony Mersenne szdm faktorizicids eljarast.

. Készitsiik el a 7.3.4. szakaszban targyalt Euler-faktorizacié implementacidjat.
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8. fejezet

Titkositas, véletlenszamok

8.1. Titkositas

A feladat, amivel ebben a részben foglalkozunk a kdvetkez6képpen fogalmazhaté meg. B egy iizenetet
akar kiildeni A-nak dgy, hogy C, aki hallgatézik, ne értse az iizenetet. A rendelkezik egy kulccsal, ami
a rejtjelezést megfejti.

8.1.1. Cézar-rejtjel

Az otlet rendkiviil egyszer(i: toljuk el az 4bécé karaktereit k 1épéssel, természetesen cirkuldrisan. Az
k = 4 eltolast a 8.1. 4bra illusztrélja.

[A[B]c[o]E[F]

[a[B[c[o[E[F]

8.1. abra. Cézar-rejtjelezés k = 4 eltolassal. Forras: Wikipédia.

8.1.2. One-time pad

Arra a kérdésre ad igen vélaszt, hogy 1étezik-e tokéletes titkositdsi eljdrds, azaz olyan eljards, melyben a
titkositott szoveg ismerete alapjan semmiféle informaciét nem lehet megtudni a nyilt széveg tartalmarol.
A mddszer a kovetkezd: legyen az iizenet n hosszisagu egy k dbécé felett. A kulcs is n hosszisagu,
amelyet betlinként hozzdadunk mod k.
A moddszer nagyon biztonsagos, de a kulcs tdl hosszi, amennyiben az iizenet is hosszu.

Példa. Tegyiik fel, hogy 26 elem( az abécénk és a kulcsunk az XMCKL karaktersorozat. Elkiildendd
sz0: HELLO. Az iizenet titkositdsanak 1é€péseit a 8.1. tdbldzat mutatja, mig a visszafejtését pedig a
8.2. tablazat.

A kulcsok eléallitdsdhoz hasznalhatunk (pszeudo-)véletlenszam generatort (1asd a 8.2. szakaszt ebben
a fejezetben). Amennyiben A és B ugyanazt a kiindulasi értéket (seed-et) haszndlja, akkor ugyanazt a
sorozatot kapjak. A mddszer jellemz§je, hogy mindkét félnél tehat ugyanaz a kulcs van. Az ilyen
protokollokat szimmetrikusnak nevezziik.

Ettd] kiilonbozik a kovetkezd szakaszban targyalt Diffie-Hellman protokoll (1976), amely nyilvanos
kulcsu titkositast tesz lehetdvé.
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8.1. tablazat. A HELLO tizenet titkositasa 26 elemi abécével és az XMCKL kulcs hasznalataval
H E L L O iizenet

7TH) 4@E 11@) 11(@L) 14(0O) iizenet
+ 23X) 12(M) 2(C) 10(K) 11(L) kulcs

30 16 13 21 25 iizenet + kulcs
= 4(E) 16(Q) 13(N) 21(V) 25(Z) iizenet + kulcs (mod 26)
E Q N A" Z titkositott sz6

7~ 2

8.2. tdblazat. A HELLO iizenet visszafejtése 26 elemi dbécével és az XMCKL kulcs hasznalatdval
E Q N \" V4 titkositott sz6
4(E) 16(Q) I13(N) 21(V) 25(Z) titokszo
- 23X) 12M) 2(C) 10(K) 11(L) kulcs

= -19 4 11 11 14 titoksz6 — kulcs
= 7(H) 4 (E) 11 (@ 11 (@) 14(0) titokszé — kulcs (mod 26)
H E L L O lizenet

Diffie-Hellman protokol

A protokoll két kiilon kulcsot haszndl, egyet a titkositashoz és egyet a megfejtéshez. Ez tehat aszimmet-
rikus protokoll. A mddszer illusztrdldsdhoz tekintsiik a kovetkezé példat.

Példa. Alice és Bob megegyeznek, hogy a p = 23 primszamot és a ¢ = 5 bdazist hasznéljak. Alice
valaszt egy titkos egé€sz szamot: a = 6, majd elkiildi Bob-nak az A = ¢ mod p értéket:

A=5 mod23, A=15625 mod23= A=S38.

Bob is vélaszt egy titkos egész szamot: b = 15, majd elkiildi Alice-nek a B = ¢ mod p értéket:

B =5 mod 23, B=30.517.578.125 mod 23 = B = 19.
Alice ezutan kiszdmolja az s = B* mod p értéket:

s=19%° mod 23, s=47.045.881 mod 23 = 5=2

Bob kiszdmolja az s = A® mod p értéket:

s =8 mod 23, s=35.184.372.088.832 mod 23 = s =2
Alice és Bob kozos titka tehdt s = 2.

Nyilvanval6, hogy ha valaki tudja a két személyes egészet (6-ot és 15-0t), akkor kiszamithatja s
értékét:

s = 551 mod 23

s = 5%% mod 23

s = 5% mod 23

s = 807.793.566.946.316.088.741.610.050.849.573.099.185.363.389.551.639.556.884.765.625 mod 23
s = 2

Vegyliik észre, hogy ebben a szdmoldsban a moduléris hatvdnyozdst haszndljuk, amelynek hatékony
kiszamitasat a 2.4. szakaszban targyaltuk.
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A protokoll alkalmazdsanal természetesen sokkal nagyobb a, b €s p értékeket kell hasznalni. A példa-
ban a ¢ mod 23 miiveletnek csak 23 kiilonbozd eredménye lehet, ez egyszeriien végigprébalgathatd.

Azonban ha p legalabb 300 jegyd prim, a és b pedig 100 jegy hosszi, akkor a megtalalasahoz az
osszes rendelkezésre 4116 szamit6gép sem lenne elegendd, pedig ismerhetjiik: ¢, p, ¢® mod p és g°
mod p értékeit. Ezt diszkrét logaritmus problémanak nevezzilk, amit tehat véges ciklikus testek felett
értelmeziink.

Megjegyezziik, hogy egyébként g-nek nem kell nagynak lennie, sokszor elég a 2,3 vagy 5.

Diszkrét logaritmus. Legyen Z,, az egészek modulo m véges halmaz. A Z}, az invertdlhato elemek
halmaza, azaz olyan a € Z,,, amelyre létezik b € Z,,, igy, hogy

ab=1 (mod m).

Ezek egyébként azok az elemek, amelyre Inko(a, m) = 1. Az az eset az érdekes most, amikor m egy p
primszdm, ekkor Z;, = {1,2,...,p — 1}.

Egy g szamot generdtornak neveziink, haa g, g%, g%, ..., ¢g?~' mod p tartalmazza az 6sszes 1,2, ... p—
1 szdmot. Minden p primhez létezik generdtor. Nagyon sok g generétor 1étezik, de ezek megtaldldsdra
nincs ismert determinisztikus polinomidlis idejii eljards. S6t, még annak a letesztelése, hogy egy adott
szam generdtor-e sem megoldott determinisztikus polinomidlis id6ben.

Példdul a p = 13 a Z;, generdtora a g = 2, ugyanakkor a g = 4 nem az.

Ezen definicidk felhasznaldsaval a diszkrét logaritmus meghatarozasa a kovetkez6. Legyenek adottak
az y, g €s p szamok, ahol p prim és g a Z,, generdtora, keressiik meg azt az x-et, amelyre

xT

g*=y (mod p)

Ez lesz az y szdm g alapu diszkrét logaritmusa modulo p.

8.2. Véletlenszam generalas

Tekintsiik a kovetkezd, Java nyelven irt kédot:

public static void main(String ... args) {
System.out.println(randomString (-6225973)+’" '+
randomString (1598025)) ;
}

public static String randomString(int seed) {
Random rand = new Random(seed);
StringBuilder sb = new StringBuilder();
for (int i=0; i<5; 1i++)
sb.append((char) (‘a’ + rand.nextInt(26)));
return sb.toString();

}

Vajon mi lesz a kimenete?
A példa jol illusztrélja azt a tényt, hogy bar latszélag egy olyan kédot mutattunk, amelynek kimene-
tét6l azt varjuk, hogy mutasson valami véletlenszeriiséget, az mégis teljesen determinisztikus.
8.2.1. Véletlenszamok eloallitasa kiils6 eszkozok felhasznalasaval
Tegyiik fel, hogy sziikségiink van egy véletlen szdmjegyre €s ezt nem szdmitégépen akarjuk elallitani.

Az alabbi médszerek koziil melyek alkalmasak erre? A kovetkez§ lista a [1] konyvbdl szarmazik:

70



1. Kinyitunk taldlomra egy telefonkdnyvet és az elsé telefonszam egyes helyiértékii szamjegyét hasz-
naljuk.

2. Ugyanaz, mint az el6bb, de most az oldalszdm egyes helyiértéki jegyét tekintjiik.

3. Feldobunk egy szabdlyos ikozaédert, amelynek a 20 oldaldra rendre a 0,0,1,1,...,9,9 szdmok
vannak irva és a legfelsd lapon 1év6 szamot hasznéljuk.

4. Egy Geiger-Miiller-szamlalot egy percig radioaktiv sugdrzdsnak tesziink ki, és a szamlalé egyes
helyiértékdi szdmjegyét haszndljuk. Feltessziik, hogy a szdmlal6 tizes szdmrendszerben szdmlél
és eredeti tartalma nulla.

5. Répillantunk a karérankra. Ha a masodpercmutaté 6n és 6(n + 1) masodperc kozott 4ll, akkor az
n szamjegyet valasztjuk.

6. Megkérjiik egy baratunkat, hogy mondjon egy véletlen szdmjegyet.

7. Megkérjiik egy ellenségiinket, hogy mondjon egy szamjegyet véletlenszertien és ez a szamot hasz-
néljuk.

8. Tegyiik fel, hogy tiz 16 indul egy versenyen, és semmit sem tudunk a képességeikrdl. A lovakhoz
valamilyen médon hozzarendeljiikk a 0 — 9 szdmjegyeket és a gydztes 16 szadmat haszndljuk.

8.2.2. Neumann négyzetkozép

Neumann Jénos 1946-ban a kdvetkezd, négyzetkozép-modszernek nevezett eljarast javasolta. Induljuk ki
egy tetszbleges, lehetSleg sok szamjegyet tartalmazd szambol. Az utolsé szamot a sorozatban emeljiik
négyzetre és ennek a kozépsd jegyei alkossdk a kovetkezd szamot.
Ha tehat példdul 10 jegyii szdmokra van sziikségiink, és az utols6 szam 5 772 156 649, akkor ennek
négyzete
33317792380594909201,

és igy a kovetkezd szam 7 923 805 949 lesz.

Sajnos a médszer nem igazan jo: altaldban hamar periodikussa valik. A periodikussdg nem meglepd,
hiszen csak véges sok 10 jegy(i szdm van, és amint egy szdm megismétlodik, a sorozat periodikus lesz.
Az igazi kérdés az, hogy ez milyen hamar kovetkezik be. Sajnos a tapasztalat szerint a médszerben
altaldban par szaz 1€pés utdn a periodikussag bekovetkezik.

Vegyiik észre, hogy a mddszer ugy javasol véletlenszer(i sorozat gyartdsat, amelynek minden tagjit
egyértelmien meghatdrozza az elbtte levé. Ez 6nmagdban nem feltétleniil probléma, viszont az biztos,
hogy csak azzal az elvdrassal élhetiink, hogy 'nem véletlen, de annak ldtszik’ tipust sorozatot gyartunk.
Az alabbi két kovetelménynek kell eleget tenni az xg, x1, . . . x; sorozatnak:

(1) legyen (majdnem) egyenletes eloszlast, és

(i1) ne lehessen x;-t kitaldlni az xg, . . . x;_1 ismeretével.

8.2.3. Linearis kongruenciak

Egyenletes eloszldsd, pszeudovéletlen szdmok generdldsa linedris kongruencidval az aldbbi iterdcién
alapszik:
ZTiy1 = azx;+c¢ (mod m)

A definiciébdl nyilvanvald, hogy a sorozat ciklikus lesz. Tapasztalat szerint a kovetkezSket tudjuk:

1. ac = 0 esetben a generalasi eljaras egy picit gyorsabb, viszont lecsokken a periédus hossza;
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2. az a = 1 eset elvethetd, olyankor nem kapunk véletlenszertien viselkedd sorozatot, az a = 0 még
rosszabb vélasztas;

3. valamint a leghosszabb (m 1épésti) periddus eléréséhez sziikséges és elegendd, hogy

e cés m legyenek relativ primek

e b = a — 1 oszthat6 az m minden primfaktoraval

e b =a — 1 a4 tobbszorose, ha m is a 4 tobbszordse
e bnem 0.

4. A fentiek alapjan az m gyakran 232 vagy 264, mert akkor csak levagni kell a modulus szamitasa-
hoz.

”

Példa. Nézziink most egy latszélag jonak (eléggé szofisztikaltnak) tlind valasztast. Kérdés, hogy mi
annak a linedris kongruenciasorozatnak a periédushossza, amelyben a kovetkezd paraméter valasztassal
éltlink:

o = 9772156648, a = 3141592621
c = 2718281829, m = 10000000000

A vilasz, talan nagy meglepetésre: 3.

RANDU. A RANDU eljarast még a 60-as években hasznaltak, amely a kovetkezd kongruencia soro-
zatot haszndlja:
Tip1 = 65539z; (mod 231)

A kiindulési érték xg paratlan szam kell, hogy legyen. A paraméterek valasztdsat a 32-bites sz6 hasz-
nélatat alkalmazo szamitégépek indokoltak, amelyeken a mod 23! miivelet hardveres szinten gyorsan
elvégezhetd. Azonban 65539 = 216 4 3 és

Tito = (21 + 3)z;01 = (219 + 3)%2;  (mod 23)
ha most kibontjuk a négyzetes tagot:
Tivo = (22 46-219 1+ 9)a; = (6 (2'° +3) —9)2; (mod 23!)

mivel 232 mod 23! = 0.
Ebbd] mér 14tszik, hogy
Tito = 6x;11 — 95

Ez 1ényegében megkérddjelezi az 6sszes 60-as években szdmitott (tudomanyos) eredményt, ahol ezt a
modszert hasznéltak.

Linearis kongruenciak a gyakorlatban A gyakorlatban tgy éllitunk el$ véletlenszamokat, hogy az
ZTnt1 = (axy, +¢) mod m

sorozatbdl indulunk ki, ahol az x-ek egészek; ezutin az u, = x,/m torteket hasznéljuk. Ekkor az
up,-ekre vonatkozoé rekurzio:
Upt+1 = (au, +c¢/m) mod 1.

Vegyiik figyelembe azonban, hogy az au,, szorzat olyan nagy, hogy a ¢/m akér nem is véltoztat rajta.
Tovabba a mod 1 is levaghat értékes jegyeket, ezért lebegépontos szamitasnal ekkor dupla pontossig
kell.
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8.2.4. Mersenne twister

A mddszert Matsumoto és Nishimura javasolt 1997-ben. Szintén linedris kongruencia mddszer, viszont
a periédusa 219937 — 1, amely egy Mersenne prim. A standard viltozat az MT19937 nevet viseli és
32-bites sz6hosszat hasznal. A 64-bites valtozat az MT19937-64, ami egy masik sorozatot gyart.

Az algoritmus sokkal gyorsabb, mint mas generdtorok; mégis: nem alkalmas titkositdsra, mert ele-
gendden sok tag megfigyelése utan kitaldlhaté a sorozat. Tovabbi hatranya még, hogy az inicializalasra
nagyon érzékeny, az elején esetleg nem is felel meg véletlen teszteknek.

Ezzel egyiitt szinte az 0sszes, széles korben haszndlt programozdsi nyelvben ez a standard eljards a
rand () fliggvényre.

8.2.5. Statisztikai probak

A statisztikai prébdk arra adnak lehetdséget, hogy matematikailag megalapozott médon eldontsiik egy
sorozatrol, hogy véletlenszert-e.

Csak emlités szintjén: a y2-préba diszkrét (nomindlis (vagy kategorilis)) véltozok vizsgalatdra, a
Kolmogorov-Szmirnov-préba folytonos eset (amikor tehat a véletlen valds szamok végtelen sok értéket
vehetnek fel).

Diehard tesztek A teszt-sorozat egy alapvetésként szolgdl véletlenszertiség vizsgalatara. Roviden
ismertetjiik a felhaszndlt mdédszereket.

Sziiletésnap beosztds Valaszzunk véletlen pontokat egy nagy intervallumbdl. A pontok kozotti tdvol-
sdgok aszimptotikusan exponencidlis eloszldst kell, hogy kdvessenek. A teszt neve a kordbban
emlitett sziiletésnap paradoxonbdl jon.

Atlapol6 permutdcidk: Vizsgdljunk 5 egymds utani véletlenszam sorozatit. A 120 kiilonbozd sorba-
rendezés ugyanakkora valészintiséggel kellene, hogy el&forduljon.

Matrixok rangjai Vélaszzunk néhany bitet néhany szambdl, amelyek véletlenszamokbdl szarmaznak.
Ezekbdl képezziink {0, 1} feletti matrixokat. Szamoljuk Gssze a rangjaikat.

Majom teszt: Tekintsiik bitek egy sorozatat ’szavaknak’. Szamoljuk 6ssze az atlapold szavak szamat.
Azon szavak szama, amelyek nem fordulnak el egy adott eloszlast kell, hogy kovessenek. Az
elnevezés a végtelen majom problémabdl ered.

Szamoljuk Ossze az 1-eseket: Szdmoljuk Ossze az 1-es bitek szdmdt, majd ezt alakitsuk betlikké’.

Szamoljuk 6ssze az ot betlis *szavak’ el6forduldsdndnak szdmat.

Parkol6haz teszt: Helyezziink el véletlenszertien egységkoroket egy 100 x 100-as négyzetbe. Egy kor
akkor parkolt sikeresen, ha nincs dtfedése a mar eddig sikeresen parkolt korok egyikével sem.
12.000 prébélkozds utan a sikeresen parkolt korok szdma egy bizonyos normadlis eloszlast kell,
hogy kovessen.

Minimalis tdvolsag teszt: Helyezziink el 8000 pontot véletlenszertien egy 10000 x 10000-es négyzet-
be, majd szamitsuk ki a parok kozotti legrovidebb tdvolsdgot. Ennek a tdvolsdgnak a négyzete
exponencidlis eloszlast kell, hogy kdvessen egy adott dtlaggal.

Véletlen gombok teszt: Valaszzunk véletlenszertien 4000 pontot egy 1000 oldalhosszisagt kockabiil.
Helyezziink el gobmbdoket a kivédlasztott pontokra, amelyeknek a sugara a tobbi ponttdl mért tavol-
sdg minimuma legyen. A legkisebb gomb-térfogat exponencidlis eloszlast kell, hogy kdvessen.
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The squeeze test: Szorozzuk meg a 23!-et a (0, 1) intervallumbél véletleniil vdlasztott lebegépontos
szdmokkal addig, amig nem érjiik el az 1-et. Ismételjiik meg ezt 100000 alkalommal. Az 1
eléréséhez sziikséges probalkozasok szdma egy adott eloszlést kell, hogy kovessen.

Atlapol6 6sszegek teszt: Hozzunk létre a (0,1) intervallumbdl vélasztott véletlen lebegSpontos sza-
mokbdl egy hosszi sorozatot. Adjuk 6ssze 100 egymds utdn kovetkez6 elemet. Az 6sszegnek
normélis eloszldsunak kell lennie.

Run teszt: Hozzunk létre a (0, 1) intervallumbdl valasztott lebegGpontos szdmokbdl egy hosszi so-
rozatot. Szdmoljuk Ossze a novekvd és csokkend run'-ok szamat. Ezek egy adott eloszlast kell,
hogy kdvessenek.

Craps test Jatszunk le 200000 craps® fordulét, mikozben 6sszeszdmoljuk a nyeréseket és a dobasok
szdmat jatékonként. Minden ilyen 0sszeszdmlélds egy adott eloszlast kell, hogy kdvessen.

8.2.6. Tovabbi megjegyzések

A http://www.random.org/ honlapon véletlenszdmok sorozatét érhetjiik el. A szolgdltatds egy
része ingyenes. Az oldal {izemeltetSi szerint a megadott véletlenszam sorozatok atmoszférikus zaj ere-
detiiek, igy jobbak, mint a fentebb targyalt pszeudo véletlenszdm generatorok.

Ugyanitt érdemes atolvasni a http://www.random.org/analysis/ oldaltis, ahol a statisztikai
elemzésekrol taldlunk tovabbi érdekességeket, hivatkozasokat.

Az érdekl6dd olvasé figyelmébe ajanljuk tovabba a [1] konyv 3.5 szakaszat, amely a *Mit jelent az,
hogy véletlen sorozat?’ cimet viseli.

Végiil megemlitjiik, hogy a fentiekben lényegében egyenletes eloszlasu véletlenszamok eldallitasa-
r6l volt sz6, azonban masfajta eloszldsra is sziikség lehet. Tovdbbd sok esetben véletlen permutéciot
(shuffle) vagy véletlen kombindaciét kell eldallitanunk - az ehhez hasznalt médszerek a mar megismert
eljarasok kiterjesztését kivanjak.

8.3. Feladatok

1. Amennyiben a hasznalt operaciés rendszeriink lehetévé teszi nem csak szoftveres alapt véletlen-
szdm generdlast, akkor frjuk olyan programot, amely ezt a hardveres alapd generédldst demonstral-
ja.

Példaként a UNIX rendszerekben elérhet6 /dev/random nevi fjlt lehet itt emliteni, amely
a rendszerben miikods eszkozmeghajtoktol gytjt zajt, és ezt hasznalja fol pszeudo-véletlenszam
generdldséra.

2. Feltéve, hogy adott egy eljaras, amely egyenletes eloszldssal véletlenszdmot generdl, {rjunk egy
olyan eljarast, amely adott atlaggal és szérassal normalis eloszlasu véletlenszdmokat general.

3. Cinkelés érme helyrehozatala. Amennyiben adott egy érménk, amely Py valdszintiséggel O (fej)
és P valoszinlséggel 1 (irds) értéket ad, ahol Py neq P, akkor annak a valdszintisége, hogy az 1
értéket 0 kovet Py - Py, mig annak, hogy a 0 értéket 1 kovet Fy - P;. Ez a két szorzat val6szintiség
mar megegyezik. Ezért a kiegyensulyozast ugy végezhetjiik el, hogy csak akkor adunk vissza 0
vagy 1 értéket, ha két egymads utani dobas eredménye kiilonbozd.

Ennek egy altalanositdsa a kovetkezd feladat. Irjunk egy eljarast, amely O vagy 1 értékkel tér

'Egy sorozat run értéke az a maximalis részsorozat, amely egymds utdn azonos értékeket tartalmaz. Példaul a 22 hosszi
sorozat: ’++++—+++—++++++—-" Osszesen hat darab run-t tartalmaz, ezek koziil 3 olyan van, amely "+’ jelet, a tobbi pedig
> jelet.

2a craps jatékot két kockdval jdsztdk, bévebben 1dsd https://hu.wikipedia.org/wiki/Craps
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vissza, de gy, hogy az 1 érték, atlagosan egyszer fordul el6 N hivasbol, ahol N € [3,6]. Ez-
utan irjunk egy madsik eljarast, amely az el6z6t haszndlja a véletlenszdm generéldsra, viszont azt
helyrehozza.

4. Generéljunk 100 darab véletlen (x, y) szampdrt egyenletes eloszldssal tigy, hogy azokra teljesiiljon

a
10 < Va2 492 <15

egyenlStlenség sorozat. Rajzoljuk ki a kapott (z,y) szdmpdrokat egy Descartes-féle koordinata
rendszerben.

5. Adott (n, e, d) RSA kulcsokkal irjunk RSA titkosité eljarast.
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9. fejezet

Polinomok faktorizalasa

A polinomok gyokeinek egzisztencidjdra vonatkozé tétel alapjdn bebizonyithaté, hogy a komplex és
valés szamtestek fol6tti polinomok irreducibilis faktorizaciéja 1étezik és egyértelmd.

Olyan polinomokat keresiink, amelyek a polinomgyfir{iben ugyanolyan szerepet jatszanak, mint az
egész szamok gylriijében a primszdmok.

A polinomokat altalaban valamilyen test felett definidljuk (ahol az osztds elvégezhets). Leggyak-
rabban raciondlis szamok felett, valds vagy komplex szamok felett, vagy mint a fejezetben bemutatott
példaban is: egészek modulo p prim felett. Kiilon jelent6ségli az egészek mod 2 feletti polinomoknak:
ezek szdmos analdgidt mutatnak a kettes szaimrendszerben kifejezett egészekkel. Azonban polinomoknal
az egyiitthatok nincsennek kapcsolatban, nincs 4tvitel’.

A test (ami f6l6tt a polinomokat tekintjiik) legrogzitése fontos lehet, mert példdul az 22 —2 polinom az
egészek és a raciondlis szamok felett irreducibilis, ugyanakkor felbonthat6 a valds és komplex szamok
felett:

22— 2= (z —V2)(z + V?2).

Masik példa: az 22 — 1 a raciondlis és valés szdmok felett irreducibilis, ugyanakkor
22 —1=(z—i)(z+1)

A kovetkezdkben ratériink a taldn legfontosabb eset targyaldsdra, amely a véges testek feletti poli-
nomok faktorizacidja. Az ide tartozé eljarasok a fordulnak el$ leggyakrabban az egyes szamitégépes
algebrai rendszerekben.

Megjegyezziik, hogy az n-ed foku polinom mod 2 felbontdsa egyszer(ibb, mint egy n bites 2-es szdm-
rendszerben felirt szdmé.

9.1. Felbontas modulo p

Berlekamp 1967

Legyen p primszdm; a kovetkez6kben a polinomokkal mindenféle szdmitdst modulo p végziink. Te-
gyiik fel, hogy adott egy u(x) polinom, amelynek egyiitthatéi a {0, 1,...,p — 1} halmazbdl valdk, és
feltehetjiik, hogy u(x) normalt. Célunk az, hogy u(x)-et

u(z) =pr(x)? - ...ope()r
alakban fejezziik ki, ahol p;(z), ..., p,(x) egymastdl kiilonb6zd, normdlt irreducibilis polinomok.

El6készitd 1€pés: eldontjiik, hogy e; > 1 valamely ¢ indexre. Ha

w(z) = upz™ + ...+ ug = v(z)?w(x)
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alaku, akkor a szokdsos médon, de modulo p, kifejezett derivéltjira
' (z) =n- w4 4 g = 2020 (@)w(x) + v(x) ' (z),
ami tehat a v(x) tobbszorose. Ezért hatdrozzuk meg a
d(z) = Inko(u(z), v (x))
polinomot. Ha
e d(z) = 1: akkor u(x) négyzetmentes.
e d(x) # 1ésd(x) # u(zx): akkor d az u valddi tényezsje

e d(r) # 1ésd(z) = u(x): akkor v/(x) = 0, és ebbdl kovetkezik, hogy x¥-nak az uy, egyiitthatéja
csak akkor nem 0, ha a k a p tobbszorose.
Ebbdl kovetkezik, hogy
u(z) = v(aP) = (v(x))P 9.1)

alakd, tehat ilyenkor val6jdban a v(z) irreducibilis tényezdit kell meghatérozni.
Az (9.1) bizonyitésa:

Ha vy (z) és vo(x) modulo p vett polinomok, akkor

(v1(z) +va(z))P = vi(x)? + (p) v (z)P oy (z) + . ..

hiszen a binomidlis egyiitthaték mind tobbszordsei a p-nek. Tovabbd, a Fermat tétel szerint barmilyen a
egész szamra: a” = a (mod p).
Ezért, ha v(z) = v, 2™ + ... + vg, akkor

()’ = (Vpx™)P 4 (Vp12™ P 4+ (vg)P
= o™ oy, qx™UP L 0
v(zP).

Feltessziik tehét, az el6z6ek alapjan, hogy u(z) négyzetmentes, keressiik az

u(@) =pi(z)- ... pr()

alakot, ahol p;(z) irreducibilis.

Ez volt az el6készitd rész, mehetiink tehat az algoritmus {6 1€péseire.

A kinai maradéktétel érvényes polinomokra is. Ha (s, s2,...,$,) mod p vett egészek barmilyen
rendezett r-ese, akkor létezik pontosan egy olyan v(x) polinom, hogy

v@)=s1 (mod pr(x))
v(xz) =s, (mod p,(x)) ©2)
deg(v) < deg(p1) + ... + deg(pr) = deg(u)
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Jelolés:

g(z) = h(x) (mod f(z)) ugyanaz, mint
g(x) = h(z) (mod f(x)ésp),

mivel most modulo p aritmetik4val dolgozunk.
A (9.2)-beli v(x) polinom mdédot ad arra, hogy u(z) tényezdit megkapjuk. A (9.2)-bél kovetkezik: ha
r > 2,€s s1 # s9, akkor

Inko(u(x),v(x) — s1) oszthaté p; (x)-szel,
de nem oszthat6 ps(x)-szel
Ez a megfigyelés azt mutatja, hogy a (9.2) megfelel v(x) megoldédsaibdl informacidt szerezhetiink u(x)

tényezdire nézve.
Ezért vizsgdljuk (9.2)-t: v(x) kielégiti a

v(z)?P = s? =s;=v(x) (modpj(z)) 1<j<r
feltételt (ne felejtsiik: modulo p dolgozunk), ebbdl kovetkezik
v(z)? =v(z) (mod u(x)), deg(v) < deg(u) (9.3)
Tovabb4, bebizonyithatd, hogy
P—zrz=(x-0)(z—-1)...(x—(p—1)) (mod p)
amibdl kovetkezik, hogy

v(x)P —ov(z) = (v(z) = 0)(v(z) = 1)...(v(z) — (p—1)) (9.4)

barmilyen v(x) polinomra érvényes, amikor modulo p dolgozunk.

Ha v(x) kielégiti (9.3)-t, akkor u(x) osztja (v(z)P — v(x))-et, ezért u(x) minden irreducibilis ténye-
z06je kell, hogy ossza a (9.4) jobb oldalnak p darab relativ prim tényez6jébdl valamelyiket. Azaz (9.3)
minden megoldasanak (9.2) alakinak kell lennie valamely s1, . . ., s, szdmokkal, és (9.3) megoldédsainak
szdma p”, ahol r az u(z) primtényezdinek szdma.

Ezért aztan (9.3) kongruencia v(x) megoldésai u(z) felbontdsdhoz adnak kulcsot.

Elsd pillantdsra dgy tlinik, hogy (9.3) 6sszes megoldasdnak megtaldldsa nehezebb u(z) felbontdsanal,
de val6jaban ez nincs igy, hiszen a (9.3) megolddshalmaza az dsszeaddsra nézve zart.

Legyen deg(u) = n. Allitsuk el6 a

40,0 qo0,1 <o+ qon-1
Q= :
dn—-1,0 YGn-11 --- Gn—-1n—1
n X n-es matrixot, ahol
Pk = qkm_lx"*l +...+ @i+ qro (mod u(z)), 9.5)

aholk =0,...,n— 1.
Ekkor v(z) = v,_12" ! 4 ... 4 v1x + vy pontosan akkor megoldésa (9.3)-nak, ha

(Uo,Ul, e ,Un_l) . Q = (Uo,?}l, .. -;Un—l)
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(ne felejtsiik, hogy modulo p dolgozunk)
A (vo,v1,...,0p—1) - Q@ = (vo,v1,...,v,—1) egyenlEség akkor és csak akkor igaz, ha

v(r) = Zvjxj = ZZqukijj = kaxpk = v(2P) = v(z)?,
j k k

J

ahol a kongruencidkat (mod u(x)) kell érteni.
Az els egyenlGség csak a v(x) definicidja
A masodik egyenl&ség a v() = v egyenlet részletesebb kiirdsa
A harmadik egyenl8ség az mar egy kongruencia, az (9.5) miatt igaz
Uténa a negyedik egyenl8ség az polinom definicid, semmi kiilonds,

Végiil az utols6 egyenléség megint egy kongruencia, az pedig a kordbban latott és bizonyitott (9.1)
miatt igaz.

A fentiek képezik a Berlekamp algoritmus alapétletét. Knuth I1. 430-434 De a kovetkezSkben leirunk
egy ‘roviditett’ valtozatot

9.1.1. Berlekamp algoritmus

Input: u(z) polinom és p primszam

Output: u(z) faktorizacidja modulo p

1. 1épés. Vizsgaljuk meg, hogy Inko(u(z),u/(z)) értékét. Ha ez 1, akkor mehetiink tovébb, hiszen
u(x) négyzetmentes. Ha nem 1, akkor csindljuk végig azokat a 1épéseket, amiket a féliasor elején
lattunk.

2. 1épés. Készitsiik el a () matrixot.

3. 1épés. Keressiik meg a (Q — I)T métrix nullterét. A nulltér dimenziéja lesz az u(z) faktorainak
szdma modulo p. A fenti jeloléseinket hasznélva ez r.
Ennek eredménye olyan 7 elemii vektorsorozat lesz, amelyre v/) (Q—1I) = 0 teljesiil (1 < j < 7).

4. 1épés. Ha r > 1, akkor szadmitsuk ki az

Inko(u(z), v'® () — s) mod p

értékét, ahol v (z) a v(? vektor 4ltal reprezentalt polinom és 0 < s < p.

5. 1épés. Ha v(? folhaszndlasdval nem sikeriilt 7 részre bontani u(x)-et, akkor a tovabbi faktorok
meghatarozasat az

Inko(v® (z) — s, w(z)) mod p

kiszamitdsdval folytatjuk, ahol 0 < s < p, w(x) pedig az dsszes eddig megkapott tényezs, k =
3,4, ..., mindaddig, amig az r darab tényez6t meg nem kapjuk.

/pub/tuszi/gyakorlat/poli-fakt/polinom-faktor-pelda-Knuth.mw

Miiveletigény: ha p kicsi, akkor O(n?® + prn?). megmutathaté, hogy r dtlagos szama In(n)
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9.1.2. Példa

Az aldbbiakban részletesen végigszamolunk egy példat a fenti algoritmus demonstrdldsdra. Ehhez a
Maple rendszert hasznaljuk, és nem az algoritmus implementaciéjat mutatjuk be, hanem a szdmolds
menetét. A példdban az

u(zr) = 28+ 2% +102% +102° + 822 + 22 +8

polinom faktorizédlasat végezziik el p = 13 vélasztassal.

> with(PolynomialTools): with(LinearAlgebra):
> U o= x"8+x"06+10%xM+10xx"3+8*xx"2+2+x+8:
> p := 13:

Derivdljuk u(x)-et és megnézzik, hogy a legnagyobb k6zos osztdja u(z)-szel micsoda.

> du:=diff (u,x);
du == 827 +62° +402° + 3022 + 162 + 2
> gcd(u, du);
1

Mivel 1 lett a legnagyobb kozos 0sztd, ezért u(z) négyzetmentes, és igy mehetiink tovabb. ElGéllitjuk a
() matrixot.

> Q:=Matrix(8):
Q[l]:=Transpose (Vector([1,0,0,0,0,0,0,01));
Qi:=[1000000 0]
> Q[2]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*13, u, X, pP), X));
Q:=1[2 1711 10 12 5 11|
> Q[3]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*26, u, x, p),X));
Qs = [3 6 4 3 0 4 7 2]
> Q[4]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*39, u, x, p),x));
Qi:=[436516 2 3]
> 39+p;
52
> Q[5]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*52, u, x, p),X));
Q:=[2 11 8 8 3 1 3 11]
>  52+p;
65
> Q[6]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x°65, u, x, p),X));
Qs :=[6 11 8 6 2 7 10 9 |
>  65+p;
78
> Q[7]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*78, u, x, p),X));
Qr:=1[5 11 7 10 0 11 7 12 ]
>  78+p;
91
> Q[8]:=Transpose (CoefficientVector (modpol (x*91, u, x, p),Xx));

Qs:=[3 312 5 0 11 9 12 ]
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10 000 0 0 0
2 1 7 11 10 12 5 11
3 6 4 3 0 4 7 2
43 6 5 1 6 2 3
2 11 8 8 3 1 3 11
6 11 8 6 2 7 10 9
511 7 10 0 11 7 12
'3 3 12 5 0 11 9 12 |

Megvan a @) matrix. Most meg kell oldanunk a v*'(Q — I) = 0 homogén line4ris egyenletrendszert,
ami azt jelenti, hogy meg kell keresniink a (Q — I)” matrix nullterét.

> QIT:=Transpose (Q-IdentityMatrix (8));

0 2 34 2 6 5 3
0 0 6 3 11 11 11 3
0O v 36 8 8 7 12
OIT — 0 11 3 4 8 6 10 5
010 01 2 2 0 O
0 12 46 1 6 11 11
0 5 72 3 10 6 9
| 011 2 3 11 9 12 11 |
> ns:=Nullspace(QIT) mod p;
([1] [o] [ O]
0 5) 9
0 ) 11
0 0 9
ns = ) )
0 9 10
0 ) 12
0 1 0
LLO] LO] [ 1]

Ezeket a vektorokat, mint polinomokat kell most megvizsgalnunk.

> v2:=FromCoefficientVector(ns[2], x);

v2 = 28 +52° + 92 +522 + 52
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£f:=0:

for s from 0 to p-1 do
Gecd(u, v2-s) mod p:

if (%<>1) then

f:=f+1:
faktor[f] :=%
fi:

end do:
print ("faktor"); £f;
for £ff from 1 to £ do
faktor[ff];

end do;

o°

VVVVVVVYVVYVVYV

. faktor”
2
P +52 ' +92°2 +5245
2?4+ 82 + 41+ 12
Ezek alapjan mér 2 faktorunk megvan, de kell egy harmadik is (ezt onnan tudjuk, hogy az el6bb a nulltér
3 dimenzids volt).

> v3:=FromCoefficientVector(ns[3], x);

03 =’ +122° +102* + 923 + 1122 + 9z
> for s from 0 to p-1 do
> Gecd(faktor[l], v3-s) mod p;
> end doj;

—_ = =

1
et 4223 4322 +42+6
1
T+ 3
1
1
1
1
Végiil nézzilk meg, mit ad a Maple beépitett faktorizdl6ja (elsdsorban az kimenet formatuma miatt
érdekes, nyilvdn az eredmény ugyanaz, mint a fentiek).
> Factors(u) mod p;

(1, [[z +3,1], [z + 82% + 42+ 12,1], [z + 22% + 32% + 42+ 6,1]]]

9.2. Feladatok

1. A Rolle-féle gyoktétel szerint egész egyiitthatés polinom minden = = p/q raciondlis megolddsara
(ahol p és q relativ prim egészek, g # 0) teljesiil, hogy:
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e p olyan egész, amely osztdja ap-nak (konstans tag), és

e g olyan egész, amely oszt6ja a,-nek (féegyiitthatd).

A tétel felhasznalhat6 arra, hogy eldontsiik, egy polinomnak vannak-e raciondlis gyokei, és pozi-
tiv vélasz esetén meg is keressiik azokat.

Egy péld4n bemutatva: az 2° — 72 + 6 polinom esetén a gyokjeldltek azok a raciondlis szd-
mok, amelyeknek a szdmlal6ja 6 osztdja, nevezdje pedig 1 osztéja. Adddik, hogy a jeldltek a
+1,4+2,+3 és £6. Ezek 1,2 és —3 gyokok (az Osszes, mint tudjuk). A visszaellendrzést a
Horner-mddszerrel elvégezhetjiik.

[rjunk egy eljarast, amely adott polinomra elvégzi az itt vdzolt miiveleteket.

. Mutassuk meg, hogy z? + x + 1 irreducibilis mod 5és mod 29.
. Mutassuk meg, hogy 2% — a irreducibilis mod 7 hacsak a = 0 vagy a = =+1.

. A PARI/GP szofver csomag tartalmazza a fejezetben ismertetett Berlekamp algoritmus implemen-
tacigjat. Ez elérhet6 a http://pari.math.u-bordeaux. fr/ cimen. A feladatunk, hogy
fedezziik fel az implementacio részleteit.

. Kronecker mddszer. Mivel az egész egyiitthatés polinomok faktorainak is egész egyiitthat6s poli-
nomoknak kell lenniiik, és egy egész egylitthatés polinom helyettesitési értéke egész pontokban,
egész (mivel egész szamok véges szorzata, véges 0sszege egész, vagyis az az egész szamok zartak
szorzésra és Osszeaddsra), igy polinom értékeinek primfaktorizicidjat felhaszndlva, véges szamu
elemre redukélhatjuk a lehetséges (polinom)faktorokat.

Példaul, vegyiik az f(x) = z° + x* + 2% + = + 2 polinomot. Ha ez a polinom felbonthat6 az
egész szamok felett, akkor legaldbb az egyik faktordanak els6 vagy masodfokiinak kell lennie (lasd
az algebra alaptételének egy megfeleld véltozatat). Harom értékre van sziikségiink ahol, hogy egy
legfeljebb méasodfokud polinomot egyértelmiien meg tudjunk hatdrozni. Legyenek ezek a pontok
az f(0) = 2, f(1) = 6 ésaz f(—1) = 2. Ha a 3 koziil barmelyik érték 0 akkor maris talal-
tunk egy gyokot és igy a faktorizacids tétel alapjan egy faktort is. Ha viszont egyik sem 0 akkor
mindegyiknek csak véges mennyiségli osztdja van. Példaul 2 egész szamok segitségével csak a
kovetkez6képpen irhaté:

1-2,21,(—1) - (=2), vagy (=2) - (—1).

Vagyis ha médsodfoku faktor 1étezik akkor annak 1,2, —1 vagy —2 értékiinek kell lennie az x = 0
pontban, és az x = —1 pontban. Mivel 6-ot 8-féleképpen lehet felbontani igy dsszesen 4 -4 - 8 =
128 kombindcids lehetdség van, amelynek fele csak el6jelben kiilonbozik igy ezeket elhagyva csak
64 masodfokd polinom marad, amit le kell tesztelni. Csak ezek a lehetséges faktorai f(x)-nek.
Ezek tesztelése szerint

px)=2>+z+1

amit ugy kaptunk, hogy p(0) = 1,p(1) = 3 és p(—1) = 1 osztja f(z)-et a megfeleld pontokban.
Az f(z) polinomot p(x)-szel osztva megkapjuk a masik faktort: ¢(z) = 2% — x + 2, igy f = pq.
Mivel kideriil, hogy mind p €s g irreducibilis igy f irreducibilis faktorizaci6ja:

f(2) = p(a)g(z) = (2° + =+ 1)(@® — 2 +2).

Feladatunk, hogy a példa alapjan készitsiik el a Kronecker médszer implementécidjat.
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10. fejezet

Programkonyvtarak

10.1. BLAS

A BLAS (Basic Linear Algebra Subrutines) egy specifikicid, amely meghatdrozza, hogyan kell megva-
l6sitani alacsony szintii eljardsokat 4ltaldnos linedris algebrai miiveletekre, mint példdul vektorok dssze-
adésa, skaldrral torténd szorzds, skaldris szorzat, linedris kombinécid és matrixok szorzdsa. Ezek 1énye-
gében de facto standard miveletek linedris algebrai konyvtarak részére. Bar a specifikéci6 altaldnos, a
BLAS implementacidk altaldban sebességre optimalizdltak egy adott architektdrara.

A referencia implementacié 1979-ben késziilt még FORTRAN nyelvre, megtaldlhat6 a
http://netlib.org/blas/blast—-forum cimen.

A BLAS funkcionalitds szempontjabdl 3 eljaras halmazra bonthatd, amelyeket szinteknek neveziink.
Ezek egyrészt kronoldgiai sorrendben jonnek egymads utdn, ugyanakkor a szamitasi koltségiik is kiilon-
bozik egymastél. A modern BLAS implementiciok mindharom szintet tartalmazzak.

BLAS-1 Az alapjai 1973-1977 kozott késziiltek. Osszesen 15 (féleg) vektor miiveletet tartalmaz,
amelyek koziil néhdny példaul az ,,AXPY” (y = ax + y), skaldris szorzat, + = ax alakd mivelet,
stb. 4 verzidban 4ll rendelkezésre (Single, Double, Complex, Integer), 46 eljras.

Miért BLAS 1? Mert O(n') miiveletet végziink O(n') adaton.

BLAS-2 A BLAS-2 kifejlesztése 1984-1986 kozott tortént. Jellemz&en matrix-vektor miiveleteket
tartalmaz, igy minta ,,GEMV” (y =a-A-z+ 3 -2)és ,GER A=A+ a -z -yT, 2 =T —1-x)
tipust miiveletek. 4 verzi6 1étezik (S/D/C/Z), 66 eljaras.

Miért BLAS-2? Mert O(n?) miiveletet végziink O(n?) adaton.

BLAS-3 A kovetkezd szint a BLAS-3, amelynek kifejlesztése 1987-1988 kozott tortént. 9 (féleg)
matrix-matrix miiveletet tartalmaz, példaul ,, GEMM” tipusdakat (C = «a-A-B+5-C,C=a- A -
AT + B-C,B =T — 1- B). 4 verzi6 1ézetik (S/D/C/Z), 30 eljaras.

Miért BLAS-3? Mert O(n3) miiveletet végziink O(n?) adaton.

LAPACK A ’Linear Algebra Package’ egy olyan eljarasgytijtemény, amely numerikus linedris algeb-
rai algoritmusok implementdcidit tartalmazza. Tobbek kozott linedris egyenletrendszerek megoldasat,
legkisebb négyzetek mdédszerét, sajatérték feladatok megolddsat, szinguldris érték felbontést, valamint
matrix faktorizacids eljardsokat tartalmaz.

Elérhetoség Minden BLAS1/2/3 kéd elérhet6 a http://www.netlib.org/blas cimen. Része
a standard matematikai konyvtaraknak.
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10.1.1. Valtozatok

A BLAS tehat egy referencia, amelynek szdmos tovdbbi implementicidja késziilt, ezekbdl vdlogatunk
néhényat.

ATLAS (Automatic Tuned Linear Algebra System) egy open source BLAS véltozat, automatikus tu-
ning alapu az installdldskor. Ezen tulajdonsdga miatt gyakran ezzel a megvaldsitds képezi az
teljesitmény O0sszehasonlitasok alapjat.

Letolthetd a http://math—-atlas.sourceforge.net/ cimrdl.

GotoBLAS Kazushige Goto altal kézzel optimalizalt assembly kéd. Nagyjabol 2008-ban ledllt a to-
vabbfejlesztése. Elérhet6ahttp://www.tacc.utexas.edu/tacc-projects/gotoblas?2
cimen.

OpenBLAS szintén open source, a GotoBLAS egy mdig is aktivan fejlesztett és karbantartott fork-ja.
http://www.openblas.net/

Intel MTL az Intel cég Math Kernel Library nevii csomagja, amely nem csak BLAS implementaciot,
hanem tobbek kozott LAPACK konyvtarat is tartalmaz. Természetesen Intel processzorokra opti-
malizélt kéd.

Ingyenesen elérhet6 a https://software.intel.com/mkl cimen.

10.2. GNU konyvtarak
10.2.1. GSL

A C nyelven irt, jelenleg 2.5 verzidnal tarté Scientific Library elsédleges célja, hogy lecserélje a hagyo-
manyosan még FORTRAN nyelven implementalt numerikus eljarasokat tartalmaz6 konyvtarakat.
A konyvtar a kovetkezd témakoroket fedi le:

Complex Numbers Roots of Polynomials Special Functions
Vectors and Matrices Permutations Combinations
Sorting BLAS Support Linear Algebra
CBLAS Library Fast Fourier Transforms Eigensystems
Random Numbers Quadrature Random Distributions
Quasi-Random Sequences Histograms Statistics
Monte Carlo Integration N-Tuples Differential Equations
Simulated Annealing Numerical Differentiation Interpolation
Series Acceleration Chebyshev Approximations Root-Finding
Discrete Hankel Transforms Least-Squares Fitting Minimization
IEEE Floating-Point Physical Constants Basis Splines
Wavelets Sparse BLAS Support Sparse Linear Algebra

A GSL a legtobb modern, széles korben hasznélt programozasi nyelvre és kornyezetre elérhetd.
A csomag az https://www.gnu.org/software/gsl/ oldalrdl tolthets le.

10.2.2. GMP

A *GNU Multiple Precision Arithmetic Library’ programkonyvtar tetszdleges pontossdgu aritmetikat
kindl egészekre, raciondlis szamokra €s lebegbGpontos szamokra egyarant. A pontossagnak csak a hasz-
ndlt szamitégép memoridja szab hatart. A fejleszt6k elsédleges motivacidja, hogy a GMP a leggyorsabb
tetszbleges pontossagu aritmetikai konyvtar legyen. Aktivan hasznaljak kriptografiai alkalmazasokban
és éltaldnos szamitégépes algebrai rendszerekben.

Elérhet6 a http://gmplib.org/ oldalon.
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10.2.3. MPFR

A C nyelven irt "Multiple Precision Floating-Point Reliably’ programkonyvtidr a GMP rendszeren alap-
szik és tetszleges pontossigii lebegGpontos szamitdst tesz lehetévé korrekt kerekitéssel! és kivétel-
kezeléssel.

Elérhet6 a http://www.mpfr.org/ oldalon.

Tovabbi MPFR alapu csomagok

MPC Az MPC egy olyan C nyelven irt konyvtar, amely komplex szamokra kindl tetszéleges pontos-
sdgu aritmetikét, korrekt kerekitéssel.
Elérhet6 a http://www.multiprecision.org/ cimen.

MPFI Az MPFI csomagban tetszdleges pontossagu lebegdpontos intervallum aritmetikai eljardsokat
taldlunk. Haszndlatdval intervallumos befoglaldsokat kapunk a numerikus szamitasainkra.
Elérhet6 a http://mpfi.gforge.inria. fr/ oldalon.

10.3. Tovabbi fiiggvénykonyvtarak

10.3.1. MPFQ

MPFQ egy véges testek folott végzett szamitdsokra alkalmas konyvtar. A tobbi hasonlé csomaghoz
képest az MPFQ gy optimalizal sebességre, hogy a felhasznalonak el6re rdgzitenie kell bizonyos tulaj-
donsagokat, mint példdul hasznalt mod érték, majd ezt a kéd forditasakor kihasznalja.

Elérhet6 a http://mpfg.gforge.inria.fr/ cimen.

10.3.2. FFTW

A ’Fastest Fourier Transform in the West” konyvtar diszkrét Fourier transzformécio kiszdmitdsara alkal-
mas, ingyenes. Ahogyan azt az X szakaszban targyaltuk, az eljards miveletigénye O(n log(n)). Szdmos
megval6sitast tartalmaz, amely lehet6vé teszi, hogy a bemenetek elézetes vizsgdlata utdn kivédlassza az
adott helyzetre leginkabb alkalmas verzidt a tényleges szamitds elvégzésére. A kettd hatvany hosszu-
sdgu bemenetekre optimalis, tovdbba nagyon gyors még olyan vektorokra, amelyek hossza kis méret
primtényez6k szorzatabol all. 1999-ben elnyerte a *Wilkinson Prize for Numerical Software’ dijat.

Elérhet6 a http://www.fftw.org/ oldalon.

10.3.3. NTL

Victor Shoup 4ltal C++ nyelven irt 'Number Theory Library’ programcsomag szdmelméleti eljardsok
gytijteménye. Tamogatja a tetsz6leges pontossagu egész €s lebegSpontos aritmetikat, véges testek folotti
szamitdsokat, vektorokkal és matrixokkal végzett miiveleteket, valamint linedris algebrét is. Polinomok
faktorizalasara rendkiviil gyors implementaciét tartalmaz.

Ingyenesen elérhet6 a http://shoup.net/nt1/ oldalon.

'azt mondjuk, hogy egy kerekités korrekt, ha a szam és a kerekitett érték kozott nincs az adott szamitégépes kornyezetben
elérhet6 dbrdzolhatd szdm (gépi szdm)
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10.3.4. FLINT

A ’Fast Library for Number Theory’ egy C konyvtdr, szintén szdmelméleti eljardsok gytjteménye. In-
gyenesen elérhet6 a http://flintlib.org/ oldalon.

Megjegyezziik, hogy Az NTL csomag szerzdje készitett egy (folyamatosan frissiil§) dsszehasonlité
tesztet a FLINT-tel, amely nagyon vegyes képet mutat: miivelettdl fiiggden hol az egyik, hol a masik
csomag a hatékonyabb, ldsd a http://shoup.net/ntl/benchmarks.pdf dokumentumban.

Ugyanakkor a FLINT oldalon is talalhatunk Ssszehasonlité teszteket. Erdekességképpen két olyan
példat ide is beemeliink, amelyek a jegyzet szempontjabol relevansak: polinom faktorizdlds modulo 17
(lasd 10.1. abra bal oldali grafikonja) és egy széban elfér egészek faktorizdlasa, ahol az input 10,000
egymds utdni n bites egész (2"~ +1,..., (2"~ 410000 alakban - 1dsd 10.1. 4bra jobb oldali grafikon-
jan.

10* . .
10° b 1
10° F 1
10'E ] 10! T T T
z 10° | ]
Q . 0 4
g o'l L 1 10
= Mathematica 9.0 n i : : : :
102 ¢ ParilGP 254 |5 © 10T b e e
e e NTL6.0.0 i E ! : 5
. | == Magma 2.19-8 . : ®—e Mathematica 9.0
10° ‘ i I | m—a FLINT 2.4
10 10° 10° 10* 10° 10® w I
n 20 30 40 50 60

10.1. abra. A FLINT konyvtar futasi idejének 0sszehasonlitdsa néhdny hasonlé csomagéval. A bal oldali
4bran polinomok faktorizalasa modulo 17 a feladat, mig a jobb oldali abran 2"~! + k alaki egészek
faktorizaldsa.

10.3.5. Boost

A Boost egy C++ eljarasgytijtemény, tobb, mint 80 kiilonféle konyvtarral, amelyeknek egy része tu-
domdnyos szdmitdsra alkalmas algoritmusok implementicidjt tartalmazza. Ezek koziil kiemeljiik a
kovetkezdket:

Boost.Multiprecision: nagypontossigu egész, raciondlis, lebegbépontos és komplex szamokkal végzett
aritmetikai miiveleteket tartalmaz.

Boost.Random véletlenszdm generatorokat és eloszlasfiiggvényeket tartalmaz.

A konyvtar ingyenesen elérhetd a http://www.boost.org/ cimen.

10.3.6. CLN

A ’Class Library for Numbers’ ingyenes programkonyvtar, amely tetszéleges pontossagu aritmetikat
tesz lehet6vé. C++ nyelven irédott és haszndlata lehet6vé teszi az operdtor feliiltoltést, valamint objek-
tum orientélt programozast.

Elérhet6 a http://www.ginac.de/CLN/ cimen.
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SciPy [ Scientific Algorithms ]

‘ linalg ‘ | stats | | interpolate |
‘ cluster ‘ | special | | spatial ‘
‘ io ‘ | fftpack | | odr ‘
‘ ndimage ‘ | sparse | | integrate ‘
‘ signal ‘ | optimize | | weave |

NumPy [ Data Structure Core ]

‘ fft Hrandom‘ linalg

NDArray UFunc
multi-dimensional fast array
array object math operations

10.2. dbra. A Numpy és a Scipy csomagok egymadsra épiilése €s az elérhetd adattipusok és matematikai
fliggvények

10.4. Scipy és Numpy

A Numpy a Python programozasi nyelvhez irt konyvtdr, amely nagyméretli és magasdimenzids tom-
bok és matrixok deklaralasat és ezekkel végzett hatékony matematikai miiveletek elvégzését timogatja.
Hasznélatdval a MATLAB-hoz hasonlé kornyezetet kapunk. Erdsen tdmaszkodik BLAS konyvtirra
(hasonléan a MATLAB-hoz).

A Scipy tudoményos €s szimbolikus szamitasok elvégzésére alkalmas eljarasokat tartalmaz, amelyek
a Numpy csomagra éplilnek. Az 10.2. dbrdn a két konyvtar egymadsra épiilése és az egyes komponensei
lathatdak.

A konyvtirak a https://www.numpy.org/ éshttps://www.scipy.org/ oldalakon érhe-
toek el.

10.5. Rendszerek

A hérom 6rids, MATLAB, Maple és Mathematica mellett tovdbbi (ingyenes) szamitogépes algebrai
algoritmusokat tartalmazé és azok fejlesztését tdmogatd rendszer 1étezik. Ezek koziil szemezgetiink
néhanyat.

10.5.1. PARI/GP

A PARI/GP egy olyan szamitégépes algebrai rendszer, amely elsésorban szimelméleti miiveletek haté-

kony végrehajtdsit timogatja. De ezen feliil kezeli a matrixokat, polinomokat, hatvdnysorokat, algebrai

szamokat, stb. A PARI részt C nyelven irtdk, a GP pedig egy ehhez tartozé szkript nyelv, amely interak-

tiv végrehajtast tesz lehetové. A GP nyelven keresztiil hozzéaférhetiink az 6sszes PARI eljarashoz.
Elérhet6 a http://pari.math.u-bordeaux.fr/ cimen.

10.5.2. SageMath

A SageMath egy teljesen ingyenes open source matematikai rendszer. Python-alapi interfészen ke-
resztiil érhetd el, és magaba foglal tobb masik open source matematikai programcsomagot. A motto:
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,Creating a viable free open-source alternative to Magma, Maple, Mathematica and Matlab”. Tobbek
kozott az MPIR, MPFR, MPC, MPFI, PARI és NTL csomagokat egyarant hasznélja.
Elérhet6 a http://www.sagemath.org/ oldalon.

Példa. Illusztracioképpen bemutatjuk, hogyan lehet a kiterjesztett euklidészi algoritmust, az Euler féle
¢ fliggvényt, valamint a kinai maradéktételt elérni, illetve haszndlni SageMath-ban:

sage: d,u,v = xgcd(12,15)
sage: d == ux1l2 + vx15
True

sage: n = 2005

sage: inverse_mod(3,n)

1337

sage: 3 = 1337

4011

sage: prime_divisors(n)

[5, 401]

sage: phi = n*prod([l - 1/p for p in prime_divisors(n)]); phi
1600

sage: euler_phi (n)

1600

sage: x = crt(2, 1, 3, 5); x
11

sage: x % 3 # x mod 3 = 2

2

sage: x $ 5 # xmod 5 =1

1

10.6. Online anyagok

10.6.1. NIST DLMF

A NIST ’Digital Library of Mathematical Functions’ projektje a hires Abramowitz és Stegun szerz6paros
Handbook of Mathematical Functions cim{i konyvének djrairdsat tlizte ki célul.

A honlap elérheté a http://dlmf .nist.gov/ cimen, 36 fejezetbdl 4ll. Erdekes médon egyéb-
ként nem csak matematikai fiiggvények definicidit tartalmazza, hanem algoritmusok (altaldban nagyon)
rovid leirdsat is, hivatkozassal. A kapcsol6d6 konyv 968 oldalas.

10.6.2. Wolfram Functions

A Wolfram Functions honlap szintén matematikai fiiggvények lefrasat tartalmazza: definicidkat, speci-
alis értékeket, 4ltaldnos tulajdonsagokat, sorként torténd dbrazoldsukat, integralokat, differencidl egyen-
leteket, stb.

Elérhet6 a http://functions.wolfram.com/ cimen.

10.6.3. ESF, DDMF

Az ’Encyclopedia of Special Functions’ és a ’Dynamic Dictionary of Mathematical Functions’ szintén
matematikai fiiggvények gytijteménye, a megjelenitett képletek és dbrdzoldsok azonban kozvetleniil egy
szamitégépes algebrai rendszerbdl jonnek. gy a felhaszndlénak lehetSsége van bizonyos paraméterek
beallitasara is és az eredmények interaktiv lekérdezésére.

A két gylijtemény elérhet6 a http://algo.inria.fr/online.html oldalrdl.
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10.6.4. Interval Computations

A jegyzetben nem volt sz6 intervallum matematikdrél, de azért itt megemlitjiikk a kapcsol6dé gytijto-
oldalt, ahol bevezet6 anyagok, szoftverek, konyvek, kurzusok, konferencidk és alkalmazdsok vannak
Osszegy(jtve.

Az portdl az http://www.cs.utep.edu/interval-comp/ cimen érhetd el.

10.6.5. OEIS

Az ’Online Encyclopaedia of Integer Sequences’ pedig egy rendkiviil gazdag és kimeritd adatbazisként
szolgal a legkiilonfélébb egész- és raciondlis sorozatokkal kapcsolatban. Az OEIS azonosité lényegében
standard hivatkozds. Nemcsak cim szerint kereshet8, de amennyiben a keres§jébe az illetd sorozat elsd
néhdny tagjat beirjuk, akkor is képes megtaldlni az esetlegesen illeszked sorozatokat. Minden sorozatot
kiilon oldalon targyal, dltaldban néhdny tagot megadva, valamint a képletét (ha van), elnevezéseit, és az
ismert tulajdonsdgait folsorolva szakirodalomra valé hivatkozasokkal egyiitt.

Elérhet6 a https://oeis.org/ cimen.

10.7. Feladatok

1. Telepitsiink kiillonb6z6 BLAS konyvtarakat €s teszteljiik le kiillonb6z6 méreti matrixokra vonat-
koz6 miiveletek (leginkdbb szorzds) végrehajtasi ideje kozotti kiilonbségeket.

2. Implementéljunk graf algoritmusokat matrixok (és igy BLAS konyvtarak) felhasznaldsdval)

3. Keressiik fel a "More digits friendly’ nev@i verseny honlapjat (http://rnc7.loria.fr/
competition.html), ahol megtaldlhaté az a 16 feladat, amelyet tetsz6leges pontossagu arit-
metikat hasznalé programcsomagok tesztelésére javasoltak a szervezdk. Vdélasszunk ki 2 ilyen
csomagot és végezziink el minél tobbet a tesztek koziil.

4. Végezziink futasi id6 6sszehasonlitasokat a SageMath és a MATLAB, Maple és Mathematica cso-
magok kozott. Példaul: nagyméretii matrixok szorzdsa, matrixok SVD folbontdsa, nagyméretii bi-
ndris métrixok szorzdsa, primtesztelés, egészek faktorizdldsa, nagyméretii hatvanyok kiszamitdsa
és ilyen tagok Osszeszorzdsa.

5. Prébéljuk meg megkeresni a kedvenc numerikus programozési kérnyezetiinkben hasznalt BLAS
konyvtarat, és lecserélni egy masikkal.
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II. rész

AZ OPTIMALIZALAS ALKALMAZASAI



Eloszo a 1I1. részhez

A jegyzet I1.. része a Szegedi Tudomanyegyetemen 2004-t6] tartott Az optimalizalds alkalmazasai cim{
targy anyagat tartalmazza. A targy heti két 6ra el6adast és egy 6ra gyakorlatot jelent.

A jegyzet az operdcidkutatds, linedris algebra, kalkulus és numerikus matematika témadira timaszko-
dik. Aktualis valtozata egy része, a hozza kapcsol6dé feladatok, gyakorlatok és adataik elérhetSk a

http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes/optalk.pdf

cimen.

A targy olyan tudast kivan adni, amely elegendd egyszertibb optimalizalasi, operaciokutatasi munkak
elvégzéséhez, és amelyet 6ndllé gyakorldssal tovabbfejlesztve egy-egy ilyen feladat teljes megolddsat
meg lehet taldlni. Mivel az érintett eljarasok, programcsomagok gyakran valtoznak, az anyag féleg az
alland6 vagy kevésbé véltozo6 ismereteket tartalmazza.

A rendelkezésre all6 rovid id6 (kb. 14 x 3 éra) nem elég a teljes kor( targyaldsara, ezért a legfontosabb
definicidkat, Osszefiiggéseket és az elméletet az érintett eljardsok tdrgyaldsa eldtt csak a feltétleniil
sziikséges terjedelemben ismertetjiik. A teljesen 6ndllé optimalizdldshoz ez persze nem elegendd. Ennek
ellenére bizom benne, hogy a tdrgyalt anyag segit a leggyakoribb hibdkat elkeriilni, és a viszonylag
konnyen kezelhet6 programok segitségével (tdmaszkodva a mind tobb esetben rendelkezésre 4116 readme
fajlokra, sigo, tandcsadd vardzsldkra) 6ndllé munkéval is lehetséges a tovabbi sziikséges modellek és
eljarasok megismerése. A teljes itt kozreadott anyag tobb, mint amit egy féléves kurzusban 4t lehet adni,
ez némi rugalmassagot kovetel az el6adotdl, illetve a gyakorlatvezetStol.

Tovéabbi cél segitséget nydjtani az optimalizalasi, operdcidkutatdsi vizsgdlatokhoz olyanok szdmadra is,
akik ezt a hagyomanyos képzés keretében nem tanultdk. Igy a jegyzet alapjdn az egyszeriibb feladatok
esetén az olvaso elegendd ttmutatdst kap ahhoz, hogy a feladatat dgy fogalmazza meg, illetve irja it,
hogy az a rendelkezésre all6 szoftverrel hat€ékonyan megoldhaté legyen.

A kreditrendszerre val6 4ttéréssel megvéltozott a tantdrgyak teljesitésének feltétele is. A félreértések,
tévedések elkeriilése céljabol hasznos eldre attekinteni az Informatikai Intézet vendégoldaldn hogy mi
mindent kell ahhoz teljesiteni, hogy a vizsgdra bocsathatdsdgi szintet el lehessen érni.

Itt mondok koszonetet kordbbi hallgatéimnak és munkatdrsaimnak a jegyzet l1étrejottéhez, illetve a
javitdsahoz nyujtott segitségiikért. Varom a tovédbbi véleményeket és javaslatokat is.
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11. fejezet

Alapfogalmak

Optimalizalasi feladatok a mindennapi élet szamos teriiletén el6fordulnak, féleg a mérnoki, gazdasagi
alkalmazdsok teriiletén, de természetesen a tudoményos kutatdsban is. Ide tartoznak azok a problémak,
amelyekben a kérdésfeltevés a kovetkezd sémat koveti: mikor lesz minimélis egy mennyiség, melyik
esetben optimaélis egy bedllitds, milyen paraméterek mellett lesz maximélis egy egyiitthat6 értéke stb.
Gyakorlati esetben a hasonlé kérdések gy hangzanak példaul, hogy: mikor lesz a legnagyobb a
profit, ha kiilénben adott termelési feltételeknek elegettesziink, mely esetben lesz minimadlis a koltsége
egy beruhdzasnak, mikdzben el6irt mennyiséget gyartunk, és a lehetséges megolddsainkat feltételek
korlatozzak.

Az optimalizdlds a matematika, azon beliill az operdcidkutatds, vagy mds szempontbdl a numerikus
matematika része. Erintkezik a szdmitdstudoménnyal, és van szdmitastechnikai vetiilete is. Az
operaciokutatds mint 6ndllé6 tudomdényteriilet a mult szdzad kozepétdl létezik, és szamos kozos
részteriilete van az alkalmazott matematikdval. Az OR Today cimi szakmai folydirat egy korabbi
felmérése szerint az Amerikai Egyesiilt Allamokban az operdcidkutatési szakemberek dllaskildtdsa volt
a negyedik legjobb a vizsgdlt nagyon sok szakma koziil.

A finomabb kategorizalds szerint a globdlis optimalizdlds a nemlinedris optimalizélds, vagy mds néven
a matematikai programozas témakoréhez tartozik. Az utébbi név a linedris programozas analégidjara
azt a teriiletet jeloli, amikor az optimalizdland6 fiiggvény, vagy a feltételi halmazt kijelols fliggvények
valamelyike nem linedris.

Az egyik, Hans-Paul Schwefel professzortdl hallott torténet szerint a SIEMENS cég szdmadra az atom-
erdmiivek fiitéelemeinek elhelyezését optimalizaltak egy (késébb targyalt) tn. evolicids algoritmussal.
A mérnokok altal gyakorlati megfontoldsokon és szimmetria elven alapul6 kordbbi megolddson kb. egy
széazalékot sikeriilt javitani a hatékonysdg szempontjabol. Ennek ellenére nem tudhatd, hogy mi lenne
az optimalis elhelyezés, €s az sem, hogy a jelen megoldas a célfiiggvény értékében mennyire tér el attol.
Meégis, az tj elhelyezési javaslat akkora megtakaritast jelentett, hogy a kutaté intézete német Markdban
is 9 jegy( tAmogatasban részesiilt.

Egy masik hasonld, nagy volumenti optimalizélasi feladatban egy nagy eurdpai multi szamara kellett
a telephelyek optimalis elhelyezését meghatarozni. Jellemzd mddon a feladat modelljének feléllitasa
nem volt trividlis, és a piacon kaphatd kereskedelmi optimalizalé szoftver nem volt alkalmas a feladat
kozvetlen megolddsara. A taldlt kozelitd megoldds kb. 7%-os megtakaritist jelentett, mikdzben az
érintett vallalkozas éves pénzforgalma Eurdban is tobb szazmilliés volt.

A 2000-ben Budapesten rendezett EURO nevii operacidkutatasi konferencidn (a konferencia interne-
tes vendégoldalaa http://www.sztaki.hu/conferences/eurol7/ cimen érhetd el) George
L. Nemhauser professzor Large-Scale Discrete Optimization in Airline Scheduling cimi plendris el6-
addsdval arrdl szdmolt be, hogy az amerikai 1égitdrsasdgok optimalizélési feladatai (pl. a személyzet
beosztdsa, iitemezési, hozzarendelési és szallitasi feladatok) az évi tobb millidrd Dollaros koltségek sza-
zalékos nagysagrendjét is megtakarithatjak.
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Sajét esetiinkben a KESZ Kft. szdmdra kerestiink egy olyan gyors algoritmust, amely képes a napi
épitési feladatokhoz meghatdrozni azt, hogy a leszabandé munkadarabokat milyen sorrendben és milyen
orientalassal vagjak ki a raktaron levd kiillonbozd profild acél rudakbdl dgy, hogy a veszteség minimalis
legyen. A teljes leszdmolds kb. annyi eset megvizsgaldsat igényelte volna, ahdny elemi részecske van az
univerzumban (és emiatt nyilvan kivitelezhetetlen lett volna). A javasolt heurisztika a részfeladatok nagy
részén garantdltan optimélis megoldést szolgdltatott, a tébbin pedig jobb eredményeket tudott adni, mint
a kordbban hasznalt eljards. Az ilyen jellegl nyersanyagok felhasznaldsanak éves volumene az érintett
véllalatndl millidrdos nagysdgrendd.

Ezen példdk mindegyikében kimondatlanul is nyilvdn a legjobb megoldds megtaldldsdban voltunk
érdekeltek, és nem csak egy olyant keresiink, amely egy sziik kornyezetében a legjobb értéket adja.
Emiatt ezek is a globalis optimalizdlds témakorébe tartoznak. Ennek ellenére a globdlis optimalizalasi
feladatok leggyakoribb kezelési modja az ignordlas, tehat a felhasznalé sokszor megelégszik egy helyi
keresd eljarés 4ltal adott kozelité megolddssal — ami nyilvdnvalé médon mind a célfiiggvényértékben,
mind a talalt optimalizalandé valtozok értékében tetszélegesen messze lehet a valédi megoldastol.

11.1. Intervallum matematika

11.1.1. Intervallum-aritmetika és a befoglalé fiiggvények

Legyen I a kompakt valés intervallumok tere. Az intervallum-aritmetika miiveletei ezen a halmazon
vannak értelmezve. A miiveleteket dgy kell definidlni, hogy az A o B eredménye egy olyan C
intervallum legyen, amely pontosan azon ¢ valds szimok halmaza, amelyekhez 1éteznek olyan a € A
é€s b € B valbésok, hogy ¢ = a o b. Itt o a négy alapmiivelet valamelyikét jeloli. Az ilyen aritmetika
segitségével kovetni lehet a kerekitési hibakat, és az adatainkat terhel6 bizonytalansag tiikr6z6dhet az
eredményekben.

Az el6z6 definicié mellett az intervallum-aritmetikat lehet kizardlag a valds aritmetikara timaszkodva
is definidlni. Az [a, b] és [c, d] intervallumokra legyen

[a, b] + [c, d] = [a+ ¢, b+d],
[a, b] —[e, d] =[a—d, b— (],

[a, b][c, d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)],
[a, b]/[c, d] = [a, b][1/d, 1/c].

Az osztast csak akkor értelmezziik, ha 0 ¢ [c, d. Erdemes megjegyezni, hogy ez utébbi feltétel jol
megfogalmazott gyakorlati feladatokban tapasztalataink szerint szinte kivétel nélkiil teljesiil. A valds
miiveleteknek ezt a kiterjesztését intervallumokra természetes vagy naiv intervallum-kiterjesztésnek
nevezik. Az utébbi években vizsgiljdk az olyan intervallum-aritmetikdkat is, amelyek nem csak
kompakt intervallumokon definidltak. Ezeken a nullat tartalmazé intervallummal valé osztds is
értelmezhetd.

Bér az alapmiiveletek pontosak a fenti értelemben, mégis, a veliik kiszdmitott bonyolultabb fiiggvé-
nyek durva becslései is lehetnek a megfeleld értékkészletnek. A gyakran emlegetett példa a kovetkezd:
az z—x? értékkészlete a [0, 2] intervallumon [—2, 0, 25]. Ezzel szemben az intervallum-kiterjesztéssel
ad6do intervallum [—4, 2].

Az intervallum-aritmetika miiveleteinek tulajdonsdgaival foglalkozik az intervallum-algebra. Szdmos,
a valés miiveletekre érvényes tulajdonsdg véltozatlanul teljesiil az intervallum-miveletekre is (pl. a
kommutativitds, asszociativitds az dsszeaddsra és a szorzdsra), de dltaldban nincs inverz, és érvényes a
szubdisztribicids tulajdonsdg: A(B + C) C AB + AC.
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Az alapmiiveletekhez hasonl6an konnyen lehet definidlni az elemi fiiggvények intervallum-kiterjesztését
is, tehdt a szamitégépen kiszamithato fliggvényeket szinte kivétel nélkiil meg lehet valdsitani természe-
tes intervallum-Kiterjesztésben is.

Az intervallum-aritmetika alkalmazasa szempontjabdl alapveté fogalom a befoglal6 fiiggvény. Az
F(X):I" — I az f(z) n-véltozos valos fiiggvény befoglald fiiggvénye, ha f(x) € F(X) érvényes
minden x € X pontra és X € I" intervallumra. Az intervallum-matematika fontos eredménye, hogy
az f(x) val6s fiiggvénybdl természetes (vagy naiv) intervallum-kiterjesztéssel ad6dé F'(X) fuggvény
befoglalé fiiggvény.

A befoglalé fiiggvényektSl természetes azt elvarni, hogy b&vebb argumentum-intervallumra ne
adjanak sziikebb eredmény-intervallumot. Ezt a feltételt fogalmazza meg az izotonitds: egy F(X)
befoglal¢ fiiggvény akkor izoton, ha X C Y -bdl kovetkezik F(X) C F(Y). Az izotonitds szinte
minden intervallum-aritmetika implementaciora érvényes.

A befoglal6 fiiggvények mindségének fontos mutatdja a rend: azt mondjuk, hogy az F'(X) befoglal6
fliggvény rendje o > 0, ha létezik olyan ¢ valés konstans, hogy w(F (X)) — w(f(X)) < cw(X)~
teljesiil minden X € I"-re, ahol w(X) az X intervallum szélessége, és X az X intervallum
fels6 korlatja. A természetes intervallum-kiterjesztéssel adédé befoglald fiiggvények elsérendiiek, de
kidolgozott a magasabbrendii befoglal6 fiiggvények elmélete is. Az egynél szélesebb intervallumokra
a természetes intervallum-Kkiterjesztést, a kisebbekre pedig a magasabbrendii befoglal6 fiiggvényeket
szoktdk ajanlani.

A szamitégépes megvaldsitds sordn minden intervallum-mivelet végrehajtdsa utdn a kapott inter-
vallumot médositani szokds. Az intervallum alsé hatarat lefelé, fels6 hatdrat felfelé kell kerekiteni a
legkozelebbi abrazolhaté szamra. Ezzel az tigynevezett kifelé kerekitési eljarassal el lehet érni, hogy
a befoglalési tulajdonsdg a kerekitési hibdk ellenére is fennmaradjon. Ezen a médon szdmitégéppel
automatizalhaté a garantalt megbizhatdsagu befoglalé fiiggvények eldallitasa.

Az intervallum-aritmetikdhoz haszndlatos specidlis kerekitéseket az IEEE szabvany biztositja, ezért
napjaink szinte minden processzora timogatja. A hetvenes évek kozepétdl elérhetSk olyan programozési
nyelvek, amelyek az INTERVAL adattipus hasznalatat timogatjdk. Ilyen nyelveken még az intervallum-
aritmetikat megval6sité szubrutinokat sem kell megirni: a megfelel6 befoglalé fiiggvény implement4la-
sdhoz elegendd a fiiggvény kiszdmitasdhoz hasznélt valtozok tipusat megvaltoztatni.

A befoglal6 fiiggvényekre tdmaszkodé numerikus algoritmusok érzékenyek a befoglald fiiggvény
mindségére, pontossdgdra. A vdazolt természetes intervallum-kiterjesztés mellett szdmos mads eljards
is ismert a befoglal6 fiiggvények el6allitdsara, példaul a magasabbrendd derivaltakat is haszndl6 tun.
kozépponti alakok, az automatikus derivdldsra és monotonitds-vizsgélatra épiild stratégidk a befoglal6é
fliggvény javitasdra, illetve az optimadlis pontossagi befoglald fiiggvényt generdld eljards. Ezek a
modositidsok természetesen novelik az egy befoglald fliiggvény kiértékeléséhez sziikséges szdmitdsok
mennyiségét.

Az intervallum matematikat részletesen targyald jegyzet vagy magyar nyelvii irodalom sajnos még
nincs. Angol és német (esetleg orosz) nyelvii bevezetd konyveket tudok ajanlani:

1. G. Alefeld, J. Herzberger: Einfithrung in die Intervallrechnung, Bibliographises Institut AG,
Mannheim, 1974.

2. G. Alefeld, J. Herzberger: Introduction to Interval Computations, Academic Press, New York,
1983.

3. H. Ratschek, J. Rokne: Computer Methods for the Range of Functions, Ellis Horwood Ltd.,
Chichester, 1984.

4. S.A. Kalmikov, Yu.l. Sokin, Z.H. Yuldashev: Az intervallum-analizis mddszerei (oroszul), Nauka,
1986.
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5. H. Ratschek, J. Rokne: New Computer Methods for Global Optimization, Ellis Horwood Ltd.,
Chichester, 1988.

A jelenlegi numerikus eljardsok szinte kivétel nélkiil helyi informdcién alapulnak: pl. a vizsgélt
fliggvényt adott pontban kiértékeld szubrutin megadasat kivanjak meg. Bar a szébajové fliggvények
pontos képletét, vagy legaldbb annak kiszdmitdsi médjit ismerni kell, mégis a legtobb numerikus
moédszer csak adott pontbeli fiiggvényértékre épiil. Szamos feladat és mddszer esetén igazolhatd, hogy
csak helyi informécidra tdmaszkodva az illetd feladat véges sok 1épésben nem oldhaté meg, sét, ilyen
moédszer se létezhet (vo. Cs. T., Acta Cybernetica, 1988). Az a paradox helyzet all fenn, hogy
val6jaban az illetd fiiggvényrdl lényegesen tobbet tudunk, mint amennyit a legtobb numerikus médszer
a megoldashoz felhaszndl. Ezek tehat a fekete doboz elvén miikodnek.

Esszé irasra a kapcsolddé valaszthatéd témak a kovetkezdk:

o Affin aritmetika (Ronald van Iwaarden doktori dolgozata alapjan)
e Back-boxing, illetve e-inflacié (Ronald van Iwaarden doktori dolgozata alapjan)

o Kiterjesztett intervallum aritmetikdk, Kaucher-féle intervallum aritmetika (elsésorban a Kearfott
konyv alapjén)

e Intervallumos Newton-iterdcid, Prekondicionélés (Kearfott konyve alapjin)
e lejtd aritmetika (slope, Dietmar Ratz habiliticids disszertacidja alapjan)
e viltozo pontossdgu aritmetikdk

e Taylor-modellek (Martin Berz munkdi alapjan)
Feladatok:

o Irjunk egy révid programot, amely hdrom valés szamot dsszead, majd igazoljuk, hogy van hirom
szdm, amelyre a program altal adott eredmény a ténylegestdl legalabb 2002-vel eltér!

e Moddositsuk a programot tgy, hogy az utébbi harom szdmra pontos legyen!
e Adjunk meg néhdny olyan 0sszeado eljardst, amely a fenti problémara megoldést jelenthet!
e Vizsgiljuk meg az egyes algoritmusok miiveletigényét!

e Milyen mdédszer felel meg a pénziigyi szamitdsokhoz, ahol 1ényegében csak egész szdmokkal
szamolnak, de azért 100.3 4+ 100.3 + 100.3 = 301?

e Mit lehet ajanlani olyan alkalmazashoz, ahol minden sz6bajové szdm raciondlis, €s azt szeretnénk,
ha (zy)/y = x mindig teljesiilne?

Postscript file-ként rendelkezésre 4116 doktori dolgozatok, illetve kéziratok:
1. S.L.P. Ferguson: Sphere Packings (a Kepler feladat megolddsdnak részletei)

2. R.J. Van Iwaarden: An improved unconstrained global optimization algorithm, Denver, 1996.

3. F. Messine: Methodes d’Optimisation Globale basees sur I’ Analyse d’Intervale pour la Resolution
de Problemes avec Contraintes. Toulouse, 1997.

4. A. Wiethoff: Verifizierte globale Optimierung auf Parallelrechnern. Karlsruhe, 1997.
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Alapétlet: a valos szamokra végzett miiveleteket ki lehet terjeszteni intervallumokra is, és ha valamely
mennyiségrdl nem egy konkrét valés szdmmal valé egyenldségét, hanem egy intervallumba valé
tartozasat ismerjiik, akkor az intervallumokra végrehajtott mtiveletek céliranyosnak ttinnek.

Halmazelméleti definicié: Ao B := {aob:a € A, b€ B}; A, B € I, ahol I a valés kompakt
intervallumok halmaza (azaz olyan (i, j) paroké, amelyekre i,j € R, és i < j).

Aritmetikai definicio:
[a,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d]

[a,b] — [¢,d] = [a —d,b— (]
[a,b] % [c,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]
[a,b]/[c,d] = [a,b] % [1/d,1/c],ha 0 & [c,d].

Megjegyzés: az osztds definidldsandl a 0 ¢ [c, d] feltétel gyakran el6fordulé megszoritdsnak tiinik, de a
tapasztalatok szerint nem az.

Allitas: az aritmetikai definici6 megfelel a halmazelméletinek, és viszont. Tehdt az intervallum-
aritmetika ebben az értelemben pontos.

Az intervallum-aritmetika algebrai tulajdonsagai:

e az + ésa —, illetve az * és a / nem inverzei egymdsnak, ha intervallumokra alkalmazzuk Gket.
Példaul [0, 1]—[0,1] = [-1,1],és [1,2]/[1,2] = [1/2,2]. Valamint [0, 0]+[0, 1]—[0, 1] = [-1, 1]
és az eredmény nem |0, 0].

e érvényes az Un. szubdisztribicids torvény, azaz A(B + C) C AB + AC'. Példaul [0,1]([1,1] —
[1,1]) = [0,0] < [0,1][1,1] — [0,1][1,1] = [-1,1]. Mésrészt viszont az a € R konstansra
a(B+C)=aB+aC.

e ¢érvényes az az dltaldnos szabadly is, hogy a 0-szélességii intervallumokra (amelyekre w(A) = 0,
ahol w(A) = b —a, ha A = [a,b]) az intervallum-miiveletek megegyeznek a valés szamokon
szokasos miveletekkel.

e az Osszeadds és a szorzds kommutativ és asszociativ. Az egyetlen egységelem az [1,1], az
egyetlen zéruselem a [0, 0].

e érvényes az intervallum-miiveletek befoglalasi izotonitdsa: A C B, C C D-bdl kovetkezik,
hogy Ao C' C Bo D. (Persze csak akkor, ha az illet§ miiveletek definialtak.)

e definidljuk az n-dimenziés A € I intervallum szélességét a koordinatdankénti intervallumok szé-
lességének maximumaként: w(A) := max(w(A;) i =1,...,n),ha A = (A, Ag,..., Ay) €
I". Ekkor teljesiilnek a kdvetkezok:

1. ha A C B, akkor w(A) < w(DB)
2. w(C+ D) =w(C)+w(D) (az egy dimenzids esetben)
3. w(aB) = |ajw(B)
e Definialjuk az A intervallum m(A) kozéppontjat a kovetkezdk szerint: m(A) = (a +b)/2,

ha A € I, és m(A) = (m(A1),m(A2),...,m(4,)), ha A € I". Ekkor m(A + B) =
m(A) £ m(B),ha A,B €I".
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11.1.2. Intervallum-felosztasi algoritmus

Az intervallum-felosztdsi (Moore-Skelboe) algoritmus adott nemlinedris fiiggvény valamely intervallu-
mon vett globdlis minimuménak alsé- és felsébecslését adja meg. A kezdeti X intervallumban egy
olyan X'-t keres meg, hogy F(X') tartalmazza a globélis minimum értékét, és az F'(X') intervallum
szélessége kisebb legyen, mint egy elére adott £ pozitiv konstans. Az algoritmus a kdvetkez6:

1. Legyen Y := X és y := min F(X). Inicializaljuk az L = ((Y,y)) listat.

2. Vaélasszunk egy olyan k koordinétét, amellyel parhuzamosanaz Y = Y] X - - XY}, -nek maximalis
hosszisagu éle van.

3. Végjuk ketté Y -ta k irdny mentén: igy olyan V; és V5, boxokat kapunk, amelyekre Y = V,UV5;.
4. Szamitsuk ki F'(V})-etés F(Va)-t, és legyen v; = min F'(V;) i =1, 2-re.
5. Torsljik (Y, y)-taz L listabol.

(a) Monotonitdsi-vizsgdlat: toréljiik a (V;,v;) part, ha 0 ¢ Fj(V;) valamely j (1 < j < n)-re
és =1, 2-re.

(b) Kivagasi-vizsgdlat: toroljik a (V;,v;) part, ha v; > § (ahol 0 adott eljards-paraméter,
altalaban a globdlis minimum legjobb ismert felsé korlatja) és + = 1, 2.

6. Tegyiik a (V1,v;) és (Va,v2) parokbdl a megmaradtakat a listdba. Ha a lista iires, akkor STOP.
7. Jeloljiik a lista azon pdrjat, amelynek mdsodik eleme a legkisebb, (Y, y)-al.
8. Ha F(Y) szélessége kisebb, mint ¢, akkor nyomtassuk ki F'(Y') és Y értékét, é&s STOP.

9. Folytassuk az algoritmust a 2. 1épésnél.

Az 5a pontbeli monotonitédsi teszt akkor torol valamely intervallumot, ha azon az f(z) fiiggvény
szigordan monoton. Ilyen esetben az adott intervallum nem tartalmazhat a belsejében minimumpontot.
Ha az algoritmus azzal 4ll le, hogy iires lett a lista, akkor meg kell vizsgdlni, hogy nem lehetett-e
minimumpont az eredeti X intervallum hatdrdn (példdul gy, hogy az algoritmust Gjrainditjuk egy
X O X intervallummal. Misik megoldas lehet, ha az 5a 1épésben a torlés helyett az aktudlis
intervallumot helyettesitjiik a megfeleld lapjaval. Ekkor nincs sziikség az X intervallummal val6
ellendrzésre.

Az 5b pontbeli kivdgési teszt olyan részintervallumokat dob el, amelyekre az f(z) fuggvény
lehetséges legkisebb értéke is nagyobb, mint §. A § értékét megvalaszthatjuk a feladatra vonatkozo
el6zetes informdcidink alapjan, de adaptiv médon is: kezdetben legyen § = max F'(X), majd minden
vdgasndl 6 = min(d, max F'(V1), max F'(V3)). Algoritmusunk 5b 1épése az utébbi eljirdssal biztos
nem dob ki olyan részintervallumot, amelyben globdlis minimumpont van. Teszteredmények az 5a, 5b
1épések nélkiil, illetve az Sa 1épéssel:

S5 S7 S10  H3f H6! GPT RB SHCB RCOS
STU 04 0.7 14 2443 2498 1995 0.1 1427 0.1
NFE 90 186 204 11453 11319 10499 56 9024 98
NDE - - - - -
LLI 48 137 166 5000 5000 5000 28 5000 47
EFF 03 06 05 975 490 528 03 775 0.8
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S5 S7 S10 H3 H6 GP RB SHCB RCOS
STU 12 1.7 25 9.5 752 746.8 0.1 0.9 0.4
NFE 8 92 94 722 2288 34850 56 384 98
NDE 205 219 227 1158 8141 46355 63 540 149
LLI 3 5 10 361 1238 5000 9 194 29
EFF 1.0 1.0 09 160 451 408.1 0.6 7.9 2.1

Itt S5 - RCOS standard globdlis optimalizalasi tesztfiiggvények, a hatékonysagot jelz6 mutatok pedig:
STU - standard id6egység, NFE — A fiiggvényhivdsok szdma, NDE — a derivélthivdsok szdma, LLI
— a maximalis listahossz, és EFF az intervallumos moédszer relativ hatékonysdga, a hagyomadnyos,
sztochasztikus algoritmusokhoz képest.

11.1.3. Intervallumos Newton modszer

Az f(x) figgvény befoglaldsat kiszdmitjuk. Feltételezziik, hogy f’(x) folytonos fiiggvény az [a, b]
intervallumon, és

0 ¢ {f'(x),z € [a,b]} és f(a)f(b) <O.

Haaz f(x) zérushelyének egy X, befoglaldsa ismert, egy jobb X, 1 befoglalast a kovetkez§ iterdcids

képlettel kaphatunk:
f(m(Xy))
——— | NX
F'(X,) "
ahol m(X) az X intervallum egy bels6 pontja (példdul a kozéppontja). Tekintsik az f(z) =

Va + (z + 1) cos(z) fiiggvényt a [2, 3] intervallumon. A kapott iterdcids sorozat az intervallumok
w(Xy) szélességével egyiitt:

X i= (mCx,) -

k Xy w(Xk)

1 [2,0, 3,0] 1,0

2 [2,0, 2,3] 0,3

3 [2,05, 2,07] 0,02

4 [2,05903, 2,05906] 0,00003

5 [2,059045253413, 2,059045253417] 0,000000000004

Optimalizél4si feladatokra nyilvan a célfiiggvény derivéltjara kell a képleteinket alkalmazni, hiszen
annak a zérushelyeit keressiik. Ekkor az iteraciés formula a kovetkez6 lesz:

ESINPPS

Itt f/(x) a célfiiggvény derivéltja, F"(X) pedig a masodik derivalt befoglal6 fiiggvénye. Vegyiik észre,
hogy az iteracids képletiink nem fiigg kdzvetleniil magatdl a célfiiggvénytdl. Ez rendben is van abbdl a
szempontbdl, hogy nyilvan azonos iteraciés sorozatot varunk f(x)-re, és annak eltoltjara, f(z) + c-re.

Idézet a C-XSC Toolbox konyvbdl! az intervallumos Newton mddszernek az adott példara valé
hasznélataval:

"Hammer, R. M. Hocks, U. Kulisch, D. Ratz: C++ Toolbox for Verified Computing. Springer, Berlin, 1995
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#include "interval.h" /+ include interval arithmetic package =/
#include "imath.h" /+ include interval standard functions =/

interval F (real& x) {
return sqgrt(x) + (x+1) * cos(x);

interval Deriv (intervalé& x) {

return (1 / (2 * sgrt(x)) + cos(x) - (x+1) * sin(x));

}

int Criter (intervals& x) { /+ computing F(a) = F(b) < 0 *x/
interval Fa, Fb; /+ using point intervals */
Fa = Inf (x); /+ operator <= 1is the relational */
Fb = Sup (x); /+ operator ’element of’ */

return (Sup(Fa*xFb) < 0.0 && ! (0 <= Deriv(x)));

main () {
interval y, y_old;
real mid (intervalg); /+ prototype of the midpoint function =/

cout << "Please enter starting interval:"; cin >> vy;

while (Inf(y) !'= Sup(y)) {
if (Criter(y)) {
do {
y_old = y;
cout << "y = " << y << "\n";
y = (mid(y)-F (mid(y))/Deriv(y)) & y; /* The iteration formula */
} /* & 1s the intersection x/
while (y != y_old);
}
else {

cout << "Criterion not satisfied! \n";

}

cout << "Please enter starting interval: ";
cin >> y;

11.1.4. Példak

1. Az intervallumos Newton médszer miikodésének illusztrildsdra tekintsiik az f(z) = 22 — x

figgvényt. Ez egy egyszerli parabola, amelynek tengelye parhuzamos az y tengellyel, €s amelynek
két zérushelye a 0 és az 1. A fiiggvény minimumpontja a 0,5, ahol itt a fiiggvényérték -0,25. A
célfiiggvényiink derivéltja az f'(z) = 2z — 1, mésodik derivdltja pedig f”(z) = 2).

Tekintsiik eldszor az Xy = [0, 1] indul intervallumot, az iteracio els6 1épése erre:

f'(m(Xo)) 0,0
X = Xo)———7—"|NXo={0,5—- n10,1] =10,5,0,5N10,1] = |0,5,0,5].
1 (m( 0) F”(Xo) 0 ) [272] [7] [777] [7} [777]
Ez azt jelenti, hogy pontos aritmetikdval az intervallumos Newton mddszer egy 1épésben meg tudja
hatdrozni egy kvadratikus fliggvény minimumadt abszoldt pontosan. A kifelé kerekités ezen nyilvdn
ront, de ezzel egyiitt is nagyon hatékony eszkéz ez az optimalizdldsban. Nyilvan altaldban nem
kvadratikus fiiggvényt kell optimalizalnunk, de mivel a sima fiiggvényeknek egy pont kis kdrnyezetében
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a kvadratikus kozelités tetszblegesen jo, ezért az intervallumos Newton mddszertdl hasonléan jé
hatékonysédgot varhatunk sima nemlinedris optimalizdlasban.

Emlitésre mélté az is, hogy példankban nem volt tilbecslés az érintett fiiggvényekben, mert mind
a linedris, mind a konstans fiiggvényhez (a kifelé kerekitést leszdmitva az implementdcidéban) pontos
befoglal6 fiiggvényt kapunk mér a természetes intervallum kiterjesztéssel is.

Tekintsiik most az Xy = [0, 2] kezdGintervallumot, erre a kovetkez6t kapjuk:

f"(m([0, 2])) 1,0
X = 0,2]) - —F———== | NXg=(1- n10,2] =10,5,0,5]N10,2] =|0,5,0,5].
= (mito.2) - L) o x, 55) 1021 =10.5.0.500.2 = 0.5.0.5
Ebbdl az latszik, hogy az el6z6 nagyszerli eredményben nem volt annak szerepe, hogy a kiindul6
intervallum kézéppontja volt a keresett minimumpont. Tekintsiink most egy olyan intervallumot, amely
nem tartalmaz minimumpontot, Xy = [1,2]:

X = <m([1,2]) - W) N[, = (1,5 - é%) A (1,2 = [0,5,0,5] N [1,2] = 0.

Az intervallumos Newton moédszer tehat igazolta, hogy a keresési tartomanyban nincs minimumpont.

s

2. Vegyiik most az el6z6 példa célfiiggvényének a négyzetét: f(x) = x* — 223 4 22. Ennek nyilvan a
0 és az 1 pontok a minimumpontjai. Az els6 és a masodik derivalt fiiggvény: f’(z) = 423 — 622 + 2z,
illetve f”(x) = 122% — 122 + 2. Els6 keresési intervallumként tekintsiik az Xy = [0, 2] intervallumot,
ami tehdt mindkét minimumpontot (és koztiikk az egyetlen maximumpontot is) tartalmazza. Erre az
intervallumos Newton mddszerrel a kovetkezd eredményt kapjuk:

X, = <m(X0) - W) A X = (1 - [_;)2050]> A[0,2] = [—00,00] 1[0,2] = [0, 2].

Ez a példa azt mutatja, hogy ha a kiindulasi intervallumban tobb szEéls6érték is van, akkor az intervallum
nem véltozik. Figyeljik meg, hogy a metszetképzés kellett ahhoz, hogy a keresési intervallum ne
néjon. A madsodik derivéalt most egy kvadratikus fiiggvény, amihez a befoglal6 fiiggvény altaldban
csak tulbecsléssel adhaté meg. Esetiinkben az értékkészlet, [—1,26] lényegesen kisebb, mint a kapott
befoglalds: [—22,50]. Ennek ellenére az értékkészlettel is a fenti eredményt kaptuk volna, mivel az
értékkészlet is tartalmazza a null4t.

A masodik derivélt befoglaldsara a kdvetkez6 értékeket kapjuk:

F"([0,9,1,1]) = [—1,48,6,02],

illetve
F"([0,99,1,01]) = [1, 6412, 2,3612].

Sajnos ez a példa se igazolja azt a kozkeletli vélekedést, hogy az intervallumos Newton médszert akkor
érdemes haszndlni, ha az argumentum intervallum szélessége egynél kisebb. Az elmondottak miatt
csak a mdsodik esetben szdmithatunk arra, hogy a keresési intervallumunk méretét csokkenteni tudjuk.
Ekkor az eredményiink az [1, 1] intervallum. Ennek a magyardzata pedig az, hogy a keresési intervallum
kozéppontjaban az elsd derivalt értéke nulla, masrészt a masodik derivalt értékei mindeniitt pozitivak,
igy a szélséértéket a fiiggvény csak a kozéppontban veheti fel.

Tekintsiink akkor most egy olyan intervallumot, amelynek felez6pontja nem megoldas: [0,98, 1,01].
Erre az intervallumos Newton mdédszerrel azt kapjuk, hogy

X, = (m(Xo) . w> NXo = (0,995 -

—0,0098505
[1,4048, 2,4812]

> n10,98,1,01] =
= (0,995 + [0,003970, 0,007012]) N [0,98,1,01] = [0,99897,1,002012] N [0,98,1,01] =
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= [0,99897, 1,002012].

Ezzel a megoldasunkra egy meglehetsen sziik intervallumot kaptunk: a keresési intervallum kb. tize-
dére (a szélessége 0,03-r61 0,003042-re) csokkent, és ezzel egyiitt a bizonytalansdgunk is a minimum
helyét illetGen.

PELDA. A SIAM (Ipari és Alkalmazott Matematikai) Tarsasag 2002-ben 10 numerikus feladatot tizott
ki2. Feladatonként 10 helyes decimalis jeggyel 100 dollart lehetett nyerni. A negyedik megadott feladat
a kovetkezd fiiggvény minimalizaldsa volt:

exp(sin(50z)) + sin(60e?) + sin(70sin(z)) + sin(sin(80y))—

. 1
—sin(10(z +y)) + 7 (2 +57).
A feladat megoldasara egy intervallum aritmetikdra alapuld korldtozas és szétvalasztds modszert
haszndltunk. A kapott eredmény a [—10.0, 10.0] keresési tartomédnyon a globélis minimum értékére

a kovetkezd also- €s felsd korlatokat adta:

[—3.306868647475316, —3.306868647475196].

Az eredményben a kiemelt elsé 13 jegy matematikai bizonyitéer&vel igazoltan helyes. Ehhez
0.26 masodperc CPU-id6, minimélis memdriaigény (75 részintervallum tdroldsara volt sziikség), 1975
célfiiggvény-, 1158 gradiens- és 92 Hesse-matrix kiértékelés kellett minddssze.

11.2. Automatikus differencialas

Ahogy a kordbbiakban lattuk, a differencidl-hdnyadosoknak fontos szerepiik van a nemlinedris optima-
lizalasban, de a numerikus matematika szamos teriileten is szinte elengedhetetlen a hasznélatuk. Ide tar-
toz6 problémdk vannak a nemlinedris egyenletmegoldédsban, az irdnyitdselméletben és az érzékenység-
vizsgdlatban is. Taldn a legismertebb eset a fiiggvények zérushelyének megkeresése, itt a derivalt hasz-
nalataval miikodé Newton-Rawson eljards konvergencia-sebessége 1ényegesen jobb, mint a derivéltakat
nem haszndlé szel6- vagy hirmédszeré.

Ma mér egyes programozasi nyelvek (pl. a PASCAL-XSC?) is tdimogatjék az automatikus differenci-
4last megfeleld adattipussal és miiveletekkel, és szdmos szoftver is hasznélja ezt a derivaldsi modszert?,

11.2.1. Derivaltak a szamitégépeken

7z

A leggyakrabban haszndlt két mddszer a derivaltértékek eldallitdsara azok numerikus kozelitése és
a "kézzel” val6 derivélt-meghatdrozds a derivaldsi szabdlyok alkalmazdsaval. A legtébb numerikus
matematikai monografia és a professziondlis numerikus programcsomagok tobbsége is ezt a két utat
javasolja. Mindkét médszernek vannak azonban olyan gyengéi, amelyek szamos feladatban lehetetlenné
vagy értelmetlenné teszik alkalmazdsukat. A ritka kivételek egyike Skeel és Keiper konyve’, amely a
szimbolikus differencidlassal szemben is az automatikus derivélast javasolja.

Erdekes dsszefiiggések vannak a derivalds és az integralds analitikus, illetve numerikus meghatarozasa
kozott is. Az analitikus derivalds konnyen, csaknem mechanikusan végrehajthat6, mig az analitikus
integrdlds nehéz vagy akar lehetetlen is lehet. Ezzel szemben a numerikus kozelités a derivéltra gyakran
pontatlan, mig az integralra dltaldban pontosabb.

’Nick Trefethen: A Hundred-Dollar, Hundred-digit Challenge. SIAM News 35(2002)

Klatte, R., U. Kulisch, M. Neaga, D. Ratz, Ch. Ullrich: PASCAL-XSC, Springer-Verlag, Berlin, 1991.

“Pl. a D. Ratz: Automatische Ergebnisverifikation bei globalen Optimierungsproblemen. (Doktori értekezés, Karlsruhei
Egyetem, 1992.) cimii disszertdcidban leirt optimalizaldsi eljards, amely csak a célfiiggvény megaddsat igényli.

3Skeel, R.D., I.B. Keiper: Elementary Numerical Computing with MATHEMATICA. McGraw-Hill Inc., New York, 1993.
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A numerikus differencidlds viszonylag konnyen programozhat6, sokszor a konyvtari program maga
allitja Sket el8, ha a felhasznal6 nem adott meg szubrutint az analitikus derivaltak kiszdmitdsdra. A
numerikus derivalt hasznalatanak elénye, hogy

7z

+ nincs eldzetes munkaraforditas a derivaltak “kézzel” torténd elGallitasara,
+ emiatt javitani sem kell az azok programozésa sordn elkovetett hibdkat, és

+ akkor is miikodik, ha az illetd fiiggvény képletét nem ismerjiik, csak a kiszamoldsara szolgélo
szubrutin adott.

Hétranya viszont, hogy

— a levagasi hiba miatt sok értékes jegy veszik el. Ez a jelenség csak bonyolult, és nem is
minden szamit6gépes kornyezetben rendelkezésre all6 eszkozokkel csokkenthetd (valtozé méreti
szamabrazolas, racionalis aritmetika stb.),

— a gyorsan valtozé derivaltak becslésére alkalmatlan.

2 2

A hiivelykszabdly szerint — hacsak lehetséges — érdemes el64allitani a derivédltakat szamité szubrutino-
kat. Ezen eljarés el6nye, hogy

+ alevégasi hiba nem jelentkezik, a kiszamitott derivaltértékek dltalaban csak nagyon kis kerekitési
hibaval terheltek, és

+ a gyorsan valtozo6 derivaltértékek is jol meghatdrozhatok.
A hatranya ezzel szemben, hogy

— aderivaltak képletének meghatarozdsa munkaigényes, és a "kézzel” val6 eléallitas esetén gyakran
komoly hibaforrds, valamint

— csak a képlettel adott fiiggvények derivaltja hatdrozhaté meg ilyen moédon, tehdt a kizarélag
algoritmussal adottakat 4ltaldban nem lehet igy derivélni.

Itt kell megjegyezni, hogy a szdmitégépes algebrarendszerek (mint példdul a Mathematica, a Maple
vagy a Derive) szimbolikus manipuldciéval el6 tudjak éllitani a képlettel adott fiiggvények derivaltjait.
Igy ez az el6készité munka legaldbb szdmitogépesithets, tehdt nem feltétleniil kell “kézzel” végre-
hajtani. Az ilyen szimbolikus derivdlds, a vele jar6 egyszer(isités és a programozasi nyelvre val6 alakitas
id6igénye nagyon véltozd, mindenesetre a szamitogépes algebrarendszerek sokat fejlodtek ezen a téren
az utébbi id6ben’.

Az automatikus differencidlés egyszertien abbdl az igénybdl fakadt, hogy az el6z6 médszerek eldnyeit
kell egyesiteni a hatranyok elhagyasaval. Olyan eljarast kerestek tehat, amely

+ lényegében nem igényel elézetes raforditdst a derivaltak “kézzel-” vagy akdr szamitégépes
algebrarendszerrel, szimbolikus manipuldcidval valé meghatarozasara,

+ emiatt nem is kell a megfelel6 szubrutinokat programozni és javitani,

+ akkor is miikodik, ha csak az illetd fiiggvény kiszdmoldsdra szolgalé szubrutin adott, de a
fiiggvény képlete nem ismert,

SL4sd Iri, M.: History of automatic differentiation and rounding error estimation, in: Griewank, A., G. Corliss (Eds.):
Automatic Differentiation of Algorithms: Theory, Implementation, and Application. SIAM, Philadelphia, 1991. 3-16.
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11.1. tdblazat. Néhany alapmiivelet és elemi fiiggvény differencidldsa

y=f(x) |latx axzx afx Vo o log(x) exp(x)  cos(x)
f(x) +1 a —y/x 05/y 1/x y — sin(x)

+ alevdgdsi hiba miatt nem vesznek el értékes jegyek,
+ a gyorsan véltoz6 derivaltak meghatdrozaséra is alkalmas, és

+ a derivaltak kiszdmitdsdnak miiveletigénye altaldban kisebb, mint a numerikus derivalasé, illetve
az analitikus derivéltakat kiszdmit6 szubrutinoké.

Maga az &tlet nem nagyon bonyolult, és jellemzd médon tobben egymastdl fiiggetleniil rataldltak’.
Ha valaki kedvet érez hozz4, maga is megprobélhatja az automatikus differencidlést djra felfedezni: az

P

el6zo feltételeket teljesitd eljarast kell megadni (eddig nem arultunk el semmi lényegeset a triikkbol).

11.2.2. Az otlet.

A triilkk mind6ssze annyi, hogy haszndljuk az adott fiiggvényre ismert kiszdmitasi eljarast az egyes
miiveletekhez tartozé derivélasi szabalyokkal egyiitt. Példdul ha f(x) = fi(z) * fa(z), akkor legyen
f(x) értéke fi(x) * fa(z) + fi(z) = f(x), ahol fi(x) és fi(x) értéke mdr ismert. Minden egyes
részletszamitassal egyiitt tehat a rd vonatkozd, az aktudlis véltoz6- és konstansértékekhez tartozo
derivaltértéket is meghatdrozzuk. A kiinduldshoz a véltozé derivéltja természetesen 1, a konstansé
nulla. Az 11.1 Téblazat egyes alapmtiveletek és elemi fiiggvények differencidldsanak formalis lefrdsat
tartalmazza, itt x valtozd, a pedig konstans.

Az automatikus differencidlds implementéldsa sordn célszeri olyan adatszerkezetet valasztani, hogy
minden, az illetd fiiggvény kiszamitasaban szerepet jatszé valtozo és konstans szdmdra egy rendezett
part haszndlunk, amelynek elsé tagja a szokdsos értéket tartalmazza majd, a masodik tag pedig a
hozza tartoz6 derivaltértéket. Ilyen adatstruktirdval az 4j miveleteket egyszer(i felirni szubrutinok
segitségével, vagy egyes Ujabb programozdsi nyelvekben (pl. C++ vagy FORTRAN-90) az eredeti
miiveletek és standard fiiggvények definiciéjanak az 1j adatszerkezetre vald kiterjesztésével (operation
overloading). Az utébbi esetben a mar miik6dd, az eredeti fiiggvényt kiszdmité programban csak az
adattipust kell kicserélni (pl. "real" helyett "derivative" vagy "gradient"), €s madris rendelkezésre allnak
a kivant derivaltértékek.

Tekintsiink egy egyszeri példat az automatikus differencidlds haszndlatara: hatdrozzuk meg az
f(x) = (x — 1)? fiiggvény derivaltjit az = = 2 pontban! A differencidlhdnyados-fiiggvény f'(z) =
2(xz — 1), a keresett derivaltérték pedig 2.

A viltozénkhoz tartozé par (2,1), a fiiggvényben szereplé konstanshoz tartozé pedig (1,0). A
zérdjelen beliili kifejezés f(z) képletében a (2,1) — (1,0) = (1,1) part eredményezi. A négyzetre-
emelést szorzdssal értelmezve az (1,1) x (1,1) = (1,2) part kapjuk, amelybdl kiolvashatd, hogy

F2)=1,6s f'(2) = 2.

11.2.3. Kiterjesztések.

A képlettel megadott fiiggvények differencidldsdval szemben szokds kiemelni az "algoritmusok diffe-
rencidldsat". Ezen az automatikus differencidlas egyszerd kiterjesztését értik feltételes utasitasokat is

"Ostrovskij, G.M., Ju. M. Wolin, W.W. Borisov: Uber die Berechnung von Ableitungen, Wissenschaftliche Zeitschrift der
Technischen Hochschule fiir Chemie, Leuna-Merseburg 13(1971) 382-384 és Wengert, R.E.: A simple automatic derivative
evaluation program, Communications of the ACM 7(1964) 463-464.
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tartalmazé eljarasokkal megadott fiiggvények derivalasara. Az utébbiakkal kapcsolatban persze felve-
tédik, hogy differencidlhatok-e ezek egyaltalan. Szerencsére ez a probléma inkdabb matematikai jelleg(,
és a technikai megoldast nem nagyon befolyasolja.

A magasabbrenddl derivéltak eldéllitdsdhoz két ut kozott valaszthatunk: vagy kozvetleniil az egyes
miiveletekhez tartozé magasabbrendii derivaldsi képleteket hasznéljuk (példdul, ha f(z) = g(z)+h(z),
akkor f"(z) = ¢"(x) + h"(x)), vagy az alacsonyabbrendd derivaltak kiszdmitdsdra mar meglévd
algoritmusra alkalmazzuk ismételten az algoritmusok differencidlasat.

A tobbviltozds fliggvények differencidldsira a bevezetett automatikus differencidldsi médszer minden
tovabbi nélkiil alkalmazhatd, az egyes parcidlis derivaltak meghatarozdsakor csak a valtozé-konstans
viszonyt kell mindig megfelelden tisztdzni. Ez is kdnnyen programozhatd, €s igy a gradiens, a Hesse-
és a Jacobi-matrix kiszdmitdsa is nagyon kényelmessé tehetd.

11.2.4. Az automatikus differencialas két valtozata.

Az automatikus differencidlds legegyszerlibb megvaldsitdsa az, amikor a kiilonben mér rendelke-
zésre all6, az adott fiiggvényt kiszdmité programot kibdvitjiikk az egyes miiveletekhez tartozé elemi
derivalasi 1épésekkel - megtartva az eredeti algoritmus szerkezetét. Ezt a mdédszert a tovdbbiakban
sima algoritmusnak fogjuk nevezni. Az angol nyelvii szakirodalomban nincs még kialakult egységes
elnevezése, a "forward", "contravariant" vagy "bottom-up" jelzékkel szokds megkiilonboztetni (a masik,
forditott eljards angolul "reverse", "backward", "covariant" vagy "top-down"). A két eljaras l1ényegében
az Osszetett fliggvények derivalasahoz hasznalatos ldncszabaly végrehajtasi iranydban kiilonbozik.
A sima eljards példaul az y = f(g(h(z), k(x))) fiiggvény automatikus differencidldsa sordn a

du = h'(z)dx,
dv = K'(z)dx,
dw = [gu(u,v)h(z) + go(u, v)K'(z)]dz,

dy = f'(w)lgu(u,v)W (x) + go(u, v)K ()]dz
sorrendet koveti.
A forditott eljards az ellentétes irdnyban alkalmazza a lancszabalyt:

!/

= [(w)dw,
dy = f'(w)[gu(u,v)du + gy(u,v)dv],
() [gu(u, v)du + gy (u, v)k' (z)dx],
dy = [f(w)[gu(u,v)dh (2) + go(u, v)K (z)]dz.

A forditott algoritmus el6nye abban van, hogy ez a végrehajtasi sorrend lehetvé teszi tobbvaltozos
fliggvények differencidlasa sordn bizonyos sziikségtelen miiveletek elhagyasat. Ennek az az ara (amit a
kovetkezd szakasz adatai is alatamasztanak), hogy a forditott algoritmus tarigénye magasabb, és a sima
algoritmus egymenetes végrehajtasdval szemben két menetet igényel.

A két viltozat kozotti kiilonbség megvildgitdsa céljabol tekintsiik az f(z) = z1(1 — x2)? fiiggvényt
az * = [2,1]7 pontban. A sima eljirds az egyes végrehajtott miiveletekkel egyiitt a megfelels
derivaltértékeket is meghatdrozza:

w

fi=x1=2 di = (1,0),
fQZl’Q:l dQZ(O,l),

fz3=1 ds = (0,0),
fa=fz—fa=0 dy=d3z—dy=(0,-1),
fs=/11=0 ds = 2fsds = (0,0),

fo=fifs =2 de¢ = fids +dy f5 = (0,0).
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11.2. tdblazat. A fontosabb automatikus differencidldsi feladatok mivelet- és tarigénye. Magyarazat:
f: egy n-valtozos fiiggvény, f: m darab n-véltozos fuggvény, Vf: az f gradiense, H: az f
Hesse-matrixa, J: az f Jacobi-métrixa, L(.): az argumentumok meghatdrozdsdnak miveletigénye a
{+,—,%,/, Vo log, exp, sin, cos} alapmiveletek felett, és S(.): az argumentumok meghatdrozdsanak
tarigénye.

Feladat Algoritmus
sima \ forditott
L(f,Vf) || <4nL(f) <4L(f)

< (10n +4)L(f
< (3m+1)L(f
o(s ( )+ L(f)
o f
@

)
)
)
(S(f) + L(f))
(S(f) + L(f))

A sima eljirds ekozben esetleg tobbszor is végrehajtja ugyanazt a miveletet, viszont nem igényli a
kiszdmitasi fa 1étrehozdsat és taroldsat. A forditott algoritmus ezzel szemben el§szor meghatdrozza az
fi értékeket és a kiszamitasi fat, majd ennek segitségével elddllitjia a d; = Jf /0 f; értékeket:

dg = 1
ds = d6af =dsf1 =2,
dy = ds 5% = ds2fs = 0,
dy = d4f’f4 = d41 =0,
dy = d4"’f4 =dy(-1) =0,
d; _d6— =dgfs = 0.

A gradiens értékét a [dy, do]? vektor adja.

11.2.5. Miivelet- és tarigény.

A 11.2 Téblazat az automatikus differencidlds két valtozatdnak mivelet- és tarigényét adja meg néhany
gyakori derivalasi feladatra. A legmeglep6bb adat taldn az, hogy egy tobbvéltozés fiiggvénynek és
gradiensének meghatdrozdsa a forditott algoritmussal legfeljebb négyszerannyi miiveletet igényel mint
az illetd fiiggvény kiszdmitdsa. A felsd korlat tehat nem is fiigg kozvetleniil az illetd fiiggvény
valtozbinak szadmatol.

Az automatikus differencidlds miveletigénye nagyjabol megfeleltethetd egy ciklusmentes graf-
ban a legrovidebb ut megkeresése miveletigényének, hozzdadva a kiszamitasi graf 1étrehozasanak
miiveletigényét. A tarigény nagy részét a kiszdmitdsi graf tdroldsa okozza. A tir- és miveletigény
javitasa terén még varhatok tovabbi eredmények, de az is latszik, hogy a tarigény inkdbb csak a
miiveletigény rovasdra csokkenthetd (és viszont).

11.2.6. Az automatikus differencialas veszélyei.

Az el6z6ek alapjan dgy tlinhet, hogy az automatikus differencidlds szdmitégépes megvaldsitdsa
problémamentes. Sajnos nem egészen ez a helyzet, ime néhany példa:

1. A zérus gyokok esete. Tekintsiik az f(x Va1 + 3 figgvényt. Ez differencidlhato, és a
gradiense a (0.,0.)7 pontban (0.,0.)7. Az automatlkus differencidlds a négyzetgyok miivelethez
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azonban nem tud értéket rendelni, ha a gyok argumentuma nulla. A felhasznal6 szamadra ilyen esetekben
az a leghasznosabb, ha az illetd implementacié felhivja a figyelmet erre a hibalehetdségre, pl. az IEEE
aritmetikat timogaté szamitogépekben a NaN (Not a Number) érték hozzarendelésével.

2. A programeldgazas esete. Tekintsiik az alabbi utasitast:
if =1 then f(z) =1 else f(x) = 22

Vilagos, hogy az igy definialt fiiggvény folytonosan differencidlhaté, mégis az automatikus differenci-
dlds a hamis f'(1) = 0 értéket adja. A példa kicsit erGltetettnek ttinik, de viszonylag gyakran elGfordul,
hogy adott fliggvény kiszdmitdsara hasonl6 mdédon az argumentumok értékétdl fliggden mas és mas elja-
rast adunk meg. Valédi megoldést erre a problémara nem lehet javasolni, legfeljebb azt, hogy a jelenség
tudatdban (kiilondsen az egyenldség-feltétellel adott programeldgazas esetén) a felhasznal6 ellendrizze,
hogy ilyen hiba felléphet-e.

3. A hatarértékkel adott fiiggvény esete. Eddig a fliggvények megaddsdra mindig véges eljardst
hasznaltunk. Mi torténik akkor, ha ez a leirds végtelen? Konny( olyan alkalmazdsi példat mutatni,
ahol a differencidlni kivéant fiiggvényt csak egy iterativ sorozattal tudjuk jellemezni. A klasszikus
analizis szerint viszont a differencidlas és a hatarértékképzés nem cserélhetok fel. Tekintsiik a kovetkezd
egyszer( fliggvénysorozatot:

filz) = a:e*zz, fa(z) = xe*er*IQ, N (e )k, .

Automatikus differencidldssal (is) limj_o fr(0) = 1, habdr a valédi f(z) hatirfiggvényre
1/(0) = 0. Ebben az esetben is csak azt lehet tandcsolni, hogy a jelenség ismeretében az automatikus
differencidldssal nyert értékeket ellendrizni kell. Ehhez viszonylag kényelmesen hasznalhat6 elméleti
eredmények is rendelkezésre allnak®.

11.2.7. Az automatikus differencialas implementalasa.

A mar emlitett PASCAL-XSC beépitett adattipusainak és kiterjesztett alapmiiveleteinek a hasznélata
a legegyszertibb. A felhaszndlénak mindossze a megfeleld adattipusokat kell megvaltoztatnia. A
FORTRAN-90 és C++ nyelvekben ezek az uj adattipusok €s a kiterjesztett miiveletek megvalositasa
utdn ugyanolyan kényelmesen lehet az automatikus differencidlds sima algoritmusat alkalmazni, mint a
PASCAL-XSC tdamogatdsdval.

A kovetkezd egyszerl példdban az f(x) = 25(x — 1)/(x + 2) fiiggvény és derivaltja értékét
hatdrozzuk meg automatikus differencidldssal az z = 2 pontban. A PASCAL-XSC implementéci6
érdekesebb részleteit adjuk csak meg.

program pelda (input,output); type df_type = record f,df: real; end;

operator + (u,v: df_type) res: df_type; begin res.f:=u.f+v.f;
res.df:=u.df+v.df; end;

operator * (u,v: df_type) res: df_type; begin res.f:=u.fxv.f;
res.df:=u.dfxv.f+u.f*xv.df; end;

8Fischer, H.: Special problems in automatic differentiation, in: Griewank, A., G. Corliss (Eds.): Automatic Differentiation
of Algorithms: Theory, Implementation, and Application. SIAM, Philadelphia, 1991, 43-50.
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function df_var (h: real) : df_type; begin df_var.f:=h; df_var.df:=1.0; end;

var x,f: df_type;
h: real;
begin
h:=2.0;
x:=df_wvar (h);
f:=25x(x-1)/(x+2);
writeln (' £, df:’,f.£,£.df);
end.

Szamos kevésbé elegans, de anndl hatdsosabb szamitdégépes eszkoz (preprocesszor, precompiler, ke-
resztfordit6 és mds programcsomag) érhetd el az automatikus differencidlds megvaldsitdsdra. Mintaként
néhany hiresebbnek az adatai:

o A JAKEF egy FORTRAN precompiler, amit az Argonne National Laboratory fejlesztett ki.
Inputként egy skaldr vagy vektorfiiggvényt kiszdmité szubrutint haszndl, és eredményként egy
a gradienst, illetve a Jacobi-madtrixot el6allité szubrutint ad. A forditott algoritmusra épiil. A
dokumenticiét és a forrasszoveget is meg lehet kapni. A NETLIB nevii adatbazisban taldlhatd,
bdvebb informacidét tgy kaphatunk, hogy a netlib@research.att.com E-mail cimre egy "send

index" iizenetet kiildiink.

e A FORTRAN programok sima algoritmussal valé automatikus differencidldsara szolgdlé GRAD
programcsomag a kovetkezd cimen érhetd el: Larry Husch, Dept. Mathematics, University
of Tenessee, Knoxville TN, USA, illetve husch@WUARCHIVE.WUSTL.EDU az elektronikus
postaval.

e Az ADOL-C egy C++ nyelven irt rendszer, amely C vagy C++ nyelvii algoritmusok differencia-
l4sara alkalmas sima €s forditott eljarassal is. A forraskéd és a dokumentacié Andreas Griewank
cimén érhetd el (Argonne National Labs, Argonne, IL 60439, USA, illetve elektronikus postaval
griewank @antares.mcs.anl.gov).

e A MAPLE nevii szamitégépes algebrarendszer az 5.1-es véltozatatél kezdve a szimbolikus
derivalas mellett képes az automatikus differencidldsra is (a sima algoritmussal). Az "optimize"
rutinja csokkentheti a miveletigényt, és az eredményt FORTRAN vagy C nyelven is ki tudja adni.

Meg kell még emliteni, hogy az automatikus differencidldshoz természetes médon kapcsolhaté a
kerekitési hibdk becslése és a szamitott derivéaltak also- és felsGkorlatjainak meghatdrozdsa is. Az
utébbi feladatok (részben az intervallum-aritmetikdra tdmaszkodva) szintén kényelmesen megoldhaték
szamitégépen. Az automatikus differencidldsnak b6 irodalma érhetd el, emlitésre mélt6 a kovetkezd két
cikk, illetve konyv:

e Kedem, G.: Automatic differentiation of computer programs, ACM Transactions on Mathematical
Software 6(1980) 150-165.

e Rall, L.B.: Automatic Differentiation: Techniques and Applications. Lecture Notes In Computer
Science, Vol. 120, Springer-Verlag, Berlin, 1981.

11.3. Ellenorzo kérdések és gyakorlo feladatok

1. Ki lehet-e terjeszteni a négy alapmiiveletek valés szdmokrdl intervallumokra?

27 2z

2. Igaz-e, hogy két intervallum 0sszege pontosan azokat a pontokat tartalmazza, amelyek el6allnak
a két argumentum-intervallumbeli pontok 6sszegeként?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Milyen informacidéra tamaszkodik a monotonitasi teszt?

. Mi okozza a befoglal6 fiiggvények durva becslését?
. Mi a kifelé-kerekités?

. Hany féle kerekitést enged meg az IEEE processzor-szabviny?

Igaz-e, hogy egy szigordan monoton fiiggvény derivaltjanak befoglal6 fiiggvénye nem tartalmazza
a nullat?

. Igaz-e, hogy az intervallumos befoglalé fiiggvény szdmitdsa mindig tovébb tart, mint az eredeti

val6s fliggvényé?

. Melyik eljardssal kapjuk a legjobb befoglalé fiiggvényt az X*X-X fliggvényre a [-1,1] interval-

lumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossig esetén a gyorsabb eljaras a jobb)

Melyik eljarassal kapjuk a legrosszabb befoglalé fiiggvényt az X*X-X fiiggvényre a [-1,1]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a lassabb eljaras a rosszabb)

Melyik eljarassal kapjuk a legjobb befoglalé fiiggvényt az X*X-X fiiggvényre a [1,10] interval-
lumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a gyorsabb eljaras a jobb)

Melyik eljardssal kapjuk a legrosszabb befoglald fiiggvényt az X*X-X fliggvényre a [1, 10]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossdg esetén a lassabb eljirds a rosszabb)

Melyik eljarassal kapjuk a legjobb befoglald fiiggvényt az X*X-X fiiggvényre a [0.4, 0.6]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a gyorsabb eljards a jobb)

Melyik eljardssal kapjuk a legrosszabb befoglal6 fiiggvényt az X*X-X fiiggvényre a [0.4, 0.6]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossdg esetén a lassabb eljaras a rosszabb)

Mutassunk példat arra az esetre, amikor w(X) + w(Y) # w(X +Y)!

Mi a szubdisztribicids szabaly?

Invertalhat6-e az intervallumos &sszeadds?

Azonos-e az X intervallum négyzete X * X -el?

Reprezentélhatok-e mindig a valds miiveletek intervallum-miiveletekkel?

Igaz-e, hogy ha X része Y-nak, akkor minden befoglalé fiiggvényre F(X) is része F(Y)-nak?
Milyen programozasi nyelvek alkalmasak intervallum aritmetikdval valé szdmoldsra?

Igazoljuk, hogy a vazolt eljaras kerekités nélkiili aritmetika esetén pontosan a derivalt értékét adja.

Adjunk becslést arra, hogy az automatikus differencidlds és az analitikusan megadott derivalt
miiveletigénye hogyan viszonyul egyméshoz!

Hogyan miikodik a bels6fiiggvény derivéldsa esetiinkben?

Hogyan lehet eljarasunkat tobbvaltozos fiiggvények parcidlis derivéalasara kiterjeszteni? (Mit kell
konstansnak, és mit valtozonak tekinteni?)

Hatarozzuk meg a masodrendd derivaltak eldallitasdhoz sziikséges aritmetikat!
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27.

28.

29.

30.
31.

32.
33.

34.

35.

36.
37.
38.

Vizsgaljuk meg annak lehet&ségét, hogy az automatikus differencidlashoz hasonléan felépithetd
(7) optimalizalasi aritmetikdt milyen feladatokra lehet alkalmazni!

Az intervallumokra definidlt miiveletek pontosak, de pontosak-e az ezekkel felépitett fliggvények
? Mutassunk példat!

Milyen fiiggvények intervallumon vett értékkészlete szamithaté pusztin az intervallum végpont-
jaiban felvett fiiggvényértékekkel?

Mit mondhatunk a konvex, és a konkav fiiggvények befoglalé-fiiggvényeirdl?

Probéljuk meg a valés szamokra ismert négy alapmiveletet dltaldnositani kompakt valds interval-
lumokra!

Igaz-e, hogy ha X része Y-nak, akkor minden befoglal6 fiiggvényre F(X) is része F(Y)-nak?

Igaz-e, hogy egy szigortian monoton fiiggvény derivaltjanak befoglalé fiiggvénye nem tartalmazza
a nullat?

Milyen intervallumot kapunk eredményiil, ha az f(z) = (22— 1) *(2? —z) fiiggvény természetes
intervallum-kiterjesztését a [—1, 1] intervallumon kiértékeljiik?

Milyen informécidra tdmaszkodik az intervallumos korldtozds és szétvdlasztds tipusd globdlis
optimalizalasi algoritmusban a monotonitasi teszt?

Definidlja a természetes intervallum kiterjesztést, és mutasson ra példat!
Ismertesse az intervallum aritmetika néhdny, a valds aritmetikdétol eltéré algebrai tulajdonsdgat!

Irja meg az automatikus differencidlds szubrutinjait, és tesztelje néhany fiiggvényen!
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12. fejezet

A hatizsak feladat

Adottak szallitando targyak sullyal (vagy térfogattal) és értékkel (vagy fontossdggal). A feladat az, hogy
meghatdrozzuk a hitizsdkba beteendé holmiknak azt a részhalmazét, amelyek az el6z6 értelemben a
leghasznosabbak, €s egyiitt beférnek a korlatozott kapacitdsu hatizsakba.

Haszndljuk a kovetkezd jelolést:

m  atargyak szdma,

a; azi.tirgysilya,i=1,2,... ,m,

c; azi. targy értéke, 1 =1,2,...,m,

b arakomany megengedett maximalis 6sszsilya.

Legyen z; értéke 1, ha az i-edik targy bekeriilt a hitizsdkba, és 0, hanem (: = 1,2,...,m).

A megoldandé feladat ezekkel felirva:

m
max Z CiZTi,
i=1
feltéve, hogy
m
Zaixi <b, és
i=1

z; €{0,1}, i=1,2,...,m.

A hiétizsik feladat tehat egy egészértékd, bindris linedris programozdsi feladat. Egy egyszeri kiter-
jesztése adddik akkor, ha az elhelyezendd targyak kozott vannak azonosak. Ekkor az optimalizdlandd
valtozdk értékei nemnegativ egészek lehetnek.

A feladat jellege miatt a kiinduldsi feladatra legtobbszor fel lehet tenni azt, hogy a silyok és a
sulyhatar nemnegativak. Ennek ellenére mind az a;, mind a ¢; értékek elGjele tetszSleges.

12.1. A hatizsak feladat megoldasa teljes leszamolassal

A hétizsdk feladatot megoldhatjuk a durva er6 moédszerével (brute force, enumeration). Ennek
lényege, hogy felsoroljuk az 6sszes valtoz6-kombinaciét, meghatarozzuk a lehetséges megolddsokra
a célfiiggvény értékét, és kivélasztjuk ez alapjan az optimadlisat.

Az 6sszes valtozé-kombindciét példaul lexikografikus sorrendben hatarozhatjuk meg. Négy bindris
valtozd esetén az igy kapott sorozat:

(0,0,0,0), (0,0,0,1),...,(1,1,1,1).
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Az eljaras hatranya, hogy nagyszami valtozoé esetén kezelhetetleniil sok esetre kell ellendrizni a felté-
telt, és ez a szdm a véltozok szdmaval exponencidlisan nd.

PELDA. Tekintsiik a kovetkezd feladatot. Legyen a targyak sulya rendre 2, 3 és 4, a hasznossaga pedig
5, 3, 1, mig a megengedett 6sszsily 5. A megoldast tartalmazé tdblazat (a lehetséges megolddsokat
félkovér betdi, az optimdlist csillag jelzi):

javasolt megoldds | astlya az értéke
(0,0,0) 0 0
0,0,1) 4 1
0,1,0) 3 3
(0,1,1) 7 4
(1,0,0) 2 5
(1,0,1) 6 6
(1,1,0)* 5* 8"
(1,1,1) 9 9

Vegyiik észre, hogy a megoldast a moh6 mddszerrel is megkapnank: addig vennénk a legértékesebb
targyakat csokkend hasznossigi sorrendben, amig azt a silyhatdr megengedi.

A feladatnak megfeleltethet6 a kovetkezd, tobbé-kevésbé redlis probléma: adott egy komp, ennek
teherbirdsa 5 tonna. Harom jarm{ vér az 4tvitelre: egy 2 tonnds személyautd, egy 3 tonnds kisteherautd,
és egy 4 tonnds szekér. A viteldfjak rendre 500, 300, illetve 100 forint. Uzleti okokbél kivancsiak
vagyunk az el6irasoknak megfeleld, legnagyobb bevételt jelentd fuvarra.

12.2. A hatizsak feladat megoldasa kozvetett, implicit leszamolassal

A megoldédsi médszer 1ényege, hogy a teljes leszdmolast ésszerlien gyorsitjuk a feltétel és az értékek
figyelembe vételével. Tobbek kozott azokat a kiértékeléseket tudjuk megtakaritani, amelyek egy-
értelmiien nem lehetséges megolddsokhoz tartoznak. Péld4ul, ha kideriilt, hogy a

(0,1,0,...,1,0,0)
megsérti a sulykorlétot, akkor nincs értelme a tobb egyest tartalmazé
(0,1,0,...,1,0,1)

ellendrzésének — ha a megfeleld stilyok pozitivok.

1. Els6 1épésként alakitsuk at a feladatunkat egy konnyebben attekinthetd, kanonikus alakira: legyen
minden célfiiggvény egylitthaté nem pozitiv, és a stilyok ndovekvd sorrendbe rendezettek: a; < ag <
e < gy

Az elsg feltételt az x;, = 1 — x; helyettesitéssel lehet elérni olyan véltozdkra, amelyekre az nem
teljesiilt. Ezeket a valtozokat természetesen meg kell jegyezni, és az eljards végén a kapott optimalis ér-
tékeket megfelel6en vissza kell alakitani. A mdsodik tulajdonsag teljesiiléséhez a véaltozdkat kell csak
alkalmasan atrendezni (és a megoldds utdn vissza).

2. Az x induldovektornak valasszuk a nulla vektort. A keresés soran ettél haladunk a keresési fa levelei
felé, amelyek utolsé komponense egyes.

3.Ha ", a;x; < b teljesiil, akkor adjuk z-et a lehetséges megolddsok L halmazdhoz. Hagyjuk
ki az ellendrizendd csucsok koziil azokat, amelyekre a jelen = utolsé nulldi egyikének c; egyiitthatdja

negativ.
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Ha ez az egyenl6tlenség nem igaz, akkor ugorjuk at mindazokat a vektorokat a keresésben, amelyek
elddllnak gy, hogy z utolsé nulla elemei egyike helyett egyes szerepel, és a megfeleld sily pozitiv.

4. Generaljunk egy tjabb vektort! Ha van még ilyen, akkor folytassuk a 3. Lépéssel. Az 1j vektor gene-
ralasa sordn ha lehet, akkor olyant valasztunk, amely az el6z6 = vektor utolsé nulla jegyeit mddositva
kaphat6. Ha ez méar nem lehetséges, akkor visszatériink egy kordbban félbehagyott 4ghoz a keresési f4-
ban.

5. A legnagyobb célfiiggvény értéki talalt lehetséges megoldds az optimdlis megoldas az =* pontban.
Az 1. Lépésben végrehajtott 4talakitdsoknak megfelel6en az eredményt visszatranszformaljuk.

PELDA. A korabban vizsgilt példat most nem érdemes haszndlni, mert konnyen lathaté, hogy abban
nincs lehet&ség a keresés gyorsitasara, mivel a nem lehetséges megolddsok mind a keresési fa levelein
vannak.

Tekintsiik ezért a kdvetkez6, kicsit mddositott feladatot. Legyen a tdrgyak stlya rendre 4, 3 és 3, a
hasznossdga pedig -5, 3, -1, mig a megengedett 6sszsuly 2.

Kovessiik a kozvetett leszamolasi algoritmus 1€péseit.

1. frjuk fel az eredeti feladatot:

3
maxz ciy; = max —dy1 + 3y2 — 3,
i=1

a feltétel pedig

3
Zaiyi <b, azaz 4y; + 3y2 + 3ys < 2.
i=1

A kanonikus alakot tigy kapjuk, hogy az ys valtozét 1 — xq -el helyettesitjiik (és co 1j értéke -3 lesz).
Ezzel parhuzamosan a stlyok novekvé sorrendje eléréséhez cseréljiik fel a valtozokat:

1 =1—1ys, T2 = Y3, T3 = Y1.

Az 1j feladat ezutdn:
max —3x1 — x2 — dxrs + 3,

—3x1 4+ 3xo + 4dag < —1.
2. Az indulévektor 7 = (0,0,0).
3. A (0,0,0) vektorra a fenti feltétel nyilvdnvaléan nem teljesiil, ezért a tovabbi keresésbdl kizérjuk a
(0,1,0), (0,1,1) és (0,0,1) eseteket is, mivel az utolsé két sily pozitiv, tehat ezekre az esetekre sem
teljesiilhet a feltételiink.

max —3x1 — x2 — dxs + 3,

—3x1 + 3xg + 4y < —1.

4. A kovetkez6 keresési vektor 7 = (1,0,0).
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3. Az (1, 0, 0) vektor silya —3 < —1, tehat L = {(1,0,0)}. Az ehhez a vektorhoz tartoz6 cél-
fliggvényérték 0. Mivel az (1,0,0) vektor hatsé nulldi mindegyikéhez negativ célfiiggvény-egylitthat6
tartozik, ezért mas vektort mar nem is kell megvizsgélni: a tovabbi lehetséges megoldasok célfiiggvény-
értéke kisebb lenne a megtalaltnal.

5. Az atalakitott feladat optimalis megolddsa tehdt (1,0,0). Az 1. Lépés 4talakitdsa alapjan az eredeti
feladat optimdlis megoldasa

y1:$3207
y2:]—_x1:07
y3:x2:0.

Az ehhez tartoz6 célfiiggvényérték pedig természetesen 0.
Az eredmény szépen értelmezhetd az eredeti

max —5y; + 3y2 — ¥3,

4y1 + 3y2 + 3y3 < 2

feladatra. Eszerint a célfiiggvény optimuma a teljes, feltétellel nem korlatozott tartomanyon a (0,1,0)
pontban lenne. Ez azonban nem lehetséges megoldds, mert a masodik komponens miatt az el6irt feltétel
nem teljesiil. Az egyenl6tlenséget az yo» = 0 vélasztassal teljesithetjiik, ez pedig épp a kapott megolddst
adja. Mivel a célfiiggvény egyiitthatok és a silyok egyike sem nulla, ezért mas megold4s nincs is.

12.3. Kapcsolodo feladatok

A hajorakodasi feladat

Korlatozott térfogatii szallitéeszkoz esetén a hatizsak feladat feltételéhez a térfogatra vonatkozoét is meg
kell adni. Kovessiik a korédbbi jelolést:

m  atdrgyak szdma,

a1; azi.targy silya,i=1,2,...,m,

as; azi. targy térfogata, 1 = 1,2,...,m,

d;  azi.targybdl rendelkezésre all6 mennyiség,
c; azi. targy értéke, i =1,2,...,m,

b1 arakomdny megengedett maximadlis 0sszstlya,
by arakomany megengedett maximalis 6ssztérfogata.

Legyen z; értéke ismét 1, ha az i-edik targy bekeriilt a rakomdnyba, és 0, hanem (¢ = 1,2,...,m).
Ha tobb 7-edik targy is van a rakoményban, akkor z; értéke legyen a megfelel6 egész szam.

A megoldandé feladat ezekkel felirva:

m
max E CiTi,
=1

feltéve, hogy

m
> agiwi <bj, j=1,2,
=1
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ZT; < dz‘ és

xr;egész, 1=1,2,...,m.

Allapitsuk meg, hogy a hajérakodasi feladat is megoldhaté a kordbban ismertetett implicit leszamo-
lassal, de modositast kell rajta végrehajtani. Bér elvileg a két feltétel egymastdl fiiggetleniil is érvénye-
sithetd az ellendrizendd vektorok szdmanak csokkentésére, de a sulyok és a térfogatok értékei egyszerre
nem feltétleniil rendezhetSk novekvd sorrendbe. Ennek ellenére a kapott eljaras altaldban hatékonyabb
lesz, mint a teljes leszdmol4s.

Vegyiik észre, hogy hasonlé médon tovabbi feltételek is érvényesithetSk, pl. a rakomany 6sszhossza-
ra stb.

A fix koltség feladat
A termeld, szolgaltatd vallalkozasok a koltségeik csokkentésére torekszenek. Tekintsiik azt a feladatot,

amely a fix és termeléssel ardnyos koltségek viszonyédt vizsgdlja.
Haszndljuk a kovetkezd jelolést:

m a termékek szdma

T az 1. termék gyartandé mennyisége

d; az i. termék gyartasi korlatja

ajj a j. termék egységnyi mennyiségének gyartasahoz az i. er6forrasbol
felhasznélt mennyiség

b; az 1. er6forrasbdl rendelkezésre all6 mennyiség

c az 1. termék fix koltsége (vagy nulla)

ki(x;) azi.termék mennyiségtdl fiiggd termelési koltsége

A matematikai modell ezek alapjin:

m m m
minz filz) = minz c; + Z Ei(x;)
i=1 i=1 i=1
feltéve, hogy

ngzgdz, és

Ax <b.

A feladat nemlinedris k;(x) esetén szepardbilis, linedrisan korldtozott nemlinedris optimalizaldsi
feladat. Amennyiben a gyartand6 termékek mennyisége egész, akkor rdadasul egészértékii (vagy vegyes
egészértékil) nemlinedris optimalizaldsi problémadval dllunk szemben.

Gyakori eset, hogy a nem fix beruhdzasi fiiggvényrész x¥-6

;. » vagy hasonl6 alaku, és igy feladatunk a
konkav optimalizélas teriiletére tartozik.

12.4. Ellenorzo kérdések és gyakorlo feladatok

1. Mutasson olyan értelmes gyakorlati feladatot, amely olyan hatizsdk feladatra vezet, amelyben a
célfiiggvény egyiitthatok mind negativok!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

. Hogyan fogalmazna at a teljes leszamolds moédszerét a hatizsak feladat azon esetére, amikor tobb

azonos targyat kell elhelyezni?

Mutasson példat, amelyre az implicit leszdmolasi eljards az elsé lehetséges megolddssal meg is
taldlja az optimdlis megold4st!

. Mutasson példat, amelyre az implicit leszdmol4si eljards is minden sz6bajovo vektort meg kell

hogy vizsgaljon ahhoz, hogy megtaldlja az optimalis megoldéast!

. Keressen gyakorlati példét arra az esetre, amikor a hétizsak feladat célfiiggvény egyiitthat6i kozott

vannak pozitiv és negativ eldjeldek is!

. Mi adja a 1ényegi eltérést a hatizsak- és a hajérakodasi feladat kozott?

. Ha egy 2 Ghz-es PC 10 6rajel alatt tudja egy vektorrdl eldonteni, hogy az lehetséges megoldésa-

e a hatizsdk feladatnak, akkor egy nap alatt milyen méretd feladat megolddsara lehet biztosan
szdmitani (tehdt a legrosszabb esetben)?

. Keressen redlis alkalmazdsi feladatot, amely olyan hétizsdk feladatra vezet, amelyben negativ és

pozitiv silyok is kellenek!

. Indokolja, hogy a fix koltség feladat miért nem vezethet6 vissza kozvetleniil a hatizsdk feladatra!

Adjon meg egy olyan hétizsik feladat osztdlyt, amely minden elemére nem negativ az optimalis
célfiiggvény érték!

Mit lehet mondani annak a hatizsék feladatnak a megolddsair6l, amelyben minden sily és minden
célfiiggvény egyiitthato is megegyezik?

Jellemezze a hajorakoddsi feladatoknak azt a részhalmazat, amely megfeleltethetd a hatizsak
feladatnak!

Tekintsiik a maxx; + 2x9, 2x; + x2 < 2 hatizsdk feladatot. Milyen mértékben lehet
megvaltoztatni a silykorldtot ahhoz, hogy a megoldds ne véltozzon? Mi a helyzet a feladat tobbi
paraméterével?

Tegyiik fel, hogy egy hatizsdk feladatban a legnagyobb célfiiggvényértékhez tartozé targyak
Osszsilya a megadott korlat alatti. Mit mondhatunk ekkor az optimélis megoldadsrol?

Ha a hatizsdk feladatban megadott legfontosabb targyak 6sszstlya épp a sulyhatart adja, akkor mi
az optimalis megoldas?

Mutasson olyan hatizsdk feladatot, amelynek optimdlis megolddsdban a legkisebb értékd targy is
benne van!

Igaz az, hogy barmely bindris vektorhoz konstrudlhaté olyan hdatizsdk feladat, amelynek ez
egyetlen optimélis megoldasa? Es olyan, amelynek csak ez nem optimalis megoldésa?

Mi a hatranya a Monte Carlo médszernek (egyenletes eloszlassal generdlunk vektorokat, és a talalt
legjobb célfiiggvényértékl vektort megjegyezziik) a hitizsak feladat megolddsa sordn?

Oldja meg fejben a max x1 + 2x2, 2x1 + 22 < 2 hatizsak feladatot! Melyik mddszert haszndlta?
Erveljen a teljes leszdmolds modszere mellett: mikor elény6sebb az, mint az implicit leszdmolas?

Mennyi a miiveletigénye az implicit leszamolas els, elkészitd 1épésének?
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22.

23.

24.

25.

Mi a megolddsa annak a hétizsdk feladatosztilynak, amelyben minden suly, érték és silyhatar
megegyezik?
Miért nincs értelme a hétizsak feladatnak m = 1 esetén?

Mutassa meg, hogy a fix koltség feladat specidlis eseteként el6all a hatizsdk feladat!

A levezetett szamoldsi példara novelje a sdlykorlatot, és targyalja annak hatdsat a lehetséges
megolddsok halmazdra!
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13. fejezet

Az utazo ligynok feladat

Az opericidkutatds egy nevezetes, kdzponti feladata az utazé iigyndk problémdja. Legyenek adottak
meglatogatandé varosok, ismerjilkk a koztik 1évé tdvolsagokat. A feladat egy olyan minimaélis
hosszisdgu ttvonal megtaldldsa, amely minden vérost érint, mindegyiken csak egyszer halad at, és a
korut végén visszatér a kiindulasi varosba.

A matematikai modell megfogalmazdsdban legyen a kordbbiaknak megfeleléen a meghatirozand6
véltozok halmaza z;; € {0,1}, i,7,=1,...,n, ahol n a varosok szdma, x;; pedig azt adja meg, hogy
az ¢. €s a j. varos kozott athalad-e az aktudlis korit. A feladatot a kovetkezdek szerint fogalmazhatjuk
meg:

n o n
min E E Cij Tij,

i=1 j=1

feltéve, hogy

n
g =1(=1,...,n),
t=1

n
day=1(G=1,...,n),
t=1

1€Q  je{l,..,n\Q

zi; € {0,1},4,5=1,...,n.

A célfiiggvény a megtett dtszakaszok koltségét Osszegzi. Az elsd feltétel azt koveteli meg, hogy
az ligynok minden varosbol kimegy, a masodik pedig azt, hogy mindegyikbe bejut, mindkét esetben
pontosan egyszer. E két feltétel teljesiilése esetén még el6fordulhat, hogy a kapott ttvonal kiilonallé
korutakbol 4ll, ami a feladat eredeti megfogalmazasanak nem felel meg.

Ezt a problémét rendezi a kovetkezd feltétel. Ha lenne olyan zért kordt, amely nem tartalmazza az
Osszes varost, akkor az ehhez tartozé varosok alkotta ) halmazra ez a feltétel nem teljesiilne, hiszen
ekkor a baloldali 6sszeg nulldnak adédna.

Allapitsuk meg, hogy a megfogalmazott operdcidkutatési feladat egy linedris egyenlség és egyenlGt-
lenség korldtokkal ellatott nulla-egy linedris programozdasi feladat.
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Az utazé tigynok feladat szamos alkalmazasban fordul el kisebb-nagyobb médositassal:

Az egyik legkézenfekvébb a tomegkozlekedés jdratiitemezési problémdja. Adjuk meg azt az
utvonalat, amelyet egy busznak meg kell tennie ahhoz, hogy bizonyos jaratok ttvonaldn a megfeleld
szolgéltatdst nyujtsa, ehhez a lehetd legrovidebb ttvonalat keressiik, és a jaratok teljesitése utdn térjen
vissza az induldsi dllomdsara.

Hasonl6 eset a fémmegmunkdldsban a szerszdmgépek olyan vezérlése, hogy a befogott munkadarab
lehetd legkisebb mozgatdsa révén minden részmiivelet helyét érintse a fiird, szegecseld stb. fej, majd
térjen vissza a kiindulési helyzetébe.

Tekintsiik azt a problémat, amikor a feladat egy gyar dltal termelt termékek sorrendjének meghata-
rozdsa — tekintettel arra, hogy az egyik termék gydrtdsdrdl egy masiknak a termelésére valé 4tdlldsnak
idében, vagy direkt koltségben eltér6 ara van. Természetesen minden terméket le kell gyartani, és a
teljes termelési ciklus utdn ugyanabba a helyzetbe tér vissza a gyartdsi sorrend.

Bonyolultabb a helyzet, ha repiil6gépek és azok személyzete utitervét kell optimalisan meghatdrozni
ugy, hogy megadott varosokat érintsenek, a hatékonysig a lehet6 legjobb legyen, de a szervizelési,
pihenési stb. el6irdsokat betartsdk.

Kozvetve idetartozik az irégépek, szamitégépes billentylizetek tervezése is. Ekkor adott nyelvi
kornyezetben megmérik, hogy két betli egymads utdni el6forduldsa milyen gyakori. Ennek megfelel6en a
cél olyan billentytizetet megadni, amelyre a tipikus szovegek gépelése sordn a lehetd legkevesebbet kell
mozgatni a keziinket.

Utazo tigynok feladatot old meg a ment8s diszpécser is, amikor meghatdrozza, hogy a ment6 az
aznapi betegeket milyen sorrendben vegye fel a lakdsukban, széllitsa a dializis kezelésre, majd vissza
otthonukba. Ebben a feladatban a kérhdznak kiemelt helye van, nyilvdn nem lehet azt utolséként
érinteni...

Az utazé ligynok feladata interpretdlhaté dgy is, hogy minimalis hosszisdgd, minden csticsot érinté
irdnyitott korutat kell meghatarozni egy adott grafban.

Az utaz6 iigynok feladat kordbban ismertetett modellje 2" darab feletti feltételt tartalmazott, ez valddi

feladatok esetén elviselhetetleniil nagy szam. A. Tucker 1960-ban kevesebb feltétellel fogalmazta tjra a
feladatot:

n n
min E E Cij Tij,

i=1 j=1
feltéve, hogy

n
ey =1(=1,...,n),
t=1

n
Yooy =10(=1...n),
t=1
ui—u]‘+(n—1)a:ij§n—2 2<i#j<n,
xy =0, z; €{0,1}, 4,5=1,...,n,

u; >0, u; egész, 1 =2,...,n.

A részkor mentességet a 3., dj feltétel hivatott biztositani. Az dj feladatnak n? nagysagrendi feltétele
van. A konstrukci6 1ényege, hogy az wu,; szdmokkal alkalmasan sorszamozott kortt elemekre a 3. feltétel
csak akkor teljesiilhet, ha az teljes korut (vo. a kovetkezd bizonyitds vége).

119



ALLITAS. Az utazé iigynok feladat két modellje ekvivalens.

BizONYITAS. A két feladat célfiiggvénye megegyezik, tehdt a lehetséges megoldasok halmazanak
megegyezését kell igazolni.
Tekintsiik el6szor azt az esetet, hogy az eredeti feladatnak az X matrix egy lehetséges megoldasa:

Ty = Tigiy = = Ti,1 = 1, €8
x;; = 0 kiilonben.

Ehhez megkonstrudljuk azt az (X, u) part, amely lehetséges megolddsa lesz a mdsodik feladatnak.
Mivel X lehetséges megolddsa az els6 feladatnak, ezért ehhez tartozik egy koridt, amely az (1,i3),
(i2,13) ..., (in, 1) éleket tartalmazza. Definidljuk most u értékét a kovetkez8k szerint:

Csak a harmadik feltételrendszert kell igazolni, a tobbi teljesiilése nyilvanvalé. Tekintsiink egy
tetsz6leges ide val6 indexpdrt: 2 < ¢ # j < n. Az u definici6jabol adédik, hogy u; — u; < n — 2.
Masrészt x;; = 1 pontosan akkor teljesiil, ha ¢ és j a korttban kozvetleniil egymads utdni indexek: ha
1 = 1,, akkor j = 7,41 . Innen erre az esetre

u—uj+n—Dzj=r—(r+1)+n—-1)=n—-2,

tehat a harmadik csoport feltétel is teljesiil, igy X lehetséges megoldésa az els6 feladatnak.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a mésodik feladatnak az (X, u) par egy lehetséges megolddsa, de
van egy diszjunkt részkorut, tehat z;, ;, = Tiy iy = -+ = T4, = 1,€s 1 < k < n. Az dltaldnossag
megszoritdsa nélkiil feltehetjilk, hogy 1 ¢ {i1,d2,...,9x}. Mivel (X, u) egy lehetséges megolddsa a
masodik feladatnak, ezért

Uiy — Uiy + (= D2iy 4, < =2,
Uiy — Ujs + (n - l)l'imis < n—2
Ui, —uip +(n =1z < n—2

teljesiil. Az egyenlGtlenségeket 9sszeadva azt kapjuk, hogy k(n — 1) < k(n — 2), ami 1 < k < n ese-
tén ellentmondas. ]

Mivel az utazé tigynok feladat feltételrendszere csak az n szamtdl fiigg, ezért a feladatot egyértelmiien
meghatdrozza az n szam, és a C' koltségmatrix.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy a C' mdtrix ekvivalens a D matrixszal (jelolése: C' ~ D), ha vannak
olyan aq, w2, ...,y és 1, B2,. .., B, szdémok, hogy igaz c;; = d;; + a; + (3; minden indexpdrra.

SEGEDTETEL. Ha C' ~ D, akkor a C' matrix altal meghatdrozott TSP(C') utazé tigynok feladat opti-
malis megolddsa megegyezik a TSP( D) feladatéval.

B1zONYITAS. Mivel mindkét feladatnak 1étezik optimalis megoldasa, ezért a segédtétel allitasa korrekt.
A két feladat lehetséges megolddsai halmaza megegyezik, legyen ez L, a két célfiiggvény pedig z¢c és
ZD.

Azt fogjuk megmutatni, hogy 1étezik olyan ~ konstans, hogy zc(z) = zp(x) + v teljesiil minden
x lehetséges megolddsra. Mivel C ~ D, ezért vannak olyan «q,as9,...,an és B1,82,...,0n
konstansok, hogy ¢;; = d;; + o;; + 3; minden 1 <4, j < n indexpdrra.
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Ekkor

ao(@) =) Y ez =y Y (dij+ i+ )i =

i=1 j=1 i=1 j=1
n n n n n n
g E dijij + E @i E Tij + E Bj g Tij-
i=1 j=1 =1 j=1 =1 =1

Mivel z lehetséges megoldds, ezért mindkét utébbi masodik szumma egy:

n n
D ay=) vy =1
j=1 i=1
Ezért aztdn v = Y ;" | o; + Z;-lzl (; megfeleld vélasztas: zo(X) = Zp(X) + . Ez épp a segédtétel
allitasat igazolja. U

KOVETKEZMENY. Az optimalis megoldds meghatarozasit illetGen elegendS olyan utazé iigynok fel-
adatokat vizsgalni, amelyekre C' > 0 teljesiil.

Vegyiik észre, hogy a harmadik feltételcsoporttdl eltekintve az utazé tigynok feladat a hozzarendelési
feladatot adja. Emiatt az utazé iigynok feladat L lehetséges megolddsai halmaza része a megfelel
hozzéarendelési feladat S lehetséges megolddsai halmazanak: L C .S. Mivel

min{z(X): X € S} <min{z(X) : X € L},

ezért

i, ha X optimalis megolddsa a H(C') hozzéarendelési feladatnak és X teljes kortt, akkor X egyben
optimélis megoldasa a TSP(C') utazé tigynok feladatnak is, és

ii, Ha X optimélis megolddsa a H(C') hozzérendelési feladatnak, akkor z(X) egy alsé korlatja a
TSP(C') utazé iigynok feladat optimumértékének.

Az 1-2-3-4-5 teljes kortithoz tartozé egy hozzarendelési feladat koltségmatrixa (M az adott sza-
mitégépes kornyezetben dbrdzolhatd legnagyobb szam):

M 1 5 5 5
5 M1 5 5
5 5 M 1 5
55 5 M 1
1 5 5§ 5 M

A kovetkezd koltségmatrixhoz tartozé hozzarendelési feladat optimélis megoldasa (1 -2 -3, 4 - 5)
nem ad lehetséges megoldast a kapcsolddé utazo iigynok feladatra:

nwn—=unZ
nmun e~
nwn <~ W
— Z LW
C NV IV
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Az utazd iigynok feladat tulajdonsdgai miatt szdmos esetben ésszerli azt feltételezni, hogy a
koltségmatrix szimmetrikus. E szabdly alol azonban vannak természetes kivételek. Még varosok kozti
tavolsag esetén is lehet eltérés az oda és a visszaut kozott, de még gyakoribb a termékek gyartasi
sorrendje megvalasztisa esetén, hogy az A termék gyartdsardl a B-re pl. gyorsabban lehet attérni, mint
forditva.

Az utazé iigynok feladat nagyszamu feltételére, és a leszdmoldsi eljards reményteleniil nagy
miiveletigényére tekintettel a feladatot szokds egyrészt korldtozds és szétvdlasztds modszerrel meg-
oldani, masrészt gyors, heurisztikus kozelitd eljdrdsokat alkalmazni.

A korlatozas és szétvalasztds médszerét gyorsitani lehet akkor, ha j6 korlatokat tudunk megadni
az optimum értékére. Ennek eszkoze lehet a kordbban ismertetett 4ttérés a megfeleld hozzdrendelési
feladatra.

Egon Balas és Paolo Toth szamitégépes kisérleteket végzett, amelynek sordn 400 problémat general-
tak véletlenszerlien. Egyenletes eloszldssal hatdroztdk meg a feladat méretét az 50 < n < 250 hatdrok
kozott, és a célfiiggvény egyiitthatokat is az 1 és 100, illetve més esetben az 1 és 1000 kozotti egészek
koziil.

Az igy el6dllo feladatokat megoldottdk mint TSP feladatot, és mint hozzarendelési feladatot is. Azt
kaptak, hogy a hozzarendelési feladatok optimumértékei atlaga 99.2 %-a volt az utazé tigynok feladat
optimumai atlaganak. Az eredményekbdl kitlint, hogy n novekedésével a relativ eltérés csokkent.

Ezzel egyiitt az utazé ligynok feladat az in. NP nehéz feladatok koz¢ tartozik, tehdt nem ismeretesek
azt az n feladatméret polinom fiiggvényével korlatozott id6 alatt megoldé eljardsok. Emiatt el6térbe
kertiltek a kozelité6 médszerek, amelyek csaknem optimalis megoldast adnak viszonylag rovid id6 alatt.

13.1. Az utazo iigynok feladat heurisztikus algoritmusai

A heurisztikus algoritmusok 1ényege, hogy ezek az eljardsok gyorsan, kevés miiveletigény 4ran javitjak
a kozelité megoldasokat — de arra nem mindig van remény, hogy ezek minden esetre konvergalnanak az
optimélis megoldashoz.

Legkozelebbi vdros beillesztése: az eddigi részkorutat bovitsiik egy olyan djabb varossal, hogy a rész-
korut vérosain kiviili varosok k6zott megkeressiik azt a k-t, amelynek tdvolsdga a legkisebb a részkorut
valamely véarosdhoz. Ezutdn ezzel bovitjiik a részkorutat: Ha ¢;;, volt a kivalasztasban taldlt minimalis
tavolsdg, akkor az Uj részkoritban az ¢. vdros utdn a k. kovetkezik, majd ezutdn az ¢ varost eddig ko-
vetd 7.

PELDA. Tekintsiik a legutébb vizsgdlt feladatot, amelynek C' koltségmatrixa

M 1 5 5 5
5 M 1 5 5
1 5 M 5 5
5 5 5 M 1
55 5 1 M

Kiinduldshoz vegyiik az {1,1} korutat. A tobbi vdros ettSl mért tavolsdga rendre 1, 5, 5 és 5. Ez
alapjan a 2. varossal boviil a részkoruit: 1-2 - 1.

A kovetkezd 1épésben tekintsiik a 3., 4. és 5. vdrosok tdvolsagait az 1. és 2. varosoktdl. Ezek a C
matrix f64tloja feletti elemek, az els6 és masodik sorban (cp2 kivételével). A minimumot a co3 = 1 ta-
volsag adja, ezzel a kibdvitett részkortit:
1-2-3-1.
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A harmadik 1épésben a minimalizaland6 tdvolsdgok ci4, ca4, €34, 15, c25 és c35. Ezek mindegyike 5,

)

vélasszuk a 4. vérost a b6vitéshez. Ezzel az 1 részkorut: 1 -2-3-4-1.

Az utolsé 1épésben mar csak egy varosbodl vélaszthatunk, €s ezt a 4. vdroshoz kell kotni: 1-2-3 -4
-5 -1 lesz a heurisztika altal talalt teljes korut. Ez nyilvan lehetséges megoldds, a hozza tartozé dsszta-
volsag 13. Ez egyben optimalis megoldas is — bar ez nem jellemz6 a heurisztikdk esetén. (Il

A legkozelebbi vdros hozzdaddsa: Az el6z6nél egyszeriibb heurisztika: az aktudlis dtvonalat moh6 moé-
don boviti a meglevé ttvonal végpontjahoz legkodzelebbi varossal. Ha minden véros szerepel mar az
utvonalban, akkor az utolsét dsszekoti az elsdvel, és igy képez teljes korutat.

PELDA. Mutassunk most egy olyan példat, amely szuboptimalis megoldast eredményez. 3 varos esetén
ez nem lehetséges, ahogy konnyen beldthatd. Tekintsiik akkor a kovetkez6 tdvolsdgmatrixot:

M 4 5 73
4 M 3 5
5 3 M 4
V73 5 4 M

Ez két, a rovidebb oldaldval sszeforditott Pitagorasz-hdromszoget tartalmaz. Az igy kapott parale-
logramma természetes mdédon ad egy koriiljarast, amely 18 hosszi. Ez akoritaz 1-2-4-3 - 1.

3 4

Kovessiik végig a legkozelebbi varos hozzdaddsa heurisztikat az 1. varosbdl indulva. Az els6hoz
a masodik véros a legkozelebbi (ldsd a tdvolsdgmatrix elsd sordt). A 2. vdrosbdl (az els6t kivéve a
keresésbdl) a 3. varos van a legkozelebb. A harmadikb6l mar csak a 4.-be mehetiink. Ezutan zarjuk a
korutat, ami igy 1 - 2 - 3 - 4 - 1. Az ehhez tartoz6 teljes megtett it 4 + 3 + 4 + /73 ~ 19.544. ]

13.1.1. A tavolsagvektor szerepe a heurisztikakban

A legkozelebbi viros beillesztése heurisztika O(n?) miveletigény(, ha az dn. tdvolsdgvektorokat
hasznéljuk: az iterdcié minden 1épésében ez a vektor tartalmazza az eddigi részkoritbeli, és az azon
kiviili varosok tdvolsagat.

Kiinduldsként ez a vektor az 1. varostdl vald tdvolsdgokat tartalmazza. Ez kés6bb, a k. varosnak
a részkoritba valé bevondsa utdn ugy médosul, hogy a k. varosnak a részkortton kiviili varosoktdl

mért tdvolsdgai és az adott varosokra vonatkozd, a tdvolsdgvektorban meglévé értékek minimumat kell
képezni.
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A tdvolsagvektor haszndlatdval minden iterdcios 1épésben n-nél kisebb szdmu Osszehasonlitdst vég-
ziink, mig enélkiil a tavolsdgmatrix n?-tel aranyos szamu elemét kellene megvizsgalni, és ez nyilvanva-
l6an lényegesen rontand a heurisztika mtiveletigényét.

PELDA. Tekintsiik ismét a kordbban vizsgalt utazé tigynok feladatot, amelynek koltségmatrixa

M 1 5 5 5
5 M 1 5 5
1 5§ M 5 5
55 5 M 1
55 5 1 M

A legkozelebbi varos beillesztése heurisztika els6 1épésében az 1 - 1 részkorithoz a tdvolsdgvektor az
(1,5, 5, 5) elemeket tartalmazza (ez a matrix elsd sora, a f6atlobeli elem kivételével).

A kovetkez6 1épésben a részkorutat a 2. varossal bovitjiik. A tdvolsdgvektorban a 2. varosra vonatkozo
elemet torolhetjilk. A kovetkezd vektorelem min(5,1) = 1 lesz. A tobbi komponens nem vdltozik: az
4j tdvolsagvektor (-,1,5,5).

Az eljarast tovabb folytatva az utols6 két képzett tavolsagvektor rendre (-,-,5,5), illetve (-,-,-,1) lesz.
O

13.1.2. A heurisztikus algoritmusok hatasossaga vizsgalata

A heurisztikus algoritmusok eredményessége mindsitésére harom vizsgalati mddszerosztily hasznala-
tos:

e alegrosszabb esetek vizsgdlata (worst case analysis),
e a val6szintiségi analizis (probabilistic analysis), és
e az empirikus analizis (empirical analysis).

1. Az els6 megkozelités azt vizsgdlja, hogy a legrosszabb lehetséges esetben milyen eltérést kaphatunk
a heurisztika 4ltal adott kozelité megoldds és a valédi optimum kozott. Ezt fejezi ki 1ényegében
a heurisztika aszimptotikus hdnyadosa. Legyen A egy a tekintett C problémaosztily feladatai
megolddsat megkozelits heurisztika, A(P) a P feladaton a heurisztika éltal adott kozelités lehetséges
megolddsdnak célfiiggvény értéke, és OPT'(P) a P feladat optimuma. Ekkor amennyiben

A(P)
My =1 —— | PeC
A 1msup{OPT(P> | }
létezik, akkor az a heurisztika aszimptotikus hdnyadosa. Az aszimptotikus hanyados értelmezéséhez
tekintsiik a kovetkez6 egyenlStlenséget:

A(P) < (M4 +¢) OPT(P).

Ez az 0sszefiiggés véges sok eset kivételével érvényes minden C -beli feladatra. Mivel minden feladatnak
van egy bizonyos (véges) mérete, ezért elegendGen nagy feladatméret esetén a fenti feltétel mar mindig
érvényes, tehit ekkor mar minden ekkora feladatra tudjuk, hogy a kapott kozelité megoldas legfeljebb
hanyszor rosszabb eredményt ad.

Nagyon j6, 1 és 2 kozé esd aszimptotikus hianyadosok érvényesek egyes Ilddapakoldsi, szabdsi
feladatokra.  Mdsrészt 1976-ban S. Sahni és T. Gonzalez igazoltdk, hogy ha létezik aszimptotikus
hanyados valamely polinomkorldtos TSP heurisztikara, akkor P = NP.

Ez ut6bbi megallapitds alapjin arra lehetne kovetkeztetni, hogy akkor nem érdemes polinomkorlatos
TSP heurisztikdkat keresni. Mégis (vO. a linedris programozas esetét a 3n atlagos, és 2™ legrosszabb

124



esetre vonatkozé iterdciészdmmal) specidlis utazé ligynok feladatok esetén szdmithatunk j6 aszimptoti-
kus hdnyadosra, és a gyakorlatban el6fordul6 feladatok esetén is lehetnek egyes heurisztikdk gyorsak.

2. A val6sziniiségi analizis (probabilistic analysis) médszere alkalmazdsa sordn azonos méretd feladatok
paramétereit (egyiitthat6it) fliggetlen valészintiségi valtozéknak tekintjilk. Ezek eloszlasdra alkalmas
feltételek teljesiilését feltételezziik (gyakran azt, hogy az eloszldsok egyenletesek).

Ebben az esetben A(P), OPT(P), és ezek hanyadosa is val6szintiségi valtoz6. Az utébbi vérha-
t6 értékébdl az atlagos eltérésre lehet kovetkeztetni. Ezzel a médszerrel szemben az a gyakori kifogas,
hogy az eloszldsokra vonatkozé feltételek nem feltétleniil helyesek, marpedig ezek a kapott eredményt
dontben befolydsolhatjak.

3. Az empirikus vizsgélat konkrét feladatmegoldasbdl kapott eredményekbdl képez mutatdkat. Az
eljaras lényege, hogy nagy szdmdu feladatot generdlunk dgy, hogy a feladat egyiitthat6it valamely adott
(altalaban egyenletes) eloszldssal egy rogzitett szdmtartomanybdl valasztjuk. Ezekre a problémékra
mind a heurisztika éltal adott kozelitést, mind a pontos megolddst meghatdrozzuk.

Ezutan kiszdmoljuk a hanyadosokat és azok atlagat képezziik. Ha elegendGen sok feladatot vizsgal-
tunk meg, akkor az eredmény, az empirikus hanyados jellemezni fogja a vizsgélt feladatosztalyon a
heurisztika kozelitéseinek josdgit. Mdsrészt a szdmtartomdnynak a gyakorlati problémdk halmazdhoz
vald viszonya, és a feltételezett eloszlas altaldban kérdéses.

Osszefoglalva az eddigieket, a heurisztikus algoritmusok kozelitd megolddsai minSségének jellemzésére
érdemes mindhdrom targyalt mddszert haszndlni, hogy igy kiegyensulyozottabb képet kaphassunk.

Az els6ként ismertetett legkozelebbi varos beillesztése (nearest addition) heurisztika polinomkorla-
tos, a miiveletigénye O(n?). Nincs rd aszimptotikus hényados.

Ehhez a heurisztikdhoz hasonld, de anndl jobb megoldast ad a legkozelebbi vdros besziirdsa (nearest
insertion) nevd eljards. Ez is egy részkoruttal indul, majd az aktudlis részkorutat olyan varossal béviti,
amelynek tdvolsdga a részkorit egyik varosahoz minimalis.

Az eltérés abban van, hogy az uj varost oda fogjuk beszirni a részkoritba, ahol a beillesztés a legki-
sebb Ossztdvolsdg novekedést okozza. Ez a heurisztika is O(n?) miiveletigényl. Mdsrészt olyan utazé
tigynok feladatokra, amelyek koltségmatrixa szimmetrikus, és érvényes rd a haromszog egyenl6tlenség,
a legkdzelebbi varos beszirdsa heurisztika aszimptotikus hdnyadosa 2. Mds szdval véges sok esettdl el-
tekintve legfeljebb kétszer nagyobb lesz a heurisztikdval kapott célfiiggvény, mint az optimalis.

Erdekes, hogy nem mohd algoritmus, de van értelme a legtdvolabbi vdros besziirdsdnak (farthest inser-
tion). Az eljards beszirasa az el6z6 heurisztika médszerével torténik, itt is a lehetd legkisebb koltség-
novekedést jelentd helyre torténik a hozzdadds. Az empirikus vizsgdlatok szerint ez a jobb, mint az
el6bbi harom.

A legolcsobb besziirds (cheapest insertion) médszer az eddigiek bizonyos értelmi kiteljesitése: azt
a véarost valasztjuk a meglevd részkorit bdvitésére, amelyik alkalmas helyre valé beszirasa a lehetd
legkisebb koltségnovekedést jelenti. Az eljards miiveletigénye O(n3), és a kordbban mar emlitett
szimmetrikus koltségmatrixd, a haromszog-egyenlotlenséget teljesitd koltségmatrixi TSP feladatokra
az eljaras aszimptotikus hanyadosa 2.

Mivel az emlitett heurisztikdk mind viszonylag gyorsak, és ezek eredménye fiigg az indulé-
varos megvalasztisitol, ezért szokdsos a heurisztikus algoritmusokat tobbszor is végrehajtani, eltérd
varosokbodl indulva. Ha minden vérosra lefuttattunk egy heurisztikat, akkor az 6sszevont eljarast szokas
all cities véltozatnak nevezni.

Az emlitetteken kiviil haszndlatosak heurisztikdk a hozzarendelési feladat megolddsdbdl kapott két
vagy tobb részkorit 6sszekapcsoldsara is.
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13.2. Az utaz6 ligynok feladat megoldasa Matlabbal

Az abran az utazé iigynok feladat egy esetének kezdd helyzetét lehet latni. Az Amerikai Egyesiilt
Allamok véletleniil generalt 30 vdrosa van kiemelve, és a koztiik keresett korit kezdeti valtozata.
Figyeljiik meg, hogy a jelen helyzet még nagyon tdvol van az optimdlis megoldastdl, tobb helyen még
az is kérdéses, hogy egyaltalan kortt-e a megadott.

A Matlab Help meniisordban a Demos utasitds kiaddsa utdn kapott parbeszédes ablakban kérjiik a
Matlab bemutaté programokat, azutdn a More demos fiilet valasszuk, majd a kapott listdbdl a Travelling
Salesman programot.

A jelen dbra a Corel Draw Capture programjaval késziilt, és a kapott postscript dbra 30-szor nagyobb,
mint a kovetkezd, amit a Matlab sajat export utasitasa adott.

A madsodik 4bra a feladat kozel stabilizdlédott kozelité megoldasat mutatja. Az ehhez sziikséges
szamitési id6 par masodperc volt.

=10 x|

Citigs

Az aldbbi programrészlet a Matlab utaz6 iigynok feladatra irt bemutaté programjabdl vald. Az eljarés
célja nem a gyors megoldds, hanem a feladat nehézségének, és a megoldds menetének illusztraldsa volt.
A teljes Matlab program kb. 300 soros.

Figyeljiik meg a viszonylag konnyen olvashaté algoritmust, amely az eddigi kozelité megolddson
azt kisérli meg, hogy egy véletleniil generdlt kordt szakaszon a bejards sorrendjét az ellenkezjére
valtoztatja. Amennyiben a beavatkozas sikeres volt, akkor a javitott Gtvonal lesz a tovabbiakban a jelolt
a megolddsra.

% Try a point for point swap
swptl=floor (npts*rand) +1;
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swpt2=floor (npts*rand) +1;

swptlo=min (swptl, swpt2);
swpthi=max (swptl, swpt2);

order=1:npts;
order (swptlo:swpthi)=order (swpthi:-1:swptlo);
pnew = p(order);

lennew=LocalPathLength (pnew, distmatrix) ;
if lennew<len,

p=pnew;

len=lennew;

drawFlag=1;
end;

o

Erdekes és hatékony a tombdk cimzési médja, pl.

order (swpthi:-1:swptlo).

Citiez

a0

13.3. Ellenorzo kérdések és gyakorlo feladatok

1. Mutasson olyan feladatot a hétkéznapi problémadi koziil, amely 4talakitdssal megfeleltethetd az
utazd iigynok feladatnak, vagy tartalmazza azt!
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2. Adjon meg olyan egyszerli hozzarendelési feladatot, amelynek optimélis megolddsa egyben az
azonos koltségmatrixd utazéligynok feladat megoldasa is.

3. Adjon meg olyan egyszer(i hozzdrendelési feladatot, amelynek optimdlis megolddsa nem megol-
dasa az azonos koltségmatrixud utazéiigynok feladatnak.
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14. fejezet

A szabasi feladat

Adott méretli rudak, egyéb munkadarabok leszabdsa sordn gyakran felmeriil az a feladat, hogy adott
hosszisagi nyersanyagbdl hogyan vagjuk le az elbirt osszetételli végtermék halmazt igy, hogy a lehet6
legkevesebb veszteség maradjon. Ezt a problémét egydimenzids szabdsi, vagy lddapakoldsi feladatnak
(bin packing) nevezik.

A gyakorlati feladatok koziil ide tartozik az, amikor egy épitGipari vallalat adott profild, rogzitett
hosszusdgi fémrudakbdl a konnytiszerkezetes épitkezéshez nagyszamu révidebb rudat, oszlopot akar
levagni, de figyelembe kell venni, hogy a lehetd legkevesebb teljes rudat kezdjiink meg, vagy az a cél,
hogy az eldobandé nyersanyag mennyisége legyen minimadlis.

Ilyen feladatra vezet az is, ha egy sikiiveggyarban adott szélességli, hosszu livegtiblakbdl kell
megadott Osszetételd (az eredeti tdbla szélességét megtartd) iiveglapokat kivagni.

A hatizsdk feladathoz hasonlé megfogalmazast is lehet adni: adottak kiilonb6z6 silyt targyak, ezek
mindegyikét el kell helyezni minimadlis szdmu hatizsdkban dgy, hogy azok k6zos silykorlatjat ne 1épjiik
tal.

A szadmitastechnikdbol azt a problémat idézhetjiik, amikor rogzitett méretd tarhelyekre (pl. particiok-
ra) kell kiillonb6z6 méretd adatdllomanyokat ugy elhelyezni, hogy ehhez a minimélis szamu tarhelyet
haszn4ljuk fel.

A logisztikdban az a feladat, hogy adott teherbirasti jarm{ivekb6l mennyit kell minimalisan alkalmazni
ahhoz, hogy adott, kiilonb6z6 sulyu targyakbdl allé rakomany elszallithat6 legyen,...

Tobbdimenzids szabasi feladatot kapunk, ha az elhelyezendd targyak tobb kiterjedését is korldtozzuk,
pl. a hosszat és a szélességét. Felmeriilhet, hogy ebben az esetben mindenféle vdgast megengediink-e,
vagy csak az anyag sz€1€tdl széléig mend, un. guillotine-vagédsokat.

Tekintsiik el6szor az egydimenzids szabasi feladat L. V. Kantorovicstdl szarmazé modelljét. Legyenek
adva korlatlan mennyiségben K hosszisdgui félkész termékek, ahol K pozitiv egész. Az egyes
végtermékek hossza legyen k1, ko, . . ., k, . Ezek egyike sem nagyobb K -nil. A végtermékekbdl rendre
r1,T2,...,T, darabot kell levagni.

A modellben az a; vektort lehetséges szabédsnak nevezziik, ha

aijZO, (i:1,...7n),

n
Z k:tam S K.
t=1

Ezek utdn jeldlje A = (a1,...,a,) az 6sszes lehetséges szabdsokbol eldallitott matrixot. Legyen r az
r1,...,T, komponensekbdl all6 oszlopvektor, és ¢ az a sorvektor, amelynek minden eleme egyenld,

egy félkész termék koltsége.

Az egydimenzids szabdasi feladat optimumszamitasi modellje ezekkel a paraméterekkel:

min z(x) = cx,
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feltéve, hogy
Ar =,

x>0, = egész, (r>0).

A modell haszndlatdnak nehézségét az mutatja, hogy mar a lehetséges szabdsok A matrixdnak az
Osszedllitdsa is komoly problémadt jelent.

A célfiiggvény konstans egyiitthatéit az magyardzza, hogy igy a célfiiggvény a lehetséges szabdsok-
b6l a minimalis darabszamiihoz tartoz6é megoldast fogja kivalasztani.

Vegyiik észre, hogy a megadott modell egy egészértékii linedris programozasi feladat, amely a felirt
formdaban a standard feladatnak felel meg.

PELDA. Tekintsiink egy nagyon egyszer(i szabasi feladatot: a félkész termékek hossza legyen 1, az
egyes végtermékeké pedig 0.25 és 0.5. Irjuk el, hogy sszesen 4 darabot kell levagni az els termékbdl
és kett6t a masodikbdl.

Ahogy konnyen ellendrizhetd, a lehetséges szabasok ezek alapjan:
(0,07, (0,1, (0.2)", (1LO)", (1LY, (2,07, (2,1)",(3,0)" s (4,0)".

Ezek segitségével felirhatjuk az optimalizalasi feladatot:

9
min z(x) = cx = in,
=1
feltéve, hogy
o (000 0 1 1 2 2 3 4) (4
“lo12010100)""\2
x>0, z egész, (r>0).

A feladat spekulativ megolddsa sordn vegyiik észre, hogy z; értéke nulla kell hogy legyen az
optimélis megolddsban, hiszen ez a teljesitendd termékszdmhoz nem jarul hozza, de noveli a koltséget.

A masik végletet xg képviseli, mert egy ilyen felosztasu félkész termék felhaszndldsa adja a legtobb
teljesitett készterméket. Ilyen szabasokbdl viszont nem 4ll ssze a teljes szabdsi eldiras.

Masrészt megéllapithatjuk, hogy a jobboldali r vektor ardnyait pontosan adja az x7; valtozéhoz
tartozé szabds. Ebbdl két darab kell ahhoz, hogy teljesiiljon az egyenl8ség feltételink. Ehhez a 2
célfiiggvényérték tartozik.

Lathat6, hogy ennél jobbat nem lehet elérni, mert nincs olyan lehetséges szabds, amelybdl egy adna a
jobboldali r vektort. Van viszont még egy optimdlis megoldéds, az x3 = 1,29 = 1 (és minden tovabbi
x; =0): ez is kettes célfiiggvény értéket ad — és ezzel ki is meritettiik az optimalis megoldasok halmazat.
]

14.1. Az oszlopgeneralas modszere a szabasi feladatra

A szabasi feladat ismertetett modellje nehezen hasznilhatd, els6sorban a lehetséges szabdsok nagy
szdma miatt. P.C. Gilmore és R.E. Gomory egyszer(sitették a modellt. Els6é 1épésben elhagytak

//////

optimalis megoldas egész értékre valo valamilyen atalakitasa elfogadhaté. Az oszlopgeneraldas médszere
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ezutdn a moédositott szimplex algoritmust haszndlja, igy nem sziikséges a teljes A matrix ismerete,
elegendd annak az oszlopnak az el6allitdsa, amelyben generald elemet keresiink.
Ahhoz, hogy a médositott szimplex algoritmust hasznélni lehessen, az eddigi

min z(x) = cx,

feltéve, hogy
Ar =,

x>0, (r>0).

standard alaku feladatunkat lehetséges kanonikus alakra kell hozni. A bazisvaltozok legyenek azokhoz a

lehetséges szabdsokhoz tartozdk, amelyek épp az egységmatrixot adjék: a} = (1,0,...,0)T,... a], =
(0,...,0,1)T. Tekintsiik ezeket az A mitrix elsé n oszlopanak. Ezutin mar csak annyit kell tenni,

hogy minden sornak a —c-szeresét hozzdadjuk a célfiiggvényhez. Ez a miivelet épp a bazisvaltozoékhoz
tartozoé célfiiggvény-egyiitthatokat fogja nullazni.

Legyen d egy olyan n dimenzids vektor, amelynek minden komponense c. Ezzel a feladatunk a
kovetkez6 lehetséges kanonikus alakban irhaté:

min z(z) = dr + (¢ — dA)z,

feltéve, hogy
Az =,

x>0, (r>0).

A kovetkezd feladat a legkisebb célfiiggvény-egyiitthaté meghatdrozasa. Legyen az A matrix egy
tetszleges oszlopvektora (vy,...,v,)T . Ez alapjdna ¢ — > | dyv; 6sszeg minimumat keressiik, ahol
a d vektor n-dimenzids, és minden komponense c. Ezt a sz€&lsGértéket ott kapjuk, ahol a > )" | dyvy
osszeg maximalis. Mivel v egy lehetséges szabds, ezért > ' | kv, < K.

A legkisebb célfiiggvény-egyiitthaté meghatdrozasidhoz eszerint a kovetkezd specidlis egészértéki

linedris programozasi feladatot kell megoldani:

n
max w(v) = Z dyvy,
t=1
feltéve, hogy

n
Z kg < K,
=1

v >0, egész, t=1,...,n.

Ez a feladat a korabban megismert hatizsak feladat a K sulykorlattal, k; silyokkal és d; értékekkel.
Ennek megolddsaval tudjuk meghatdrozni a szabdsi feladat generdl6 eleme oszlopat.

A szabdsi feladat legkisebb célfiiggvény-egyiitthatdja és a generdloelem ismeretében végre tudjuk
hajtani a mddositott szimplex algoritmus egy 1épését. Ezutdn az eddigi 1épéseket ismételjik. Az egész
eljaras akkor fejez6dik be, ha az aktualis hétizsak feladat optimuma nem nagyobb, mint c¢. Ekkor az
eredeti feladat minden célfiiggvény egylitthatdja nemnegativ.

PELDA. Tekintsiik ismét az el6z6 nagyon egyszer(i szabdsi feladatot: a félkész termékek hossza 1, az
egyes végtermékeké pedig 0.25 és 0.5. Osszesen 4 darabot kell levagni az elsd termékbdl és kettdt a
mdsodikbdl. Az optimalizélési feladat dtrendezve dgy, hogy az egységmatrix legyen a baloldalon (1 —
T4 csere):

7
min z(z) = cx = Zmi,
i=1

131



feltéve, hogy

100 0 1
A$_<01 2 0 1
x>0

>0, (

Az ehhez tartozo tablazat ¢ = 1 értékkel

2 2 3 4\
010 0)%"

> 0).

4
2

)

T4 T2 T3 T1 Ts 6 L7 Ty X9
1 0 0 o 1 2 2 3 414
o 1 2 o0 1 O 1 0 O0/]2°
11 1 1 1 1 1 1 110
A szimplex tdbldzat az 4j, ¢ — > ;' | dyv; célfiiggvénnyel:
r3 X1 Xy Tg X7 TY X9
g O 0O 1 2 2 3 4] 4
x| 2 0 1 0 1 0 0| 2°
-1 -1 -1 -2 -2 -3|-6

A leolvashat6 bazismegoldds azt jelenti, hogy az (1, 0) szabéasbdl kellene 4 darab, és a (0, 1) szabdsbol 2
darab. Ez 6sszesen 6 félkész terméket jelent, ami nyilvdn még javithatd. Oldjuk meg el8szor a feladatot
a szimplex algoritmussal.

Itt a masodik oszlop alapjan nem lehetne javitani a célfiiggvény értékét (de nem is taldlndnk benne
generdl6 elemet). A legkisebb negativ célfiiggvény egyiitthaté az utols6 oszlopot jeldli ki, és ebben az
elsé matrixelem (a négyes) lesz a generdldelem. A transzformadlt, kovetkezd szimplex tdblazat:

T3 T1 x5 Tg Ty  T§ X4
xr9 | O 0 14 172 172 3/4 1/4| 1
x2 | 2 0 1 0 1 0 0| 2°
-1 1 -14 12 -172 1/4 3/4|-3
Az el6z6 szimplex tablizat:
T3 T1 r5 g T7 Tg T4
x| O 0 14 1722 172 3/4 1/4| 1
x2 | 2 0 1 0 1 0 0| 2°
-1 1 -1/4 172 -1/2 1/4 3/4|-3
A legkisebb célfiiggvény-egyiitthat6 az x3 valtozénak a bézisba 1épését jelenti.
9 X1 x5 Z6 X7 xTs Ty
T9 0 0 14 172 172 3/4 1/4] 1
x3 | 172 0 172 0 12 0 0| 1°
12 1 1/4 12 0 14 3/4|-2

Errdl a szimplex tdbldzatrdl mar le lehet olvasni a végeredményt: a 3. és a 9. szabasbdl kell egyet-
egyet venni. Ez lehetséges megoldés lesz, és az ezzel ad6dé optimadlis célfiiggvény érték 2. Az x7-es
szabasbdl kett is optimalis, és ez 6sszhangban is van az eredményiinkkel.

Tekintsiik most a feladatunkat a Gilmore-Gomory-féle oszlopgeneralasnak megfeleléen. A mddositott
szimplex algoritmusrdl tanultak miatt az ugyanezen bazismegolddsokon keresztiil jut azonos eredmény-
hez. Az eltérés a moddositott szimplex algoritmus kivitelezésében, és f6leg a legkisebb célfiiggvény-
egylitthat6 eldéllitdsdban van. Ennek illusztraldsdhoz 1épjiink vissza a

Ty Xy XT3 X1 Ty T Ty T§ T
1 0 0 o 1 2 2 3 44
o 1 2 0 1 0 1 0 072
11 1 1 1 1 1 1 110
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feladathoz. Irjuk fel erre az dj bazisvaltozé meghatdrozdsédhoz a megfeleld hétizsak feladatot:

n n n
max w(v) = g divy = E cvy = E vy,
t=1 t=1 t=1

feltéve, hogy

n
ZktvtSK, v >0, egész, t=1,...,n.
t=1

Ez a feladat 1ényegében azt a lehetséges szabast keresi, amely a végtermékekbdl a legtobbet allitja eld.
O

14.2. Heurisztikak a szabasi feladatra

Az ismertetett egzakt médszerek mind nehezen végrehajthaték nagyobb méretli gyakorlati feladatokra.
Az aldbbi heurisztikdk ezzel szemben gyorsan adnak j6 kozelitd megoldést.

A first fit modszer a végtermékeket felsoroldsi sorban tekinti, az aktudlis munkadarabot az els6 olyan
félkész termékre helyezi el, amelyen az elfér. Ebben az értelemben ez egy moho algoritmus.

A best fit algoritmus olyan rudat ad meg, amelyrdl az aktudlis munkadarabot levagva a legkevesebb
maradék képzodik.

A worst fit eljards pedig értelemszerlien olyan megkezdett rudat vilaszt az aktudlis munkadarab
levagasadhoz, amelyiken a vagas utin a leghosszabb még felhaszndlhat6 szakasz marad.

Elonyos a leszabandd végtermékeket el6z6leg nagysdg szerint rendezni. Ez lényegesen javitja a
heurisztika eredményét.

Az emlitetteken feliil tovabbi egyszerti heurisztikdk 1éteznek. Erdemes megemliteni, hogy az eddig
targyalt szabdsi problémat offline szabdsi feladamak is nevezhetjiik, hiszen az 0sszes adat ismeretében
kellett megoldanunk, és az Osszes félkész terméket az eljards teljes tartalma alatt felhaszndlhattuk a
megoldas javitdsdhoz.

Ezzel szemben online-nak nevezziik a szabdsi feladatot, ha a leszaband6 termékek adatai beérkeztekor
véglegesen donteniink kell elhelyezésiikrdl (a tobbi adat ismerete nélkiil), vagy ha egy idében csak
adott rogzitett szamu félkész termékbdl lehet szabni. Utébbi esetben ha kiillonben nem tudnédnk tovébb
haladni, akkor valamelyik félkész termék eddigi szabdsat véglegesnek kell nyilvanitani, és egy ujat
vonunk be a szabds meghatdrozasaba.

A szabisi feladat heurisztikdinak tomor, 1latvanyos illusztracidja taldlhaté a

http://www.cs.arizona.edu/icon/oddsends/bpack/bpack.htm

cimen.

A heurisztikus algoritmusok miikodését illusztralja az alabbi 6t dbra egy véletleniil generalt feladatra:

il |||||| | \| | .“.| I.I|\| J|||\|| (1.

A first fit eredménye:
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A best fit eredménye:
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A worst fit eredménye:

Es végiil a rendezés utdni best fit adta pakolds:

14.3. Ellenorzo kérdések és gyakorlo feladatok

1. Mutasson olyan egydimenzids szabdsi feladatot, amelyre minden tanult szabdsi elhelyezési
heurisztika optimalis!

2. Mutasson olyan egydimenzids szabdasi feladatot, amelyre egyik ismertetett szabdsi heurisztika sem
optimadlis!

3. Mit lehet mondani a heurisztikdk optimalitdsardl olyan feladatokra vonatkozéan, amelyekben
minden targynak azonos a mérete?
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15. fejezet

Halozati problémak

A halézati problémdkban egy irdnyitott grdffal megadott lehet6ségek koziil az ezekhez kothetS optimalis
folyamatokat akarjuk meghatdrozni. A hdlézati feladatokkal kapcsolatban mindig feltessziik, hogy a
halézat minden élének van hossza. Egy grdfot, vagy hdlozatot két halmazzal adhatunk meg. Az elsd
a csucsokat, a mésik az ezekbdl 4ll6 parokat, az irdnyitott éleket hatdrozza meg. Egy adott hdl6zatban
megjeldlhetiink kezddpontot és végpontot is.

15.1. A legrovidebb 1t probléma

Ldncnak nevezziik éleknek egy olyan sorozatit, amelyben az egymdst kovet6 barmely két élnek egy
kozos csticsa van.

Az it egy olyan ldnc, amelyben az utolsé él kivételével mindegyik él végpontja a sorozatban
kovetkez6 €l kezd6pontja. Az (1,2), (2,3) és (4,3) élek lancot adnak, de az nem tit. Ut és lanc viszont az
(1,2), (2,3) és (3,4) élek sorozata.

A legrovidebb tt problémdja egy hdlézatban egy adott csicsbdl kiindulva a tobbi csicsba vezetd
legrovidebb dt meghatarozasat jelenti. Ennek megoldasara alkalmas Dijkstra algoritmusa amennyiben
minden él hossza nemnegativ:

e Lassuk el az els6 csucsot az allandd 0 cimkével.

e Minden olyan 7 csticsot lassunk el ideiglenesen az (1,7) €l hosszdval mint cimkével, amelyhez
vezet él az 1 csicsbdl. Minden mds cstics (az elsd kivételével) kapja ideiglenesen a co cimkét. A
legkisebb ideiglenes cimkéhez tartozé egyik csics cimkéjét dllandonak mindsitjiik.

e Tegyiik fel, hogy az i volt az utolsd, a (k + 1). csics, amely dllandé cimkét kapott. Akkor i
a k-adik legkozelebbi cstcs az els6hoz. Az ideiglenes cimkével rendelkezd j csicsok cimkéit
modositsuk az (¢ cimkéje + az (i, ) tdvolsdga) értékre, ha ez kisebb, mint j eddigi ideiglenes
cimkéje. Ezutdn ismét adjunk végleges cimkét egy olyan cstiicsnak, amelynek cimkéje a maradék
ideiglenes cimkék legkisebbike.

e Folytassuk az eljardst amig minden cstcs dlland6 cimkét nem kap.
e Ha minden csiicsnak végleges cimkéje van, akkor az 1. csicsbdl egy j cstcsba vezetd legrévidebb
utat ugy kapjuk, hogy a j cstcsbdl visszafelé haladva olyan csticsokon keresztiil jutunk el az 1.

csdcsba, amelyektdl a rakovetkezdbe vezetd él hossza épp a két cimke kiilonbsége.

PELDA. Tekintsiik azt az egyszer( legrovidebb tt feladatot, amelyben négy varosunk van: 1, 2, 3 és 4,
és a koztiik levé tavolsagot a kovetkezd abra adja:
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1 2
3 1 3
3 1 4

Ez kb. egy olyan elhelyezésnek felel meg, amikor a varosok egy all6 téglalap csicsaiban vannak, de
az 1 - 4 4tl6 nem jérhato.
A Dijkstra algoritmus elsé 1épése az 1. varosbdl indulva a kdvetkezd cimkézést adja:

[0*7 <>o’ oo? OO]?

ahol a * azt jelzi, hogy az illetd cimke végleges.
A kovetkezd 1épésben meghatarozzuk az elsd varostdl mért tavolsagok alapjan annak szomszédainak
ideiglenes cimké;jét:
[0%,1,3,00].
Az 1j, ideiglenes cimkék koziil véglegesitjiik a legkisebbet:

[0*,1*,3, ).

P

Képezziik most a végleges cimké;jii varosokt6l mért tavolsagok alapjan az 1j, javitott cimkéket:
[0%,1%,2,4].

Itt a harmadik cimke kettes értéke tigy adddott, hogy a kettes varos végleges cimkéje + a masodik és a
harmadik varos tavolsaga kisebb mint a kordbbi ideiglenes cimke értéke, a harom. Kossiik le ismét az
ideiglenes cimkék koziil a legkisebbet:

[0%, 1%, 2% 4].
Az utolsé ideiglenes cimkét ismét lehet javitani, és az ezutdn mér végleges is lesz:

[0%, 1%, 2%, 3%].

Ebbdl az elsé és negyedik varos kozti legrovidebb 1t 3 hosszd: 1-2 -3 -4.

15.2. A maximalis folyam probléma

Egyes dontési helyzetekben olyan hédldzatot kell vizsgalni, amelyben az éleknek kapacitasok feleltet-
het6k meg. A kérdés az, hogy az egyik Kkitiintetett csicsbdl, a forrdsbdl egy masikba, a nyel6be mi a
maximadlis eljuttathaté mennyiség a hdldzat és a kapacitdsok figyelembevételével. Ezt a feladatot neve-
zik a maximadlis folyam problémdnak.

Tekintsiik a kordbbi halézatot gy, hogy az élekre irt szimok a kapacitdsokat jelentik, az egyes cstics
a forrds és a négyes a nyelo:

1 1 2
3 1 3
3 1 4
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A késbbbi eljards kedvéért vezessiink be egy mesterséges élet a nyel6tdl a forrasig. A feladat
linedris programozasi feladatként val6 megfogalmazasahoz jelolje az x;; valtoz6 az (i, j) élen 4thaladé
anyagmennyiséget.

Egy lehetséges folyamot kapunk példdul a kdvetkez6 véltozé értékekkel:

zi2=1, z13=1, 223 =0, wou =1, és w34 =1.

Az ehhez tartozo6 teljes atfolyd mennyiség 2. A lehetséges folyamoknak eleget kell tenniiik a kovetkez6
két feltételnek:

1. minden élre az élen atmend folyam nemnegativ és nem nagyobb, mint a megadott élkapacitas, s
2. minden csucsra igaz az, hogy a bejové folyam mennyisége megegyezik a kimend folyaméval.

Az utébbi feltételt folyammegdrzési feltételnek nevezziik. A probléma linearis programozasi
feladatként valé6 megfogalmazdsdban a fenti feltételek mellett az zo célfiiggvényt kell maximalizalni,
ahol x( a nyelébdl a forrasba vezetd mesterséges élen atmend folyam mértéke.

Az emlitett példara vonatkoz6 linedris programozdsi feladat ez alapjan:

max Ty = 24 + T34,

feltéve, hogy

r12 <1,

ro3 < 1,

r13 < 3,

24 § 37

T34 < 1,
To = 24+ T34,

T13 +T23 = T34,

Ti2 = 23+ Ta4,

ro = 12+ x13.

Ez egy hatvaltozds linedris programozasi feladat 4 egyenl6ség €s 5 egyenltlenség feltétellel. Az dbrarol
konnyen leolvashatd, hogy a kordbban emlitett

z12=1, w13 =1, 223 =0, 294 =1, és 234 =1

lehetséges megoldds egyben optimadlis is. Ez azon mulik, hogy a 4. csicsba 2-nél nagyobb folyam nem
folyhat be (figyelembe véve a 2. csticsba bemend folyamot).

Allapitsuk meg, hogy lehetséges megoldast konnyti megadni a maximalis folyam problémahoz: ha
minden élen nulla mennyiséget szallitunk, az megfelel a feltételeknek.

Jeloljiik I-vel azon élek halmazat, amelyeken kisebb a jelenleg dtmend folyam az él kapacitdsanal.
Jelolje R azon élek halmazat, amelyeken a jelenlegi folyam pozitiv, ez csokkenthetd. Legyenek i(z,y),
illetve r(z,y) a megfeleld valtoztatasi korlatok.

15.3. A Ford-Fulkerson eljaras a maximalis folyam meghatarozasara
Tekintsiik el6szor a cimkézéEsi eljarast:

1. 1épés. Cimkézziik meg a forrast.
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2. lépés. Cimkézzilk meg a cstcsokat és az éleket a forrdsba vezetd mesterséges él kivételével a
kovetkez6 szabalyok szerint.

Ha az z csdcs mar kapott cimkét, de az y még nem, és (x,y) € I, akkor cimkézziik meg az y

2 2

csucsot és az (x,y) élt. Ekkor az (z,y) élt el6remend élnek hivjuk.

Ha az z csdcs mdr kapott cimkét, de az y csics még nem, és (y,x) € R, akkor cimkézziik meg
az y csucsot és az (y, x) élt. Az utébbit hdtramend élnek nevezziik.

3. 1épés. Folytassuk a cimkézési eljarast, amig a nyeld cimkét nem kap, vagy mar nem lehet tovabbi
csicsokat cimkével ellatni.

Ha a cimkézéssel elérjiik a nyel6t, akkor lesz a forrds és a nyeld kozott egy cimkézett élekbdl allo
lanc. Jelolje ezt C'. A C'-beli éleken dtmend folyam alkalmas mddositdsaval egyrészt megdrizhetjiik a
folyam lehetségességét, masrészt novelhetjiik a folyamot.

A Ford-Fulkerson médszer a fentiek alapjan:

1. 1épés. Keressiink egy lehetséges folyamot (a minden élen 0 értéki folyam mindig lehetséges).

2. 1épés. A cimkézési eljarassal kiséreljiikk meg elérni a nyel6t. Ha nem lehet a nyel6t igy megeimkézni,
akkor az aktualis lehetséges folyam maximalis. Ha elértiik a nyel6t, akkor folytassuk az eljarast a
3. 1épésnél.

3. 1épés. Hatdrozzunk meg egy magasabb értéki lehetséges folyamot tigy, hogy a megcimkézett lancon
az eléremutaté élek értékeit noveljiik, a hatramutatdkét pedig csokkentsiik a

k = min min r(z,y), min i(x,
{(w,y)eCﬂR ( y (z,y)ECﬁI( y)}

értékkel. Folytassuk az algoritmust a 2. 1épéssel.

PELDA. Tekintsiik ismét a

1 1 2
3 1 3
3 1 4

maximadlis folyam feladatot.

Az els6 1épés egy lehetséges folyam meghatdrozdsa. Legyen ez az, amelyik minden élhez a nulla
folyamot rendeli hozza.

Ezutan kezdjiink egy cimkézési eljarast. El8szor a forrds, az 1. csucs kap cimkét, majd ez alapjan
egy olyan €l, ami ebbdl kivezet. Most ez esetben cimkét kap a 2. cstcs, és az (1, 2) él. Ezt folytatva a
nyeldig tart6 cimkézett lancot (most utat) kapunk:

1-2-3-4.

Az el6z6 lanc csak eléremend éleket tartalmaz. A lehetséges folyambdvitési lehetségek rendre:

i(1,2) =1, i(2,3) =1 és i(3,4) = 1.
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Ez alapjan az eddigi folyam a cimkézett lancunk mentén 1-el novelhet6. Ez alapjan az ehhez tartozo
lehetséges folyam értéke 1.

A lehetséges folyam javitdsa sordn azokat az éleket kell vizsgdlni a cimkézés sordn, amelyek
kapacitasat még nem meritettiik ki. Ezek alapjan mar csak egy cimkézhet6 lancot lehet képezni, amely
eléri a nyel6t, ez az

1-3-2-4.

Ezen beliil a 3 — 2 €l hatramutatd, ennek értékét legfeljebb 1-el lehet csokkenteni. Az eddigi lehetséges
folyam ismét 1-el novelhetd. Ezutan a lehetséges folyam:

T2 = 1, I13 = 1, Toq4 = 1, és T34 = 1.

Ennek a lehetséges folyamnak az értéke 2.
Ezutédn lathat6, hogy tovabbi cimkézett lancot mar nem lehet képezni, tehat az el6z6 lehetséges fo-
lyam egyben maximalis is. (Il

Legyen V' egy hél6zat csucsainak tetszSleges olyan halmaza, amely tartalmazza a nyelSt, de nem
tartalmazza a forrast. Ekkor a hdl6zat olyan (i,j) éleinek halmazat, amelyek i kezdGcsicsa nem V' -beli,
a j végpont viszont V' -beli, a hdlézat egy vdagdsdnak nevezziik. A vagés tehét élek egy olyan halmaza,
amelyeket ha elhagyunk a halézatbél, akkor a forrdsbdl a nyeld a tovabbiakban mar nem lesz elérhetd.

A vdgds kapacitdsa a vagést alkot6 élekbdl a forrastdl a nyeld felé vezetSk kapacitdsainak Osszege. A
kovetkez6 két segédtétel adja meg a vagasok és a maximalis folyamok kozti 6sszefiiggést.

SEGEDTETEL. A forrasbdl a nyelSbe vezetd folyamok erdsségét barmelyik vagas kapacitdsa feliilr6l
korlatozza.

BIZONYITAS. Tekintsiik egy hdl6zat valamely V' vdgésat. A hal6zat tobbi csticsdnak halmaza legyen
V. Vilasszunk egy tetszGleges folyamot, legyen ennek értéke f, az (i,7) élen dthaladé mennyiséget
pedig z;;. Osszegezziik a V -beli 8sszes cstcsra a folyammegsrzési feltételeket. Ez azt adja, hogy mivel
kiesnek az olyan élekre vonatkoz6 tagok, amelyek mindkét végpontja V' -ben van, ezért

Z .732‘]' — Z xij = f

i€V, jeVv’ eV’ jev

Az ebben az egyenletben szerepld elsd dsszeg egyenls a V' -nek megfeleld vagés kapacitdsaval. Mivel
minden z;; érték nemnegativ, igy a méasodik dsszeg is nemnegativ. Ebbdl adodik a segédtétel allitdsa: a
folyamok értéke legfeljebb annyi lehet mint a vagasoké. (I

A segédtételbdl az is kovetkezik, hogy barmely védgas értéke felsd korldtja a forrdsbdl a nyelSbe
draml6 maximalis folyam értékének. Tehat ha taldlunk egy olyan lehetséges folyamot, amelynek értéke
egyenld egy vagas kapacitasaval, akkor talaltunk egy maximadlis folyamot. Ez egy fajta gyenge dualitast
fejez ki.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor egy adott lehetséges folyamra vonatkozdan a cimkézési eljaras
nem tudja elérni a nyel6t. Legyen ekkor a cimkézetlen csicsok halmaza altal meghatarozott a vizsgélt
vagas.

SEGEDTETEL. Ha a cimkézési eljards nem tudja elérni a nyel6t, akkor a kimaradd, nem cimkézett csi-
csok altal meghatarozott vagas kapacitdsa megegyezik az aktudlis folyam er8sségével.

B1zONYITAS. Legyen a korabbi jeloléseknek megfeleléen V' az aktudlis folyam mellett megcimkézett
csticsok halmaza, és V' pedig a cimkézetleneké. Tekintsiink egy (i, ) élet a vagdsbol, dgy, hogy i € V
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és j € V'. Ekkor az z;; értéknek egyenldnek kell lennie az (i, j) él kapacitdsaval, hiszen kiilonben
tovébb tudtunk volna haladni egy megfelels eléremend éllel, és akkor j nem a V'-be tartozna.

Tekintsiink ezutdn egy olyan (¢, j) élt, amelyre i € V' és j € V. Ekkor viszont z;; = 0 kell hogy
teljesiiljon, hiszen kiillonben a cimkézési eljardsban egy hatramend éllel el tudtuk volna érni az ¢ csuicsot,
és igy az nem tartozhatna a V' halmazba.

Az aktudlis lehetséges folyamra tehét az teljesiil az el6z6 segédtételben igazolt

>oowy — Y wy=f

i€V, jev’ V!, jev

egyenlet alapjan, hogy a jelen vagas kapacitdsa egyenld a ZieV, jevr Tij osszeggel, és az adott folyam
erbsségével. O

Az eddigi megallapitasok szerint tehat amikor a nyel6t nem lehet megcimkézni a forrdsbdl indulva,
akkor az aktudlis lehetséges folyam egy maximadlis folyam. Ez 6sszhangban van a Ford-Fulkerson
modszerrel.

15.4. Projektek iitemezése, CPM

Az osszetett munkafolyamatok rogzitett befejezési id6ponttal vald teljesitése gondos tervezGmunkat
igényel. Ennek része az 6sszefiiggd események sorrendjének, id6zitésének vizsgdlata halézati modellek
segitségével.

Erre a célra két eljardst szokds haszndlni. Ha az egyes munkafolyamatok végrehajtasi ideje
biztosan tudhato, akkor a kritikus iit modszer (Critical Path Method, CPM), mig ha a tevékenységek
id6tartama bizonytalan, akkor a program kiértékelési és feliilvizsgdlati technika (Program Evaluation
and Review Technique, PERT) haszndlatos. Mindkét eljarast az otvenes években fejlesztették ki.
Szamos nagy és kritikus projekt tervezésekor hasznaltdk ezeket a moédszereket, pl. nagy szoftver
rendszerek hatarid6s kidolgozasanal, tirkutatasi projektekben, vagy épp rakétainditasok visszaszamlalasi
eljarasdnak kidolgozasdban.

Mindkét eljarashoz sziikség van a projektet alkoto tevékenységek listajara. A projektet akkor tekintjiilk
befejezettnek, ha minden részfeladata befejez6dott. Minden tevékenységnek lehetnek eldzményei,
olyan munkafolyamatok, amelyeknek el6bb be kell fejez6dni ahhoz, hogy az adott tevékenység
elkezd6dhessen. A munkafolyamat 1épéseinek ilyen Osszefiiggését egy projekt-hdlézattal adjuk meg.

A tevékenységeket a hdldzat grifjdnak irdnyitott élei definidljdk, a csicsok pedig a tevékenységek
csoportjainak befejezését jelzik. A csucsokat emiatt eseménynek is nevezziikk. Az ilyen projekt-
halézatot AOA (Activity On Arc) hdlézatnak nevezziik. Ennek illusztrdldsdhoz tekintsiik ismét a kordbbi
abrankat:

1 1 2
3 1 3
3 1 4

Ezen most az 1. csics jelzi a projekt kezdetét, a 4. a befejezés csiics. A 2. csucs az egy hosszu elsd
tevékenység végét, és a 3., illetve 4. csicsokba vezetd munkalépések kezdetét jelzi. Ha egy csicsba tobb
él is befut (mint pl. a 3. csticsba), akkor ez azt jelenti, hogy mindkét korabbi tevékenységnek be kell
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fejez6dnie ahhoz, hogy az esemény utani megkezdddhessen. Az el6zmények nélkiili tevékenységeket
az elsd csicsbdl kiindulé élekkel adjuk meg.

A projekt-hdlézatot alakitsuk ki dgy, hogy egy tevékenység végét mutatd csics sorszdma mindig
nagyobb legyen, mint a kezdetét jelz6€. Ennek a szabdlynak persze tobb reprezentacié is megfelel.
Tovabbi feltétel, hogy két adott csics kozott csak egy él mehet. Feltessziik még, hogy egy tevékenységet
csak egy él reprezentalhat.

Az utébbi két feltétel kielégitéséhez sziikség lehet az un. fiktiv tevékenységekre. Példaul abban az
esetben, amikor az A és B munkafolyamatok azonos feltétellel hajthatok végre, és mindkett6 k6zvetlen
el6zménye a C' tevékenységnek. Ilyen esetben a B 1épést egy 1dj csticshoz kithetjiik, ahonnan egy nulla
id6tartamu fiktiv tevékenység uj D éle adja a C' munkafolyamat megkezdésének feltételét.

Tekintsiik most a kovetkezd projekt feltételrendszert:

Tevékenység El6zmények Id&tartam (nap)
A = anyagbeszerzés - 1
B = alkalmazottak kiképzése - 3
C = segédanyag termelése A 1
D = vélogatds és csomagolds A 3
E = szakmunka B,C 1

Ennek a projektnek épp a kordbbi irdnyitott éleket tartalmazé grafunk felel meg az egyes csticcsal
mint a projekt kezdetével, és a négyes csiccsal mint befejezés csiccsal:

1 1 2
3 1 3
3 1 4

Vegyiik észre, hogy bar csak a B és C' tevékenységeket tiintettiik fel, mint az E munkafazis
elofeltételét, de a halozat 6sszefiiggései miatt az A folyamatnak is be kell fejezGdnie az F megkezdése
eldtt.

////////////

(Late event Time, LT"). Az ¢ cstcs korai id6zitése, ET'(i) az a legkordbbi idGpont, amikor a cstcshoz

) z

tartoz6 esemény bekovetkezhet. Ennek megfelelden az i csucs kései id6zitése, LT (i) az a legkésGbbi
id6pont, amikor a csicshoz tartozé esemény bekovetkezhet anélkiil, hogy a projekt elbirt befejezési
id6pontjat késleltetné. Meg lehet mutatni, hogy ET(i) a kezdGponttdl az i csicsba vezetd leghosszabb
ut hossza.

A projekt korai id6zitésének kiszdmoldsat az egyes cstcesal kezdjiik, ET'(1) = 0 adddik erre. Ebbdl
kiindulva meghatdrozzuk a tovabbi ET(i) értékeket az élek adta Osszefiiggéseknek megfelelGen. Ha
egy csicsba tobb €l is befut, akkor a cstcs korai id6zitése az el6z6 Osszes részfolyamat teljesiilését
feltételezi.

7

Ez alapjan az E'T(¢) korai id6zités meghatdrozasat a kovetkezd 1épések adjék:

1. 1épés Keressiik meg az 4 csicsba befut6 élek kezdd csticspontjait. Ezek az események az ¢ esemény
kozvetlen elozményei.

2. 1épés Az 7 esemény minden kozvetlen elézményének ET értékéhez adjuk hozza az i-be vezet6

7 z

megfeleld élhez tartozé tevékenység idGtartamat.
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3.1épés ET (i) egyenld az el6z6 1épésben szamitott osszegek maximumaval.

PELDA. Hatdrozzuk meg a fenti projekt-hdl6zat korai id6zitési értékeit! Definicié szerint ET(1) = 0.
Az ET(2) érték kozvetleniil az ET'(1) + 1 Osszegbdl addédik, mert a 2. csticsba csak egy él fut
be. A kovetkezd csdcsra mér két tevékenység teljesiilését kell vizsgdlni: ET'(3) = max{ET(1) +
3,ET(2) + 1} = max{0 + 3,1 + 1} = max{3,2} = 3. Az utols6 cstcsra pedig ET(4) =
max{ET(2) + 3, ET(3) + 1} = max{1+ 3,3 + 1} = max{4,4} = 4.

Ez alapjan a teljes projekt befejezésének legkorabbi idépontja 4. O

A kései 1d6zités meghatdrozasat visszafelé, az utolsd, a befejezési csticsbdl kiindulva kezdjiik. Ebben
az eljarasban ha egy 7 csicsot tobb esemény kovet, az utébbiakra kordbban szdmitott LT értékekbdl
le kell vonni az ¢ cstcsbol ezekhez vezet6 €l hosszat. Az igy kapott id6pontok koziil a legkorabbira
teljesiilnie kell az ¢ eseménynek, hiszen csak ebben az esetben tarthaté a kitlizott hataridd a teljes projekt
teljesitésére.

Altalaban a befejezési cstics kései id6zitésének olyan idSpontot szokds valasztani, amely alatt az
mindenképpen elérhetd az egyes csicsbdl. Amennyiben az LT(j) kései id6zitési értékek mind ismertek
a j > i indexekre, az LT(i) a kovetkezd eljarassal szamithato:

1. 1épés Keressiik meg azokat a csticsokat, amelyekbe megy €l az ¢ csticsbdl. Ezek az események az ¢
esemény kozvetlen kovetdi, utédai.

2. 1épés Az i esemény minden kozvetlen utédanak LT értékébdl vonjuk le az ¢-bdl az utédba vezetd
élhez tartozé tevékenység id6tartamat.

3.18pés LT(1) egyenl az el6z6 1épésben szamitott értékek minimumaval.

2 s

PELDA. Hatdrozzuk meg a kései id6zités értékeket a jol ismert irdnyitott grafunkra:

1 1 2
3 1 3
3 I 4

Legyen az LT'(4) érték 4, hiszen ekkorra a projekt befejezhetd. Innen L7'(3) =4 — 1 = 3, hiszen a 3.
csucsnak csak a 4. az utédja. Ezutdn LT'(2) = min{LT(4) — 3,LT(3) — 1} = min{4 — 3,3 — 1} =
min{1,2} = 1. Hasonléan LT (1) = min{L7T(3)—3,LT(2)—1} = min{3—3,1—1} = min{0,0} =
0. Eszerint legkés6bb 4 idGegységgel kell a projektet kezdeni a tervezett teljes késziiltségi esemény elott.
O

Amennyiben egy ¢ csticsra ET'(i) = LT(i), akkor az illeté csicsban valé minden késedelem a
projekt hatdridejének lekésését jelenti. Esetiinkben a (2, 4) él 2-re véltoztatdsa azt eredményezné, hogy
a 2. esemény 1 egységgel késhetne a projekt befejezésének késedelme nélkiil: ekkor ET'(2) = 1, és
LT(2) =2.

A projekt tervezésekor fontos ismeret az, hogy az egyes tevékenységek mekkora késedelme nem
veszélyezteti még a teljes projekt hataridére vald befejezését. Egy tevékenység, illetve az ennek

megfeleld (i,j) él tiréshatdra az a TH(i,j) szdm, amennyivel a tevékenység kezdete a legkorabbi
lehetséges idOponttdl eltoldédhat anélkiil, hogy a projekt befejezése elkésne — a tobbi tevékenység pontos
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végrehajtasat feltételezve.

Legyen t;; az (i, j) tevékenység hossza. Az (i, j) tevékenység késése mellett akkor tarthat6 a projekt
eredeti hatdrideje, ha az i. esemény korai id6zitése + az (i, j) tevékenység hossza + a k tliréshatar még
mindig a j. esemény kései id6zitésénél nem késdbbi id6pontot ad. Eszerint

ET(q) +t+k < LT(j),

amibdl a tliréshatarra
TH(i,j) = LT(j) — ET(i) — t;
adodik.
A példankra ad6dé ttiréshatarok:

TH(1,2) = LT(2) —ET(1)—=1=1-0-1=0,
TH(1,3) = LT(3) — ET(1) =3=3—-0—3 =0,
TH(2,3)=LT(3)—ET(2)—1=3-1-1=1,
TH(2,4) = LT(4) — ET(2) —3=4—1—-3=0,
TH(3,4) = LT(4) —ET(3)—1=4—-3-1=0.

Ennek megfelelGen csak a (2,3) tevékenység halaszthat6 (egy egységgel) anélkiil hogy ez a teljes
projekt csiiszasat okozna.

A nulla tliréshatard tevékenységek barmilyen elhtizédasa késlelteti a projekt befejezését. Ezért az
ilyen éleket kritikus tevékenységnek nevezziik. A csak kritikus tevékenységekbdl allo, a kezdés csticsbdl
a befejezés csticsba vezetd utat kritikus itnak hivjuk.

A vizsgdlt példankon az (1,2) és (2,4) tevékenységek példdul egy kritikus utat adnak meg, mert
ezekre a tliréshatdr nulla volt.

1 1 2
3 1 3
3 ! 4

Természetesen egy projekt grafjdban tobb kritikus ut is lehet. A tevékenységek flexibilitdsdnak a
tiréshatar mellett tovabbi mérGszama a mozgdshatdr: Egy tevékenység, illetve az ezt reprezental (i, j)
€l mozgéshatara az az id6tartam, amennyivel a tevékenység kezdete (vagy hossza) elhizédhat anélkiil,
hogy ezzel barmely kés6bbi tevékenység kezdési idSpontja a kordbbi kezdési id6pontjandl késdbbre
tolédna. Ennek jelolése M H (i, j).

A mozgishatdr meghatdrozdsit a tliréshatdrhoz hasonléan tehetjiik meg: tegyiik fel, hogy az <.
esemény bekovetkezése, illetve az (i, j) tevékenység hossza k idGegységnyit tolédik. Ebben az esetben
a j esemény akkor nem csuszik az (i, j) tevékenység miatt, ha

Ebbdl a mozgashatar definicidja:

MH(,j) = ET(j) — ETG) — t,;.
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Mivel a példankra az ET'(i) értékek megegyeznek a megfelels L7T'(i) értékekkel, ezért a moz-
gashatdrok is megegyeznek a kordbbi tliréshatarokkal.

A kritikus Uit meghatdrozdsdnak egyik lehetséges modja az ismertetett mddszer a tliréshatar értékek
kiszamitdsaval, majd ezek ismeretében a nulla tliréshatard élekbdl all6 it megkeresése a kezdés csucsbol
a befejezés csicsig.

Emellett a kritikus it meghatarozdsara linedris programozasi feladatot is fel lehet irni, amely tiikr6zi
az eredeti probléma sajatossdgait. Tekintsiik példafeladatunkat ismét:

1 1 2
3 1 3
3 1 4

Jelolje z; az i. esemény bekovetkeztének idGpontjat. Minden (7, j) tevékenységre érvényes, hogy a
j esemény el6tt be kell kovetkeznie az i-nek, és az (i,j) tevékenységnek is be kell fejezGdnie. A
kritikus Gt meghatdrozdsa a z = xr — z; fiiggvény minimaliz4ldsat jelenti, ahol F' a befejezés csucs.
A példankra ad6do linedris programozasi feladat innen:

minz = x4 — 21,

feltéve, hogy
ry > x1+ 1,

x3 > 1 + 3,
x3 > w2 + 1,
T4 > x2 + 3,
T4 > 3+ 1.

A véltozdkra érdemes nemnegativitasi feltételt alkalmazni, sét, 1 = 0 természetes valasztas lehet. Az
utébbi feltételek nélkiil az Excel a -2, -1, 1, 2 értékeket adta, és a kritikus it hosszdra 4-et kaptunk. Ha
x1 értékét rogzitettiik nulldra, akkor az optimalis megoldds megfelelen a 0, 1, 3, 4 értékekre mddosult.

A kritikus 4t meghatdrozaséra felirt linedris programozasi feladatnak dltaldban sok optimalis megol-
dasa van (f6leg ha tobb ttiréshatar pozitiv).

Redlis és gyakori feladat az, hogy egy projekt-hédlézat ismert kritikus Gt megolddsat médositani kell
gy, hogy a teljes projekt id6tartamét kell csokkenteni minimalis koltséggel — feltételezve, hogy minden
tevékenység hossza csokkenthetd egy ismert koltség fejében.

Modositsuk a példankat annyiban, hogy minden tevékenység hossza csokkenthetd féllel a kovetkezo
koltségek megfizetése esetén: 1, 2, 3, 4, 5. Legyenek az ) valtozok, amelyek az egyes tevékenységek
leroviditésének mértékét adjik, rendre A, B, C', D és E. A cél azt meghatarozni, hogy hogyan kell
litemezni a projektet ahhoz, hogy az eredeti 4 hosszi végrehajtis 3.5-re médosuljon, és a tevékenységek
gyorsitdsanak 6sszkoltsége minimdlis legyen. Az ennek megfelel linedris programozasi feladat:

minz =2A+ 4B+ 6C + 8D + 10F,
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feltéve, hogy
A<05, B<ZLO05, <05 D<O05 FE<LO0.5

r9 > 21 +1— A,
r3 > +3— B,
x3 > x9+1—-C,
T4 >0 +3—D,
ry>w3+1-F,
g — 11 < 3.5.
Itt z1 = 0,és A, B,C, D, F nemnegativ. Az optimélis megoldas
x1=0, 10=0.5, z3=25 24=35, A=05 B=05 C=D=FE=0.

Ez azt jelenti, hogy az (1,2) és az (1,3) tevékenységeket kell postamunkédban végezni.

15.5. Program Kkiértékelés és feliilvizsgalat, PERT
A CPM, a kritikus ut médszere azt feltételezi, hogy a tevékenységek id6tartama ismert. A projekt lero-
viditési vizsgdlat kivételével a munkafolyamatok hossza rogzitett. Ezzel szemben a PERT megkozelités

a tevékenységek id6tartamdban a bizonytalansag figyelembevételét is lehetévé teszi.

A PERT egy munkafolyamat id6tartamardl harom adatot vesz szdmitasba:

a = atevékenység legrovidebb lehetséges idGtartama,
b = atevékenység leghosszabb lehetséges idGtartama, és
m = atevékenység idGtartama legvalészintibb értéke.

Jelolje a Tj; valdszintiségi véltozé az (i, j) munkafolyamat idStartamat. A PERT megkozelités
felteszi, hogy ezek a val6sziniiségi véltozok béta eloszlastiak. Amennyiben a T;; valdsziniiségi véltozo
béta eloszlast kovet, akkor varhat6 értéke és szordsnégyzete (varianciija):

a+4m+b
b— 2
var T = (36a).

A PERT feltételezi azt is, hogy a munkafolyamatok idStartamai egymastdl fiiggetlen valdszintiségi
véltozok. Ebben az esetben a projekt-haldzat egy ttjdnak id6tartama mint val6szintiségi valtozé

> E(Ty),

(i,j) €t
az ut teljes idejének variancidja pedig
Z var Tj;.
(i,j)eut

Jelolje most a C'P valdszintiségi valtozé a CPM éltal meghatarozott kritikus Ut tevékenységeinek
teljes idétartamat. A PERT feltételezi, hogy a kritikus dtban elegendden sok tevékenység szerepel ahhoz,
hogy alkalmazni lehessen a centrdlis hatdreloszlas tételt, és igy megdllapithassuk, hogy a

P = Z T

(%,7) €kritikus at

146



valdszintiségi véltozé kozelitdleg normalis eloszlasu.

PELDA. Tekintsiik ismét a korabbi projekt-halézatunkat: :

1 1 2
3 1 3
3 1 4

Ehhez most meg kell adni az egyes munkafolyamatok id6tartamanak eloszl4s-paramétereit:

Tevékenység «a b m
(1,2) 05 15 1.0
(1,3) 20 40 3.0
(2,3) 05 15 1.0
(2,4) 20 40 3.0
(3.4) 05 15 1.0

Vegyiik észre, hogy a legvaldszintibb végrehajtasi id6knek minden élre a kordbbi rogzitett értékeket
valasztottuk. Ezekkel a szdmokkal meghatdrozhatjuk az egyes tevékenységek varhat6 idStartamét és
variancidjat:

05+4%x14+1.5 (1.5—-05) 1

E(T12) = 6 17 var T12 - 36 = % = 0028,
24+ 4x%3+4 (4-2)2 4
E(Ty3)=—— =3 Ti3=——"2 =_—=0.111
( 13) 6 5 var 113 36 36 )
05+4%x14+1.5 1.5 —0.5)2 1
E(T23) = i Z R 1, var Thy = (36> =25 = 0.028,
24+4x%3+4 (4-2)2 4
E(Ty)="—"—"""=3 Toy=—"2 = _— =0.111
(T24) 5 , var Toy 36 36 ,
05+4%x14+1.5 1.5 —0.5)2 1
E(T34) = * Z; * = 17 var T34 - (36) = % = 0.028.

Vegyiik észre, hogy paraméterezésiink mellett a kapott varhatd értékek megegyeznek a kordbbi
rogzitett id6tartamokkal. A fiktiv élekre a varhat6 érték €s a variancia is nulla lenne.

Mivel a feltételezés szerint az egyes projekt szakaszok hosszai fiiggetlen val6szintiségi valtozok, ezért
a kritikus Tt teljes ideje varhat6 értéke és annak szérdsnégyzete a kritikus 1t szakaszaira kapott értékek
osszege lesz. Tekintsiik az (1,2) és (2,4) szakaszokbdl all6 kritikus utat:

> E(Ty;)=E(Ti2) + E(Taa) =1+3 =4,
(4,7) €kritikus at
a teljes id§ variancidja pedig

> var Ty; = var Tip + var Tpy = 0.028 + 0.111 = 0.139.
(4,7)€kritikus ut
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Ugyanezeket az értékeket kapjuk a masik, (1,3), (3,4) kritikus ttra is. A variancidbdl a megfelel6 szo-
rds v/0.139 = 0.373. Eszerint a kritikus utakon a varhat6 értékt6l valo eltérés varhaté értéke ez a 0.373.

Feltételezve, hogy a teljes kritikus Ut megtételéhez sziikséges id6 normadlis eloszlasi (ez példankra
aligha teljesiilhet), meghatarozhatjuk annak a valészintis€gét, hogy a teljes projekt befejez6dik adott
id6, mondjuk 5 nap alatt.

Ez a val6szinliség P(C'P < 5). Standardizéljuk a normalis eloszldsi valészintiségi valtozénkat:

P(CP<5)=P ( = P(Z < 2.681) = 0.996.

0.373 — 0.373

Itt az F'(2.681) = 0.996 értéket a standard normélis eloszlds tdblazatdbol olvastuk ki. Itt F'(x)
a standard normdlis eloszlds eloszlasfiiggvénye. A PERT szerint tehdt a megadott feltevések mellett
annak a valdszinisége, hogy a teljes projekt 5 nap alatt befejezédik, 99.6%.

7 z

A standard normadlis eloszlas megfeleld értékét a tablazat hasznélata helyett megtudhatjuk:

CP—-14 5—4>
<

e az Excel NORM.ELOSZL fiiggvényét haszndlva,
e az SPSS nevi statisztikai program CDF . NORMAL (2.681, 0, 1) utasitdsdval,

e a Matlab 0.5+erfc(-2.681/1.414) parancsaval (ehelyett persze a Matlab statisztikai
csomagja normcdf utasitdsa a jobb megoldds — mar ha az elérhetd) ,

e a Maple pedig a stats[statevalf,cdf,normald] (2.681); utasitissal adja a kért

//////

A PERT alkalmazdsa sorén tett feltevések nehezen teljesithetdk.

gy nem kénnyi igazolni, hogy az egyes tevékenységek id6tartamai egymastdl fiiggetlenek.

Sokszor a munkafolyamatok ideje nem béta eloszldst kovet.

A centrélis hatdreloszlds tétel feltételei teljesiiléséhez lehet, hogy nincs elegendd tevékenység a
vizsgélt ttban.

Gyakran el6fordul, hogy a varhat6 id6tartamokra alkalmazott CPM eljards eredménye nem marad
kritikus 1t a véletlen események hatasara.

Az utolsé probléma megoldédsdra alkalmazhatunk Monte Carlo szimuldciét annak meghatdrozaséra,

hogy az egyes tevékenységek milyen valdszintiséggel kritikusak, illetve hogy mennyi lehet a teljes
projekt teljesiilése idejének varhat6 értéke és szordsa.
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A béta eloszlasu valdszinilségi valtozok Gsszege:

Std. Dev = .28
Mean = .80
N =100.00

KETTO

Std. Dev = .82
Mean = 3.94
N =100.00

175 225 275 325 375 425 475 525
2,00 250 3.00 3.50 4.00 450 5.00 5.50

TIZ

pays

Itt az els6 dbra mutatja két béta eloszldssal generdlt (RV.BETA(2,3)) véletlen szdm 0Osszegének
eloszlasat az SPSS nevii program hisztogram rajzol6 utasitisa eredményeként. Be van rajzolva az
illeszkedd normadlis eloszlds stirliségfiiggvénye is. A kovetkezd dbra tiz béta eloszldsu véletlen szdm
0sszegének eloszlasat mutatja. Mindkét megjelenitett eloszlas eltér a normalistol.

15.6. Ellenorzo kérdések és gyakorlo feladatok

1. Mutasson olyan legrovidebb tut feladatot, amelyben minden ideiglenes cimke valtozatlanul
véglegessé valik!

2. Tesztelje, hany béta eloszlasu valdszintségi valtozét kell ahhoz dsszeadnia, hogy az 6sszeg szemre
megkiilonboztethetetlen legyen egy normadlis eloszlasu véaltozétol!
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3. Keressen olyan gyakorlati feladatot, amelyben az egyes tevékenységek végrehajtasi idejei valoban
fiiggetlen valdszintiségi valtozok!
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16. fejezet

Sztochasztikus programozas

Ahogy az Gjsdgédrus probléma példdjan is latszani fog, egy sztochasztikus programozdsi probléma szokas
szerint egy alapul szolgdld determinisztikus feladatra épiil. Miutan kideriilt, hogy valamely véltozé
valdjdban egy valdészinliségi valtozdval adhaté meg, egy Ujabb, sztochasztikus optimalizdldsi modellt
fogalmazunk meg.

A modell és feladat szavakat szinonimaként hasznélhatjuk. Szigortbb értelemben a modell adja meg
a feladatra vonatkoz¢ feltételezéseket, és hatdrozza meg azokat a matematikai objektumokat, amik a
rendszerlink paramétereinek megfelelnek. Ez alapjdn aztdn felirhatjuk a konkrét megoldando6 feladatot,
majd az eredményt alkalmazhatjuk leirdsi vagy miikodtetési céljainkra.

Abban az esetben, amikor a modellre vonatkozé dontést a véletlen esemény el6tt kell meghozni,
statikus modellr6] besz€liink. Ide tartozik az djsdgarus probléma is. Ezzel szemben dinamikus modellnek
neveziink olyan modelleket, amelyek olyan rendszerekre vonatkoznak, amelyek allapotaikat id6ben
véaltoztatjdk. Amennyiben a rendszer viselkedését nem befolydsoljdk véletlen folyamatok, akkor az
optimdlis vezérlést a rendszer induldsa el6tt meg lehet hatdrozni.

A sztochasztikus dinamikus rendszer esetén az optimdlis miikddtetéshez sziikség van a valdszintiségi
valtozok aktudlis értékeinek megfigyelésére, és a rendszer miikodésére vald hatdsuk megallapitasara.

Az alapul vett determinisztikus feladatokra a kdvetkez6 két példa szolgal kiindulasi pontként:

Meghatarozandé olyan x, hogy

91(37,6) 20, 92('1'35) 20, cee gr($,§) 207

x €D,
ahol D egy adott, nem véletlen halmaz, amit gyakran véges sok z-re vonatkoz6 egyenl6tlenség hatdroz
meg. A £ szimbd6lum olyan vektort jelol, amelynek komponensei majd valdszintiségi valtozok lesznek.
A maésodik determinisztikus feladat egy szEéls6érték keresés:
min h(z, &)
feltéve, hogy

91(%5) 2 07 92(‘%‘7&) Z 07 ceey g?”(x7§) 2 07

reD,

ahol D ismét egy adott, nem véletlen halmaz, amit gyakran véges sok z-re vonatkoz6 egyenlStlen-
ség hatdroz meg. A £ szimbdlum itt is olyan vektort jel6l, amelynek komponensei majd valdszintiségi
véltozok lesznek.

151



Ezeknek a feladatoknak fontos specidlis esetei az alabbi problémak:

Meghatarozandé olyan x, hogy

illetve az, hogy

min h(zx, &)
feltéve, hogy

Ar=b és x>0,

ahol esetleg nem csak &, de a T' matrixok egyes elemei is véletlen valészintiségi valtozok.
A legelsé determinisztikus problémanak felel meg példdul a kovetkezs valdsziniiség maximalizdldsi
feladat:

maXP(gl(l‘ag) > 07 92(1"’5) > 07 R gr($a£) > 0)7

ugy, hogy = € D.

16.1. Az Gjsagarus probléma

Szamos kozgazdasagi probléma fogalmazhaté meg, vagy vezethet6 vissza arra a feladatra, amikor azt
szeretnénk meghatdrozni, hogy mekkora raktarkészletet tartsunk fenn, illetve rendeljiink meg, ha mind
a raktaron tartdsnak, mind a tul kicsi készletnek ismert koltsége van. A dontéshozé célja nyilvan a
lehetséges legnagyobb nyereség elérése, illetve a koltségei minimalizélédsa.

Az djsdgdrus problémdnak azokat a feladatokat nevezzilk amelyek elegettesznek a kovetkezd
feltételeknek:

e Arrdl kell donteni, hogy mennyi arut rendeljiink. Legyen ennek mennyisége ¢.

e A d egységnyi kereslet a beszerzett drura egy ismert, p(d) val6szintiséggel fordulhat eld. Itt d
nemnegativ szdm, és a D valdszinliségi valtozo reprezentélja a keresletet.

e A d és g értékekre vonatkozdan egy c(d, q) koltség meriil fel.

Egy ujsdgarus valéban a fenti problémaval szembesiil. Ha az adott napi forgalmat alulbecsli, akkor
egyes vevoket nem tud kiszolgalni, igy lehetséges nyereségtol esik el. Masrészt ha til sokat rendel,
akkor annak a koltségeit fizetnie kell, és az el nem adott példanyok alapjan nyilvan nem jut nyereséghez.
Ha a kereslet diszkrét valdszintiségi valtozd, akkor a diszkrét keresletii vijsdgdrus problémdrdl van sz0.

A koltségfiiggvény alakja arra az esetre, amikor a készlet nem kisebb, mint az igény (d < q):

c(d,q) = coq +a,

ahol ¢, az egységnyi tiillkészletezés pozitiv koltsége. Itt tehdt ¢, az a koltség, amivel szdmolni kell
akkor, ha a mdr igy is tilzott készletet még egy egységgel noveljikk. a a g-t6l nem fiiggd tagokat jelzi.

z 2

A kés6bb bemutatott eljards miatt ennek részletezése nem sziikséges.
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Abban az esetben, amikor a megrendelt aru mennyisége kisebb, mint az igény (d > ¢ + 1), akkor a
koltségfiiggvény:
C(d7 q) = —Cuq + ba

ahol ¢, apozitiv egységnyi alulkészletezési koltség. Ez az az 6sszeg, amivel a koltségeinket csokkenteni
tudjuk, ha egy egységgel tobb a készletiink. Itt b a ¢-tdl nem fiiggd tagokat jelzi.

Az tjsdgarus probléma elemzése sordn tekintsiik most a koltségfiiggvény valtozasat. Ha E(q) a
koltségfiiggvény varhato értéke abban az esetben, ha ¢ egységnyit rendeltiink az arubdl, akkor a feladat
olyan ¢* optimalis rendelés meghatarozasa, amely minimalizalja E értékét.

Amennyiben az E(q) konvex fiiggvény, akkor elegendd az E(q+ 1) — E(q) értékeket meghatdrozni.
Konvex fiiggvény esetén ugyanis a feladatunk annak a legkisebb g-nak a megkeresésére egyszertisodik,
amelyre FE(q + 1) — E(q) pozitiv. Azt az eljardst, amely ez alapjan az E(q¢ + 1) — E(q)
ismételt kiértékelésével hatdrozza meg a keresett optimélis megrendelést, hatdrelemzésnek nevezik.
Alkalmazdsanak feltétele, hogy a célfiiggvény konvex legyen, és hogy az emlitett kiillénbség konnyen
szamithat6 legyen.

Az E(q+ 1) — E(q) kuilonbség meghatdrozasahoz két esetet kell megvizsgélni:

1. Amikor d < ¢q. Ekkor egy tjabb egység megrendelése tovabbi tilkészletezést okoz. Ez c,-al
noveli a koltséget. Ennek az esetnek a bekovetkezési valdszintisége P(D < ¢), ahol D a kereslet
valdszintiségi véltozdja.

2. A masik eset az, amikor d > ¢ + 1. Ekkor egy tovdbbi egység megrendelése csokkenti
a hidnyt, és igy csokkenti a koltséget is c,-val. A masodik eset bekovetkeztének valdszinlisége
P(D>q+1)=1-P(D<q).

A fentiek alapjdn tehdt az 6sszes eset 100 - P(D < q) szdzalékdban a g + 1 egység megrendelése
¢o-val keriil tobbe, mint g egység rendelése, és az esetek 100 - (1 — P(D < q)) szdzalékaban a g + 1
egységnyi készlet koltsége c, -val kevesebbe keriil, mint g egységnyié. Ezek alapjin dtlagosan a g + 1
aruegység megrendelése

E(g+1) = E(q) =coP(D < q) —cu(1 = P(D < q)) = (co + cu)P(D < q) —cy

koltséggel keriil tobbe, mint a ¢ egység rendelése. Mivel a P(D < q) valdszinliség ¢ novekedésével
nd, ezért ha ¢, + ¢, nemnegativ (ez az esetek tobbségében redlis feltételezés), akkor a fenti kiilonbség
monoton ndni fog, igy teljesiil a hatdrelemzés feltétele.

Ha E(q+ 1) — E(q) > 0, akkor (¢, 4+ ¢u)P(D < q) — ¢y > 0-b6l P(D < q) > ¢/ (co + cu)
adddik. Ha F(q) = P(D < q) akereslet eloszldsfiiggvénye, akkor azt a minimalis ¢ értéket keressiik,
amire még teljesiil .

(3
Fla) 2 -
PELDA. Tekintsiik azt a feladatot, amikor egy jegyzet kiaddsakor a nyomtatott példanyszamrdl kell don-
teni. A hallgatésag 1étszdma ismeretében a varhaté igényeket tobbé-kevésbé jol lehet becsiilni. A kérdés
nyilvan az, hogy hany példdnyban késziiljon a jegyzet ahhoz, hogy pl. a hdrom éven beliili teljes koltség
minimélis legyen.

A konkrét szdmadatok legyenek a kovetkezSk: az elddllitdsi koltség 900 Ft, az eladasi ar 1500
Ft. A harmadik év végén a teljes maradék készlett§l megszabadulunk félaron: eladjuk &ket egy
nagykereskeddnek (750 Ft). A hdrom éven beliil eladhaté példanyok valdszintisége:

eladott jegyzet valdszintiség

50 0.30
100 0.20
150 0.20
200 0.10
250 0.10
300 0.10
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A jelolésiink kovesse a bevezetdt: legyen ¢ a megrendelt jegyzetek szama, d pedig a harom éven beliil
ténylegesen eladottak szdma. Amennyiben az eladott példdnyok szama kevesebb, mint a megrendelteké
(d < q), akkor a teljes koltség a kovetkezdek szerint alakul:

tevékenység koltség
q darab jegyzet vasarlasa 900 ¢
d darab jegyzet eladdsa —1500 d
q — d jegyzet eladdsa félaron  —750 (¢ — d)
teljes koltség 150 ¢ — 750 d

A tovabbi vizsgélatunk szempontjabdl ebbdl az a fontos, hogy a ¢ egységnyi novelése 150 Ft-nyi
koltségnovekedést jelent (hiszen 900-ért allitjdk el a jegyzetet, és a folos példanyoktdl csak 750-ért
tudunk megszabadulni). Vegyiik észre, hogy a jegyzet elSallitdsdnak a példanyszdmtdl nem fiiggd
koltségei az optimélis példdnyszdmot nem befolydsoljdk, hiszen ezeket minden ¢-ra azonos médon
kell megfizetni.

Amennyiben az igényelt példanyok szdma legalabb annyi, mint a megrendelteké (d > ¢), akkor a

teljes koltség a kovetkezdek szerint alakul (a negativ koltséget nyereségként értelmezziik):

tevékenység koltség
q darab jegyzet vasarlasa 900 ¢
q darab jegyzet eladdsa —1500 ¢
teljes koltség —600 ¢

Ebben az esetben a ¢ egységnyi novelése a koltségeket 600 forinttal csokkenti (a nyereséget 600 Ft-
al noveli). Az eddigi koltségelemzés alapjan a tilkészletezési koltség ¢, = 150, az alulkészletezési
koltség pedig c,, = 600.

Alkalmazzuk most az optimdlis megrendelésre vonatkozé levezetett feltételt:

Flg) > Cu 600 600

= o+ ¢y 150+ 600 =750 = 0%

A megadott valdszinliségek alapjan példankban 200 darab jegyzet megrendelése az optimadlis, mert
erre adodik el6szor a kapott 0.3+0.2+0.2+0.1 = 0.8 eloszlasfiiggvény érték.
A kapott eredmény illusztrdldsaként hatdrozzuk meg az egyes koltség eltéréseket

E(q+1) = E(q) = (co+ cu)P(D < q) — ¢y

alapjdn az egymasra kovetkezd eltérések rendre:

E(51) — E(50) = (150 + 600) - 0.3 — 600 = 225 — 600 = —375,
E(101) — E(100) = 750 - 0.5 — 600 = 375 — 600 = —225,
E(151) — E(150) = 750 - 0.7 — 600 = 525 — 600 = —75,

E(201) — E(200) = 750 - 0.8 — 600 = 600 — 600 = 0,
E(251) — E(250) = 750 - 0.9 — 600 = 675 — 600 = 75,

E(301) — E(300) = 750 - 1.0 — 600 = 750 — 600 = 150.
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16.2. A folytonos keresletii ijsagarus probléma

Bizonyos értelemben az el6z6 példaban is feltételeztiik a kereslet finomabb felbontdsat, mint az épp
definialtat. Mégis, az az eset kiilon targyaland6, amikor a D keresletet egy folytonos valészintiségi
valtozéval reprezentdljuk. Az el6z6 modellre haszndlt hatdrelemzési eljardst ennek megfelelGen
modositani kell.

Eszerint a dontéshozo varhaté koltségét az a ¢* megrendelés minimalizalja varhato értékben, ahol ¢*
az a legkisebb megrendelési érték, amelyre teljesiil

Cu

P(DSQ):C +ey
(o} U

A feltételben az egyenlGséget az tette lehet6vé, hogy a kereslet most folytonos valdszintiségi valtozo.
Egyszer(ien beldthatd, hogy a fenti feltétel ekvivalens az

Co

P(D>q) =

Co + Cy

egyenlettel.

PELDA. A légitarsasdgok nemrég még bevett gyakorlata volt, hogy a legnagyobb lehetséges nyereség
elérése érdekében tobb jegyet adtak el, mint ahdny utas az adott gépre felfér — arra szdmitva, hogy nem
minden utas fog ténylegesen utazni, egyesek lemondjdk az utat kiilonb6z6 okok miatt. Vizsgaljuk meg
az Ujsagarus probléma modelljével, hogy egy adott esetben hogyan hatdrozhaté meg az optimalis #il-
foglalds.

A Fokker F70 gép 79 utast tud szallitani. Tegyiik fel, hogy egy jaratra a jegy dra 40 eFt, a tdlfoglalds
miatt a géprdl lemaradé utas karpétlas és egy masik jarat dragdbb ara miatt 20 eFt tobbletkoltséget jelent
(és visszatéritik a teljes jegydrat). A tapasztalatok szerint a jeggyel rendelkezd, de meg nem jelent utasok
szdma kozel normalis eloszlast kovet 10 varhato értékkel és 3 szorassal.

Legyen most g a légitarsasag altal az adott jaratra eladott jegyek szama, d pedig a meg nem jelent
utasok szdma (ez eltér a kordbban szokdsos jelentést6l). Ekkor g — d lesz a ténylegesen utazdsra
jelentkezOk szdma. Ha ¢ —d < 79, akkor mindenki utazhat, és ekkor a 1égitarsasdg koltsége —40(q—d)
(ezer Forintban). Ha (¢ — d) > 79, akkor 79 utas lesz a gépen (ennek koltsége —79 - 40), és
q — d — 79 utas kap karpétlast fejenként 20 eFt értékben. Ekkor tehat a légitarsasdg teljes koltsége
20(q —d—"T79) —40-79 = 20q — 20d — 60 - 79 = 20q — 20d — 4740.

Amennyiben ¢ — 79 a dontési véltozénk, akkor egy folytonos keresletli djsdgarus problémat kell
megoldani. A fenti adatok alapjan c,, = 40, és ¢, = 20. Az optimdlis dontés feltétele:

¢ 40 2
Co+cy 20440 37

Standardizdljuk a D valdszintségi valtozonkat a 10 varhato érték és a 3 szorés felhasznédldsdval:

1 —79_1 )
P(D 0 _a=-7 0>:0.6.

P(D<q—-179) =

3 - 3
Bevezetve a Z = (D — 10)/3 standard normdlis eloszldst valGszintiségi valtozot, optimalitdsi

feltételnek azt kapjuk, hogy
—79_-1 .
P (Z <= 72 0> = 0.6.

A standard normadlis eloszlds tébldzatdbol megtudhatjuk, hogy P(Z < 0.43) = 0.6664 (és a

7 z

kovetkez6 értékre, 0.44-re mar 0.67 valészintiség adédik). Innen a kozelitd optimalis megoldas

~ 79— 10
0.43 = I———,
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azaz
q = (0.43 - 3) 4 89 = 90.29.

Eszerint a 1égitarsasagnak az adott feltételek mellett a legel6nydsebb 90 vagy 91 jegyet eladnia a 79
tényleges férdhelyre. Természetesen ha az igény ennél kisebb, akkor annyi jegyet érdemes kiadni. [

16.3. Ellenorzo kérdések és gyakorlo feladatok

1. Keressen olyan gyakorlati problémédt, amelyben folytonos a dontési véltoz6 az Ujsdgarus feladat
keretében!

2. Irjon programot valdsziniiségi valtozo standardizéldsédra!

3. Milyen t6zsdei kereskedési helyzet felel meg az djsdgarus feladat foltételeinek?
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17. fejezet

Gradiens modszer

A korldtozds nélkiili nemlinedris optimalizdldsi feladatok gyakorlati problémakban gyakran 1épnek fel.
Altalanos alakjuk

ahol a célfiiggvény kétszer folytonosan differencidlhaté (f € C?), f : R* — R. A megoldés
egyik mddszere az, hogy az eredeti nemlinedris fiiggvényt a megoldashoz tart6 pontokban kvadratikus
fiiggvényekkel kozelitjiik, és a kovetkezd iterdlt a kozelitésbdl kapott megoldas lesz.

A feladat megoldédsdhoz helyi keresd eljdrdsokat szokds haszndlni, amelyek az induléponthoz tartozé
helyi minimumpont megkeresésére vallalkoznak, altaldban monoton nem novekvd célfiiggvényérték
mellett.

Amennyiben a mdsodik derivalt, a H;;(x) = 02 f(x)/0z;0x; képlettel adott Hesse matrix ismeretes,
akkor a leghatékonyabb a Newton modszer. Ez az érintomddszer alapjdn miikodik, ami egydimenzids
nemlinedris egyenletet old meg az xy1 = xp — f(xx)/f (x)) iterdcids képlettel. A tobbdimenzids
optimalizalasi feladatra ennek a kovetkezd formula felel meg:

Ti1 =z — H N ap)VF(zy),

ahol V f(xy) az f(x) fiiggvény gradiense az x, pontban.

A korszeri szamitégépes megvaldsitdsokban a megadottndl kisebb 1épést szokds tenni. Az ilyen
Newton moédszerre bizonyos feltételek teljesiilése esetén kvadratikus konvergencia érvényes, azaz egy
megfelel6 z* helyi minimumpontra

la" = zppa]] < Cllz* — @l

érvényes egy alkalmas pozitiv C' konstansra.

Gyakran a Hesse matrix nem allithaté el6 egyszertien, vagy pedig numerikus differencialdssal jol
kozelithetd. Az erre az esetre modositott Newton moédszernek guasi-Newton eljdrds a neve.  Erre
kvadratikus konvergencia mar nem érvényes, csak a szuperlinedris konvergencia, azaz teljesiil

lo* — il _

lim
k—oo ||z — x|

Amennyiben csak a gradiensértékre lehet tdimaszkodni, akkor olyan eljarast is fel lehet épiteni, amely
az adott iterdcids pontbdl a negativ gradiens irdnydban 1€p tovébb:

Tpt1 = T — AV f(zr),

ahol X\ a [épéskoz. Az olyan mddszereket, amelyek keresési irdnya a negativ gradienssel pozitiv belsd
szorzatot ad, gradiens modszereknek nevezziik.
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A gradiens moédszernek is vannak olyan valtozatai, amelyek nem igénylik a célfiiggvény derivaltjanak
ismeretét, ennek megfeleld kozelitését maga az eljards allitja el6. A gradiens médszercsaldd altalaban
csak linedris konvergenciat mutat, de a konjugélt gradiens médszerrel bizonyos feladatosztalyon el le-
het érni a szuperlinedris konvergenciét.

PELDA. Tekintsik az f(z) = (z1 — 1)® + (z1 + x2 — 2)? fiiggvényt. Ennek a célfiiggvénynek a
minimuma az x; = 1, x5 = 1 pontban van, értéke 0. A gradiens

Vf(l’) = (2(1‘1 — 1) + 2(311 + 29 — 2), 2(.%1 —+ x9 — 2))T,
a Hesse matrix és inverze pedig

H(z) = [ ; ; } . illetve H(z)™' = [ -82 _(1)(5) ]

Ennek alapj4n a Newton médszer adta iterdcié az zg = (3,3)” pontbdl indulva:

s = () 32 93](72)

Innen

a=(3)-[as WI)=05)-(555)-03)-(3)

Tehét ez alkalommal egy l1épésben megkaptuk az (1,1)7 optim4lis megoldast. Ez a jelenség a lénye-
gében kvadratikus fiiggvényekre fordulhat el6.

” 7z

PELDA. Tekintsiik az el6z5 feladatot, és oldjuk meg a gradiens médszerrel! Minimalizalandé tehat az
f(x) = (z1 — 1)% + (z1 + 22 — 2)? fiiggvény. Ennek minimuma az x; = 1, 2o = 1 pontban van,
értéke 0. A gradiens

Viz) = (2(x1 — 1) + 2(x1 + 29 — 2),2(z1 + 22 — 2))7T.

Vegyiink egy viszonylag kis 1épéskozt, A = 0.1-et, és ismét az zo = (3,3)7 indulépontot. Az
iterdcios sorozat elsd 1épései ezzel az

Tp1 = T — AV f (1)
képlet alapjan:

n=nxvse= (3 ) -01(5)=(3) (o5 )=(23)

A kovetkezd iteralt pontok a Matlab
» X = X — 0.1%x[2x(X(L)-1) 42+ (x(1)+x(2)-2); 2+ (x(1)+x(2)-2)1]
utasitasaval kiszamitva:
([ 1.24 [ 0.984 _( 0.8720
27180 )0 BT 1592 )0 T 14768 )
A kovetkezd néhany kivalasztott kozelitd vektor:
_( 0.8359 _( 0.9245 ~( 0.9930 _( 0.9999
TO= 12722 )07 221 )07 oz ) 0T\ 10002 )
Az iteralt vektorok linedris konvergenciara utalnak.
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17.1. Konjugalt gradiens médszer

A konjugdlt gradiens mddszer optimalizdldsra és szimmetrikus pozitiv definit matrixd linedris egyen-

letrendszerek megoldasara is alkalmas. Pontos aritmetikdval ugyan véges sok Iépésben megtaldlna a

megoldast, de a kerekitési hibdk miatt mégis iteracids eljarasnak kell tekinteni. Szamos varidnsa ismert.
Legyen A egy szimmetrikus, pozitiv definit matrix, akkor a

1
q(z) = §$TA:1: —27b

kvadratikus fiiggvénynek egyetlen z* minimumpontja van, és erre Ax* = b teljesiil. Mds szdval az
Az = b linedris egyenletrendszer megolddsa ekvivalens a g(x) kvadratikus fiiggvény minimumpont;jé-
nak meghatarozdsaval.

A tobbdimenzids optimalizl4si eljardsok rendszerint az

Tk41 = Tk + QS

alakban keresik az 1j kozelit6 megoldast, ahol s, egy keresési irdny, és « a lépéskoz. A kvadratikus
fliggvények optimalizdlisa sordn a kdvetkezd észrevételeket tehetjiik:

(i) A negativ gradiens (amelyik irdnyédban a célfiiggvény csokken) a rezidudlis vektor: —Vq(zx) =
b—Ax =r.

(i) Adott keresési irdany mentén nem kell adaptiv médon meghatdrozni a 1épéskozt (mint dltalanos
nemlinedris minimaliz4l4s esetén kellene), mert az optimdlis « kozvetleniil megadhats. A kere-
sési irdny mentén ott lesz a célfiiggvény minimalis, ahol az 4j reziduélis vektor merdleges sy -ra:

0= %q(l’k+l> = Vq(mkH)T%ka = (Azpg —b)T (%(wk + Osz)) = —rgﬂsk.
Az 4j rezidudlis vektort ki lehet fejezni a régivel €s a keresési irannyal:
Tpe1 =b— Az = b — A(z + asg) = (b— Azy) — aAsg = 1, — aAsy.

Balrdl beszorozva sck[’ -vel, és megoldva ezt az egyenletet «-ra azt kapjuk, hogy

T%Sk
szsk ’

Ezzel megkaptuk a szimmetrikus, pozitiv definit matrixd linedris egyenletrendszerek megolddsara
szolgdlé konjugdlt gradiens moédszert. Egy adott zg indulépontra legyen sg = rg = b — Axg, és
iterdljuk k£ = 1,2, ... értékekre az aldbbi lépéseket, amig a megallasi feltételek nem teljesiilnek:

rgrk
sgAsk

1. ap = (a 1épéshossz meghatdrozasa)
2. xp11 = T + oSy (iterdlt kozelité megoldas)

3. The1 = 1k — apAsy (az 4j rezidudlis vektor)
Thp1Th1 £ o4 p
4. B = T (segédvdltozd)

’f'k Tk

5. Sg+1 = Tk+1 + Br+15k (az 1) keresési irdny)
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Vegyiik észre, hogy az « értékét most kicsit mas formaban hataroztuk meg (r,{sk helyett rgrk all).
Ervényes viszont, hogy

T T T T T
T Sk = T (Tk + BrSk—1) = 7% "k + BET% Sk—1 = T Tk,

mivel az 7y, rezidudlis vektor merSleges az s;_1 keresési irdnyra.

A korédbbi gradiensmodszerek egyszertien a negativ gradienst kovették minden iterdciés 1€pésben,
de felismerték, hogy ez a meredek fali enyhén lejt6 volgyszerl fliggvények esetén sziikségteleniil
sok iterdcids 1épést kovetelt a volgy két oldalan val6 oda-vissza mozgdassal. A kisebb meredekséggel
rendelkezd irdnyban viszont 1ényegesen gyorsabban lehetett volna haladni a megoldas felé. A konjugalt
gradiens médszer ezzel szemben a 1épésenkénti megfeleld irdnyvaltoztatassal kikiiszoboli ezt a hatranyt
(innen a neve).

A megdllasi feltétel szokas szerint az, hogy a felhaszndlé el6irja, hogy az utolsé néhany iterélt
kozelités eltérése €s a linedris egyenletrendszer két oldala kiilonbsége norméja ezekben a pontokban
adott kis pozitiv értékek alatt maradjanak.

A konjugélt gradiens médszer nemlinedris optimalizdldsra is alkalmas, ha minden iterdciés 1épésben
az eredeti célfiiggvény kvadratikus modelljére alkalmazzuk (az adott pontbeli fiiggvényértékre, a gradi-
ensre és a Hesse métrixra vagy ezek kozelitésére tdmaszkodva).

A konjugdlt gradiens médszer egy egyszerli megvaldsitdsa a Matlabban:

function x = kg(A,b,x);
S = b-Axx;
r = s;
for k=1:20
a =(r’*r)/ (s’ *Axs);
X = X+taxs;
rr = r—axAxs;
s = rr+sx((rr’ *xrr)/ (r’ *xr));
r = rr
end

Az attekinthet6ség kedvéért a megdllasi feltételeket elhagytuk a programbdl, ezek akkor allitottak
meg az iterdciot, ha a keresési irdny, vagy a rezidudlis vektor normdja, illetve ha a megoldés utolsé két
iteraltjanak eltérése normdja kisebb volt, mint 0.00001. A kiindulasi adatok:

(1) (3 ()

Léthaté, hogy a megoldds x* = [1,1]". A kapott eredmény két iterdci6 utdn:

r =
1.0e-014 ~«
-0.1554
-0.0888
ans =
1.0000
1.0000

Tehét a linedris egyenletrendszer bal- és jobb oldaldnak eltérése mar a szdmdbrizolas hataran volt, és
az eredmény is nagyon kozeli az elméleti megoldashoz. Ez teljes 6sszhangban van a médszer (pontos
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aritmetika haszndlata esetén érvényes) véges szamu lépésben valdé konvergencidjdval, de latszik a kere-
kitési hibdk hatésa is.

A linedris egyenletrendszerek megoldasara szolgalé iteraciés Matlab eljarasokat 6sszegeztiik az alab-
bi tabldzatban:

fliggvény matrix tipus mobdszer

bicg éltalanos bikonjugdlt gradiens médszer
bicgstab | éltaldnos stabilizalt bikonjugélt gradiens mddszer
cgs altalanos négyzetes konjugalt gradiens médszer
gmres altalanos altalanositott minimum-rezidual médszer
minres Hermite-szimmetrikus ~ minimum-rezidudl médszer

lsqgr altalanos konjugélt gradiens normadlis egyenletekre
pcg Herm. poz. def. prekondicionalt konjugélt gradiens

gmr altalanos kvazi-minimal rezidual médszer
symmlg Hermite-szimmetrikus  szimmetrikus LQ mddszer

Ezek a fiiggvények (a gmres kivételével) azonos hivasi formatumot hasznalnak. A legegyszer(ibb
hivasi mdd az

x = solver (A,b),

ahol solver a tdbldzatban szereplé egyik eljards neve. Ha a megdllasi feltételben a toleranciit
modositani szeretnénk, akkor a hivési forma

x = solver (A,b,tol),

ahol a tol érték az a szdm, amellyel a norm (b-A+x) <= tolxnorm(b) feltétel teljesiilését
koveteljik meg. A tolerancia alapbedllitdsa 1e-6.
Egy adott n x m-es A maétrix nemnulla elemei szdzalékos aranyat a kovetkez Matlab utasitds adja:

» nnz (A)/n"2

A gyakrabban haszndlatos, érdekes matrixok, vektorok kozvetleniil is elérhet6k a Matlabban:

» b = ones(n,1);
az egyesekbdl allé n hosszi oszlopvektort adja.
» A = gallery(’wathen’,12,12); n = length(A)

481
» nnz (A)/n"2
ans =

0.0301

a 481 x 481-es Whaten matrixot generélja, amelynek rogzitett ritkasdgi szerkezete van véletlen ele-
mekkel. A nemnulla elemek ardnya kb. 3%. A prekondiciondlt konjugalt gradiens médszer a kovetkezd
eredményt adja a fentiekben definidlt linedris egyenletrendszerre.

»x = pcg(A,Db);
pcg stopped at iteration 20 without converging to the desired
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tolerance 1e-006 because the maximum number of iterations was
reached.
The iterate returned has relative residual 0.063

Ez azt jelenti, hogy az el6irt megdllasi feltétel nem teljesiilt még a reziduélra, tobb iterdcié végrehaj-
tasat kell ehhez engedélyezni.

x = pcg(A,b,1e-6,100);
pcg converged at iteration 86 to a solution with relative
residual 8.8e-007

Nagyon tanulsdgos a 12 helyett nagyobb paraméterrel futtatni a fenti utasitdsokat. 40 esetén az n mar
kozel 5000, a nem nulla matrixelemek ardnya 3 ezrelék. Erre a feladatra a pcg eljards kb. 6 masodper-
cig futott, mig az x = b \ A hétszer tovébb. Erdekes, hogy ha a futtatdst megismételtiik, akkor mér
kozel azonos id6re volt sziikség. Ennek az lehet a magyarazata. hogy az ismételt futtatds esetén mar a
memoridban volt a tobb szdz megabyte-nyi adat.

Az iterativ eljarasok a hatékony miikodéshez altalaban prekondicionéldst igényelnek, az eredeti
Axr=1b

egyenlet helyett az M7 és Mo matrixokkal, illetve az M = M; Mo matrixszal a kovetkezd egyenleteket
fogjak haszndlni:
M;YAMG Y Moz = My ',

vagy pedig
M Az = M.

Az atalakitds célja az, hogy az eredménymadtrix bizonyos értelemben kozel legyen az egység-
matrixhoz. A j6 prekondiciondlé matrixok meghatdrozasa nehéz feladat, és dltaldban az adott alkalmazas
ismeretét kivanja meg, amibdl a linedris egyenletrendszer szarmazik.

Az éltalunk vizsgalt A matrixnak egy jo prekondicionaléjaazM = diag(diag (A)) madtrix, az A
matrix féatldja elemeibdl 4116 diagondlis matrix. Ezzel mint 6t6dik argumentummal felhivva a pcg el-
jarast, lényegesebben gyorsabban kapunk a megéllasi feltételnek megfeleld megoldast:

» [x,flag,relres,iter] = pcg(A,b,1e-6,100,diag(diag(A)));
» flag, relres, iter
flag =
0
relres =
9.0568e-007
iter =
28

Vegyiik észre, hogy amikor egynél tobb eredmény-argumentumot kériink, akkor nem jonnek iizenetek.

A flag nulla értéke azt mutatja, hogy a megoldas teljesiti az elSirt megallasi feltételt iter darab
iterdcios 1épés utan.

17.2. Ellenorzo kérdések és gyakorlo feladatok

1. Milyen optimalizalasi feladatra ad megoldast a gradiens médszer egy 1épésben?
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2. Milyen optimalizalasi feladatra ad megoldést a Newton mddszer egy 1épésben?

3. Igaz-e, hogy minden kvadratikusan konvergens optimalizdldsi algoritmus gyorsabb minden
linedrisan konvergens eljarasnal?
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18. fejezet

A Kkorlatozas és szétvalasztas modszere

Olyan optimalizdlasi feladatok megolddsara, amelyeket kozvetleniil nem lehet valamely bevett eljdrdssal
megoldani, hasznos az eredeti feladat egyszer(ibb részfeladatokra val6é felbontdsa. Ide tartozik az
egészértékd linedris optimalizalasi feladatok kore, és a nemlinedris programozas is.

Az alapétlet az eredeti feladat szisztematikus felosztdsa olyan kisebb, valamely szempontbdl kezel-
het&bb részfeladatokra, amelyek bizonyos értelemben a teljes leszamolds egy hatékony megvaldsitasat
adjdk. A megoldott részfeladatok eredményeit természetesen megfeleléen Osszegezni kell. A mddszer
erejét az adja, hogy minden 1épése automatizdlhatd.

Tekintsiik azt a feladatot, amelyben

min f(z)

az optimalizalasi cél, és a lehetséges megolddsokat azonos dimenzidju, egész koordinatdjui = vektorok
egy véges és nem iires L halmaza adja meg.

Ennek a feladatnak nyilvdnval6an van optimélis megolddsa, hiszen a véges sok lehetséges vektor
kozott nyilvan kijelolhetd az, amelyiknél kisebb célfiiggvényértéket a tobbi nem ad. Sok esetben a le-
hetséges megolddsok szdma nagyon nagy. Igy példaul az n x n-es hozzdrendelési feladat esetén n!
darab lehetséges megoldast kellene ellendrizni.

A korldtozds és szétvdlasztds mddszere (angolul branch-and-bound, B&B) két fliggvényre tdmasz-
kodik:

e a ¢ szétvdlaszidsi fiiggvény az L lehetséges megolddsi halmaz egy tetszSleges L' (amire |L'| >
1) részhalmazanak megadja egy valddi osztalyozasat.

e a g korldtozé fiiggvény pedig az L egy tetszbleges L' # () részhalmazdhoz hozzdrendeli az
f(z), = € L' célfiiggvényértékek egy alsé korlatjat. Amennyiben L’ egy x lehetséges vektorbdl
all, akkor g(z) = f(x).

Erre a két fiiggvényre alapozva mar fel lehet épiteni a korlatozds és szétvalasztds moédszer egy
véaltozatét. A korldtozds és szétvdlasztds modszere egy leszdmldldsi fat épit fel a kovetkez8k szerint:

0. 1épés Az elGkészités sordn hatdrozzuk meg a g(L) értéket, és legyen L a leszamlalasi fa gyokere.
Legyen k = 1. Cimkézziik meg a gyokeret a g(L) értékkel.

1. 1épés Az aktudlis fa levelein hatdrozzuk meg a cimkék minimumat, és valasszunk ki egy minimalis
cimkéjd L’ levelet.

2. 1épés Amennyiben L' mdr csak egy vektorbol 4ll (L' = {Z}), akkor vége az eljardsnak, T optimdlis
megoldds.
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3. 1épés Bovitsiik az aktudlis fat ¢(L) elemeivel, legyenek ezek L’ leszdrmazottjai az épitett keresési
faban. Az 1j levelekre hatdrozzuk meg az als6 korlatokat a g fiiggvény segitségével, és rendeljiik
Oket cimkeként a megfelel§ levelekhez. Noveljilkk a k iterdcidszamot eggyel, és térjiink rd a
kovetkez6 iterdcids 1épésre (1. 1épés).

Az eljards végessége abbol adodik, hogy a ¢ definicidja alapjan minden L’ részfeladatnak legfel-
jebb |L'| leszdrmazottja van, és hogy az algoritmus futdsdnak minden fézisdban az eredeti L lehetséges
megoldési halmaz egy osztdlyozasét jelentik az aktudlis levelek. A szétvéalasztdsi fiiggvény tulajdonsa-
gan mulik, hogy minden djabb szétvalasztis valddi osztilyozast ad. Ebbdl az addédik, hogy a keresési fa
maximélis mélysége |L|. A fa végességébdl mar kovetkezik az eljards végessége is.

Az algoritmus helyessége azon mulik, hogy minden iterdciés fazisban a lehetséges megolddsoknak az
aktudlis levelek dltal meghatdrozott osztdlyozdsa részhalmazaira ismert alsé korlatok legkisebbike alsé
korlétja lesz az optimalis célfiiggvényértéknek. A megallaskor tehdt f(7) < f(z) adédik az T vektorra.
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy = optimdlis megoldas.

Gyakran hasznos a lehetséges megoldasok I halmazat befoglalni egy konnyebben kezelheté halmaz-
ba, és a felosztast azon végigkdvetni. Erdemes az alapmdédszer inditdsa sordn egy lehetséges megolddsra
vonatkozé (és ezért pontos) felsé korlatot adni az optimum értékére. Ennek segitségével a szdmontartott
részfeladatok szdmét csokkenteni lehet.

PELDA. Tekintsiik a kovetkez6 egyszert 0-1 értékd linedris programozasi feladatot:

min —4x| — x9 — T3 — X4

feltéve hogy a
51 +3x2+ 223+ x4 <5

teljesiil, és x; € {0, 1},i=1,...,4.

Ebben az esetben a lehetséges megolddsok halmaza:
L = {(07 07 07 0)’ (07 07 07 1)7 (07 07 17 0)7 (O’ 07 ]'7 1)7 (0’ ]" 07 0)? (0’ 1’ 07 1)7 (07 1’ 1’ 0)7 (1’ 0’ 0’ 0)}

Az L-en a célfiiggvény alsé korldtjdnak vegyiik a célfiiggvény egyiitthatok dsszegét, amelyekre van
egyes valamely vektorban (ennél kisebb érték nem fordulhat el8): g(L) = —7.

Tegyiik fel, hogy a szétvélasztdsi fliggvény L-et olyan két halmazra bontja, hogy L -be keriiljenek
azok a vektorok, amelyekre x; = 0, Lo-be pedig azok, amelyekre x; = 1. Ekkor

L, ={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0), (0,1,0,1),(0,1,1,0) },

és g(L1) = —3, illetve
Ly ={(1,0,0,0)},

és g(Lo) = —4.

Mivel a kovetkezs 1épésben az Lo levelet kellene tovabb osztani, és az mar csak egy vektort tartalmaz,
ezért T = (1,0,0,0) az optimélis megoldas.

Vegyiik észre, hogy a fenti gyors megoldést csak az tette lehet6vé, hogy a lehetséges megolddsok
halmazabdl egy 1épésben sikeriilt elkiiloniteni egy egyelem részhalmazt, amelyre a célfiiggvény értéke
nem volt nagyobb, mint a tobbi, a lehetséges megolddsok koz¢ tartozd vektor célfiiggvény értéke.

Gyakorlati feladatokban persze 1ényegesen nagyobb szamu iteracid kell a megolddshoz — mésrészt ez-
zel egyiitt is hatdsos és hatékony eszkoz lehet a korldtozés és szétvélasztds modszere.

PELDA.  Tekintsiik a min f(z) = 2? feladatot az X = [—2,10] intervallumon. A széls&érték
nyilvdn a O pontban van. Az f(z) fiiggvény befoglalé fiiggvényértéke a kiinduldsi intervallumon

[—2,10] % [—2, 10] = [—20,100].
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A kiindulasi intervallumot osszuk fel két egyenld részre. A kapott intervallumokra adédé korlatok:

Ebbdl az adédik, hogy a teljes feladatra vonatkozé alsé korlatunk -20-rél -8-ra javul. Vegyiik észre,
hogy a masodik részintervallumon a célfiiggvényiink monoton, ezért a befoglalé fiiggvényiink pontos.

A kovetkez§ iterdcids 1épésben a legigéretesebb részintervallum a [—2,4]. Osszuk fel most ezt. Az
ezutan meglévo részintervallumokra a korlatok:

F(=2,1]) = [=2,4],  f([1,4]) = [1,16],  f([4,10]) = [16,100].

Mivel egy részintervallumon ([—2, 1]) kapott felsd korlat kisebb, mint egy mdsik részintervallumra
([4,10]) érvényes alsé korldt, ezért az utébbi tordlhetd a keresési tartoméanybol, hiszen nem tartalmazhat
optimalis megoldast.

A kovetkez6 néhény iteracié utdni még figyelembe veendd részintervallumok a hozzdjuk tartozo
korléatokkal:

f([*2’ *075]) = [0a257 4]a f([*oa‘r)’ 1]) = [*075a 1]7 f([la 4]) = [1’ 16],

F([=2, —0,5)) = [0,25, 4], f([~0,5, 0,25]) = [-0,125, 0,25],

f([0,25, 1]) = [0,0625, 1],

£(]=0,5, —0,125]) = [0,015625, 0,25], f([—0,125, 0,25]) = [—0,03125, 0,0625],

£([0,25, 1)) = [0,0625, 1].

Az optimdlis célfiiggvényértékre vonatkozé bizonytalansag 5 iteracids 1épés alatt 120-r61 0,1 ald csok-
kent. Az optimum helye bizonytalansdga 12-rél 1,5-re alakult.

PELDA. Ebben az esetben a feladat egy olyan kellemetlen gyar telepitési helyszin meghatarozasa volt,
amelyre a magyarorszdgi nagyobb varosok lakosai szdmdval ardnyos elutasitds figyelembevételével a
lehetd legkisebb gondot okozza.

A célfiiggvény ennek megfelelden

l;
fle) = ZZ: (z—z:i)* + (y — yi)27

ahol z és y a telepités helyszinének koordinatai, az i-edik varos lakosai szama /;, koordinatéi pedig x;
és y;. Nyilvan f(z) minimalizaldsa a cél.
Az optimalizalasi feladat korldtozasat jelentette, hogy
e a gyarnak az orszdghatarokon beliil legalabb 50 kilométerre kell lennie,

e a varosok 5 kilométeres korzete is kizart a telepitésbol.

A kapott eredményt a kdvetkez8 dbra mutatja — konkrétan a megvizsgalt részintervallumok jelolésé-
vel:

166



Erdekes eredmény, hogy ha a hatartél valg eltérést nem koveteltiik meg, akkor az optimalis pozici6
minden esetben a hatdrra adédott, még akkor is, ha figyelembe vettiik a hatdron tili nagyobb varosok
taszitd hatdsat is.

18.1. Korpakolasi feladatok

Két ekvivalens megfogalmazas:

e Helyezziink el adott n darab egybevag6 kort atlapolds nélkiil, maximalis sugdarral az egységnégy-
zetben.

e Helyezziink el adott n szdmu pontot az egységnégyzetben Ugy, hogy a koztiikk 1év6 minimalis
tavolsdg maximadlis legyen.

. 2 2
ma min \/:o—m i — i),
X 1§z‘7£1j§n (4 J) + (vi y])

ahol 0 < x;,y; <1,
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A satirozott korok kis mértékben mozgathatdk az optimalitds megtartdsa mellett (a globalis minimum-
pontok halmaza pozitiv mértékif). Két kor érintkezését az 6sszekotd vonalak jelzik.

Hardware: PC, Pentium IV 1800 MHz processor, 1 GB RAM. Software: Linux, GNU C/C++, C-XSC
Toolbox, PROFIL/BIAS. A sugar értékére kapott korlatok:

Fjs = [0.2305354936426673, 0.2305354936426743], w ~ 7- 10712,

Fiy = [0.2268829007442089, 0.2268829007442240], w ~ 2 - 10~

F3y = [0.2245029645310881, 0.2245029645310903], w =~ 2 - 10715,

A teljes futdsi id6k: ~ 53, 50, illetve 21 6ra. A feladatok megoldasahoz kb. egy millié részinterval-
lum kellett. A verifikalt eljaras az optimalis pakolds helyére vonatkozo bizonytalansagot tobb mint 711,
764, illetve 872 nagysdgrenddel csokkentette.
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Magyar-angol szoszedet

Itt a leggyakoribb szakkifejezéseket gytijtdttem Ossze azok angol nyelvii valtozataval. Ez remélhetSleg
segit majd az inkdbb az angol kifejezéseket ismerSknek, €s forditva, megkonnyiti majd az angol
szakszoveg olvasasat azoknak, akik nem ismerik az angol szakirodalmat.

a valtozokra vonatkoz6 korlatokkal
rendelkez6 feladat

befoglaldsi izotonitds
direkt keres6

egészértékl optimalizélisi feladat
elsérendi moédszer

feltétel nélkiili optimalizélasi feladat

globdlis minimum
globdlis minimumpont
gradiens médszer

helyi minimum
helyi minimumpont

intervallum felosztasi modszer

konkav fliggvény
konvex fiiggvény
korlatozott feladat
kvadratikus fiiggvény

legmeredekebb lejté médszere
Lipschitz-folytonos fiiggvény

maximum

masodrendi médszerek
minimum

miivelet kiterjesztése

nemdifferencidlhat6 fiiggvény
négyzetdsszeg tipusu fiiggvény

bound constrained problem

inclusion isotonicity
direct search method

integer optimization problem
first order method

unconstrained optimization problem

global minimum (tobbes szdm: global minima)
global minimizer point
gradient method

local minimum (tobbes szam: local minima)
local minimizer point

interval subdivision method

concave function
convex function
bounded problem
quadratic function

steepest descent method
Lipschitzian function

maximum (tobbes szam: maxima)
second order methods

minimum (tébbes szam: minima)
operation overloading

non-differentiable function
sum-of-squares type objective function
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nyeregpont
optimalizdlasi feltétel

regresszio
regresszids egyenlet

sima fliggvény
staciondrius pont

szeparalt célfiigggvény
szepardlt helyi minimumpont
szigoru globalis minimumpont
szigord helyi minimumpont

véletlen keresés
vonzaskorzet

saddle point
constraint

regression
regression equation

smooth function
stationary point, critical point

separable objective function
separable local minimizer
strict global minimizer
strict local minimizer

random search
region of attraction
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A. fuggelék

Tematika

Optimalizalas alkalmazasai

Az Optimalizdlds Alkalmazdsai cim( targy felvételének feltétele: az Operdcidkutatds 1. targy teljesité-
se. A targy bevezetést ad az optimalizdl4si modellezésbe, mddszerekbe és alkalmazasukba.

El6adas: Kotelezd, 2 6ra/S kredit. Teljesitési modja: Kollokvium.

27 .2

Gyakorlat: Kotelezd, 1 6ra/0 kredit. Teljesitési médja: Alairés.

Tematika

e A hatizsak feladat

e Utaz6 ligynok feladat

o A szabisi feladat

e A maximalis folyam probléma

e Sztochasztikus programozas

e Ujsdgérus probléma

o A kritikus it és a PERT mddszer
e Gradiens médszer

e A korlatozas €és szétvalasztas modszere
Ajénlott irodalom

1. Bajalinov Erik és Imreh Baldzs: Operacidkutatds, Polygon, Szeged, 2001.
2. Az anyagot tartalmazd jegyzet elézetesen elérhet6 lesz a kovetkez6 internetes cimen: http://www.inf.u-szeged.

3. R.B. Kearfott: Rigorous Global Search: Continuous Problems, Kluwer, 1996.

Osszehasonlitdsul, a jelen targy el8dje, az Operacidkutatds II. tirgy tematikdja roviden:
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Dualitds

Egészértékii programozas

Hozzarendelési feladat megolddsa magyar médszerrel
Szallitasi feladat megolddsa magyar mddszerrel
Hiperbolikus programozési feladat

Konvex programozési feladat

Gradiens modszer

Ugyanezen targy tételjegyzéke:

Egészértékli programozasi feladat, LP relaxaci6, kerekités; Gomory-féle metszd sikok moddszere;
Dual all integer eljards; Hozzarendelési feladat (ekvivalens koltségmatrixokra vonatkozé segédtétel, a
magyar médszer, a matrixsorozat tulajdonsagai), ezek alapjan az optimalis megoldds konstrukciéja;
Hozzarendelési feladat, a magyar mddszer helyességének igazoldsa; tiltdsos hozzdrendelési feladat;
Szallitasi feladat (modell, megoldhatdsag sziikséges és elegendd feltétele, ekvivalens koltségmatrixokra

7z

vonatkozd segédtétel); Szdllitdsi feladat (magyar mdédszer, az el6dllé mdtrixsorozat tulajdonsédgai,
ezek alapjan az optimadlis megoldds meghatdrozasa); Széllitasi feladat (magyar mddszer, helyessége
bizonyit4sa); Nyitott, tiltdsos és korlatos szallit4si feladatok; Hiperbolikus programozési feladat; Konvex
programozasi feladat; Altalinos gradiens médszer; Frank-Wolfe eljaras.

Tudomanyos és szimbolikus szamitasok

A kurzus célja, hogy olyan szamitdgépes eljarasokat ismerjiink meg, amelyek a hagyomanyos numerikus
eljarasok bizonyos értelemben vett ellentettjei: tehat a megoldasokat nem kozelitdleg keressiik.
Az aldbbi tematika alapjan a szamitogépes algebra klasszikus mddszereit tekintjiik at:

Matematikai objektumok dbrazoldsa - nagyméretd egészek, polinomok, hatvanysorok
Alapmiiveletek - szdmolds tobbszoros pontossdgi szdmokkal és polinomokkal

Raciondlis aritmetika - Euklideszi algoritmus, legnagyobb k&zos 0sztd, dltaldnositott Euklidészi
algoritmus

Moduléris aritmetika - kinai maradéktétel, interpolacio

Gyors szorzds - Karatsuba algoritmus, diszkrét Fourier transzformacio és gyors Fourier transzfor-
macid, nagy pontossigu reciprok Newton iterdcioval

Primtesztelés, primfelbontas

Polinomaritmetika, polinomok gyokei, (rezultdns, Grobner-bazis)
Polinomok irreducibilis faktorizdcidja

Véletlenszdmok generédldsa

Programkonyvtarak tudomanyos és szimbolikus szdmitdsokhoz

A gyakorlaton 4ttekintjiik a tudomdanyos szdmitasok elvégzésére alkalmas programozdsi konyvtarakat.
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B. fiiggelék

Mintafeladatok a dolgozatokhoz

Feladatok ropdolgozatokhoz

Példa dolgozatfeladatok az évkozi kis felmérd dolgozatokhoz:

1. Definidlja a hatizsdk feladatot!

2. Adjon meg egy alkalmazasi példat, amelyhez olyan hatizsak feladat tartozik, amelyben a mind a
sulyok, mind a célfiiggvény egyiitthatdk pozitivak!

3. Definidlja a hatizsdk feladatot!
4. Oldja meg a max 2x1 + z2, 1 + 222 < 2 hatizsdk feladatot!
5. Mi a lényegi eltérés a hatizsdk- és a hajorakodési feladat k6zott?
6. A fix koltség feladatot melyik optimalizalasi feladatosztalyba sorolja?
7. Mutasson egy gyakorlati problémat, amely utazé tigynok feladatra vezet!
8. Definidlja a fix koltség feladatot!
9. Oldja meg a max x1 + 2x2, 221 + 2 < 2 hétizsdk feladatot!
10. Mi a lényege az implicit leszdmolasi algoritmusnak?
11. Melyik optimalizalasi feladatosztdlyba sorolja a hajérakoddsi feladatot?

12. Mi a megolddsa az olyan utazé iigynok feladatnak, amelyben minden vdrosok kozti tdvolsdg
egyenld?

13. Mennyi a legolcsébb besziirds aszimptotikus hdnyadosa szimmetrikus, és a hiromszog egyenlot-
lenséget kielégitd tadvolsag matrixra?

o2
o3
e 30000
e 300 000
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Feladatok a tudasfelméro dolgozathoz

Példaként alljon itt néhany feladat a félév végi tuddsfelmérd dolgozatra valé felkésziiléshez, irdny-
mutatasul. A felmérés célja az, hogy a hallgaték bemutassak, hogy az el6addson megismert fogalmak
Osszefliggéseivel tisztdban vannak, értik az ismertetett algoritmusokat, és az elhangzott informécidk
lényegét elsajatitottdk. A dolgozatban tiz feladat lesz, mindegyikkel 4 pontot lehet elérni. A kredit
megszerzésének sziikséges feltétele legalabb 20 pont elérése.

1.

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

Indokolja, hogy miért hasznos a hétizsdk feladat implicit leszdmoldsi eljardsdhoz az, hogy a
célfiiggvény-egyiitthaték nem pozitivok, és hogy a silyok novekvd sorrendben vannak az elsé
1épés utéan!

. Ha egy 2 Ghz-es PC 10 6rajel alatt tudja egy vektorrdl eldonteni, hogy az lehetséges megoldésa-

e a hatizsdk feladatnak, akkor egy nap alatt milyen méretd feladat megoldadsara lehet biztosan
szdmitani (tehdt a legrosszabb esetben)?

. Irja le a hatizsak feladatot részletesen!

. Mi a lényege a hatizsdk feladat implicit leszamoldssal val6 megoldasanak?

. Milyen esetben eldnyds a héitizsak feladat megolddsara az implicit leszdmolds médszere?
. Mi a lényegi eltérés a hétizsdk- és a hajorakodasi feladat kozott?

. Ismertesse részletesen az utazé iigynok feladatot!

. Soroljon fel legalabb 4 olyan gyakorlati feladatot, amelyek az utazé iigynok feladatra vezethetSk

vissza!

. Adja meg az utazé iigynok feladat révidebb alakjat! Miért elényos ez?

Mondja ki az utazé tigynok feladat két alakjanak ekvivalencidjira vonatkozé tételt! Vizolja a
bizonyitast!

Mit lehet mondani ekvivalens métrixokhoz tartoz6 utazé iigynok feladatokrél? Hogyan lehet
bizonyitani?

Mi a viszonya az utaz6 iigynok feladatnak a hozzarendelési feladathoz?

Mi az oszlopgeneralds médszerének szerepe? Miért elényos?

Ismertessen néhany heurisztikét az utazé iigynok feladatra!

Mi a szerepe a tavolsdgvektornak az utazo iigynok feladat heurisztikdiban?

Milyen médszerek haszndlatosak heurisztikus algoritmusok hatdsossdgdnak jellemzésére?
Térgyalja részletesen az aszimptotikus hdnyados definicigjat és jelentését!

Mit tud az utaz6 tigynok feladat heurisztikdinak aszimptotikus hanyados értékeirdl?
Fogalmazza meg a szabdsi feladat modelljét!

Adjon meg olyan gyakorlati feladatokat, amelyek a szabdsi feladatra vezetnek!

Definidlja a szabdsi feladat 4 heurisztik4jat!

Definidlja a legrévidebb ut feladatot részletesen!
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23.
24.
25.

26.

27.
28.

29.

30.
31.

32.
33.
34.

35.

36.
37.
38.

39.

40.
41.
42.

B.1.

Adja meg Dijkstra algoritmusét!
Adja meg a maximaélis folyam feladat alapfogalmait!
Adja meg a Ford-Fulkerson algoritmust és a cimkézési eljardst!

Mondja ki a maximadlis folyam probléma cimkézési eljardsdra vonatkozo6 allitast, és igazolja
roviden!

Mondja ki és igazolja a folyamok erdsségét korlatozé vagas kapacitdsokra vonatkozé tételt!
Ismertesse a kritikus it mddszerét a kapcsol6dé fogalmakkal egyiitt!

7 s

Mutasson olyan példat, amelyben a CPM moédszer korai és kései id6zitése minden csucsra
megegyezik!

Magyardzza el a 1ényegi kiilonbséget a tliréshatdr és a mozgdshatar kozott!

Hogyan lehet a CPM mddszert a projekt lerdviditése optimdlis valtozatdnak meghatdrozasédra
hasznélni?

Ismertesse a PERT mddszert!
Mit tud az tjsdgéarus problémarsl?!
Mi az eltérés a diszkrét- és a folytonos keresletdi ijsdgarus probléma megolddsi mdédszere kozott?

Adjon meg egy olyan konkrét, részletes gyakorlati feladatot, amely az tjsdgarus problémaéra vezet-
hetd vissza!

Mit tud a sztochasztikus programozasi modellekré1?
Ismertesse a nemlinedris optimalizdlasi feladatot és a megolddsara szolgdlé Newton mddszert!
Ismertesse a konjugalt gradiens mddszert!

Adjon példit a nemlinedris optimalizdlds témakorébdl olyan algoritmusra, amely véges szdmu
1épésben konvergdl, amelyre linedris-, szuperlinedris-, illetve olyanra is, amely kvadratikus
konvergencia érvényes!

Adjon példat az automatikus differencidldsra és az intervallum aritmetikara!
Mi mindenre jé a Newton médszer? Hogyan jellemezhet6 a konvergencidja?

Definidlja a korlatozas és szétvalasztds mddszerét! Mikor érdemes alkalmazni?

A tudasfelméro dolgozat feltételei
El6szor is, irja fel a nevét a dolgozatra, €s irja ala a megfelel helyen!
Készitsék ki a didkigazolvanyukat, vagy mds fényképes igazolvanyt az asztalra.
Minden feladat 4 pontot ér, 6sszesen tehat 40 pontot lehet elérni.
A megoldésra 60 perc all rendelkezésre, kezdje a neve megaddsdval, és az alairdssal.

A feladatokat 6nélléan kell megoldani.
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A mobiltelefonokat kérem kikapcsolni.

A megadott hely elegend§ a helyes vélasz megadasahoz, ne kérjenek tijabb papirlapot.

A dolgozat megirdsdhoz semmilyen segédeszkozt (kalkulétor, jegyzet, konyv, a szomszéd tandcsa,
...) sem szabad hasznalni.

A fenti szabalyokat megszeg6tdl a dolgozatat elvessziik, €s a tudasfelmérés sikertelennek mindsiil.

e Ha nem szeretné, hogy a dolgozat eredményének kozzétételekor a neve megjelenjen, akkor adja
meg a hallgatéi azonositdjét.

e Ha valami nem vildgos, kérem, kézfelemeléssel jelezze. A jelenlevd oktatok valaszolnak.

J6 munkat!
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C. fiiggelék

Bevezetés a MATLAB hasznalataba

A MATLAB egy numerikus programkonyvtdr, amely els6sorban matrixmtiveletek hatékony alkalma-
zésdra késziilt (innen a neve is). Mindazok, akiknek van tapasztalata magasszinti programozasi nyel-
vekkel, és dolgoztak mar ciklusokkal, feltételes utasitdsokkal, szubrutinhivassal, és logikai relacidkkal,
azok ezt a tudést kozvetleniil haszndlhatjdk a MATLAB alkalmazdsa sordn.

A programcsomag szamos numerikus eljardast tartalmaz, konnyen hasznalhat6 két- és hdromdimenzids
megjelenitést, s magas szintli programozhatésagot. A MATLAB els6sorban azért alkalmas a kozelits
szamitdsok oktatdsara, mert konnyen lehet a segitségével ilyen programokat irni €és médositani.

A kovetkez6 rovid bevezetés a MATLAB hasznalataba inkabb csak tdmogatast nyujt, de a program-
csomag teljes kori megismeréséhez valamely felhaszndl6i kézikonyvet érdemes elolvasni (pl. [27]).

A MATLAB programot a Linux és a Windows opericids rendszerekben a szokdsos mdédon, a
megfeleld ikonra valé dupla kattintdssal lehet elinditani. Az ezutdn kapott parbeszédes ablakban a
felhaszndl6 4ltal begépelt utasitdsokat a » prompt utdn lehet megadni. A programbdl vald kilépéshez
egyszerlien irjuk be a quit vagy az exit utasitast a prompt utdn.

A térgyaland6 tovédbbi nagyobb témak:

e Programozds m-fajlokkal: szkriptek

e Adattipusok (osztilyok) a MATLAB-ban

e Hogyan lehet hatékony programokat irni MATLAB-ban?
e Adatéllomdnyok olvasésa és irdsa

o Ritka métrixok kezelése

e A MATLAB stigé rendszere

e Polinomok a MATLAB-ban

Aritmetikai miiveletek és fiiggvények

Itt és a tovabbiakban is a MATLAB utasitisokat typewriter betiitipussal irjuk. Az alapvetd
miiveletek irdsmddja nem nagyon meglepd:

+ Osszeadas
- kivonas
* SZOrzas
/ 0sztds
- hatvanyozas
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i, pi a megfeleld konstansok
NaN Not-a-Number, nem abrazolhaté szam
Inf végtelen

A programozdasi nyelvekben megszokott standard fiiggvények itt is elérhetdk, és neviik is kozel van a
szokdsoshoz, pl.:

abs (#) cos (#) exp (#) log (#) loglO (#) cosh (#) sin (#)
tan (#) sart (#) floor (#) acos (#) tanh (#)

A # persze az adott fliggvény argumentumadt jeloli, és tovabbi informdciét mds fiiggvényekrol a
MATLAB online stigéja ad.

PELDA. Tekintsiik a kovetkezd egyszer( képletet, amely a 7 egy kozelitésének pontos decimalis jegyei

szdméat adja meg:
3.141626 — 7
—logy — )

Ennek MATLAB kdédja, amit tehdt a >> jeld prompt utdn kell begépelni:
» —1logl0 ((3.141626 - pi) / pi)
Az ENTER megnyomadsa utan a kovetkez$ valaszt (answer) kapjuk:

ans =
4.9741

Ennek eléréséhez tehdt nem kellett semmit se irni a sor végére. Ha visszairt valasz nélkiil kérjiik,
akkor pontosvesszot kell irni a sor végére, mint hasonl6 rendszerekben.

Alapértelmezésben tehét 5 jegyet kapunk. Ha pontosabb megjelenitésre van sziikség, akkor a format
long utasitds kb. 15 decimadlis jegyet eredményez:

» format long
3xcos (sqrt (4.7))
ans =
-1.68686892236893

A felhaszndlok sajat fliggvényeiket in. M-file-okban adhatjdk meg. Ezek az adatidllomédnyok a
MATLAB sajat formatumat kovetik, .m kiterjesztéstiek, és a MATLAB tdmogatja a szerkesztésiiket. A
fentiek szerint definidlt 0j fliggvényeket ugyanigy lehet a MATLAB-on beliil hasznélni, mint a rendszer
sajat fiiggvényeit. Ha elsére nem taldlja a frissen irt .m allomanyt, akkor ellendrizziik a Set Path utasitast
a File meniisorban, és ha kell, adjuk az 4j konyvtarat az eddigiekhez.

PELDA. Definidljuk a fun(z) = 1 + = — 22 /4 fiiggvényt a MATLAB Editor/Debugger ablakdban, és
mentsiik el a fun.m 4lloméanyba. Ehhez a kovetkezd formatumot kell kdvetni:

function y=fun (x)
y=l+x-x."2/4;

A ,,. "7 haszndlatat hamarosan megmagyarazzuk. A valtozok és a fliggvények nevében hasznalhatunk
kis és nagybetiiket, a 1ényeg az, hogy a hivatkozasok sordn kovetkezetesen jarjunk el. Ezutan a MAT-
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LAB parancsablakaban (Command Window) a kovetkezd mddon hasznalhatjuk a definidlt fiiggvényt:
» cos (fun (3))
ans=
-0.1782

A fiiggvény kiértékelésére haszndlhatjuk a feval utasitast is:
» feval (! fun’,4)
ans=

Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a fiiggvény nevét karaktersorozatként kell megadni.

Miiveletek matrixokkal

A matrixok kezelése érthetd médon az eréssége a MATLAB-nak. Lényegében minden valtozét matrix-
ként kezel:

» A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]
A=

~
[Co RGN\
O o W

Ahogy lathat6, a matrixok definidlasdban a sorokat pontosvesszdvel vélasztjuk el, az egyes métrixele-
meket pedig sz6kozzel. A métrixokat soronként begépelve is be lehet vinni:

» A=[1 2 3
4 56
7 8 9]
A=
12 3
4 5 6
78 9

A matrixokat beépitett fliggvények segitségével is generdlhatjuk:

»Z=zeros (3,5); egy 3-szor 5-0s, csupa nulldbdl 4116 matrixot ad,
»X=ones (3,5) ; egy 3-szor 5-0s, csupa egyesbdl allé matrixot kapunk,
»Y=0:0.5:2 egy 1-szer 5-0s métrixot general:

Y=

0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000

A definidlt matrixokon elemenként fiiggvényeket lehet végrehajtani:
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»cos (Y) egy megfeleld 1 x 5-6s matrixot ad:
ans=
1.0000 0.8776 0.5403 0.0707 -0.4161

A matrixok komponenseit ligyesen lehet kezelni a MATLAB-ban, tekintsiik példdul a kdvetkez uta-
sitdsokat:

»A(2,3) az A matrix egy elemét vélasztja ki,
ans=

6
A(l:2,2:3) az A madtrix egy részmatrixat adja,
ans=

2 3

5 6
A([1 31,11 31) az A maétrix egy részmatrixa kivalasztdsdnak egy mdsik médja:
ans=

13

79
»A(1l,1)=sin(3.14); értékadds egy métrixelemnek.

A maétrixokra a kovetkez6 miiveleteket alkalmazhatjuk:

+ Osszeadas,
- kivonas,
* SZOorzas,
hatvanyozis, és
! konjugdlt transzponélas.

PELDA. A matrixm{veletek illusztralasaként tekintsiik a kovetkezd egyszer( utasitassort:

»B=[1 2;3 4];
»C=B’
C=
13
2 4
»3% (BxC) "3
ans=
13080 29568
29568 66840

Itt tehét C a B transzpondltja, és az utolsé matrix a 3(B * C)3.

A felsoroltakon tdl természetesen szdmos egyéb utasitis érhetd el matrixok manipulédldsira. Ezekkel
kapcsolatban érdemes az online sigét, a felhaszndléi kézikonyvet, vagy mas leirdst (pl. [27]) tanulma-
nyozni.

A MATLAB erdssége azon fiiggvények széles kore, amelyek matrixok elemein hajthaték végre.
Korédbban erre l4ttunk példat, amikor egy 1 x 5-0s métrix elemeinek koszinuszat hatdroztuk meg. A
matrixokra vonatkozo 0sszeadas, kivonds €s skalaris szorzds természetesen matrix elemenként torténik,
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de a szorzds, osztds és a hatvdnyozds mar nem. Ahhoz, hogy ezeket a miiveleteket a métrixelemeken
hajthassuk végre, a miiveleti jelek elé egy pontot kell irni: .*, ./ és .". A matrixokra és azok elemeire
vonatkozé miveleteket nem szabad Osszekeverni:

»A=[1 2;3 4];

»A~2 ez az AA matrixszorzatot adja:
ans=
7 10
15 22
»A. "2 ezzel az A matrix elemei négyzetét kapjuk:
ans=
1 4
9 16
»cos (A./2) ezzel pedig az A matrix elemei felének koszinuszat hatdrozzuk meg:
ans=

0.8776 0.5403
0.0707 -0.41e61

Megjelenités

A MATLAB gorbék és feliiletek két-, vagy haromdimenzidés dbrdit tudja megjeleniteni. Az itt
roviden bemutatott lehet6ségeken tiliakat az online sigd, szakkonyv ([27]), vagy a felhaszndl6i leirds
segitségével kereshetjilk meg.

A kétdimenzids gorbék megjelenitésére a plot utasitdst lehet haszndlni. A kovetkezd példa az
y = cos(x) és az y = cos?(z) fiiggvényeket dbrdzolja a [0, 7] intervallumon:

»x=0:0.1:p1;
»Y=CoOS (X) ;
»z=cos (x) . 2;
»plot (x,y,x,2z,"0")

Az els6 sor adja meg a megjelenitési tartomanyt, 0.1 1épéskozzel. A kovetkezd kettd definidlja a
két fiiggvényt. Vegyiik észre, hogy az elsé harom sor mindegyike pontosvesszdvel végzddik. Ez meg-
akaddlyozza, hogy az ezekben definidlt matrixok megjelenjenek a parbeszédes ablakban. A negyedik
sor tartalmazza a plot utasitdst, és jeleniti meg a grafikont. Az els6é két argumentum eredményezi az
y = cos(z) fiiggvény dbrazoldsit, az utolsé hdrom pedig a z = cos?(x) megjelenitését, éspedig tgy,
hogy az egyes (x, zx) pontokat "o’ jeldli.

A plot utasitasnak egy hasznos alternativija az fplot. Altaldnos alakja a kovetkezd:

fplot ('name’, [a,b],n).

Ennek hatdsédra a program veszi a name . m adatdllomanybdl a fiiggvényt, és az [a, b] intervallumbdl vett
n darab alappontban meghatdrozott érték alapjén elkésziil az dbra. Az n alapértelmezése 25.

»fplot (' tanh’, [-2,2]) a tanh(z) fiiggvényt jeleniti meg a [—2, 2| intervallumon.

A plot ésaplot3 utasitdsok alkalmasak paraméteres fiiggvények két-, illetve hdromdimenzids 4b-
razolasara. Ezek kiilonosen differencidlegyenletek megoldasanak megjelenitésére alkalmasak. Példaul
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a c(t) = (2cos(t),3sin(t)) ellipszista 0 < ¢ < 27 tartomdnyon a kovetkezd utasitdssal lehet dbrazolni:

»t=0:0.2:2+pi;
»plot (2«cos(t),3*sin(t))

A c(t) = (2cos(t),t?,1/t) 3-dimenziés gorbe képéta 0.1 < t < 47 paraméter-tartomanyon pedig a
kovetkezd utasitassal lehet dbrazolni:

»t=0.1:0.1:4%pi;
»plot3(2*cos(t),t.”2,1./t)

A haromdimenzids feliiletek abrazoldsahoz egy téglatestet kell megadni a feliilet értelmezési tarto-
manyén, amelyet a meshgrid paranccsal lehet definidlni. Ezutdn a mesh vagy a surf parancsokkal
kapjuk az abrat, mint a kovetkezd példaban is:

»x=-pi:0.1l:pi;

»Y=X;
»[x,y]=meshgrid(x,vVy);
»z=sin (cos (x+y));
»mesh (z)

(Vegylik észre, hogy az utolsé sorban egyik példaban sincs pontosvesszé a sor végén.)

Programok, ciklusok, vezérlés

A logikai és relacids jelek, miiveletek a MATLAB-ban is hasonldk a magasszintli programozasi nyel-
vekben megszokottakhoz:

Rel4cidjelek:
== egyenld
= nem egyenld
< kisebb
> nagyobb
<= kisebb vagy egyenld
>= nagyobb vagy egyenld

Logikai miiveletek és konstansok:

negacio
és

vagy
igaz
hamis

O B —
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A for, if és while utasitisok a MATLAB-ban is gy miikddnek, mint a hasonlé programozési
nyelvekben. Ezeknek az alapvet6 form4ja:

for (ciklusvaltozé = kifejezés)
utasitasok
end

if (logikai kifejezés)
utasitasok
else
utasitasok
end

while (kifejezés)
utasitasok
end

A kovetkezd példa azt mutatja, hogyan lehet egymdsba dgyazott ciklusokkal egy métrixot general-
ni. Ha a példaprogramot ne st . m néven mentjiik el, akkor a MATLAB promptjdhoz nest-et irva az A
matrixot eredményezi. Vegyiik észre, hogy a matrix bal fels6 sarkabdl kiindulva a Pascal haromszoget
kapjuk.

for i=1:5
A(i,1)=1;A(1,1i)=1;

end

for i=2:5
for j=2:5

A(i,3)=A(i,j-1)+A(i-1,9);

end

end

A

A break parancs hatdsara befejez6dik egy ciklus:

for k=1:100

x=sqrt (k) ;
if ((k>10) & (x—floor (x)==0))
break
end
end
k

A disp utasitds szoveg, vagy egy mdtrix kifratdsdra hasznélhato:

n=10;

k=0;

while k<=n
x=k/3;
disp([x x"2 x7317)
k=k+1;
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end

A MATLAB programiras hatékony médja a felhaszndl6 altal definialt fiiggvények Osszedllitdsa. Ezek
input és output paramétereket is haszndlhatnak, és mds programokbdl szubrutinként hivhaték. Ennek
bemutatdsara tekintsiik a kovetkezd egyszerti programot, amit a MATLAB File / New meniipontban el-
érhetd Editor / Debugger segitségével szerkessziink meg, és mentsiik el pasc.m néven.

function P=pasc(n,m)

$Input - n a sorok szama
% - m a primszéam
$O0utput - P a Pascal haromszdg
for j=1:n
P(3,1)=1;P(1,3)=1;
end
for k=2:n
for j=2:n
P(k, j)=rem(P (k, j-1),m)+trem (P (k-1,3j),m);
end
end

Ezutdn a MATLAB parancssordba irjuk be azt, hogy P=pasc (5, 3), és lathatjuk a mod 3 Pascal
haromszog elsd 5 sordt. A masik érdekes teszt P=pasc (175, 3) ; (most fontos a pontosvesszd), €s
aztan gépeljiik be azt, hogy spy (P), ami ritka matrixot generdl nagy n esetén.

PELDA. Az aldbbi rovid Matlab program megjeleniti az y = (1 — )% fiiggvényt, és ennek Horner-
elrendezés szerint dtrendezett, de ekvivalens alakjét, ahol

z=((((x —6)*x+15)xx —20)xx + 15) *xz — 6) x x + 1).

» X = (9950:10050)/10000; % definialja a pontsorozatot

» v (1-x) .7 6;

» z = ((((((x=6) .%x+15) .*x-20) .»x+15) .*x-6) . xx+1) ;

[o)

» plot(x,[yv;z]); % egy grafikont Jjelenit meg

[o)

» print —-deps hornerdemo.ps % kiirja egy fajlba

A kapott dbra a két nagyon eltéré gorbével (a sima az (1 — 2%):
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15

x 10

_4 ! ! !
0995 0.996 0997 0.998  0.999 1 1.001 1.002 1.003 1.004 1.005

Néhany olyan Matlab utasitds, amely az adott szdmitogép, illetve a szoftver kornyezet megismerését
szolgélja:

az eps a gépi pontossag aktudlis értékét adja,

a computer azonositja a haszndlt szamitégép tipusat,
a realmax alegnagyobb pozitiv gépi szam,

a realmin alegkisebb pozitiv gépi szdm.

Végiil, meglepetésként gépeljiik be spy utasitdst, és a sorvégi pontosvesszd nélkiil nyomjuk meg az
Enter gombot.
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D. fiiggelék

Az esszé, illetve kotelezo program
kovetelményei, témak

A félévi munka egyik legfontosabb eleme a megirand6 esszé vagy kotelez6 program. Azt, hogy az
adott félévben esszét vagy kotelezd programot kell-e irni, a félév elején a gyakorlatvezetd szabja meg.
Ez a kaphat6 Osszpontszdm komoly részét adja, és ez lesz az eredménye a hallgatok 6ndlléan végzett
munkdjanak.

Az esszé

Az esszé egy a kotelezd program megirasarol és tesztelésérdl beszamold olyan rovid (15-20 oldalas) je-
lentés, amelynek a kovetkezd f6bb részeket kell tartalmaznia:

1. A kitGizott feladat pontos, részletes megfogalmazdsa, a szakirodalom megismerése alapjan a feladat
alapos lefrasa, kitérve annak nehézségeire, és eltéréseire a szomszédos teriiletektSl. Fontos targyalni az
alkalmazasi teriileteket. Erdemes itt kis méretd, attekinthet6 példakat hasznalni.

2. A megolddsdra megirt, felhasznalt (ha lehet, Matlab, Scilab, Netlib, esetleg Octave) programok
részletes megaddsa, lefrdsa. Ki kell térni az alkalmazott szdmitégépes megolddsok okaira, elényeire
is (mint pl. a valasztott adattipus, szdmformatum, algoritmus valtozat, stb.). A programok tetszSleges
programozasi nyelven késziilhetnek, de az el6bb emlitettek mellett a JAVA is preferalt, mert a hordoz-
hatésdga (?7) miatt j6 lehet az algoritmusok bemutatasara.

3. A bemutatott algoritmusok hatékonysdgat, sebességét, miveletigényét, pontossdgat és egyéb emli-
tésre mélto tulajdonsagét alkalmas teszteléssel kell demonstralni. Fontos azt is jellemezni, hogy milyen
méretli feladatok megolddsat lehet a targyalt mdédszerekkel elérni. Ennek eredményét tdbldzatos vagy
grafikonos formaban kifejez6 mdédon kell megadni.

4. Az esszé foglalja 6ssze a szlikebb szakteriilet mélyebb vagy szélesebb kori megismeréséhez ajinl-
hat6 irodalmat is, legyen az nyomtatott vagy elektronikus formé;ju.

Az esszét nyomtatott vagy elektronikus formaban kell a gyakorlatvezetének benydjtani (a konkrét
feltételeket a gyakorlatvezet6 adja meg). A haszndlt szovegszerkesztd lehetSleg IATEX vagy Word
legyen. A program futtathat6 véltozata és a forraskdd is kell ehhez.

Vildgos, hogy a heti egy 6ranyi gyakorlat nem elegendd az 1j tantargy olyan szintli megismerteté-
sére, amelyre tdmaszkodva az eddigiekben leirt szinti esszé minden tovabbi nélkiil megirhat6 lenne.
A targy célja viszont az is, hogy az 6nall6 munkat serkentse, hozzaszoktassa a hallgatésdgot ahhoz,
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hogy egy kapott feladat megolddsdhoz a sziikséges részletesebb ismereteket maga szerezze meg. Ehhez
érdemes tdmaszkodni a hdlézaton keresztiil elérhetd elézetes jegyzet irodalomjegyzékére, az interneten
elérhetd adatokra, és az évfolyamtarsak segitségére is. Korlatozott mértékben a gyakorlatvezetovel valo
konzulticid is segithet.

Az esszé ondllo munkdt kell hogy tiikr6zzon. Az esszével kapcsolatos kérdésekre a hallgaténak
kimeritd, teljes valaszt kell tudnia adni. Az azonos téméju esszéket 0sszehasonlitjak a gyakorlatvezetdk.
Az esszé értékelésének alapja épp a végzett 6nallé munka lesz.

Az esszé értékét noveli, ha az a Matlab, Scilab, Netlib vagy Octave programjait tdrgyalja. A Matlab
elérhet6 az intézeti kabinet gépein, de a gyakorlatvezetok egy honapig hasznalhaté bemutat6 valtozatot
is tudnak adni otthoni implementaldsra. A hallgaté javasolhat is esszé formaban feldolgozandé témait,
ezt azonban csak a gyakorlatvezetd el6zetes egyetértése esetén lehet elfogadni. Ez a lehet6ség példaul
szakdolgozat, diplomamunka, didkkori munka sordn mir megismert témdk bevondsa révén eldnyds
lehet.

A Kkotelezo program

A kotelezd program olyan hazifeladat, amelyet Java nyelven kell irni, és a célja az, hogy a hallgaték
bemutassdk jartassdgukat optimalizdldsi eljardsok implementdldsdban, és az érintett algoritmusok
miikodésének attekinthetd, konnyen érthetd forméaban valé megjelenitésében.

Az esszével szemben a kotelez6 program dokumentaldsa méas szempontokra helyezi a hangsulyt:

1. meg kell adni az algoritmus folyamatabrajat vagy pszeudokddjit,

2. a program teljes forrdsszovegét, de legyen elérhet a program a halézaton, és telepithetd is mas
gépekre,

3. meg kell adni a felhaszndléi ttmutatét, amely alapjan a program teljesértéktien hasznalhat6, és
végiil

4. részletesen leirni egy jellemzd futtatasi példat, amely az algoritmus hasznalhatésdgat mutatja.

Tehat nem kell: az adott feladatkort ismertetni, részletesen megadni a kapcsolddé szakirodalmat, nem

sziikséges a megirt program hatékonysagat és hatdsossigat teszteléssel igazolni. Mintaként érdemes
megnézni a

http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes

vendégoldalon a korpakolési illusztrdlé Java programot. Fontos az 6ndllé6 munka. Az értékelés alapja
az lesz, hogy milyen latvanyos, tigyes illusztraciét ad a program az adott algoritmushoz.

Esszé- és kotelezo program témak

Itt vegyesen adtunk meg témadkat esszéirashoz, illetve kotelez6 programhoz. ezeken feliil is lehet
témat valasztani a gyakorlatvezet&vel vald egyeztetés alapjan. A *-al jelolt feladatok nehezebbeknek
szamitanak, ezért sikeres megoldasukért tobbletpont jar. Néhany esszétéma (ettdl a gyakorlatvezetd
nyilvan eltérhet, és el6zetes egyeztetés alapjin a hallgaté maga vélasztotta témat is kidolgozhat):

1. Kalkuldtor. Trjon egy eljarast programozhaté kalkuldtorra egyszerti globalis optimalizaldsi

feladatok megolddsdra, gy hogy szerény méretli feladatokra redlis id6ben lehessen kozelitd
megoldast kapni. Tesztelje az algoritmust polinomokkal.
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10.

11.

12.

. Rdcsmenti keresés. A feladat egy olyan algoritmust kddolni, amely valamely célfiiggvény értékeit

hatdrozza meg egy n-dimenzids intervallumban gy, hogy a rdcs finomsiga a program input
paramétere.

. Véletlen keresés — Monte Carlo mddszer. A feladat olyan programot irni, amely egy célfiiggvény

minimumdanak megkeresésére vdllalkozik dgy, hogy az inputban meghatédrozott tobbdimenzids
intervallumba a felhaszndl6 altal megadott szdmu véletlen pontot generdl egyenletes eloszlédssal,
ezeken kiértékeli a célfiiggvényt, majd visszaadja ezek koziil a legjobbat.

. Excel Solver. Oldjon meg egy kifejez6 globdlis optimalizaldsi feladatot az Excel Solver

nevil eszkozével (ezt néha kiillon implementdlni kell a b6vitménykezeldvel). Dokumentdlja az
inditépont szerepét, a megbizhatdsagot.

. Maple. A Maple (vagy a Mathematica, esetleg a Derive, vagy a Mupad) programra épitve

adjon meg egy olyan optimalizdldsi algoritmust, amely azon alapul, hogy a korldtozds nélkiili
optimalizalasi feladat célfiiggvényének gradiense zérushelyeit hatirozza meg.

SPSS. Egy statisztikai programcsomag (pl. a felsGoktatdsban ingyenes SPSS) nemlinedris reg-
resszios eljardsat haszndlja egy globdlis optimalizéldsi feladat megolddsdra: mutasson példat,
amikor tobb, 1ényegesen eltérd helyi minimum létezik.

. Rétegelt mintdztatds. Implementdlja a rétegelt mintdztatds mdodszerét (dobjon N db. pontot

egyenletes eloszlassal egy n-dimenziés intervallumba, tartsa meg a célfiiggvény szerinti legjobb
10%-ot, rajzoljon ezek koré intervallumot stb.), és oldjon meg vele globdlis optimalizalasi
feladatokat.

. Nemlinedris szimplex. Implementaljuk a nemlinedris szimplex mddszert (az n-dimenzids térben

n + 1 pontbdl 4ll6 szimplex minden csucsdban hatdrozzuk meg a célfiiggvény értékét, majd
billentsiik tigy, hogy a legrosszabbat valtoztatjuk meg), és teszteljiik nem trividlis feladatokon.

. Evoliiciés modszer. Val6sitsa meg az evolicids mddszer egy valtozatat (vdlasszon N darab pontot

egyenletes eloszlassal egy n-dimenzids intervallumban, tartsa meg ezek legjobb 50%-at, minden
ilyen pontbdl képezzen egy utddot gy, hogy a sziil6bdl mint varhaté értékbdl kiindulva normalis
eloszlassal kicsit eltérd pontot generdl, vegye a teljes populacié legjobb 50%-at stb.), és oldjon
meg vele ehhez a mdédszerhez igazodd globdlis optimalizalasi feladatokat.

Egy-dimenzios Lipschitz-optimalizdlds. Implementélja az egy-dimenzids, az L Lipschitz konstans
ismeretén alapulé médszert (képezze a végpontokbol az L meredekséggel rajzolt alulrél korlto-
z0 linedris tortfiiggvényt, és ezt javitsa fokozatosan annak minimum-pontjiban valé fiiggvényki-
értékelés, és a tortvonal megfelel javitdsa segitségével), és mutassa be a miikodését attekinthetsd
feladatokon.

Tobb-dimenzios Lipschitz-optimalizdlds. Implementdlja a tobb-dimenziés, az L Lipschitz kon-
stans ismeretén alapulé moddszert (vegye a lehetséges megolddsok halmazinak egy befogla-
16 intervallumat, és ezen hajtson végre egy korlatozas és szétvalasztds eljarast az intervallum
végpontokban kiértékelt célfiiggvény és a Lipschitz konstans felhaszndldsdval meghatarozott alsé-
és felsé korlatokra timaszkodva), és mutassa be a miikodését attekinthetd feladatokon.

Szimuldlt hokezelés. Implementdlja a simulated annealing mddszer egy egyszerd véltozatat
(dobjon egyenletes eloszldssal N véletlen pontot az n-dimenzids keresési intervallumban, majd
minden pontbdl 1épjen egy nem rosszabb célfiiggvényértékl pontba csokkend szordsi normadlis
eloszlas alapjan stb.), és tesztelje néhany feladaton.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Multistart. Val6sitsa meg a tobbszords inditds mddszerét (vélasszon ki egyenletes eloszldssal
néhany igéretes indulépontot, és hajtson végre helyi keresést ezekbdl startolva...) egy egyszer(
formaban, és illusztralja a miikodését egy alkalmas feladaton.

GLOBAL. Toltse le a GLOBAL programot a kovetkezd internetes cimrdl és oldjon meg vele
globadlis optimalizélasi feladatokat.

ftp://ftp.jate.u-szeged.hu/pub/math/optimization/index.html

Intervallumos B&B*. Az alapmiiveletek intervallumos kiterjesztését irja meg szubrutinként
(vagy terjessze ki azokat a megfeleld miiveletek tultoltésével), majd erre alapozva adjon meg
egy egyszerl korldtozas és szétvalasztds tipust optimalizal6 eljardst. Tesztelje egy kiismerhet6
polinomon.

Korpakolds négyzetben™. A feladat az egységnégyzetben meghatdrozni adott n-re azt az n
darab pontot, amelyek kozotti minimadlis tdvolsdg a lehet6 legnagyobb. A feladathoz tetszbleges
alkalmas algoritmus hasznalhat6.

Fekete-pontok meghatdrozdsa™. A feladat egy gomb feliiletén adott szamd pont meghatdrozasa
ugy, hogy az azok tavolsidganak reciprok Osszege minimalis legyen. A megoldasra tetszbleges
modszer bevethetd.

Kissing number*. Hatarozza meg (kozelits mddszerrel), hogy egy magas dimenziés térben az
origd koriili egységsugari gombhoz hiany azonos sugari gomb illeszthet$ atfedés nélkiil.

A legrovidebb™. Adjon meg egy olyan, minimalis hosszisagu globdlis optimalizalasi algoritmust,
amely a Shekel-10 feladatot 1 mdsodpercen beliil képes megoldani legaldbb 5 jegy pontossidggal.

Az utaz6 tigynok feladat magyarorszag legnagyobb n telepiilésére ™.

Hova helyezziink el egy kellemetlen tizemet Magyarorszdgon ugy, hogy a kornyezd telepiilések
lakosai szamaval egyenesen, a tavolsaggal forditottan ardnyos Osszutalat minimalis legyen?*

Legkisebb négyzetek modszerének haszndlata
Egyviltozos feltétel nélkiili sz€lséérték feladatok
Egyviltozos feltételes szElséérték-feladatok
Tobbvaltozos feltétel nélkiili szEélséérték feladatok
Tobbvaltozos feltételes szElsdérték feladatok

A NEOS optimalizalasi szerver*

A GAMS modellezési nyelv, formalizalasi rendszer *
A CPLEX optimalizélasi rendszer*

A MINOS optimalizalasi rendszer*

Milyen segitséget kaphatunk optimalizaldsi feladatok megolddsdhoz a Maple szimbolikus algeb-
rarendszertdl?

Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megolddsdhoz a Mathematica szimbolikus
algebrarendszert61?
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33.

34.

35.

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.

Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megolddsdhoz a Derive szimbolikus algeb-
rarendszertS1?

Milyen segitséget kaphatunk optimalizdldsi feladatok megolddsdhoz a Mu-pad szimbolikus
algebrarendszert61?

Nemlinedris fliggvény minimumdnak megkeresése (tobb valtozds eset) a Matlab numerikus
programrendszerben

Az automatikus differencidlds szerepe a nemlinedris optimalizalasban *
Az intervallum-aritmetika szerepe a nemlinedris optimalizdlasban *
A mesterséges neuronhdldk az optimalizdldsban

Az Un. hangyakolénidk médszere minimalizdldsban

Genetikus algoritmusok az optimalizdldsban

Szimulalt megeresztés (simulated annealing) az optimalizdldsban
A nemlinedris szimplex médszer (Nelder-Mead)

Pakolasi feladatok *

Geometriai alakzatok lefedési problémai*

Mit tud az Excel Solver az optimalizdlds terén?

A Matlab INTLAB nevii kiegészitd csomagja az intervallumos miveletek timogatasara
A perceptron haszndlata az optimalizdldsban

DC optimalizalas*

Az érarend 6sszeallitdsa mint optimalizalasi feladat™®

A hatizsak feladat

A hajérakodasi feladat

A fix koltség probléma

Az utazé tigynok feladat

A kinai postas feladat

A legrovidebb tt probléma

A maximalis folyam feladat

Projektek titemezése

Program kiértékelés és feliilvizsgélat (PERT)

Az tjsagarus probléma

A folytonos keresletii tjsagarus probléma

Utemezés
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E. fiiggelék

Egy minta esszé

Itt egy olyan esszét adunk meg, amely mintaként szolgdl a hallgatéknak. Az itt megadott essz¢é kb. a
kettes szintet jelenti. Ehhez képest a jobb jegyet érdemld esszé alaposabb attekintését nyujtja a kiirt
témanak, részletesebb tesztelést és kifejez&bb illusztraciot tartalmaz.

Nemlinedaris optimalizdlas a Matlabban

1. A nemlinedris optimalizdlds alapfeladatéit a kdovetkezd formdban szokds megadni:
min f(x)
gi(x) <0,i=1,2,...,mq,

hj($):0, j:1,2,...,m2,

ahol f(x) : R™ — R egy dltaldban kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény, m; darab
egyenlStlenség és mo darab egyenldségfeltétel hatdrozza meg a lehetséges megolddsok halmazat. Itt
a g; és a h; fiiggvények hasonldan dltaldban kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvények. Az n
szdmot a feladat dimenzidjadnak hivjuk. A feladat a nevét arrdl kapta, hogy az emlitett fliggvények
nemlinedrisak lehetnek.

Ezzel szemben az operdcidkutatds cim{ tdrgyban megismert linedris programozdasi feladat leirdsaban
szerepl6 minden fiiggvény linedris. Ez az eltérés lényegi, a linedris programozdsra haszndlatos
algoritmusok esetiinkben haszontalanok. Amig a linedris programozési feladathoz 1étezik polinomidlis
miiveletigényi megold6 algoritmus, addig a nemlinedris optimalizalasi feladat tobb nagyon egyszer(i
részproblémdja is NP-teljes. Részben emiatt is a legtobbszor megelégsziink kozelité megoldassal.

A feladat nehézségét jelzi, hogy 4ltaldnos esetben tobb lényegesen kiillonbdzd helyi minimumpont van
(aminek van olyan kornyezete, amelyben nincs nalanal kisebb célfiiggvényértékii pont), és ezek teljes
korli megismerése, 0sszevetése nehéz. Maga a nemlinedris optimalizdlds emiatt az esetek tilnyomé
tobbségében megelégszik egy helyi minimumpont megtaldlasaval.

Az alkalmazdsi teriilet meglehetSsen széles. A kozkeletd felfogés szerint 1ényegében minden érdekes
gyakorlati probléma nemlinedris. Eszerint a linedris optimalizal4si feladatok a legtobbszor egyszertisités
utdn jonnek képbe. Az e felfogdssal ellentétes vélemény szerint pedig minden, amit a szamitégépen
megoldunk, az linedris feladat... A val6 helyzet valészintileg a két dllaspont k6zott van.

A nemlinedris feladatosztdly egyik sokszor idézett példdnya a Rosenbrock feladat:

min(1 — z1)? + 100(z? — z4)?
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Az érdekességét az adja, hogy egyrészt szemléletesen azonnal latszik, hogy mi a megoldds, mégis a
hagyomanyos nemlinedris optimalizalé algoritmusoknak meggyfilik a bajuk vele.

Ha papiron ceruzdval kell megoldani, akkor a kdvetkezd érvelést lehet haszndlni. A célfiiggvény két
nemnegativ szam 0sszege, ennek lehetd legkisebb értéke igy nulla. Vildgos, hogy az elsé tag akkor lesz
nulla, ha 1 = 1. Ha ezt beirjuk a méisodik tagba, akkor azt kapjuk, hogy x2-nek is egynek kell lennie
ahhoz, hogy a célfiiggvény optimuméat megkapjuk. Ezutdn méar csak az van hétra, hogy ellendrizziik,
hogy ez a pont benne van-e a lehetséges megolddsok halmazdban. Mivel a korldtozé feltételek most
csak egyszerd also- és fels6 korlatok az argumentumokra, ezt konny( ellendrizni.

Ez kénnyen ment, nehéz elképzelni, hogy mi miatt jelent ez gondot a szdmitégépes algoritmusoknak.
A magyardzathoz nézziik meg a célfiiggvény szintvonalait (azon gorbéket, amelyek mentén a célfiigg-
vény értéke dllando):

(1=x)%+100 (x?—y)?
2 T

1.5 *

05 h

-15

) ! ! ! ! !
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

X

1. Abra. A Rosenbrock fiiggvény szintvonalai a [—2,2]2 tartomdnyon. Az sajnos nem nagyon latszik,
hogy a kisebb fiiggvényértékii pontok egy ivelt, bandn format mutatnak. A rajz az
ezcontour (/ (1-x) "2+10* (x"2-y) "2’ ,[-2 2 -2 21]); Matlab utasitassal késziilt.

A legtobb optimalizdlé program a célfiiggvény kiilonbozé modelljén alapulva annak linedris, de in-
kabb kvadratikus alakjat haszndlja. Ezek a modellfiiggvények viszont a célfiiggvény relativ egyszerd-
sége ellenére kovetkezetesen eltérnek attdl, és emiatt a keres6 programok sok 1épésbdl 4ll6 iterdcidra
kényszeriilnek. A megoldasok jellemzé megjelenése emiatt egy sok rovid szakaszbdl 4ll6 tortvonal,
amely megkisérli a banan alaki volgy aljat kovetni. Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a Rosenbrock
fiiggvény nehezen, viszonylag nagy miiveletigény dran oldhat6é meg.

2. A Matlab maga meglehetSsen kevés tdmogatdst nyujt optimalizdldshoz. Van viszont egy kiegészit
csomagja, az Optimization Toolbox. A jelen esszé ennek lehetdségeire nem tér ki. Emlitésre mélté vi-
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szont harom Matlab rutin: az fzero, amely val6jdban egyvaltozds fiiggvények zérushelyét keresi meg,
az fminbnd, ami egyvaltozos fliggvények minimalizdldsara vallalkozik és az fminsearch, ami pe-
dig ’tobbdimenzids fiiggvények minimalizalasat végzi. Lassuk ezek alkalmazésat.

2.1 Tekintsiik el6szor az fzero eljarast. Ahhoz, hogy ezt be lehessen vetni, az eredeti feladatot 4t kell
fogalmazni egyenlet megolddssa. Sajnos a feladat maga nagyon tobbdimenzids, egy valtozéval épp a
lényegét, a kanyarod6 volgyet veszitjiik el. Minden esetre tekintsiik azt az egyenest, amely dtmegy a
minimumponton, €s amely mentén egyszerten kifejezhet6 a fliggvényiink: y = x.

Ha az y minden el&fordulasat x-re cseréljiik az eredeti fiiggvényben, akkor egy egyvaltozos fiiggvényt
kapunk, amely épp az emlitett egyenes mentén adja meg a Rosenbrock fiiggvény értékeit:

fi(z) = (1 —2z)? +100(z* — z)°.

Ez szemre még hasonl6 fiiggvény, és a polinom fokszama is megfelel az eredetiének. Ennek a
fliggvénynek keressiik tehdat a minimumét. Ahhoz hogy ennek megtaldldsdhoz az fzero eljardst
haszndlni tudjuk, a minimalizalasi feladatot at kell irni zérushely keresési feladattd. Ehhez tlizziik ki
azt a feladatot, hogy megkeresend$ az els6 derivalt zérushelye. Egy egyvaltozos fliggvény derivéltjdnak
zérushelye nem mindig minimum (lehet maximum is), de legalabb a nyeregpontokkal nem kell
foglalkozni. Az f; fiiggvény derivaltja:

fa(x) = —2(1 — x) +200(z* — 2)(2x — 1).
Ennek a zérushelyének a meghatarozdsdhoz gépeljiik be a kovetkez6 Matlab utasitast:
» fzero (! -2+ (1-x)+200x (x"2-x)* (2*x-1)",0)
A kapott valasz meglepd:

ans =
0.0102

Ha ezt az eredményt visszairjuk a vizsgélt fliggvénybe, akkor

-2%(1-0.0102)+200%(0.010272-0.0102) * (2%x0.0102-1)
ans =
-0.0016

adédik, ami nem nagyon szép. Biztaté azonban, hogy ha a keresett megoldés kozelében adjuk meg a
masodik argumentumban az indulépontot, akkor mar jobb eredményt kapunk:

» fzero (' —2%(1-x)+200% (x"2-x) * (2%x-1)",2)
ans =

az eredmény, ami a kozelitd jellegre utalhatott volna. Ehhez illusztralasaként tekintsiik a kovetkezd
szamitast:
» 1000001/10000000

ans =
1.0000
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Térjiink vissza hamisnak tlind megoldadsra. Ha most a visszahelyettesitéshez nem a kiirt értéket hasz-
ndljuk, hanem a pontosat, akkor lényegében igazoljuk, hogy a taldlt megoldds egy zérushely:

» v = fzero (' —2x (1-x)+200* (x"2-x) x (2*x-1)",0)

0.0102

2% (1-y)+200x (y"2-y) » (2%xy—1)
ans =

2.2204e-016

Ez az érték ugyanis a dupla pontos szdmabrazolas hatardn van — még ha a nullat épp ennél sokkal jobban
meg is lehet kozeliteni.

Ebbdl az kovetkezik, hogy itt bizony van egy masik gyok, tehat a Matlab a feltett kérdésre helyesen
valaszolt — vagyis nekiink az egyvaltozés valtozat megoldasait ellendrizniink kell.

A tapasztalatunk szerint a keresett megoldést akkor kapjuk meg, ha az indulépontot a [0.8, 10]
intervallumban vélasztjuk meg. Ez minden esetre dvatossdgra int a £ zero haszndlataval kapcsolatban.
Ha sok, véletleniil valasztott induléponttal kérjiik a zérushelyek meghatarozasat, akkor 6sszesen harom
ilyent taldlunk: 0.0102, 0.4898, és 1.0000. Ha az ezeknek megfelels [0.0102, 0.0102], [0.4898, 0.4898]
és [1.0000, 1.000] pontokat behelyettesitjiikk az eredeti fiiggvénylinkbe, akkor a kovetkezd értékeket
kapjuk rendre: 0.9899, 6.5051 és 0. Innen egyértelmiien megadhatjuk a minimum helyét és értékét,
és ez 0sszhangban is van a kézzel elért eredménnyel. Az egyetlen hidnyossag az, hogy nem lehetiink
biztosak benne, hogy az egyvaltozds fiiggvény minden zérushelyét megtaldltuk...

A véletlen indul6pontot haszndlé utasitas a [0, 10] intervallumra vonatkozdan:

fzero (! -2+ (1-x)+200* (x"2-x) * (2*x-1)'",10*+rand (1))

=
Il

Az optimalizalt fiiggvény alakjat a kovetkezd rovid program rajzolja ki:

» x = x=0:0.01:2.0;
» vy = —2x (1-x)+200* (x."2-x) . % (2*xx-1);
» z = X—X;

» plot(x,vy,%,2);

Ennek eredménye (a z fiiggvénnyel az x-tengelyt ravaszkodtam az dbrara...):
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2. Abra. A Rosenbrock fiiggvény y = x egyenes menti értékei derivaltfiiggvénye. Kis jéindulattal
leolvashat6 az fzero program altal megtalalt harom zérushely.

Az fzero utasitds rdaddsul csak pdratlan multiplicitdsd zérushelyek meghatdrozéséra jo, tehat pél-
déul az 2% zérushelyét nem taldlja. Ez elég rossz hir az optimalizalds szempontjabdl, mert dltaliban egy
nemlinedris fiiggvény derivaltja z€érushelyei multiplicitisa mindenféle lehet.

2.2. Vegyiik most az fminbnd utasitist. Ez egydimenzids fliggvények optimalizaldsara szolgdl. Néz-
ziik el8szor, az 22 fiiggvénnyel mit tud kezdeni:

fminbnd('x"2’,-1,1)
ans =
-2.7756e-017

Ez rendben is van lényegében. A paraméterezés: fliggvény, alsékorlat, felsbkorlat. Vigyazzunk, az
els6 utasitds utdn ne tegyiink pontosvessz6t, mert akkor az eredmény nem jelenik meg! Vegyiik akkor

7

az el6z0 szakasz egydimenzidssa atalakitott Rosenbrock fiiggvényét.
» fminbnd (’ (1-x) "2+100% (x"2-x)"2’,0,2)
ans =

1.0000

Ez is rendben van, bér az (1 — ) fiiggvény minimumhelyeként az 1-et adta meg (tehdt pontosabban
tudta megéllapitani). Nézziik meg, hogy milyen fliggvényt is minimalizéltunk:

» x=0.0:0.01:1.2;
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» y=(1-x).72+100* (x."2-x) .7 2;
» plot (x,vy);

7

0 ! ! ! ! ! !
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3. Abra. A Rosenbrock fiiggvény y = = egyenes mentére korlatozott, egydimenzids véltozata. J6l
lathat6 a megtaldlt minimum az 1 pontban.

A bal sarokban azért van egy gyands rész, ha rdzoomolunk, akkor

» fminbnd (’ (1-x) "2+100x (x"2-x)"2",0,0.4)
ans =
0.0102

szépen megkapjuk az el6z6 szakaszban kapott masik minimumjeldltet. Akkor viszont tisztdzzuk a 2.1.
szakasz 0.4898 sz€ls6értékét is:

» fminbnd (' (1-x) "2+4100* (x"2-x)"2’,0.4,0.6)
ans =
0.6000

Ez nem segit, mert csak a megadott keresési intervallum szélét kaptuk meg — ez azt jelezheti, hogy az
intervallum belsejében nincs megoldés. Valéban,

» fminbnd(’ (1-x) "2+100* (x"2-x) "2’,0.3,0.7)

ans =
0.7000
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is erre utal. Nézziik akkor meg a vizsgalt fiiggvényiink negaltjat:

» fminbnd (- ((1-x) "2+100x(x"2-x)"2)’,0.3,0.7)
ans =

0.4898

Bing6. Megvan a harmadik pont is: OK, ez nem minimumpont volt, de a maximumpont derivéltja is
nulla. Akkor ugy érezhetjiik, hogy ez a program az eddigiek szerint lényegében tudja azt, amit el lehet
varni t6le, €s azt megbizhatéan hozza is.

Nézziink akkor egy nehezebb feladatot. Az z%(sin(1/z) + 2) elég ellenséges, mert bar kétszer
folytonosan differencidlhaté (ahogy konnyen beldthatd), mégis a nulla tetszbleges kornyezetében
megszdmlélhatéan végtelen sok helyi minimumpontja van. Emiatt a megolddsa lényegében reménytelen
olyan mddszerek szdmdra, amelyek csak a fliggvény-kiértékeléseken alapulnak. Egyes programok
panaszkodnak, hogy a nulldban nem tudjak kiértékelni a fiiggvényt. Annyiban ez igaz is, hogy maga
az 1/x fiiggvény persze gondot jelent. Mdsrészt azonban az 2%-al valé beszorzds miatt a fiiggvény
maga a nulldban is folytonos. Ovatos implementaldssal a szamitégépes megvalGsitéds is megoldhaté. A
fiiggvény alakja a 4. Abran ldthat6, és mér ez is elég borzaszt6 - bar a ziirds szakasz persze a nulla
kozelében van.

A feladat megoldasa az fminbnd programmal:

» fminbnd (' x" 6% (sin(1/x)+2) 2", -1, 1)
ans =
0.0018

Bér ez nem az igazi megoldds, de azért nem nagyon rossz. Végiilis a keresési tartomany helyes kb. 4
ezrelékébe sikeriilt beletalalni. Az mar nagyobb baj, hogy ezen nem konny( javitani. Az azért érdekes,
hogy a kovetkezd egyszerii eszkoz segit:

» fminbnd ('x"6* (sin(l/x)+2)"2’, —-l-rand(1l), 1l+rand(1l))

ans =

2.5606e-006
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4. Abra. Az 25(sin(1/x) + 2) fiiggvény a [-0.01, 0.01] intervallumban. J6l l4thaté a f6 tendencia, és az
hogy a fiiggvénynek sok helyi minimumpontja van.

Ez azért csak meglepd, hogy a keresési intervallum hatdrdnak véletlenszerti tologatdsa ennyit javit
a megolddson. Ez még akkor is szép, ha a két pont kozott csak 3 nagysagrendnyi a kiilonbség. Az
még nagyobb elény, hogy amig a rogzitett intervallumon nincs értelme Gjrafuttatni a programot (mert
ugyanazt az eredményt fogjuk kapni), addig a véletlennel terhelt oldald intervallumokkal ez hasznos
lehet.

A fiiggvény ismeretében a legjobb az lenne, ha nagyon sok véletlenszerti pontban kiértékelnénk a
fliggvényt, és csak a legigéretesebb kozelében inditandnk el az fminbnd programot. Tanulsdgos, hogy
a Matlabon beliil megkeressiik az fminbnd kédjét, az fminbnd.m dllomanyt, akkor egy minddssze 250
soros programot talalunk, és ebbdl is 50 sor magyarazat, megjegyzés.

2.3. Végiil 1assuk az fminsearch utasitist. Ez hosszra csak kicsit bonyolultabb, mint fminbnd, kb.
300 soros, amibdl ismét kdzel 50 sor a magyardzat. A legegyszeriibb alakja:

X = fminsearch (FUN, X0) ;
ahol FUN a minimalizdland6 fliggvény, X0 az induléérték, és X a kapott eredmény, egy helyi

minimumpont. Vegyiink el&szor megint egy egyszer(, attekinthetS feladatot: mi lehet az (z + y)?
minimuma?
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» fminsearch (’ (x(1)+x(2))"2’,[1.2 1.27)
ans =
0.0249 -0.0249

Ez els6 pillantdsra meghokkentnek tlinhet, de rendben van, hiszen a fiiggvény minden olyan pontja
optimalis, ahol a két argumentum 6sszege nulla. A csak kicsit eltérd fliggvénnyel alapjaban mas megol-
dést kapunk:

» fminsearch (’'x (1) "2+x(2)"2",[1.2 1.27)
ans =
1.0e-004 =
-0.3946 -0.1129

Ha alaposabban megnézziik a minimalizalandé fiiggvényt, akkor ez az eredmény is elfogadhat6 lesz:
most a két paraméteriink mindegyikének nulldhoz kozelinek kell lennie az optimum kozelében. Erdekes
a Matlab kifratasi formdtuma: nagyon kis szimok helyett egyszerden kiirta, hogy az utolsé sort mivel
kell beszorozni... Azért ennél pontosabb megoldast is adhatott volna — valdszintileg az alapbeéllitidsok
inkdbb gyors mint pontos megoldast preferdlnak.

Itt a megfelel6 pont, amikor az fminsearch algoritmusardl is sz6lnunk kell. A program az tn.
Nelder-Mead algoritmuson alapul, mas néven a szimplex eljarason. Ez sajnos konnyen 6sszetéveszthetd
a linedris programozds szimplex algoritmusdval, bir lényegében nem sok koze van hozzi. Itt az
indulépont koré a program egy szimplexet (n-dimenzids térben n + 1 pontbdl 4116 szabalyos alakzatot)
rajzol. Megvizsgdlja a csicspontokban a célfiiggvény értékét, és a legrosszabb célfiiggvényértékii pontot
tiikrozi a tobbiek dltal megadott sikra. Igy egy wjabb szimplexet kapunk, és igy tovabb. Végiil is,
durvén szdélva a célfiiggvény altal meghatdrozott domborzaton egy szdgletes tirgy gurul le. Mds szdval,
a hattérben miikod6 algoritmus egy elég robusztus, de nem nagyon gyors nemlinedris helyi keresd
modszer.

Ennek fényében nagyon szép a kovetkezd eredmény:

» fminsearch ('x"6*(sin(l/x)+2)’,1.2)
ans =
-3.3307e-015

;;;;;;

fminbnd, azzal magyardzhat, hogy az el6bbi bumfordisdga most épp el6nyds: mivel a futds

elején nem tud nagyon finom keresést végezni (még nagyok a szimplexek), ezért az 2® fiiggvény

minimumhelyének eléggé a kozelébe tud férkdzni, és nem akad fenn a korai, a globdlis minimumt6l

tavoli helyi minimumokban. A 12 nagysdgrenddel jobb minimum becslés minden esetre emlitésre mélto.
Ezek utdn térjlink vissza a kordbban tirgyalt Rosenbrock fiiggvényhez:

» fminsearch (’ (1-x(1)) "2+100%(x (1) "2-x(2))"2",[0 01)
ans =
1.0000 1.0000
Bér ezen a feladaton érezhetéen tovabb gondolkodott (mondjuk 1 mdsodpercet), de ez mar megint
szép eredmény, még ha nem is az 1-et, mint egészt mutatja az eredmény (médrmint hogy az 1.000 a le-

hetséges 1 helyett a hats6 jegyekben megmutatkozo kicsi eltérésre utal).

3. Sebesség, miiveletigény, pontossag, gyakorlati alkalmazas.
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Ebben a szakaszban jellemezni prébdljuk az optimalizalasi eljardsunk sebességét. Ahhoz, hogy ezt
meg tudjuk tenni, egy nehéz feladatot kell vizsgdlnunk, és a megoldas mindségén is j6 ha leolvashato,

P

hogy mennyire j6 a talalt kozelité megoldas. Ezért vizsgaljuk az el6z6 szakasz sin(1/x)-es fiiggvényét.
A keresési algoritmus alapbedllitisai:

defaultopt=struct ('Display’,’'notify’,’'MaxIter’,

"200*numberOfVariables’, ... "MaxFunEvals’,
"200xnumberOfVariables’,’ TolX’,1le-4,’' TolFun’,le-4);

A Display csak annyit hatdroz meg, hogy ha a megfelel6 megoldédst nem tudja elérni, akkor
ennek okat irja meg nekiink.

A MaxIter amegengedett maximadlis iterdciészamot dllitja be az optimalizalt valtozok szamanak
200-szorosdra. Ez az esetek tobbségében elegendd. Ha mégsem, akkor errdl értesitést kapunk, €s
ha van értelme, akkor ezt az algoritmus paramétert nagyobb értékre éllithatjuk.

A MaxFunEvals a megolddshoz felhasznalt fiiggvényhivasok szdmdnak megengedett felsd
hatarat szabja meg. Ennek alapértelmezése is az optimalizalt valtozok szamanak 200-szorosa.

Azt, hogy mikor tekintjiik a feladatot megoldottnak, a megoldds pontossdgara vonatkoz6 két
kritérium adja meg. Az elsd, a TolX azt hatdrozza meg, hogy az optimalizdlandé valtozdkra
vonatkozéan mit tekintiink elfogadhatéan kis eltérésnek. A program megvaldsitasatol fiiggéen ezt
az algoritmus paramétert kiilonféle médon lehet haszndlni. Egy jellemz6 moédszer, hogy ha az
utolsé két (vagy néhdny) iterdlt eltérése ez a korlat alatt marad, akkor ebbdl a szempontbdl méar
elfogadhaténak tekintjiik a kozelitést.

Hasonl6 értelmezésti a TolFun algoritmus paraméter. Ez azt iizeni a programnak, hogy akkor
kérjiik az iterdcid ledllitdsat, ha a legutobbi néhdny iterdcié sordn a célfiiggvény értéke nem
valtozott tobbel mint a TolFun érték. Az utébbi két algoritmus paraméterre az alapbedllitds
(10~*) mérsékelt igényeket tamaszt — ami j6 6sszhangban van a Matlab kifratasi formatumdval is.

3.1 Ezek utdn vizsgaljuk meg, hogy az fminsearch milyen hatékony, mennyire gyors az optimalizi-
lasban. Emlékezziink vissza, hogy az abszolit minimumat a célfiiggvényiink a 0 pontban veszi fel, és
a célfiiggvény érték minimuma is nulla, de az ehhez a minimumhoz tartozé volgy szélessége is nulla —
tehdt ennek megtaldlasa reményteleniil nehéz. Masrészt minél kdzelebbi megoldast kapunk a nulldhoz,
anndl jobb a kozelités, anndl alaposabb a keresés.

A méréseinkhez a kovetkez6 rovid programot irtuk a Matlab szerkeszt6jével (€s mentettiik el sebesség
néven):
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tic
fminsearch ('x"6* (sin(1/x)+2)’,1.0,optimset (' TolX’,1le-2), ' TolFun’,le-2)
toc

Az el6z6 teszt azt tanulmadnyozza, hogy milyen hatdssal van a megoldas helyének pontossiga az en-
nek megkereséséhez sziikséges CPU-id6re. Az eredményeket az 1. Tabldzatban foglaltuk 6ssze.

tolerancia CPU -id6

102 0.18
1074 0.20
106 0.24
108 0.33
10710 0.35
10712 0.39
10714 0.44
1016 0.51
10718 0.51
10—20 0.53
1030 0.82

1. Tablazat. A tolerancia értékek hatdsa az ezek eléréséhez sziikséges CPU-id6re az
2% % (sin(1/z) + 2) optimalizaldsi feladat esetén a fminsearch Matlab programmal.

Megjegyezziik, hogy az elsé hét esetben a kapott megoldds azonos volt. Az nem is meglepd,
hogy ezutdn a programnak jobban kellett igyekeznie. Megjegyzendd, hogy bar a megoldasnak
determinisztikusnak kell lennie, mégis a futdsi id6k véltozatlan paraméterezés mellett is nagyon
valtoztak. Emiatt a tdblazatunk 3 fiiggetlen futds atlagat tartalmazza. A futdsid6 eltérése talan a
futtatd operaciés rendszer egyéb futé processzein mulott. Erre utal az is, hogy a szdmitdsigényesebb
feladatokon a CPU-id6 stabilitdsa nagyobb volt.

Erdekes, hogy a 10730 mint megélldsi feltétel paraméter mar valéban sok volt a programnak: a
tdblazatban megadott érték esetén a program panaszkodott, hogy a megengedett maximaélis fiiggvényhi-
vasszam a feladat megolddsahoz kevésnek bizonyult. Mégis, a megfeleld paraméter megnovelése sem
segitett — taldn valamilyen belsd, rejtett feltétel megakadéalyozta ennek érvényesiilését. Ekkor mar a
program 4ltal adott megoldds —2.9957e-030 volt, ami nagyon j6 — még ha van is ennél is jobb, az
adott szamitasi kornyezetben dbrazolhaté megoldas.

Hogy ezt a megoldast jobban megbecsiiljilk, megmutatjuk, hogy milyen eredményre szamithatnank
egy egyszeri, Monte Carlo médszertdl. Tekintsiik a kdvetkez6 egyszert feladatot:

min z°

a [—1, 1] intervallumon. Az ehhez tartozé véletlen keresd program:
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tic

z = 10

for i=1:100000
x=2+rand (1) -1;

y=x"2;
if (y<z)
Z=Yi
end
end
Z
toc

A kapott eredmény 3.4373e-011 volt, 3.5700 masodperc alatt. Az fminsearch ugyanezen a fel-
adaton -8.8818e-016 eredményt adott 0.1600 mésodperc alatt.

3.2. Vizsgéljuk meg az optimalizalds eredményének fiiggését a kiindul6 ponttdl:
tic
fminsearch ('x"6* (sin(1/x)+2)’,1.0,optimset (' TolX’,1le-9),’TolFun’,1le-9)

toc

A kapott eredmények:

indul6érték eredmény CPU -id6
1.0e10 -1.4211e-005 2.5440
1.0e05 -1.1369e-009 1.0110
1.0e00 -8.8818e-016 0.0800
1.0e-05  1.0521e-005 0.0300
1.0e-10  1.0500e-010 0.0300

£ L0 2

2. Tébldzat. Az induléértékek hatdsa az ezek eléréséhez sziikséges CPU-id6re az a0 * (sin(1/x) + 2)
optimalizalasi feladat esetén a fminsearch Matlab programmal.

Az els6 két sorban megadott esetben a Matlab nullaval valé osztisra panaszkodott, és keveselte a
megengedett fliggvényhivdsok szdmat. Az utols6 sorokban lathaté eredmény pedig arra utal, hogy ott
tényleges keresés nem is tortént. Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy az fminsearch robusztus eljaras,
nem feltétlen igényli a megolddshoz kozeli indulépontot, bar az elényds lehet. A szdmitasi id6 is ezt
tiikrozi, még ha a technikai részletekre oda is kell figyelni.

3.3. Végiil tekintsiink egy gyakorlati feladatot. A dontéstdmogatdsi feladatkor egyik alapprobléméja
a paronkénti 6sszehasonlitdsokon alapulé preferenciamétrixok konzisztencidjanak megteremtése. Az
alap kérdés az, hogy tobb szakértd véleményét hogyan lehet egy egységes dontéssé formalni szakmailag
meggydz0, elméletileg alatdmasztott formdban.

Vegyiik azt az esetet, hogy adott N darab alternativank, pl. vdsdroland6 aut6tipusunk. A szakértéink
kiilonboz6 szempontokat figyelembevéve olyan kijelentéseket tesznek, hogy parokat képezve, az egyik

alternativa hanyszor tekinthetd jobbnak a masiknal. Az eredményeket frjuk egy () matrixba:

1.0000 2.0000 4.0000
Q= 0.5000 1.0000 2.0000
0.2500 0.5000 1.0000
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Vegyiik észre, hogy ebben a példaban a megadott preferencidk kovetkezetesek, konzisztensek, mert

pl. az els§ alternativandl a masodik kétszer kedvezdbb (Q(1,2) = 2), a mdsodikndl a harmadik is
kétszer jobb (Q(2,3) = 2), és ennek megfelelden a harmadik alternativa az els6nél négyszer jobb

(Q(1,3) = 4). Ez persze dltaldban nem sikeriil igy, a szakértdk altal kitoltott preferenciamatrix dltalaban
nem konzisztens, tehat a megadott matrixra nem fog teljesiilni az, hogy minden sora konstansszorosa
egy masik sordnak. A konzisztencia azt is jelenti, hogy a () matrix rangja 1, mert egy sorabdl a tobbi
linedris kombindcioként szarmaztathato.

Az elérni kivant esetben tehdt az egyes alternativdk egymdshoz vald viszonyét kimeritéen jellemezni
tudjuk olyan formaban, hogy minden alternativdhoz hozzarendeliink egy pozitiv w; szamot vagy sulyt,
és a Q' konzisztens matrix ebbdl mar generalhato:

1.0000 wy/wi; ws3/wy
Ql = wl/WQ 1.0000 ZU3/w2
wl/wg wg/wg 1.000

Visszatérve a kitlizott feladathoz, azt gy formalizalhatjuk, hogy egy altalaban nem konzisztens ()
matrixhoz keresiink olyan pozitiv w sdlyvektort, hogy

N N
1Q - QNIE =Y (Q(i.j) — wj/w)?

i=1 j=1

minimélis legyen.
A feladat megolddsdhoz ismét az fminsearch programot hasznaltam. A feladatot most egy kiilon
fliggvény form4jaban adtam meg:

function £ = gw(w);

Q=1[124; 0.51 2; 0.25 0.5 17;

f = 0;

for i=1:3
f=f£+4(Q(1,1)-w(l)/w(i)) " 24(Q(1,2)-w(2)/w(i)) "2+(Q(1i,2)-w(3)/w(i)) 2;
end

A programon mindenképpen lehet még javitani, példdul a () matrixot illene kivinni a hivé program-
ba, illetve a vektorizédldson is lehet még igazitani... Minden esetre a jelen formdban is szépen futott a
program, és egy mdsodpercen beliil a kovetkez6 eredményt kaptuk:

» fminsearch('gw’,[1 1 1])
ans =
0.4215 0.8430 1.6859

Ez nem egészen az, amit vartunk (az pl. az [1 2 4]’ vektor lehetett volna), de 1ényegében rendben
van, mert a harmadik alternativa négyszer preferdltabb, mint az els6 stb. Vegyiik észre azonban, hogy
maga a program teljesen érzéketlen a w vektor abszolut értékére, csak a vektorkomponensek ardnyait
érzékeli. Ha ezt a vektort visszairjuk az optimalizdlandé nem negativ fliggvénybe, akkor a 7.1458e-008
fliggvényértéket kapjuk, ami elég jo6 érték, tekintve, hogy a paramétereket csak 4-5 értékes jegyre adtuk
meg.

Ezt az is mutatja, hogy ha az el6z6 feladatotaw = [1 2 4]’ vektorral inditjuk, akkor az ered-
mény mér megnyugtatobb:

» fminsearch ('gw’, [1 2 4])
ans =
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Vegyiik észre, hogy nem egyszertien kozeli értékeket kaptunk, hanem magukat az egészszamokat
(nem volt nehéz ezekre jutni). Ez persze azt is jelenti, hogy akkor indokolatlanul sok valtozé opti-
malizalasat kértitk a programtol, hiszen ha csak w ardnyai szdmitanak, akkor a w egyik komponensét
rogzithetjiik. Emlitsiilk meg azt is, hogy bar nem erdltettiik, de a program csak pozitiv eredményt adott
— erre vonatkoz6 ténylegesen megadott korldt nélkiil is. Ez a probléma szerkezetébdl adédhat.

Ezek utan tekintsiik a feladat perturbdlt, kicsit elrontott valtozatat. Vegyiik azt az egyszer( esetet, ami-
kor a ( matrix jobb felsd sarkdban levé négyest rontjuk csak el. Ennek helyére {rjunk 4+0.01 értéket,
ami egy szdzad mértékben perturbdlja a kordbbi szdmot (megprébéltam ez utébbit még rand (1) -el
beszorozni, de a véletlen eltérések attekinthetetlenné tették az eredményeket). A valtoz6 mértékd per-
turbaldsra vonatkozé eredményeket a 3. Téabl4zat tartalmazza:

perturbacio az eredmény
1.0e-2 1.0074,2.0170, 4.0385]
1.0e-3 1.0023,2.0048, 4.0100]”
1.0e-4 1.0007,2.0015,4.0030]"
1.0e-5 1.0007, 2.0015,4.0029]”

[ ]
[ ]
| %
1.0e-6  [1.0002,2.0004, 4.0009]7
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1.0e-7 1.0001, 2.0003, 4.0006]”
1.0e-8 1.0001, 2.0002, 4.0004]”
1.0e-9 1.0000, 2.0001, 4.0002]
1.0e-10 1.0000, 2.0000, 4.0001]7
1.0e-11 [1,2,4)7

3. Téblazat. A dontéstamogatasi preferenciamatrix konzisztensé tétele optimalizaldsi feladata
megoldédsa az alkalmazott perturbaci6 fiiggvényében. Figyeljiik meg a pontos megoldastdl valé eltérés
csokkenését a perturbacio csokkenése fiiggvényében.

Megallapithatjuk, hogy a kapott eredmények azt tiikkrozik, hogy a perturbacié csokkenésével a vart,
pontos eredmény j6l megkdzelithetd volt, vagyis a vizsgalt feladaton az inkonzisztens preferenciamétrix
konzisztensé tétele numerikus szempontbdl megbizhaté eredményt ad.

Megjegyzendd, hogy a fenti vizsgédlatokat csak a Matlab 6.5 oktatéi valtozattal sikeriilt megcsindlni,
a kordbbi, 5.0-4s hallgat6i véltozat nem ismerte fel az itt leirt optimalizaldsi programok neveit (ez a
vizsgélat a miiveletigény megéllapitdsdhoz kellett volna, mert ott még miikodik a £1ops rutin). Ennek
ellenére a Matlab 6.5-6s hallgat6i demovaltozat valdszindleg eléri ezeket a szubrutinokat.

Osszefoglalva, a Matlab 4ltal az alapcsomagban kin4lt optimaliz4lasi eljardsok hasznalhatok, tobb eset-
ben iigyesek voltak, ennek ellenére érdemes tapasztalatot gydjteni miel6tt komoly, nehezebb feladat
megoldasahoz kezdiink veliik.

4. Irodalom

A teriilettel valé alaposabb megismerkedéshez a kovetkezd konyveket, dokumentumokat ajanlom:

1. Csendes Tibor: Bevezetés a globdlis optimalizdldsba. Jegyzet el6késziiletben. Elérhetd a
www.inf.u-szeged.hu/~csendes/go.ps.gz internetes cimen.

2. Higham, Desmond J. and Nicholas J. Highham: MATLAB Guide. SIAM, Philadelphia, 2000.
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3. Neumaier, Arnold internetes vendégoldala a globdlis optimalizalasrol. Elérhetd a kovetkezd
cimen: www.mat .univie.ac.at/~neun

4. Stoyan Gisbert (szerk.): MATLAB (4. és 5. verzid). TypoTEgX Kiad6, Budapest, 1999.
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F. fiiggelék

Az eloadas foliai

AZ OPTIMALIZALAS ALKALMAZASAL

Csendes Tibor
www.inf.u-szeged.hu/~csendes, csendes@inf.u-szeged.hu

Ez az 1j tantargy az el6dje, az Operacidokutatéds II €s a Kombinatorikus optimalizalds nyomén
az optimalizalasi modellek haszndlataba €s szdmitogépes megvaldsitdsukba ad bevezetést. A
kredit kovetelményei:

Az el6addsra jards ugyan nem kotelezd, de ajanlott, és a katalégus alapjan azok, akik csak
kevés alkalommal hidnyoznak, plusz pontot kapnak

Ugyancsak plusz pontot lehet kapni az el6addson az elhangzott anyagra vonatkozé egy-
szerlibb kérdések megvalaszolaséaért.

A gyakorlat keretében az elsd félévben egy programot kell 6ndlléan megirni és az erre
vonatkozd esszét leadni hataridére (4prilis 15., a vazlaté marcius 15.). A MATLAB
rendszer elérhetd a hallgat6i kabinet gépein.

A gyakorlaton irt tobb kisdolgozat dsszevont pontszdma el kell hogy érje a maximalis
pontszdm 50%-ét, csakigy, mint a félévvégi tudasfelmérd dolgozaté és az esszEég.

Mindenkinek kell szébeli vizsgat tennie, aminek része egy 40 pontos dolgozat megirdsa
is.

Az Intézet dontése szerint az is kell hogy hallgassa az Optimalizdlas Alkalmazasai cimi
targyat, aki az Operacidkutatas II. targyat sikeresen befejezte.
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MOTIVACIO

A jelenlévik egy j6 része a végzés utdn optimalizalasi feladatokat fog megoldani rutinsze-
rien, de a modellezésben val6 jartassdg is hasznos tobb munkakorben. Egy kordbbi amerikai
felmérés szerint az operdciokutatdsi végzettségli munkdba dllokat a legkeresettebbek listdjan
el6keld helyen szerepeltették (1asd OR Today).

H.-P. Schwefel példdja: A Siemens megbizdsdbdl atomer6miivek szdmadra kellett a fiitGele-
mek helyét meghatdroznia Ggy, hogy javuljon a hatékonysdg. Az evoliciés mddszerrel talalt
megoldds tobb mint 1%-al volt jobb, mint a kordbban ismert. Bar nem tudja, hogy a talalt ko-
zelités akar csak helyileg optimélis-e, és azt sem, hogy milyen messze van az optimumtdl, a
megbizo elégedett volt (> 108 DEM).

SIAM 100 $, 100 Digits Challenge 2002, #4'

A feladat a kovetkezd fliggvény minimumanak meghatarozasa volt:

exp(sin(h0z)) + sin(60e?) + sin(70 sin(x)) + sin(sin(80y))—

—sin(10(z + ) + (& + 7).

A kapott eredmény a [—10.0,10.0] keresési tartomdnyon a globdlis minimum értékére a
kovetkezd also- és felso korldtokat adta:

[—3.306868647475316, —3.306868647475196].

A kiemelt els6 13 jegy matematikai bizonyitéerével igazoltan helyes. Ehhez 0.26 mésod-
perc CPU-id6, minimdlis memoriaigény (75 részintervallum tdroldsdra volt sziikség), 1975
célfiiggvény-, 1158 gradiens- és 92 Hesse-matrix kiértékelés kellett mindossze.

'Nick Trefethen: A Hundred-Dollar, Hundred-digit Challenge. STAM News 35(2002)
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AZ ESSZE

Az esszé egy olyan rovid (15-20 oldalas) jelentés, amelynek a kovetkezd f6bb részeket kell
tartalmaznia:

1. A kitiizott feladat pontos, részletes megfogalmazasa, a szakirodalom megismerése alapjan
a feladat alapos leirdsa, kitérve annak nehézségeire, €s eltéréseire a szomszédos teriiletektdl.
Fontos részletezni az alkalmazasi teriileteket. Erdemes itt kis méretii, attekinthetd példakat
hasznalni.

2. A megoldédsara megirt, felhasznalt, lehetleg Matlab (vagy Scilab, Netlib, esetleg Octave)
programok részletes megaddsa, leirdsa. Ki kell térni az alkalmazott szdmitégépes megolddsok
okaira, eldnyeire is (mint pl. a valasztott adattipus, szdmformatum, algoritmus valtozat, stb.).

3. A bemutatott algoritmusok hatékonyséagat, sebességét, miveletigényét, pontossagat €s
egyéb emlitésre mélté tulajdonsdgat alkalmas teszteléssel kell bemutatni. Fontos azt is jelle-
mezni, hogy milyen méretli feladatok megoldését lehet a targyalt mdédszerekkel elérni. Ennek
eredményét tablazatos vagy grafikonos formaban kifejez6 médon kell megadni.

4. Az essz€ foglalja Ossze a szlikebb szakteriilet mélyebb vagy szélesebb korli megismerésé-
hez ajanlhat6 irodalmat is (nyomtatott vagy elektronikus form4jua).

e Nyomtatott vagy elektronikus formdban kell a gyakorlatvezetének beadni,
e a hasznalt szovegszerkesztd lehetSleg ISTEX alapu, vagy Word legyen,

e érdemes tdmaszkodni a hdl6zaton keresztiil elérhetd eldzetes jegyzet irodalomjegyzékére,
az interneten elérhet6 adatokra, és az évfolyamtarsakra,

e korlatozott mértékben a gyakorlatvezet&vel val6 konzultacid is segithet,

e ondllo munkdt kell tiikroznie, €s a hallgatonak a kapott feladat megolddsdnak minden
részletével tisztdban kell lennie,

e az essz€ értékét noveli, ha az a Scilab, Netlib vagy Octave programjait targyalja,

e a hallgaté javasolhat is esszé formédban feldolgozandé témat.
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A KOTELEZO PROGRAM

A kotelez6 program olyan héazifeladat, amelyet Java nyelven kell irni, és a célja az, hogy a
hallgatok bemutassdk jartassdgukat optimalizdldsi eljardsok implementaldsdban, €és az érintett
algoritmusok miikodésének attekinthetd, konnyen értheté formaban valé megjelenitésében.

Az esszével szemben a kotelezd program dokumentdldsa mds szempontokra helyezi a
hangstlyt:

1. meg kell adni az algoritmus folyamatdbrajat vagy pszeudokddjét,

2. a program teljes forrasszovegét, de legyen elérhetd a program a hdldzaton, és telepithetd
is mas gépekre,

3. meg kell adni a felhasznal6i dtmutat6t, amely alapjan a program teljesértékiien hasznal-
hatd, és végiil

4. részletesen leirni egy jellemzd futtatasi példat, amely az algoritmus haszndlhatosagat
mutatja.

Tehat nem kell: az adott feladatkort ismertetni, részletesen megadni a kapcsol6dé szakiro-
dalmat, nem sziikséges a megirt program hatékonysagat és hatdsossigat teszteléssel igazolni.

Mintaként érdemes megnézni a
http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes
vendégoldalon a korpakolasi illusztrdlé Java programot.

Fontos az 0ndll6 munka. Az értékelés alapja az lesz, hogy milyen latvanyos, iigyes
illusztracidt ad a program az adott algoritmushoz.
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MATLAB MINTA

Az aldbbi rovid Matlab program megjeleniti az y = (1 — x)° fiiggvényt, és ennek Horner-
elrendezés szerint dtrendezett, de ekvivalens alakjat, ahol

z2=(((((x—=6)*xx+15)xx —20) %+ 15) *x — 6) xx + 1).

950:10050) /10000; % definialja a pontsorozatot

» X = (9

» v = (1-x).76;
((
(x,

» z = ((((x=6) .*#x+15) .*x—-20) . *x+15) . *x—6) . *x+1);
» plot [v;z]1); % egy grafikont jelenit meg

o)

» print —-deps hornerdemo.ps % kiirja egy fajlba

A kapott abra a két nagyon eltérd gorbével (a sima az (1 — x%)):

4
0.995 0.996 0997 0998  0.999 1 1.001  1.002 1.003 1.004 1.005

210



MAPLE MINTA

> f(x):=x"6%(sin(1/x)+3);
f(z) =26 (sin(1/x) + 3)

> plot (f(x),x=-0.01..0.01);

3.5e-12

3e—-12

2.5e-12

2e—-12

1.5e-12 1

1e-12 1

5e-13

> g(x):=diff (f(x),x);
g(x) =62 5% (sin(l/z) +3) —x "4 *cos(1/x)
> solve(g(x),x);

0,0,0,0

211




A
font

1

2.

10.

1.

12.
13.

14.
15.

AJANLOTT IRODALOM

z el6adds anyagdt a készilld jegyzet tartalmazza majd. Ezt kiegészithetik az ezutdn
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A HATIZSAK FELADAT

Adottak szallitand¢6 targyak sullyal (vagy térfogattal) és értékkel (vagy fontossdggal). A fel-
adat az, hogy meghatdrozzuk a hatizsakba beteendd holmiknak azt a részhalmazat, amelyek az

i

el6z0 értelemben a leghasznosabbak, €s egyiitt beférnek a korldtozott kapacitdsa hatizsdkba.

Hasznaljuk a kovetkezd jelolést:
m  atargyak szdma,
a; azi.targy silya,i=1,2,... m,
c; azi. targy értéke, 1 =1,2,...,m,
b arakomany megengedett maximalis 6sszsulya.

Legyen z; értéke 1, ha az ¢-edik targy bekeriilt a hatizsakba, és 0, hanem (v = 1,2,...,m).

A megoldand¢ feladat ezekkel felirva:

m
max E C;Tj,
=1

feltéve, hogy

m
E a;x; < b, és
i=1

z;€{0,1}, i=1,2,....m.

A hétizsék feladat tehét egy egészérték, binaris linedris programozasi feladat. Egy egyszer(
kiterjesztése adodik akkor, ha az elhelyezendd targyak kozott vannak azonosak. Ekkor az opti-
malizédland6 valtozok értékei nemnegativ egészek lehetnek.

A feladat jellege miatt a kiindulési feladatra legtobbszor fel lehet tenni azt, hogy a silyok és
a sulyhatdr nemnegativak. Ennek ellenére mind az a;, mind a ¢; értékek eldjele tetszbleges.
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A HATIZSAK FELADAT MEGOLDASA TELJES LESZAMOLASSAL

A hatizsdk feladatot megoldhatjuk a durva er6 moédszerével (brute force, enumeration).
Ennek 1ényege, hogy felsoroljuk az dsszes véltozé-kombinaciét, meghatidrozzuk a lehetséges
megoldasokra a célfiiggvény értékét, és kivalasztjuk ez alapjdn az optimalisat.

Az 0sszes valtozd-kombindcidt példdul lexikografikus sorrendben hatdrozhatjuk meg. Négy
bindris valtozé esetén az igy kapott sorozat:

(0,0,0,0), (0,0,0,1),...,(1,1,1,1).

Az eljarés hatranya, hogy nagyszamu véltozé esetén kezelhetetleniil sok esetre kell ellendrizni
a feltételt, és ez a szdm a véaltozok szdmdval exponencidlisan nd.

PELDA. Tekintsiik a kovetkezd feladatot. Legyen a targyak silya rendre 2, 3 és 4, a
hasznossdga pedig 5, 3, 1, mig a megengedett 0sszstly 5. A megoldast tartalmazo6 tablazat
(a lehetséges megolddsokat félkovér betl, az optimalist csillag jelzi):

javasolt megoldds | a sulya az értéke
(0,0,0) 0 0
0,0,1) 4 1
0,1,0) 3 3
(0,1,1) 7 4
(1,0,0) 2 5
(1,0,1) 6 6
(1,1,0) 5* 8"
(1,1,1) 9 9

Vegyiik észre, hogy a megolddst a mohd moddszerrel is megkapndnk: addig vennénk a
legértékesebb targyakat csokkend hasznossagi sorrendben, amig azt a silyhatar megengedi.

A feladatnak megfeleltethet6 a kovetkezd, tobbé-kevésbé redlis probléma: adott egy komp,
ennek teherbirdsa 5 tonna. Harom jarmd vér az atvitelre: egy 2 tonnds személyauto, egy 3
tonnds kisteherauto, és egy 4 tonnds szekér. A viteldijak rendre 500, 300, illetve 100 forint.
Uzleti okokbdl kivancsiak vagyunk az el6irdasoknak megfelels, legnagyobb bevételt jelentd
fuvarra.
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A HATIZSAK FELADAT MEGOLDASA KOZVETETT, IMPLICIT LESZAMOLASSAL

A megoldasi modszer lényege, hogy a teljes leszdmolast ésszerlien gyorsitjuk a feltétel és
az értékek figyelembe vételével. Tobbek kozott azokat a kiértékeléseket tudjuk megtakaritani,
amelyek egyértelmlien nem lehetséges megolddsokhoz tartoznak. Példaul, ha kideriilt, hogy

a (0,1,0,...,1,0,0) megsérti a sdlykorldtot, akkor nincs értelme a tobb egyest tartalmazé
(0,1,0,...,1,0,1) ellenrzésének — ha a megfelel§ silyok pozitivok.

1. Els6 1€pésként alakitsuk at a feladatunkat egy konnyebben attekinthets, kanonikus alakura:
legyen minden célfiiggvény egyiitthaté nem pozitiv, és a stlyok ndvekvd sorrendbe rendezet-
tek: a1 < ag < --- <aq,,.

Az elsé feltételt az x; = 1 — x; helyettesitéssel lehet elérni olyan valtozokra, amelyekre az
nem teljesiilt. Ezeket a véltozdkat természetesen meg kell jegyezni, és az eljaras végén a kapott
optimalis értékeket megfelelden vissza kell alakitani. A masodik tulajdonsdg teljesiiléséhez a
véaltozokat kell csak alkalmasan atrendezni (és a megoldds utdn vissza).

2. Az z indulévektornak valasszuk a nulla vektort. A keresés sordn ettl haladunk a keresési
fa levelei felé, amelyek utolsé komponense egyes.

3. Ha > a;x; < b teljesiil, akkor adjuk z-et a lehetséges megolddsok L halmazdhoz.
Hagyjuk ki az ellen6rizendd csucsok koziil azokat, amelyekre a jelen x utolsé nulldi egyikének
¢; egylitthatdja negativ.

Ha ez az egyenlGtlenség nem igaz, akkor ugorjuk a4t mindazokat a vektorokat a keresésben,

amelyek el6allnak tgy, hogy = utolsé nulla elemei egyike helyett egyes szerepel, és a megfe-
leld suly pozitiv.

4. Generaljunk egy ujabb vektort! Ha van még ilyen, akkor folytassuk a 3. Lépéssel. Az uj
vektor generdldsa sordn ha lehet, akkor olyant vdlasztunk, amely az el6z6 x vektor utolsé nulla
jegyeit modositva kaphaté. Ha ez mar nem lehetséges, akkor visszatériink egy kordabban félbe-
hagyott 4ghoz a keresési faban.

5. A legnagyobb célfiiggvény értéki talalt lehetséges megoldas az optimalis megoldas az z*

pontban. Az 1. Lépésben végrehajtott atalakitdsoknak megfeleléen az eredményt visszatransz-
formaljuk.
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A HATIZSAK FELADAT MEGOLDASA KOZVETETT, IMPLICIT LESZAMOLASSAL —
PELDA

A korédbban vizsgalt példat most nem érdemes haszndlni, mert konnyen lathat6, hogy abban
nincs lehetdség a keresés gyorsitdsara, mivel a nem lehetséges megoldasok mind a keresési fa
levelein vannak.

PELDA. Tekintsiik ezért a kovetkezd, kicsit médositott feladatot. Legyen a targyak silya rend-
re 4, 3 és 3, a hasznossaga pedig -5, 3, -1, mig a megengedett 0sszstly 2.

Kovessiik a kozvetett leszdmoldasi algoritmus 1épéseit.

1. frjuk fel az eredeti feladatot:

3
maxz CiY; = max —oy; + 3Y2 — Y3,
i=1

a feltétel pedig
3

> awyi <b, azaz 4y + 3y, + 3y < 2.
i=1
A kanonikus alakot ugy kapjuk, hogy az y, véltozot 1 — zq -el helyettesitjiik (€s co Uj értéke
-3 lesz). Ezzel parhuzamosan a stilyok novekvd sorrendje eléréséhez cseréljiik fel a valtozokat:
r1=1—1ys, Ty = Y3, T3 =Y.
Az uj feladat ezutén:
max —3r; — X9 — b3 + 3,

—3561 + 3%2 + 4;63 S —1.

2. Az indulévektor =7 = (0,0, 0).
3. A (0,0,0) vektorra a fenti feltétel nyilvdnvaléan nem teljesiil, ezért a tovdbbi keresésbdl

kizarjuk a (0,1,0), (0,1,1) és (0,0,1) eseteket is, mivel az utolsé két sily pozitiv, tehat ezekre az
esetekre sem teljesiilhet a feltételiink.
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A HATIZSAK FELADAT MEGOLDASA KOZVETETT, IMPLICIT LESZAMOLASSAL —
PELDA 1I.

max —3r; — To — 923 + 3,

—3x1 + 319 + 43 < —1.

4. A kdvetkezd keresési vektor z7 = (1,0,0).

3. Az (1, 0, 0) vektor silya —3 < —1, tehdt L = {(1,0,0)}. Az ehhez a vektorhoz tartozé
célfiiggvényérték 0. Mivel az (1,0,0) vektor hatsé nulldi mindegyikéhez negativ célfiiggvény-
egyliitthato tartozik, ezért mas vektort méar nem is kell megvizsgalni: a tovdbbi lehetséges meg-
oldasok célfiiggvényértéke kisebb lenne a megtalaltnal.

5. Az atalakitott feladat optimédlis megoldasa tehat (1,0,0). Az 1. Lépés atalakitdsa alapjén az
eredeti feladat optimélis megoldasa
Yy = T3 = 07

y2:1_$1:07
ygzl’gzo.

Az ehhez tartoz6 célfiiggvényérték pedig természetesen 0.

Az eredmény szépen értelmezhet6 az eredeti
max —9Y1 + 3y2 — s,

dy; + 3ya + 3yz < 2

feladatra. Eszerint a célfiiggvény optimuma a teljes, feltétellel nem korlatozott tartomanyon a
(0,1,0) pontban lenne. Ez azonban nem lehetséges megoldds, mert a masodik komponens miatt
az eldirt feltétel nem teljesiil. Az egyenldtlenséget az y, = 0 valasztdssal teljesithetjiik, ez
pedig épp a kapott megoldést adja. Mivel a célfiiggvény egyiitthatok és a sulyok egyike sem
nulla, ezért mas megoldds nincs is.
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A HAJORAKODASI FELADAT

Korlétozott térfogati szallitdeszkoz esetén a hatizsdk feladat feltételéhez a térfogatra vonat-
kozét is meg kell adni. Kovessiik a korabbi jelolést:

m  atirgyak szdma,

ay; azi.targy sulya,7=1,2,...,m,

ag; az 1. targy térfogata, v = 1,2,...,m,

d; az1.targybol rendelkezésre 4116 mennyiség,
c; azu.targy értéke, i =1,2,... m,

by  arakomany megengedett maximalis Osszsilya,
b,  arakomany megengedett maximalis Ossztérfogata.

Legyen x; ért€ke ismét 1, ha az i-edik targy bekeriilt a rakomdnyba, €s 0, ha nem (i =
1,2,...,m). Ha tobb i-edik targy is van a rakomdnyban, akkor x; értéke legyen a megfeleld
egész szam.

A megoldand¢ feladat ezekkel felirva:

m
max E C;Tj,
=1

feltéve, hogy

Zaﬁxi <bj, j=12,

i=1

a7 S dia és

xriegész, 1 =1,2,...,m.

Allapitsuk meg, hogy a hajérakodasi feladat is megoldhaté a kordbban ismertetett implicit
leszamoléssal, de moddositast kell rajta végrehajtani. Bér elvileg a két feltétel egymdstol
fiiggetleniil is érvényesithetd az ellendrizendd vektorok szaménak csokkentésére, de a silyok és
a térfogatok értékei egyszerre nem feltétleniil rendezhet6k novekvo sorrendbe. Ennek ellenére
a kapott eljaras altaldban hatékonyabb lesz, mint a teljes leszdmolas.

Vegyiik észre, hogy hasonlé médon tovébbi feltételek is érvényesithetdk, pl. a rakomény
0sszhosszara stb.
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A FIX KOLTSEG FELADAT

A termeld, szolgaltat6 vallalkozdsok a koltségeik csokkentésére torekszenek. Tekintsiik azt
a feladatot, amely a fix és termeléssel ardnyos koltségek viszonydt vizsgalja.
Hasznaljuk a kovetkezd jelolést:

m a termékek szama,

T az 1. termék gyartand6 mennyisége,

d; az 1. termék gyartasi korlatja,

g a 7. termék egységnyi mennyiségének gyartdsdhoz az i. er6forrasbol
felhasznalt mennyiség,

b; az 1. eroforrasbodl rendelkezésre all6 mennyiség,

¢ az 1. termék fix koltsége (vagy nulla),

k;(x;) azi.termék mennyiségtl fiiggd termelési koltsége.

A matematikai modell ezek alapjén:

min Z fi(z;) = min Z ¢+ Z ki)
=1 =1 =1
feltéve, hogy

ngzédl, és

Az <b.

A feladat nemlinedris k;(z) esetén szepardabilis, linedrisan korlatozott nemlinedris optimali-
zalasi feladat. Amennyiben a gydrtandé termékek mennyisége egész, akkor rdaddsul egészér-
téki (vagy vegyes egészértékii) nemlinedris optimalizaldsi problémaval dllunk szemben.

. PRSI 4 4 0.6 2 44z

Gyakori eset, hogy a nem fix beruhdzasi fuggyenyresz x; ", vagy hasonl6 alaku, és igy
feladatunk a konkdv optimalizalas teriiletére tartozik.
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10.

11.

12.

ELLENORZO KERDESEK ES GYAKORLO FELADATOK AZ EDDIGI
FELADATOKHOZ

. Mutasson olyan értelmes gyakorlati feladatot, amely olyan hétizsédk feladatra vezet,

amelyben a célfiiggvény egylitthatok mind negativok!

Hogyan fogalmaznd 4t a teljes leszdmolds modszerét a hatizsdk feladat azon esetére,
amikor tobb azonos targyat kell elhelyezni?

. Mutasson példat, amelyre az implicit leszamolési eljaréds az elsé lehetséges megolddssal

meg is taldlja az optimdlis megoldast!

. Mutasson példat, amelyre az implicit leszdmoldsi eljards is minden sz6bajovd vektort

meg kell hogy vizsgéljon ahhoz, hogy megtalalja az optiméalis megoldast!

Keressen gyakorlati példat arra az esetre, amikor a hatizsdk feladat célfiiggvény egyiitt-
hat6i kozott vannak pozitiv és negativ eldjeltek is!

Mi adja a 1ényegi eltérést a hatizsak- és a hajorakodasi feladat kozott?

Ha egy 2 Ghz-es PC 10 orajel alatt tudja egy vektorrdl eldonteni, hogy az lehetséges
megoldasa-e a hatizsdk feladatnak, akkor egy nap alatt milyen méretii feladat megoldasara
lehet biztosan szamitani (tehét a legrosszabb esetben)?

Keressen redlis alkalmazasi feladatot, amely olyan hatizsdk feladatra vezet, amelyben
negativ és pozitiv silyok is kellenek!

Indokolja, hogy a fix koltség feladat miért nem vezethet6 vissza kozvetleniil a hatizsdk
feladatra!

Adjon meg egy olyan hatizsdk feladat osztalyt, amely minden elemére nem negativ az
optimélis célfiiggvény érték!

Mit lehet mondani annak a hatizsdk feladatnak a megoldésairdl, amelyben minden suly
€s minden célfiiggvény egyiitthat6 is megegyezik?

Jellemezze a hajérakodasi feladatoknak azt a részhalmazét, amely megfeleltethetd a hati-
zsék feladatnak!
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10.

11.
12.

ELLENORZO KERDESEK ES GYAKORLO FELADATOK AZ EDDIGI
FELADATOKHOZ II

. Tekintsiik a maxz; + 2x9, 221 + 2o < 2 hatizsdk feladatot. Milyen mértékben lehet

megvéltoztatni a sdlykorlatot ahhoz, hogy a megoldds ne véltozzon? Mi a helyzet a
feladat tobbi paraméterével?

. Tegyiik fel, hogy egy hdtizsék feladatban a legnagyobb célfiiggvényértékhez tartozo tar-

gyak 0sszstlya a megadott korlat alatti. Mit mondhatunk ekkor az optimdlis megoldésrdl?

. Ha a hétizsdk feladatban megadott legfontosabb targyak 6sszsilya épp a stlyhatart adja,

akkor mi az optimdlis megoldas?

Mutasson olyan hétizsdk feladatot, amelynek optimalis megoldaséban a legkisebb értéki
targy is benne van!

. Igaz az, hogy barmely bindris vektorhoz konstrudlhat6 olyan hatizsdk feladat, amelynek

ez egyetlen optimélis megolddsa? Es olyan, amelynek csak ez nem optimalis megolddsa?

Mi a hatranya a Monte Carlo médszernek (egyenletes eloszldssal generdlunk vektorokat,
€s a talalt legjobb célfiiggvényértéki vektort megjegyezziik) a hatizsak feladat megolddsa
sorén?

Oldja meg fejben a max z; + 2z9, 221 + x5 < 2 hdétizsak feladatot! Melyik médszert
hasznalta?

Erveljen a teljes leszamolds médszere mellett: mikor elnyosebb az, mint az implicit
leszdmolas?

Mennyi a miiveletigénye az implicit leszamolds elsd, elokészitd 1épésének?

Mi a megolddsa annak a hatizsdk feladatosztdlynak, amelyben minden suly, érték és
sulyhatdr megegyezik?

Miért nincs értelme a hatizsak feladatnak m = 1 esetén?

Mutassa meg, hogy a fix koltség feladat specidlis eseteként eld4ll a hétizsak feladat!
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT

Az operacidkutatds egy nevezetes, kozponti feladata az utazé tigynok problémadja. Legyenek
adottak megldtogatand6 véarosok, ismerjiik a koztiik 1évd tavolsdgokat. A feladat egy olyan
minimdlis hosszdsdgu utvonal megtaldldsa, amely minden vérost érint, mindegyiken csak
egyszer halad 4t, és a korut végén visszatér a kiinduldsi varosba.

A matematikai modell megfogalmazasaban legyen a kordbbiaknak megfelel6en a meghata-
rozand6 valtozok halmaza x;; € {0,1}, ¢,5,=1,...,n, ahol n a varosok szdma, z;; pedig azt
adja meg, hogy az i. és a j. varos kozott dthalad-e az aktuédlis korit. A feladatot a kvetkez6ek
szerint fogalmazhatjuk meg:

n n
min E E Cij Tij,

i=1 j=1

feltéve, hogy

daa=1(=1,...,n),
t=1

ay=1(=1,...,n),
t=1

S Y ayz1l Qc{l...n}, Q#0,

i€Q  je{l,..n\Q
ry €01} =1

A célfiiggvény a megtett ttszakaszok koltségét 0sszegzi. Az elsd feltétel azt koveteli meg,
hogy az iigynok minden varosbdl kimegy, a mdasodik pedig azt, hogy mindegyikbe bejut,
mindkét esetben pontosan egyszer. E két feltétel teljesiilése esetén még eld6fordulhat, hogy
a kapott dtvonal kiilonallé korutakbdl all, ami a feladat eredeti megfogalmazdsanak nem felel
meg.

Ezt a problémit rendezi a kovetkezd feltétel. Ha lenne olyan zart korit, amely nem
tartalmazza az 0sszes varost, akkor az ehhez tartozé varosok alkotta () halmazra ez a feltétel
nem teljesiilne, hiszen ekkor a baloldali 6sszeg nullanak adédna.

Allapitsuk meg, hogy a megfogalmazott operdcickutatasi feladat egy linedris egyenlSség és
egyenldtlenség korldtokkal ellatott nulla-egy linedris programozasi feladat.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT A GYAKORLATBAN
Az utazé iigynok feladat szdmos alkalmazdsban fordul el6 kisebb-nagyobb médositassal.

Az egyik legkézenfekvobb a tomegkozlekedés jdratiitemezési problémdja. Adjuk meg azt az
utvonalat, amelyet egy busznak meg kell tennie ahhoz, hogy bizonyos jaratok dtvonaldn a meg-
felel6 szolgaltatast nydjtsa, ehhez a lehetd legrovidebb dtvonalat keressiik, és a jaratok teljesi-
tése utan térjen vissza az induldsi dllomdsara.

Hasonl6 eset a fémmegmunkalasban a szerszdmgépek olyan vezérlése, hogy a befogott munka-
darab lehet6 legkisebb mozgatdsa révén minden részmiivelet helyét érintse a furd, szegecseld
stb. fej, majd térjen vissza a kiindulasi helyzetébe.

Tekintsiik azt a problémat, amikor a feladat egy gyar 4ltal termelt termékek sorrendjének meg-
hatdrozdsa — tekintettel arra, hogy az egyik termék gyartdsardl egy masiknak a termelésére
val6 atéllasnak id6ben, vagy direkt koltségben eltérd dra van. Természetesen minden terméket
le kell gyértani, és a teljes termelési ciklus utdn ugyanabba a helyzetbe tér vissza a gyartési sor-
rend.

Bonyolultabb a helyzet, ha repiilogépek és azok személyzete iititervét kell optimdlisan megha-
tarozni ugy, hogy megadott virosokat érintsenek, a hatékonysdg a lehet6 legjobb legyen, de a
szervizelési, pihenési stb. eldirdsokat betartsdk.

Kozvetve idetartozik az irogépek, szamitogépes billentyiizetek tervezése is. Ekkor adott nyel-
vi kornyezetben megmérik, hogy két betli egymds utdni el6forduldsa milyen gyakori. Ennek
megfeleléen a cél olyan billentylizetet megadni, amelyre a tipikus szovegek gépelése soran a
lehetd legkevesebbet kell mozgatni a keziinket.

Utazé tigynok feladatot old meg a betegszdllito diszpécser 1s, amikor meghatarozza azt, hogy a
mentd az aznapi betegeket milyen sorrendben vegye fel a lakdsukban, szallitsa a dializis keze-
1ésre, majd vissza otthonukba. Ebben a feladatban a kérhdznak kiemelt helye van, nyilvdn nem
lehet azt utols6ként érinteni...

Az utazé iigynok feladata interpretdlhaté ugy is, hogy minimalis hosszisdgd, minden csuicsot
érintd irdnyitott korutat kell meghatarozni egy adott grafban.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT ROVIDEBB ALAKJA

Az utazo ligynok feladat korabban ismertetett modellje 2™ darab feletti feltételt tartalmazott,
ez valddi feladatok esetén elviselhetetleniil nagy szam. A. Tucker 1960-ban kevesebb feltétellel
fogalmazta tjra a feladatot:

n n
min E E Cij Tij,

i=1 j=1

feltéve, hogy

intzl(izl,...,n),
t=1

ay=1(i=1...,n),
t=1
u —uj+ (n—1ay; <n—2 2<i#j<nmn,
z; =0, z;; €{0,1}, i,7=1,...,n,

u; >0, u; egész, 1 =2,...,n.

A részkor mentességet a 3., tj feltétel hivatott biztositani. Az j feladatnak n? nagysagrend
feltétele van. A konstrukcié lényege, hogy az u; szdmokkal alkalmasan sorszamozott korut
elemekre a 3. feltétel csak akkor teljesiilhet, ha az teljes korit (vo. a bizonyitas vége a kovetkezd
oldalon).

ALLITAS. Az utazé iigynok feladat két modellje ekvivalens.

B1ZONYITAS. A két feladat célfiiggvénye megegyezik, tehit a lehetséges megoldasok halma-
zénak megegyezését kell igazolni.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT ISMERTETETT KET ALAKJA EKVIVALENCIAJA

Tekintsiik el6szor azt az esetet, hogy az eredeti feladatnak az X matrix egy lehetséges
megoldasa:
Ty = Tigiyg =+ = Ty1 = 1, és

x;; = 0 kiilonben.

Ehhez megkonstrudljuk azt az (X, u) part, amely lehetséges megoldédsa lesz a médsodik
feladatnak. Mivel X Ilehetséges megolddsa az els6 feladatnak, ezért ehhez tartozik egy
koridt, amely az (1,43), (i2,13),. .., (in, 1) éleket tartalmazza. Definidljuk most u értékét a
kovetkezdk szerint:

Csak a harmadik feltételrendszert kell igazolni, a tobbi teljesiilése nyilvanval6. Tekintsiink
egy tetszOleges ide val6 indexpart: 2 < i # j < n. Az u definici6jabdl adédik, hogy
u; —u; < n — 2. Mdsrészt z;; = 1 pontosan akkor teljesiil, ha 7 és j a koritban kozvetleniil
egymads utdni indexek: ha ¢ = 4,., akkor j = 7,.,1. Innen erre az esetre

w—uj+n—1z;=r—(r+1)+n—-1)=n-2,
tehdt a harmadik csoport feltétel is teljesiil, igy X lehetséges megolddsa az els6 feladatnak.
Tekintsilk most azt az esetet, amikor a masodik feladatnak az (X, u) pdr egy lehetséges
megolddsa, de van egy diszjunkt részkorut, tehat x; ;, = @i, = -+ = X, = 1, és

1 < k < n. Az éltalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy 1 ¢ {i, i, ..., ix}. Mivel
(X, u) egy lehetséges megoldédsa a masodik feladatnak, ezért

Uy — Uiy + (n - 1)3:1'1,’&'2 < n-— 27

Uiy — Uiy + (n - 1)1:1'2,1'3 < n—2,

wi, — iy + (n— D)y, 4 n—2

teljesiil. Az egyenlGtlenségeket Osszeadva azt kapjuk, hogy k(n — 1) < k(n — 2), ami
1 < k < n esetén ellentmondds. 0
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AZ UTAZO UGYNOK FELADATOK EKVIVALENCIAJA

Mivel az utazé ligynok feladat feltételrendszere csak az n szamtodl fiigg, ezért a feladatot
egyértelmiien meghatdrozza az n szam, és a C' koltségmatrix.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy a C' mdtrix ekvivalens a D métrixszal (jelolése: C' ~ D), ha
vannak olyan ay, o, ..., q, és By, fBa, ..., 3, szdmok, hogy igaz c;; = d;; + o; + 3; minden
indexparra.

SEGEDTETEL. Ha C' ~ D, akkor a C' métrix altal meghatarozott TSP(C') utazé tigynok fel-
adat optimalis megoldasa megegyezik a TSP( D) feladatéval.

Bi1zONYITAS. Mivel mindkét feladatnak létezik optimdlis megolddsa, ezért a segédtétel
allitasa korrekt. A két feladat lehetséges megolddsai halmaza megegyezik, legyen ez L, a
két célfiiggvény pedig z¢ és zp.

Azt fogjuk megmutatni, hogy 1étezik olyan ~ konstans, hogy z¢(x) = zp(z) + 7 teljesiil
minden x lehetséges megolddasra. Mivel C' ~ D, ezért vannak olyan ay,as,...,q, €és
B1, B2, - . ., Bn konstansok, hogy ¢;; = d;; + o + B; minden 1 < ¢, 7 < n indexpdrra.

Ekkor oo 0w
zo(w) =Y ) eywyg = Y (dij+ i+ By =

i=1 j=1 i=1 j=1
DD dymg+ ) oY wt ) B i
i=1 j=1 =1 j=1 j=1 =1

Mivel z lehetséges megoldds, ezért mindkét utébbi masodik szumma egy: 2?21 Tij =
> iy Tij = 1. Bzértaztdn v = 371 | a;+> 7| 3; megfelel6 vélasztds: 2c(X) = Zp(X)+7.
Ez épp a segédtétel allitasat igazolja. U

KOVETKEZMENY. Az optimdlis megoldas meghatdrozasat illetGen elegendd olyan utazé iigy-
nok feladatokat vizsgalni, amelyekre C' > 0 teljesiil.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT ES A HOZZARENDELESI FELADAT

Vegyiik észre, hogy a harmadik feltételcsoporttdl eltekintve az utazé tigynok feladat a
hozzarendelési feladatot adja. Emiatt az utazé iigynok feladat L lehetséges megolddsai
halmaza része a megfelelé hozzarendelési feladat S lehetséges megolddsai halmazanak: L C
S'. Mivel

min {z(X): X € S} <min {2(X) : X € L},

ezért

(1) ha X optimdlis megolddsa a H(C') hozzarendelési feladatnak és X teljes korit, akkor X
egyben optimdlis megolddsa a TSP(C') utazé tigynok feladatnak is, és

(i) Ha X optimalis megolddsa a H(C') hozzarendelési feladatnak, akkor z(X) egy alsé
korlatja a TSP(C') utazé tigynok feladat optimumértékének.

Az 1-2-3-4-5 teljes kordthoz tartozé egy hozzarendelési feladat koltségmétrixa (M az
adott szamitogépes kornyezetben dbrazolhat6 legnagyobb szdm):

— N N N

A kovetkez6 koltségmatrixhoz tartozé hozzarendelési feladat optimélis megoldéasa (1 - 2 - 3,
4 - 5) nem ad lehetséges megoldast a kapcsol6do utazé tigynok feladatra:

A megfeleld optimadlis célfiiggvényérték mindkét el6z6 hozzarendelési fel adatra 5. Az
utébbi koltségmatrixhoz tartozé utazd iigynok feladat egy optimalis megolddsa az 1 - 2 - 3
- 4 - 5 utvonal, amihez az optimalis koltség 13.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT ES A HOZZARENDELESI FELADAT II.

Az utaz6 tigynok feladat tulajdonsdgai miatt szdmos esetben ésszeri azt feltételezni, hogy
a koltségmatrix szimmetrikus. E szabdly al6l azonban vannak természetes kivételek. Még va-
rosok kozti tdvolsag esetén is lehet eltérés az oda €s a visszatt kozott, de még gyakoribb a
termékek gyartdsi sorrendje megvélasztdsa esetén, hogy az A termék gyartasardl a B-re pl.
gyorsabban lehet attérni, mint forditva.

Az utaz6 iigynok feladat nagyszamu feltételére, és a leszamolasi eljards reményteleniil nagy
miveletigényére tekintettel a feladatot szokds egyrészt korldtozds és szétvdlasztds modszerrel
megoldani, masrészt gyors, heurisztikus kozelité eljdrdsokat alkalmazni.

A korlatozas €s szétvdlasztds modszerét gyorsitani lehet akkor, ha j6 korldtokat tudunk meg-
adni az optimum értékére. Ennek eszkoze lehet a kordbban ismertetett attérés a megfeleld
hozzarendelési feladatra.

Egon Balas és Paolo Toth szdmitégépes kisérleteket végzett, amelynek sordn 400 problé-
mat generdltak véletlenszertien. Egyenletes eloszldssal hatdroztdk meg a feladat méretét az
50 < n < 250 hatarok kozott, és a célfiiggvény egyiitthatokat is az 1 és 100, illetve mds eset-
ben az 1 és 1000 kozotti egészek koziil.

Az igy el6dllo feladatokat megoldottdk mint TSP feladatot, és mint hozzdrendelési feladatot
is. Azt kaptdk, hogy a hozzarendelési feladatok optimumértékei atlaga 99.2 %-a volt az utazé
tigynok feladat optimumai atlaganak. Az eredményekbdl kitiint, hogy n novekedésével a rela-
tiv eltérés csokkent.

Ezzel egyiitt az utazo tigynok feladat az Gin. NP nehéz feladatok kozé tartozik, tehat nem is-
meretesek azt az n feladatméret polinom fiiggvényével korldtozott idé alatt megoldo eljarasok.
Emiatt elotérbe keriiltek a kozelitd modszerek, amelyek csaknem optimalis megoldast adnak
viszonylag rovid 1d6 alatt.

A heurisztikus algoritmusok 1ényege, hogy ezek az eljarasok gyorsan, kevés miiveletigény

ardn javitjdk a kozelitd megoldasokat — de arra nem mindig van remény, hogy ezek minden
esetre konvergdlndnak az optimdlis megoldashoz.
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HEURISZTIKAK AZ UTAZO UGYNOK FELADATRA

s

Legkozelebbi vdros beillesztése: az eddigi részkorutat bovitsiik egy olyan tjabb varossal, hogy
a részkorut vdrosain kiviili varosok kozott megkeressiik azt a k-t, amelynek tdvolsdga a leg-
kisebb a részkorut valamely varosdahoz. Ezutdn ezzel bovitjiik a részkorutat: Ha c;; volt a
kivélasztasban taldlt minimadlis tdvolsag, akkor az 0j részkoritban az 7. varos utdn a k. kovet-
kezik, majd ezutdn az i varost eddig kovets .

PELDA. Tekintsiik a legutébb vizsgélt feladatot, amelynek C' koltségmatrixa

M 1 5 5 5
5 M 1 5 5
1 5 M 5 5
5 5 5 M 1
55 5 1 M

Kiindulashoz vegyiik az 1 - 1 korutat. A tobbi véaros ettél mért tdvolsaga rendre 1, 5, 5 és 5.
Ez alapjdn a 2. vérossal boviil a részkorit: 1 -2 - 1.

A kovetkezd 1épésben tekintsiik a 3., 4. és 5. varosok tavolsdgait az 1. és 2. varosoktol. Ezek
a C matrix f6atldja feletti elemek, az els6 és masodik sorban (c15 kivételével). A minimumot
a co3 = 1 tavolsag adja, ezzel a kibSvitett részkorut:

1-2-3-1.

A harmadik 1épésben a minimalizdlandé tavolsagok cy4, Ca4, C34, C15, Co5 €s c35. Ezek mind-
egyike 5, valasszuk a 4. varost a bévitéshez. Ezzel az 4j részkorut: 1-2-3-4- 1.

Az utolsé 1épésben mar csak egy varosbol valaszthatunk, és ezt a 4. varoshoz kell kotni: 1 -2
-3-4-5-1lesz a heurisztika 4ltal talalt teljes korat. Ez nyilvéan lehetséges megoldds, a hozza
tartoz6 Ossztavolsdg 13. Ez egyben optimdlis megoldas is — bar ez nem jellemzd a heurisztikdk
esetén. O
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HEURISZTIKAK AZ UTAZO UGYNOK FELADATRA 1I.

A legkozelebbi vdros hozzdaddsa: Az eld6zdnél egyszerlibb heurisztika: az aktualis ttvonalat
moh6 médon bdviti a meglevd dtvonal végpontjadhoz legkdzelebbi varossal. Ha minden varos
szerepel mdr az ttvonalban, akkor az utolsét 6sszekoti az elsGvel, és igy képez teljes korutat.

PELDA. Mutassunk most egy olyan példat, amely szuboptimdlis megoldast eredményez. 3
varos esetén ez nem lehetséges, ahogy konnyen beldthaté. Tekintsiik akkor a kovetkezd
tavolsagmatrixot:

M 4
4 M
5 3
V73 5

Ez két, a rovidebb oldaldval 6sszeforditott Pitagorasz-hdromszoget tartalmaz. Az igy kapott
paralelogramma természetes modon ad egy koriiljarast, amely 18 hossza. Ez a koritaz 1 - 2 -
4-3-1.

VT3
5
4
M

A 2w

Kovessiik végig a legkozelebbi varos hozzdadasa heurisztikat az 1. varosbdl indulva. Az
els6hdz a masodik véros a legkozelebbi (lasd a tdvolsagmatrix elsd sordt). A 2. varosbol
(az els6t kivéve a keresésbdl) a 3. varos van a legkozelebb. A harmadikbdl mér csak a 4.-
be mehetiink. Ezutdn zérjuk a korutat, ami igy 1 - 2 - 3 - 4 - 1. Az ehhez tartoz6 teljes megtett
Gt 4+ 3+4+ /73~ 19.544. O
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT MEGOLDASA MATLABBAL

=10 x|

Az édbran az utazé6 ligynok feladat egy esetének kezdd helyzetét lehet latni. Az Amerikai
Egyesiilt Allamok véletleniil generalt 30 varosa van kiemelve, és a koztiik keresett kortit kezdeti
véltozata. Figyeljiik meg, hogy a jelen helyzet még nagyon tdvol van az optimalis megold4stol,
tobb helyen még az is kérdéses, hogy egyéltalan korut-e a megadott.

A Matlab Help meniisordban a Demos utasitds kiaddsa utdn kapott parbeszédes ablakban
kérjilk a Matlab bemutatd programokat, azutin a More demos fiilet valasszuk, majd a kapott
listabol a Travelling Salesman programot.

A jelen dbra a Corel Draw Capture programjaval késziilt, és a kapott postscript dbra 30-szor
nagyobb, mint a kovetkezd, amit a Matlab sajat export utasitdsa adott.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT MEGOLDASA MATLABBAL II.

Az alabbi programrészlet a Matlab utazé iigynok feladatra irt bemutaté programjabdl valo.
Az eljarés célja nem a gyors megoldas, hanem a feladat nehézségének, €s a megoldds meneté-
nek illusztrdldsa volt. A teljes Matlab program kb. 300 soros.

Figyeljiikk meg a viszonylag konnyen olvashaté algoritmust, amely az eddigi kozelité meg-
oldason azt kisérli meg, hogy egy véletleniil generalt korit szakaszon a bejards sorrendjét az
ellenkez&jére valtoztatja. Amennyiben a beavatkozas sikeres volt, akkor a javitott ttvonal lesz
a tovibbiakban a jelolt a megoldésra.

% Try a point for point swap

swptl=floor (nptsxrand) +1;
swpt2=floor (npts*rand) +1;

swptlo=min (swptl, swpt2);
swpthi=max (swptl, swpt2);

order=1:npts;
order (swptlo:swpthi)=order (swpthi:-1:swptlo);
pnew = p(order);

lennew=LocalPathLength (pnew,distmatrix) ;
if lennew<len,

p=pnew;

len=lennew;

drawFlag=1;
end;

Erdekes és hatékony a tombok cimzési médja, pl.

order (swpthi:-1:swptlo).
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT MEGOLDASA MATLABBAL III.

Ez az dbra a feladat kozel stabilizdlodott kozelité megolddsiat mutatja. Az ehhez sziikséges
szamitasi id6 par médsodperc volt.
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A TAVOLSAGVEKTOR SZEREPE A HEURISZTIKAKBAN

A legkodzelebbi vdros beillesztése heurisztika O(n?) miveletigény(, ha az un. tdvolsdg-
vektorokat hasznaljuk: az iteraci6 minden 1épésében ez a vektor tartalmazza az eddigi rész-
korutbeli, és az azon kiviili varosok tavolsagat.

Kiindul4sként ez a vektor az 1. varostdl valé tdvolsdgokat tartalmazza. Ez késébb, a k. va-
rosnak a részkorutba val6 bevondsa utdn igy modosul, hogy a k. varosnak a részkoruton kiviili
varosoktol mért tavolsagai €s az adott varosokra vonatkozd, a tdvolsdgvektorban meglévo érté-
kek minimumét kell képezni.

A tavolsagvektor haszndlatdval minden iterdcids 1épésben n-nél kisebb szamu dsszehasonli-
tdst végziink, mig enélkiil a tdvolsdgmatrix n?-tel ardnyos szamu elemét kellene megvizsgélni,

és ez nyilvanval6an 1ényegesen rontand a heurisztika miiveletigényét.

PELDA. Tekintsiik ismét a kordbban vizsgalt utazé tigynok feladatot, amelynek koltségmatrixa

M 1 5 5 5
S M1 5 5
1 5 M 5 5
55 5 M 1
55 5 1 M

A legkozelebbi véros beillesztése heurisztika elsé 1épésében az 1 - 1 részkoriathoz a tdvolsag-
vektor az (1, 5, 5, 5) elemeket tartalmazza (ez a matrix elss sora, a féatlobeli elem kivételével).

A kovetkezd 1épésben a részkorutat a 2. varossal bovitjiik. A tdvolsdgvektorban a 2. vdrosra
vonatkozé elemet torolhetjilk. A kovetkezd vektorelem min(5,1) = 1 lesz. A tobbi kompo-

nens nem véltozik: az 4j tdvolsagvektor (-,1,5,5).

Az eljéarast tovabb folytatva az utolsé két képzett tdvolsagvektor rendre (-,-,5,5) és (-,-,-,1)
lesz. D
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A HEURISZTIKUS ALGORITMUSOK HATASOSSAGA VIZSGALATA

A heurisztikus algoritmusok eredményessége mindsitésére harom vizsgalati modszerosztily
hasznélatos:

e alegrosszabb esetek vizsgalata (worst case analysis),
e a val6szintiségi analizis (probabilistic analysis), és
e az empirikus analizis (empirical analysis).

1. Az elsé megkozelités azt vizsgdlja, hogy a legrosszabb lehetséges esetben milyen
eltérést kaphatunk a heurisztika altal adott kozelitd megoldds és a valédi optimum kozott.
Ezt fejezi ki 1ényegében a heurisztika aszimptotikus hdnyadosa. Legyen A egy a tekintett
C problémaosztaly feladatai megolddsat megkozelité heurisztika, A(P) a P feladaton a
heurisztika éltal adott kozelités lehetséges megoldasanak célfiiggvény értéke, és OPT(P) a
P feladat optimuma. Ekkor amennyiben

A(P)
My =1 pPecC
4 1msup{OPT(P) | P € }
1étezik, akkor az a heurisztika aszimptotikus hanyadosa. Az aszimptotikus hdnyados értelme-
zéséhez tekintsiik a kdvetkezd egyenlGtlenséget:

A(P) < (M4 +¢) OPT(P).

Ez az dsszefiiggés véges sok eset kivételével érvényes minden C-beli feladatra. Mivel minden
feladatnak van egy bizonyos (véges) mérete, ezért elegendéen nagy feladatméret esetén a fenti
feltétel mar mindig érvényes, tehat ekkor mar minden ekkora feladatra tudjuk, hogy a kapott
kozelitd megoldas legfeljebb hanyszor rosszabb eredményt ad.

Nagyon jo, 1 és 2 kozé esd aszimptotikus hanyadosok érvényesek egyes Ilddapakoldsi,
szabdsi feladatokra. Masrészt 1976-ban S. Sahni és T. Gonzalez igazoltdk, hogy ha létezik
aszimptotikus hanyados valamely polinomkorlatos TSP heurisztikara, akkor P = NP.

Ez utébbi megallapitas alapjan arra lehetne kovetkeztetni, hogy akkor nem érdemes polinom-
korlatos TSP heurisztikdkat keresni. Mégis (vO. a linearis programozds esetét a 3n atlagos,
és 2" legrosszabb esetre vonatkoz6 iterdciészdmmal) specidlis utazé iigynok feladatok esetén
szamithatunk j6 aszimptotikus hanyadosra, és a gyakorlatban el6fordul6 feladatok esetén is
lehetnek egyes heurisztikak gyorsak.
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A HEURISZTIKUS ALGORITMUSOK HATASOSSAGA VIZSGALATA I1.

2. A val6szinliségi analizis (probabilistic analysis) mddszere alkalmazasa soran azonos méreti
feladatok paramétereit (egyiitthatoit) fiiggetlen valdszintiségi véaltozoknak tekintjiik. Ezek el-
oszlasara alkalmas feltételek teljesiilését feltételezziik (gyakran azt, hogy az eloszlasok egyen-
letesek).

Ebben az esetben A(P), OPT(P), és ezek hanyadosa is val6sziniiségi vdltozé. Az utdb-
bi varhat6 értékébdl az atlagos eltérésre lehet kovetkeztetni. Ezzel a médszerrel szemben az a
gyakori kifogds, hogy az eloszlasokra vonatkoz6 feltételek nem feltétleniil helyesek, marpedig
ezek a kapott eredményt dontéen befolydsolhatjak.

3. Az empirikus vizsgalat konkrét feladatmegoldasbol kapott eredményekbdl képez mutato-
kat. Az eljaras 1ényege, hogy nagy szdmi feladatot generdlunk ugy, hogy a feladat egyiitthatoit
valamely adott (4ltaldban egyenletes) eloszldssal egy rogzitett szdmtartomanybdl valasztjuk.
Ezekre a problémdkra mind a heurisztika altal adott kozelitést, mind a pontos megoldédst meg-
hatdrozzuk.

Ezutan kiszamoljuk a hanyadosokat és azok atlagat képezziik. Ha elegend6en sok feladatot
vizsgaltunk meg, akkor az eredmény, az empirikus hanyados jellemezni fogja a vizsgalt fel-
adatosztalyon a heurisztika kozelitéseinek josdgat. Masrészt a szdmtartomdnynak a gyakorlati
problémak halmazahoz val6 viszonya, és a feltételezett eloszlds dltalaban kérdéses.

Osszefoglalva az eddigieket, a heurisztikus algoritmusok kozelité megolddsai min&ségének

jellemzésére érdemes mindhdrom targyalt mddszert haszndlni, hogy igy kiegyensilyozottabb
képet kaphassunk.
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TOVABBI HEURISZTIKAK AZ UTAZO UGYNOK FELADATRA

Az els6ként ismertetett legkozelebbi véros beillesztése (nearest addition) heurisztika poli-
nomkorlétos a tdvolsdgvektor haszndlatdval, a miveletigénye O(n?). Nincs rd aszimptotikus
hanyados.

Ehhez a heurisztikdhoz hasonld, de anndl jobb megoldast ad a legkozelebbi vdros besziirdsa
(nearest insertion) nevi eljards. Ez is egy részkoruttal indul, majd az aktudlis részkorutat olyan
varossal bdviti, amelynek tdvolsdga a részkoruit egyik varosdhoz minimalis.

Az eltérés abban van, hogy az 0j vérost oda fogjuk beszuirni a részkorutba, ahol a beillesztés
a legkisebb ssztdvolsdg novekedést okozza. Ez a heurisztika is O(n?) miveletigényd. Mds-
részt olyan utaz6 tigynok feladatokra, amelyek koltségmdtrixa szimmetrikus, és érvényes rd a
haromszog egyenlotlenség, a legkdzelebbi varos beszurasa heurisztika aszimptotikus hdnyado-
sa 2. Mas szoval véges sok esettdl eltekintve legfeljebb kétszer nagyobb lesz a heurisztikaval
kapott célfiiggvény, mint az optimélis.

Erdekes, hogy nem mohé algoritmus, de van értelme a legtdvolabbi vdros besziirdsdnak (fart-
hest insertion). Az eljards beszirdsa az el6z6 heurisztika médszerével torténik, itt is a lehetd
legkisebb koltség-novekedést jelentd helyre torténik a hozzdadds. Az empirikus vizsgdlatok
szerint ez a jobb, mint az el6bbi hdrom.

A legolcsobb besziirds (cheapest insertion) médszer az eddigiek bizonyos értelmii kiteljesitése:
azt a vdrost valasztjuk a meglevd részkorit bovitésére, amelyik alkalmas helyre val6 beszurdsa
a lehetd legkisebb koltségndvekedést jelenti. Az eljards miiveletigénye O(n?), és a kordbban
mar emlitett szimmetrikus koltségmatrixu, a haromszog-egyenlStlenséget teljesitd koltségmat-
rixd TSP feladatokra az eljaras aszimptotikus hanyadosa 2.

Mivel az emlitett heurisztikdk mind viszonylag gyorsak, és ezek eredménye fligg az indul6-
varos megvalasztasitol, ezért szokdsos a heurisztikus algoritmusokat tobbszor is végrehajtani,
eltérd varosokbdl indulva. Ha minden vérosra lefuttattunk egy heurisztikat, akkor az 6sszevont
eljarast szokds all cities véltozatnak nevezni. Az emlitetteken kiviil haszndlatosak heurisztikdk
a hozzarendelési feladat megoldasabol kapott két vagy tobb részkorit osszekapcsoldsara is.
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A SZABASI FELADAT

Adott méreti rudak, egyéb munkadarabok leszabasa sordn gyakran felmeriil az a feladat,
hogy adott hosszisdgu nyersanyagbdl hogyan vagjuk le az eldirt dsszetételd végtermék hal-
mazt ugy, hogy a lehet6 legkevesebb veszteség maradjon. Ezt a problémat egydimenzids sza-
basi, vagy ladapakolési feladatnak (bin packing) nevezik.

A gyakorlati feladatok koziil ide tartozik az, amikor egy épitdipari vallalat adott profild, rog-
zitett hosszisagu fémrudakbdl a konnytszerkezetes épitkezéshez nagyszamu rovidebb rudat,
oszlopot akar levagni, de figyelembe kell venni, hogy a lehet6 legkevesebb teljes rudat kezd-
jink meg, vagy az a cél, hogy az eldoband6 nyersanyag mennyisége legyen minimdlis.

Ilyen feladatra vezet az is, ha egy sikiiveggydrban adott szélességli, hosszu livegtabldkbol
kell megadott Osszetételli (az eredeti tabla szélességét megtarto) iiveglapokat kivagni.

A hatizsék feladathoz hasonlé megfogalmazast is lehet adni: adottak kiilonb6z6 sdlyu tér-
gyak, ezek mindegyikét el kell helyezni minimdlis szdmu hatizsdkban dgy, hogy azok kozos
sulykorlatjat ne 1épjiik tadl.

A szamitastechnikabdl azt a problémat idézhetjiik, amikor rogzitett méretd tarhelyekre (pl.
particiokra) kell kiillonb6z6 méretli adatdllomanyokat ugy elhelyezni, hogy ehhez a minimélis
szamu tarhelyet hasznéljuk fel.

A logisztikdban az a feladat, hogy adott teherbirdsd jarmiivekbdl mennyit kell minimali-
san alkalmazni ahhoz, hogy adott, kiilonb6z6 sulyu targyakbol allé rakomany elszallithato le-

gyen,...
Tobbdimenzids szabdsi feladatot kapunk, ha az elhelyezend6 tdrgyak tobb kiterjedését is

korldtozzuk, pl. a hosszat és a szélességét. Felmeriilhet, hogy ebben az esetben mindenféle
vagéast megengediink-e, vagy csak az anyag szélétdl sz€éléig mend, Un. guillotine-vagédsokat.
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A SZABASI FELADAT MODELLIJE

Tekintsiik el6szor az egydimenzids szabdsi feladat L.V. Kantorovicstdl szarmazé modelljét.
Legyenek adva korlatlan mennyiségben K hosszusagu félkész termékek, ahol K pozitiv egész.
Az egyes végtermékek hossza legyen ki, ks, ..., k,. Ezek egyike sem nagyobb K -ndl. A
végtermékekbdl rendre 1,19, . .., 7, darabot kell levigni.

A modellben az a; vektort lehetséges szabasnak nevezziik, ha

a; >0, (i=1,...,n),

n
Z ktam]’ < K.
t=1

Ezek utdn jelolje A = (a4, ..., a,) az Osszes lehetséges szabasokbdl elGallitott matrixot. Le-
gyen r az rq, ..., 1, komponensekbdl all6 oszlopvektor, és ¢ az a sorvektor, amelynek minden

eleme egyenld, egy félkész termék pozitiv koltsége.

Az egydimenzids szabdsi feladat optimumszamitasi modellje ezekkel a paraméterekkel:
min z(z) = cx,

feltéve, hogy
Ax =,
x>0, x egész, (r>0).
A modell hasznalatinak nehézségét az mutatja, hogy mar a lehetséges szabdsok A matrixa-

nak az Osszedllitasa is komoly problémat jelent.

A célfiiggvény konstans egylitthatoit az magyardzza, hogy igy a célfiiggvény a lehetséges
szabasokbdl a minimadlis darabszamuhoz tartozé megoldast fogja kivalasztani.

Vegyiik észre, hogy a megadott modell egy egészértéki linedris programozasi feladat, amely
a felirt formdban a standard feladatnak felel meg.
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PELDA A SZABASI FELADATRA

PELDA. Tekintsiink egy nagyon egyszer( szabdasi feladatot: a félkész termékek hossza legyen
1, az egyes végtermékeké pedig 0.25 és 0.5. Irjuk eld, hogy dsszesen 4 darabot kell levagni az
els6 termékbdl és kettdt a masodikbol.

Ahogy konnyen ellendrizhetd, a lehetséges szabdsok ezek alapjén:
(0,07, (0,1)%, (0,2)", (1,0)", (1,1)7, (2,0)", (2,1)",(3,0)" és (4,0)".

Ezek segitségével felirhatjuk az optimalizdldsi feladatot:

9
min z(z) = cx = in,
i=1

feltéve, hogy

és
x>0, x egész, (r>0).
A feladat spekulativ megoldésa soran vegyiik észre, hogy z; értéke nulla kell hogy legyen

az optimélis megolddsban, hiszen ez a teljesitendd termékszdmhoz nem jarul hozza, de noveli
a koltséget.

A masik végletet zg képviseli, mert egy ilyen felosztasu félkész termék felhaszndldsa adja a
legtobb teljesitett készterméket. Ilyen szabdsokbdl viszont nem 4ll Gssze a teljes szabdsi elbirds.

Masrészt megallapithatjuk, hogy a jobboldali r vektor ardnyait pontosan adja az xz; valto-
z6hoz tartoz6 szabds. EbboI két darab kell ahhoz, hogy teljesiiljon az egyenl6ség feltételiink.
Ehhez a 2 célfiiggvényérték tartozik.

Lathat6, hogy ennél jobbat nem lehet elérni, mert nincs olyan lehetséges szabds, amelybdl
egy adnd a jobboldali  vektort. Van viszont még egy optimdlis megoldds, az z3 = 1,19 = 1
(és minden tovabbi x; = 0): ez is kettes célfiiggvény értéket ad — €s ezzel ki is meritettiik az
optimélis megoldasok halmazat. 0
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AZ OSZLOPGENERALAS MODSZERE A SZABASI FELADATRA

A szabdsi feladat ismertetett modellje nehezen hasznalhatd, elsGsorban a lehetséges szabé-

7 2

sok nagy szdma miatt. P.C. Gilmore és R.E. Gomory egyszerisitették a modellt.

Els6 1épésben elhagytdk az egészértékiiségi feltételt. Az ezt timogatd érvelés szerint az ipa-
ri alkalmazdsokban a nem egész optimalis megoldds egész értékre vald valamilyen 4talakitdsa
elfogadhato.

Az oszlopgenerdlds modszere ezutdn a modositott szimplex algoritmust haszndlja, igy nem
sziikséges a teljes A matrix ismerete, elegendé annak az oszlopnak az elééllitdsa, amelyben
generalo elemet keresiink.

Ahhoz, hogy a médositott szimplex algoritmust hasznalni lehessen, az eddigi
min z(z) = cx,

feltéve, hogy
Ar =,

x>0, (r>0).

standard alakd feladatunkat lehetséges kanonikus alakra kell hozni. A bazisvéltozok legye-
nek azokhoz a lehetséges szabasokhoz tartozok, amelyek épp az egységmatrixot adjdk: o) =
(1,0,...,0)7,...,a, = (0,...,0,1)T. Tekintsiik ezeket az A matrix elsé n oszlopdnak. Ez-

utdn mdr csak annyit kell tenni, hogy minden sornak a —c-szeresét hozzaadjuk a célfiiggvény-
hez. Ez a miivelet épp a bazisvéltozokhoz tartozé célfiiggvény-egyiitthatokat fogja nullazni.

Legyen d egy olyan n dimenzids vektor, amelynek minden komponense c. Ezzel a
feladatunk a kovetkezd lehetséges kanonikus alakban irhat6:

min z(x) = dr + (¢ — dA)x,

feltéve, hogy
Ax =,

x>0, (r>0).
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AZ OSZLOPGENERALAS MODSZERE A SZABASI FELADATRA 1I.

A kovetkezd feladat a legkisebb célfiiggvény-egyiitthaté meghatarozasa. Legyen az A mat-
rix egy tetszdleges oszlopvektora (vy, ..., v,)" . Ezalapjdna c—Y " | d,v; 6sszeg minimumat

7 2z

keressiik, ahol a d vektor n-dimenzids, és minden komponense c. Ezt a sz€éls6értéket ott kap-
juk, ahola >} | dyv; 6sszeg maximadlis. Mivel v egy lehetséges szabds, ezért Y | kv, < K.

A legkisebb célfiiggvény-egyiitthaté meghatdrozdsdhoz eszerint a kovetkezd specidlis egész-
értékd linedris programozasi feladatot kell megoldani:

max w(v) = Z dyvy,
t=1
feltéve, hogy

zn: ke < K,
t=1

v >0, egész, t=1,...,n.

Ez a feladat a korabban megismert hétizsdk feladat a K sulykorlattal, k, silyokkal és d; ér-
tékekkel. Ennek megoldasaval tudjuk meghatdrozni a szabdsi feladat generdl6 eleme oszlopat.

A szabasi feladat legkisebb célfiiggvény-egyiitthatdja €s a generdléelem ismeretében végre
tudjuk hajtani a modositott szimplex algoritmus egy lépését. Ezutan az eddigi 1épéseket
ismételjiik. Az egész eljaras akkor fejez6dik be, ha az aktudlis hatizsak feladat optimuma nem
nagyobb, mint c. Ekkor az eredeti feladat minden célfiiggvény egyiitthatdja nemnegativ.
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PELDA AZ OSZLOPGENERALAS MODSZERRE

PELDA. Tekintsiik ismét az el6z6 nagyon egyszer( szabdsi feladatot: a félkész termékek hossza
1, az egyes végtermékeké pedig 0.25 és 0.5. Osszesen 4 darabot kell levdgni az els6 termékbdl
és kett6t a masodikbol. Az optimalizélési feladat atrendezve Ugy, hogy az egységmatrix legyen
a baloldalon (x; — x4 csere):

7
min 2(x) = cx = in,
i=1

feltéve, hogy

Ay (1000 1 223 4) (4
T=\Vo 1 2010100)" {2
x>0, (r>0)

Az ehhez tartozo tablazat ¢ = 1 értékkel

Ty T2 X3 X1 Xy Xg Xy Tg Ig

1 0 0 0 1 2 2 3 44
o 1 2 0 1 0 1 0 0]2°
1 1.1 1 1 1 1 1 1]0

A szimplex tdbldzat az 4j, ¢ — ), dyv; Uj célfiiggvénnyel:

T3 X1 T Tg L7 Ty X9

zs| 0O O 1 2 2 3 41 4

To 2 0 1 0 1 0O 0] 2°
1 -1 -1 2 -2 -3|-6

A leolvashat6 bazismegoldds azt jelenti, hogy az (1,0) szabdsbdl kellene 4 darab, és a (0, 1)
szabdsbdl 2 darab. Ez 6sszesen 6 félkész terméket jelent, ami nyilvan még javithats. Oldjuk
meg el6szor a feladatot a szimplex algoritmussal.

Itt a masodik oszlop alapjan nem lehetne javitani a célfiiggvény értékét (de nem is taldlndnk
benne generdlo elemet). A legkisebb negativ célfiiggvény egyiitthaté az utolsé oszlopot jeloli
ki, és ebben az els6 matrixelem (a négyes) lesz a generdléelem. A transzformdlt, kovetkezd
szimplex tdbldzat:

T3 X1 Ts  Tg T7 Ty X4

9| O O 174 12 172 3/4 1/4

To 2 0 1 0 1 0 0] 2°
1 -1/4 1/2 -1/2 1/4 3/4| -3

—_—

243



PELDA AZ OSZLOPGENERALAS MODSZERRE 1I.

7

Az el6z0 szimplex tablazat:

r3 T s Tg T xTs T4

x| O O 174 172 172 3/4 1/4] 1

x| 2 0 1 0 1 0 0| 2°
1 -1/4 172 -1/2 1/4 3/4|-3

A legkisebb célfiiggvény-egyiitthaté az x3 vdltozonak a bazisba 1€pését jelenti.

Ty Tq Ty Tg T s T4
x| 0 0 174 172 172 3/4 1/4| 1
zz3 |12 0 12 0 12 0 0] 1°
72 1 1/4 12 0 1/4 3/4 -2

Errdl a szimplex tdbldzatrél mdr le lehet olvasni a végeredményt: a 3. és a 9. szabdsbdl kell
egyet-egyet venni. Ez lehetséges megoldas lesz, €s az ezzel ad6do optimdlis célfiiggvény érték
2. Az x7-es szabasbol kettd is optimélis, és ez 6sszhangban is van az eredményiinkkel.

Tekintsiik most a feladatunkat a Gilmore-Gomory-féle oszlopgenerdldsnak megfeleléen. A
modositott szimplex algoritmusrdl tanultak miatt az ugyanezen bazismegoldasokon keresztiil
jut azonos eredményhez. Az eltérés a modositott szimplex algoritmus kivitelezésében, és f6leg
a legkisebb célfiiggvény-egyiitthat6 eldallitdsdban van. Ennek illusztrdlasahoz 1€pjiink vissza a

Ty Tog T3 Ty Tz Tg Ly Ty X9

1 0O 0 O 1 2 2 3 414
0 1 2 0 1 0 1 0O 012
1 1 1 1 1 1 1 1 110

feladathoz. Irjuk fel erre az ij bazisvaltozé meghatdrozdsdhoz a megfelels hatizsak feladatot:

n n n
max w(v) = E dyv, = E cvy = E vy,
=1 =1 t=1

feltéve, hogy
Zktvt <K, v,>20, egész, t=1,...,n.
t=1

Ez a feladat 1ényegében azt a lehetséges szabdst keresi, amely a végtermékekbdl a legtobbet
allitja eld. 0J
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HEURISZTIKAK A SZABASI FELADATRA

Az ismertetett egzakt modszerek mind nehezen végrehajthatok nagyobb méretli gyakorlati
feladatokra. Az aldbbi heurisztikdk ezzel szemben gyorsan adnak jo kozelité megoldast.

A first fit modszer a végtermékeket felsoroldsi sorban tekinti, az aktudlis munkadarabot az
elsd olyan félkész termékre helyezi el, amelyen az elfér. Ebben az értelemben ez egy mohd al-
goritmus.

A best fit algoritmus olyan rudat ad meg, amelyrdl az aktudlis munkadarabot levagva a leg-
kevesebb maradék képzddik.

A worst fit eljdrds pedig értelemszerlien olyan megkezdett rudat vélaszt az aktudlis munka-
darab levagasdhoz, amelyiken a vagas utan a leghosszabb még felhasznélhato szakasz marad.

El6nyos a leszaband6 végtermékeket el6zdleg nagysdg szerint rendezni. Ez 1ényegesen ja-
vitja a heurisztika eredményét.

Az emlitetteken feliil tovabbi egyszeri heurisztikdk léteznek. Erdemes megemliteni, hogy
az eddig targyalt szabdsi problémat offline szabdsi feladamak is nevezhetjiik, hiszen az dsszes
adat ismeretében kellett megoldanunk, és az 0sszes félkész terméket az eljaras teljes tartalma
alatt felhaszndlhattuk a megoldés javitdsdhoz.

Ezzel szemben online-nak nevezziik a szabasi feladatot, ha a leszabando6 termékek adatai be-
érkeztekor véglegesen donteniink kell elhelyezésiikrdl (a tobbi adat ismerete nélkiil), vagy ha
egy idében csak adott rogzitett szamu félkész termékbdl lehet szabni. Utdbbi esetben ha kiilon-
ben nem tudnank tovabb haladni, akkor valamelyik félkész termék eddigi szabésat véglegesnek
kell nyilvanitani, és egy tjat vonunk be a szabds meghatarozasdba.

A szabési feladat heurisztikdinak tomor, latvanyos illusztracidja taldlhat6 a
http://www.cs.arizona.edu/icon/oddsends/bpack/bpack.htm

cimen
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HEURISZTIKAK A SZABASI FELADATRA 1I.

A heurisztikus algoritmusok miikddését illusztralja az aldbbi 0t dbra egy véletleniil generdlt

| MWWHM !

A first fit eredménye:

A best fit eredménye:

A worst fit eredménye:

Es végiil a rendezés uténi best fit adta pakolds:
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A LEGROVIDEBB UT PROBLEMA

A legrovidebb iit feladata haldzati problémak kozé tartozik. Ezekben egy irdnyitott grdftal
megadott lehetdségek koziil az ezekhez kothetd optimélis folyamatokat akarjuk meghatarozni.
A hélézati feladatokkal kapcsolatban mindig feltessziik, hogy a hdl6zat minden élének van
hossza. Egy grdfot, vagy hdlozatot két halmazzal adhatunk meg. Az elsd a csicsokat, a masik
az ezekbdl 4ll6 parokat, az irdnyitott éleket hatarozza meg. Egy adott hdl6zatban megjeltlhe-
tiink kezddpontot és végpontot is.

Ldncnak nevezziik éleknek egy olyan sorozatit, amelyben az egymast kovetd barmely két €l-
nek egy kozos csucsa van.

Az 1it egy olyan lanc, amelyben az utolsé €l kivételével mindegyik €l végpontja a sorozatban
kovetkezd6 €l kezddpontja. Az (1,2), (2,3) és (4,3) élek lancot adnak, de az nem ut. Ut és ldnc
viszont az (1,2), (2,3) és (3,4) élek sorozata.

A legrovidebb it problémadja egy halézatban egy adott csticsbdl kiindulva a tobbi csticsba ve-
zet6 legrovidebb it meghatarozésat jelenti. Ennek megoldasara alkalmas Dijkstra algoritmusa
amennyiben minden él hossza nemnegativ:

e Lassuk el az els6 csucsot az alland6 O cimkével.

e Minden olyan ¢ cstcsot lassunk el ideiglenesen az (1,4) él hosszdval mint cimkével,
amelyhez vezet él az 1 csicsbol. Minden mds csics (az elsé kivételével) kapja
ideiglenesen a co cimkét. A legkisebb ideiglenes cimkéhez tartoz6 egyik csics cimkéjét
allandénak mindsitjiik.

e Tegyiik fel, hogy az i volt az utolsé, a (k+1). csics, amely dllandé cimkét kapott. Akkor
1 a k-adik legkozelebbi cstics az elséhoz. Az ideiglenes cimkével rendelkezd j csicsok
cimkéit médositsuk az (i cimkéje + az (i,j) tdvolsdga) értékre, ha ez kisebb, mint j
eddigi ideiglenes cimkéje. Ezutdn ismét adjunk végleges cimkét egy olyan csucsnak,
amelynek cimkéje a maradék ideiglenes cimkék legkisebbike.

e Folytassuk az eljdrast amig minden csucs 4lland6 cimkét nem kap.

e Ha minden csicsnak végleges cimkéje van, akkor az 1. csicsbdl egy j csucsba vezetd
legrovidebb utat ugy kapjuk, hogy a j csiicsbdl visszafelé haladva olyan csticsokon
keresztiil jutunk el az 1. csticsba, amelyektdl a rakovetkez&be vezetd €l hossza épp a
két cimke kiilonbsége.
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PELDA DIJKSTRA ALGORITMUSARA

Tekintsiik azt az egyszer( legrovidebb Tt feladatot, amelyben négy varosunk van: 1, 2, 3 és

7 2

4, és a koztiik levo tdvolsagot a kovetkezd abra adja:

1 2
3 1 3
3 1 4

Ez kb. egy olyan elhelyezésnek felel meg, amikor a varosok egy all6 téglalap csticsaiban
vannak, de az 1 - 4 4tl6 nem jarhato.
A Dijkstra algoritmus elsd 1épése az 1. varosbdl indulva a kovetkezd cimkézést adja:

[0*7007 OO7 OO]?

ahol a * azt jelzi, hogy az illet6 cimke végleges.
A kovetkezd 1épésben meghatdrozzuk az elsd varostdl mért tdvolsdgok alapjdn annak
szomszédainak ideiglenes cimkéjét:
[0%,1, 3, 00].

Az uj, ideiglenes cimkék koziil véglegesitjiik a legkisebbet:
[0%, 17,3, 00].

Képezziik most a végleges cimkéjli varosoktol mért tavolsdgok alapjan az uj, javitott cimkéket:
[0%,17%,2,4].

Itt a harmadik cimke kettes értéke ugy adddott, hogy a kettes varos végleges cimkéje + a
masodik és a harmadik varos tdvolsaga kisebb mint a kordbbi ideiglenes cimke értéke, a harom.
Kossiik le ismét az ideiglenes cimkék koziil a legkisebbet:

(0%, 1%, 2%, 4].
Az utols6 ideiglenes cimkét ismét lehet javitani, és az ezutan mar végleges is lesz:
[0%, 17, 2%, 3%].

Ebbdl az elsé és negyedik varos kozti legrovidebb ut 3 hosszi: 1 -2 -3 - 4.
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A MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMA

Egyes dontési helyzetekben olyan hélézatot kell vizsgalni, amelyben az éleknek kapacitasok
feleltethet6k meg. A kérdés az, hogy az egyik Kkitiintetett csticsbdl, a forrasbdl egy mésikba, a
nyel6be mi a maximalis eljuttathaté mennyiség a haldzat és a kapacitdsok figyelembevételével.
Ezt a feladatot nevezik a maximadlis folyam problémdnak.

Tekintsiik a kordbbi hdlézatot dgy, hogy az élekre irt szamok a kapacitdsokat jelentik, az
egyes csucs a forrds €s a négyes a nyeld:

1 1 2
3 1 3
3 1 4

7z 2

A késobbi eljaras kedvéért vezessiink be egy mesterséges élet a nyel6tol a forrasig. A feladat
linedris programozasi feladatként valé megfogalmazdsihoz jelolje az x;; vdltozé az (i, j) élen
athalad6 anyagmennyiséget.

Egy lehetséges folyamot kapunk példdul a kdvetkezd valtozo értékekkel:

Tio=1, w3=1, w3 =0, woy =1, & w34 = 1.

Az ehhez tartozo teljes atfolyd mennyiség 2. A lehetséges folyamoknak eleget kell tenniiik a
kovetkezd két feltételnek:

1. minden élre az élen 4tmend folyam nemnegativ és nem nagyobb, mint a megadott élkapa-
citds, €s
2. minden csucsra igaz az, hogy a bejové folyam mennyisége megegyezik a kimend fo-

lyaméval.

Az utébbi feltételt folyammegdrzési feltételnek nevezziik. A probléma linedris programozasi
feladatként val6 megfogalmazasédban a fenti feltételek mellett az xy célfiiggvényt kell maxima-
lizélni, ahol x( a nyel6bdl a forrdsba vezetd mesterséges élen atmend folyam mértéke.
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A MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMA 1I.

Az emlitett

1 2
3 1 3
3 1 4

példara vonatkozo linedris programozasi feladat ez alapjan:

max rg = Tog + T34,

feltéve, hogy

T2 < 1,
oz <1,
T3 <3,
Tog <3,
r3 <1,
Ty = Toq + Tz,
T13 + Tz = T34,
Tiz = Tz + Toy,
To = Ti2 + T13.

Ez egy hatvéltozos linedris programozasi feladat 4 egyenldség és 5 egyenlStlenség feltétellel.
Az abrardl konnyen leolvashat6, hogy a kordbban emlitett

rxr2=1, x13=1, 293=0, x4=1, és w34 =1

lehetséges megoldads egyben optimdlis is. Ez azon mulik, hogy a 4. csticsba 2-nél nagyobb
folyam nem folyhat be (figyelembe véve a 2. csicsba bemend folyamot).

Allapitsuk meg, hogy lehetséges megolddst konnyti megadni a maximalis folyam probléma-
hoz: ha minden élen nulla mennyiséget szallitunk, az megfelel a feltételeknek.

Jeloljik 7-vel azon élek halmazit, amelyeken kisebb a jelenleg dtmend folyam az él
kapacitasdnal. Jelolje R azon élek halmazdit, amelyeken a jelenlegi folyam pozitiv, ez
csokkenthets. Legyenek i(x,y), illetve r(z,y) a megfeleld véltoztatdsi korlatok.
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FORD-FULKERSON ELJARAS A MAXIMALIS FOLYAM MEGHATAROZASARA
Tekintsiik el6szor a cimkézési eljarast:

1. 1épés. Cimkézziik meg a forrast.

2. 1épés. Cimkézziik meg a csicsokat és az éleket a forrdsba vezetd mesterséges €l kivételével
a kovetkezd szabdlyok szerint.

Ha az z csucs mar kapott cimkét, de az y még nem, és (x,y) € I, akkor cimkézziik meg
az y csucsot és az (x,y) élt. Ekkor az (x,y) élt eléremend élnek hivjuk.

Ha az = csdcs mar kapott cimkét, de az y cstics még nem, és (y,zr) € R, akkor

il

cimkézziik meg az y cstcsot és az (y, x) élt. Az utdbbit hdtramend élnek nevezziik.

3. 1épés. Folytassuk a cimkézési eljarast, amig a nyel6 cimkét nem kap, vagy mar nem lehet
tovabbi csucsokat cimkével ellatni.

Ha a cimkézéssel elérjiik a nyel6t, akkor lesz a forrds és a nyeld kozott egy cimkézett élek-
bdl all6 lanc. Jelolje ezt C'. A C'-beli éleken dtmend folyam alkalmas moédositdsaval egyrészt
megoOrizhetjiik a folyam lehetségességét, masrészt ndvelhetjiik a folyamot.

A Ford-Fulkerson mddszer a fentiek alapjan:

1. 1épés. Keressiink egy lehetséges folyamot (a minden €len 0 értékd folyam mindig lehetsé-
ges).

2. 1épés. A cimkézési eljarassal kiséreljik meg elérni a nyel6t. Ha nem lehet a nyeldt igy
megcimkézni, akkor az aktudlis lehetséges folyam maximadlis. Ha elértiik a nyel6t, akkor
folytassuk az eljarast a 3. 1€pésnél.

3. 1épés. Hatarozzunk meg egy magasabb értékii lehetséges folyamot gy, hogy a megcimké-
zett lancon az el6remutaté élek értékeit noveljiik, a hitramutatékét pedig csokkentsiik
a

k:min{ min _r(x,y), min i(m,y)}

(z,y)eCNR (z,y)eCnI

értékkel. Folytassuk az algoritmust a 2. 1épéssel.
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PELDA A FORD-FULKERSON ELJARAS VEGREHAJTASARA

Tekintsiik ismét a

1 2
3 1 3
3 L 4

maximadlis folyam feladatot.

Az elsd 1€pés egy lehetséges folyam meghatdrozasa. Legyen ez az, amelyik minden élhez a
nulla folyamot rendeli hozza.

Ezutdn kezdjiink egy cimkézési eljardst. Eloszor a forrds, az 1. csics kap cimkét, majd ez
alapjan egy olyan él, ami ebbdl kivezet. Most ez esetben cimkét kap a 2. csucs, és az (1, 2) él.
Ezt folytatva a nyel6ig tarté cimkézett lancot (most utat) kapunk:

1—-2-3-4.
Az eldz6 lanc csak eléremend éleket tartalmaz. A lehetséges folyambdvitési lehetdségek
rendre:
i(1,2) =1, i(2,3) =1 és i(3,4) = 1.

Ez alapjdn az eddigi folyam a cimkézett lancunk mentén 1-el novelhetd. Ez alapjén az ehhez
tartozé lehetséges folyam értéke 1.

A lehetséges folyam javitdsa sordn azokat az €leket kell vizsgalni a cimkézés sordn, amelyek
kapacitdsat még nem meritettiik ki. Ezek alapjan mar csak egy cimkézhet6 lancot lehet képezni,
amely eléri a nyel6t, ez az

1-3-2—-4.

Ezen beliil a 3 — 2 él hiatramutato, ennek értékét legfeljebb 1-el lehet csokkenteni. Az eddigi
lehetséges folyam ismét 1-el novelhetd. Ezutdn a lehetséges folyam:

T12 = 1, T3 = 1, Tog = 1, €S T34 — 1.

Ennek a lehetséges folyamnak az értéke 2. Ezutdn lathatd, hogy tovdbbi cimkézett lancot méar

nem lehet képezni, tehdt az el6z6 lehetséges folyam egyben maximalis is.
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A MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMA ELMELETE

Legyen V' egy hdlézat csicsainak tetszSleges olyan halmaza, amely tartalmazza a nyel6t,
de nem tartalmazza a forrdst. Ekkor a haldzat olyan (i,j) éleinek halmazat, amelyek ¢ kezd6-
csticsa nem V'-beli, a j végpont viszont V'-beli, a hdldzat egy vdgdsdnak nevezziik. A vagas
tehdt élek egy olyan halmaza, amelyeket ha elhagyunk a hal6zatbol, akkor a forrasbol a nyeld
a tovabbiakban mar nem lesz elérhetd.

A vdgds kapacitdsa a vagast alkotd élekbdl a forrastol a nyeld felé vezetSk kapacitdsainak
Osszege. A kovetkezd két segédtétel adja meg a vagasok és a maximalis folyamok kozti 6ssze-
fliggést.

SEGEDTETEL. A forrdsbdl a nyel6be vezetd folyamok erfsségét barmelyik vagas kapacitasa
feliilrdl korlatozza.

B1zONYITAS. Tekintsiik egy halézat valamely V' vagasat. A halézat tobbi csticsanak halmaza
legyen V. Vilasszunk egy tetszSleges folyamot, legyen ennek értéke f, az (i, j) élen dthaladé
mennyiséget pedig z;;. Osszegezziik a V -beli dsszes csticsra a folyammegdrzési feltételeket.
Ez azt adja, hogy mivel kiesnek az olyan élekre vonatkozé tagok, amelyek mindkét végpontja

V -ben van, ezért
Y on- ¥ mes

1€V, jev’ eV, jeV

Az ebben az egyenletben szerepl elsé Osszeg egyenld a V' -nek megfeleld vagas kapacitdsa-
val. Mivel minden z;; érték nemnegativ, igy a masodik dsszeg is nemnegativ. Ebbdl adodik a
segédtétel dllitasa: a folyamok értéke legfeljebb annyi lehet mint a vagéasoké. U

A segédtételbdl az is kovetkezik, hogy barmely végas értéke felsd korlatja a forrdsbdl a
nyel6be draml6 maximalis folyam értékének. Tehat ha taldlunk egy olyan lehetséges folyamot,
amelynek értéke egyenld egy vdagas kapacitasaval, akkor taldltunk egy maximalis folyamot. Ez
egy fajta gyenge dualitast fejez ki.
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A MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMA ELMELETE II.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor egy adott lehetséges folyamra vonatkozdan a cimkézési
eljaras nem tudja elérni a nyel6t. Legyen ekkor a cimkézetlen csticsok halmaza dltal meghata-
rozott a vizsgalt vagas.

SEGEDTETEL. Ha a cimkézési eljaras nem tudja elérni a nyel6t, akkor a kimaradd, nem cimké-
zett csucsok dltal meghatdrozott vagas kapacitdsa megegyezik az aktudlis folyam erdsségével.

B1ZONYITAS. Legyen a korabbi jeloléseknek megfeleléen V' az aktudlis folyam mellett meg-
cimkézett csicsok halmaza, és V' pedig a cimkézetleneké. Tekintsiink egy (i, j) élet a vagds-
bél, dgy, hogy i € V és j € V'. Ekkor az z;; értéknek egyenl6nek kell lennie az (4, j) €l
kapacitasdval, hiszen kiilonben tovdbb tudtunk volna haladni egy megfelel6 eloremend éllel, és
akkor j nem a V"’-be tartozna.

Tekintsiink ezutdn egy olyan (i, j) élt, amelyre i € V' és j € V. Ekkor viszont z;; = 0 kell
hogy teljesiiljon, hiszen kiilonben a cimkézési eljarasban egy hitramend éllel el tudtuk volna
érni az ¢ csucsot, €s igy az nem tartozhatna a V' halmazba.

7

Az aktudlis lehetséges folyamra tehdt az teljesiil az el6z6 segédtételben igazolt
> mi— ), wi=f
i€V, jeV’ i€V, jev

egyenlet alapjan, hogy a jelen vagds kapacitdsa egyenld a ZieV, jevr Tij Osszeggel, €s az adott
folyam erdsségével. 0

Az eddigi megallapitdsok szerint tehat amikor a nyel6t nem lehet megcimkézni a forrasbol
indulva, akkor az aktudlis lehetséges folyam egy maximadlis folyam. Ez 6sszhangban van a
Ford-Fulkerson mddszerrel.
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PROJEKTEK UTEMEZESE, CPM, PERT

Az 0sszetett munkafolyamatok rogzitett befejezési idGponttal valé teljesitése gondos tervezd-
munkat igényel. Ennek része az Osszefiiggd események sorrendjének, idozitésének vizsgdlata
halézati modellek segitségével.

Erre a célra két eljarast szokds haszndlni. Ha az egyes munkafolyamatok végrehajtasi ideje
biztosan tudhatd, akkor a kritikus it modszer (Critical Path Method, CPM), mig ha a tevékeny-
ségek idGtartama bizonytalan, akkor a program kiértékelési és feliilvizsgdlati technika (Program
Evaluation and Review Technique, PERT) haszndlatos. Mindkét eljardst az dtvenes években
fejlesztették ki. Szamos nagy és kritikus projekt tervezésekor hasznéltdk ezeket a mddszere-
ket, pl. nagy szoftver rendszerek hatdrid6s kidolgozdsandl, Grkutatdsi projektekben, vagy épp

rakétainditdsok visszaszamlalasi eljardsanak kidolgozdsaban.

Mindkét eljarashoz sziikség van a projektet alkot6 tevékenységek listdjara. A projektet akkor
tekintjiik befejezettnek, ha minden részfeladata befejez6dott. Minden tevékenységnek lehetnek
elozményei, olyan munkafolyamatok, amelyeknek el6bb be kell fejez6dni ahhoz, hogy az adott
tevékenység elkezd6dhessen. A munkafolyamat 1épéseinek ilyen Osszefiiggését egy projekt-
halézattal adjuk meg.

A tevékenységeket a hilozat grafjanak irdnyitott élei definidljdk, a csicsok pedig a tevékeny-
ségek csoportjainak befejezését jelzik. A csucsokat emiatt eseménynek is nevezziik. Az ilyen
projekt-halozatot AOA (Activity On Arc) hdldzatnak nevezziik. Ennek illusztralasdhoz tekint-
siik ismét a kordbbi dbrankat:

1 2
3 1 3
3 1 4

Ezen most az 1. cstcs jelzi a projekt kezdetét, a 4. a befejezés csiics. A 2. csucs az egy
hosszu elsd tevékenység végét, és a 3., illetve 4. cstiicsokba vezetd munkalépések kezdetét
jelzi. Ha egy csticsba tobb €l is befut (mint pl. a 3. csuicsba), akkor ez azt jelenti, hogy mindkét
korédbbi tevékenységnek be kell fejez6dnie ahhoz, hogy az esemény utdni megkezdddhessen.
Az elé6zmények nélkiili tevékenységeket az els6 csicsbdl kiindul6 élekkel adjuk meg.
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PROJEKTEK UTEMEZESE, CPM, PERT II.

A projekt-halozatot alakitsuk ki ugy, hogy egy tevékenység végét mutaté csics sorszama
mindig nagyobb legyen, mint a kezdetét jelz6€. Ennek a szabdlynak persze tobb reprezentacid
is megfelel. Tovabbi feltétel, hogy két adott csucs kozott csak egy él mehet. Feltessziik még,
hogy egy tevékenységet csak egy €l reprezentdlhat.

Az utébbi két feltétel kielégitéséhez sziikség lehet az un. fiktiv tevékenységekre. Példaul
abban az esetben, amikor az A és B munkafolyamatok azonos feltétellel hajthatok végre, és
mindkettd kozvetlen elézménye a C' tevékenységnek. Ilyen esetben a B 1épést egy 1j csticshoz
kothetjiik, ahonnan egy nulla idStartamu fiktiv tevékenység tj D éle adja a C' munkafolyamat
megkezdésének feltételét.

Tekintsiik most a kovetkez6 projekt feltételrendszert:

Tevékenység El6zmények Id&tartam (nap)
A = anyagbeszerzés - 1
B = alkalmazottak kiképzése - 3
C = segédanyag termelése A 1
D = vélogatds és csomagolds A 3
E = szakmunka B, C 1

Ennek a projektnek épp a korabbi irdnyitott éleket tartalmaz6 grafunk felel meg az egyes
csuccsal mint a projekt kezdetével, és a négyes csuccsal mint befejezés csuccsal:

1

1 2
3 1 3
3 1 4

Vegyiik észre, hogy bar csak a B és C tevékenységeket tiintettiik fel, mint az &/ munkafézis
elofeltételét, de a halézat Gsszefiiggései miatt az A folyamatnak is be kell fejez6dnie az F
megkezdése elott.
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CPM, A KORAI IDOZITES MEGHATAROZASA

//////

idozités (Late event Time, LT'). Az i csics korai idozitése, £7'(i) az a legkorabbi id6pont,
amikor a csdcshoz tartozd esemény bekovetkezhet. Ennek megfeleléen az ¢ csics kései
idozitése, LT'(i) az a legkésGbbi idGpont, amikor a csticshoz tartozé esemény bekovetkezhet
anélkiil, hogy a projekt eloirt befejezési idSpontjat késleltetné. Meg lehet mutatni, hogy E7'(7)
a kezd6ponttdl az ¢ csiicsba vezetd leghosszabb ut hossza.

A projekt korai id6zitésének kiszamoldsat az egyes cstcesal kezdjitk, F7T'(1) = 0 adddik er-
re. Ebbdl kiindulva meghatdrozzuk a tovabbi ET(i) értékeket az élek adta dsszefiiggéseknek
megfeleléen. Ha egy csucsba tobb él is befut, akkor a csics korai id6zitése az el6z6 Osszes
részfolyamat teljesiilését feltételezi.

Ez alapjan az E'T(i) korai id6zités meghatarozasat a kovetkezd 1épések adjdk:

1. 1épés Keressiik meg az ¢ csticsba befuté élek kezdd csticspontjait. Ezek az események az ¢
esemény kozvetlen elézményei.

2. 1épés Az ¢ esemény minden kozvetlen eld6zményének LT értékéhez adjuk hozzd az i-be
vezetd megfeleld élhez tartozo tevékenység idGtartamat.

3.1épés ET (i) egyenls az el6z8 1épésben szamitott Gsszegek maximumadval.

PELDA. Hatdrozzuk meg a kovetkezd

1 2
3 1 3
3 1 4

projekt-hal6zat korai id6zitési értékeit! Definicié szerint ET'(1) = 0.

Az ET(2) érték kozvetleniil az ET(1) + 1 6sszegb0l adddik, mert a 2. csticsba csak egy él
fut be.

ET(3) =max{ET(1)+ 3, ET(2) + 1} = max{0 + 3,1 + 1} = max{3,2} = 3.

ET(4) = max{ET(2) + 3, ET(3) + 1} = max{1 + 3,3+ 1} = max{4,4} = 4.

Ez alapjan a teljes projekt befejezésének legkorabbi id6pontja 4. U
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CPM, A KESEI IDOZITES MEGHATAROZASA

A kései id6zités meghatdrozasat visszafelé, az utolsd, a befejezési csticsbol kiindulva kezd-
jik. Ebben az eljardsban ha egy ¢ csucsot tobb esemény kovet, az utébbiakra kordbban
szamitott LT értékekbdl le kell vonni az ¢ csiicsbdl ezekhez vezetd €l hosszat. Az igy kapott
id6pontok koziil a legkorabbira teljesiilnie kell az ¢ eseménynek, hiszen csak ebben az esetben
tarthat6 a kitlizott hatarido a teljes projekt teljesitésére.

Altaldban a befejezési cstics kései id6zitésének olyan idépontot szokds vélasztani, amely alatt
az mindenképpen elérhet§ az egyes csicsbol. Amennyiben az LT'(j) kései id6zitési értékek
mind ismertek a j > ¢ indexekre, az LT'(i) a kdvetkezs eljarassal szamithato:

1. 1épés Keressiik meg azokat a csucsokat, amelyekbe megy €l az 7 csticsbdl. Ezek az
események az 1 esemény kozvetlen kovetdi, utédai.

2. 1épés Az i esemény minden kozvetlen utédanak LT értékébdl vonjuk le az ¢-bdl az utédba
vezetd élhez tartozé tevékenység idStartamat.

3.1épés LT'(i) egyenld az el6zG 1épésben szamitott értékek minimumaval.

PELDA. Hatarozzuk meg a kései id6zités értékeket a jOl ismert irdnyitott grafunkra:

1 1 2
3 1 3
3 L 4

Legyen az LT'(4) érték 4, hiszen ekkorra a projekt befejezhetd. Innen L7'(3) =4 — 1 = 3,
hiszen a 3. csucsnak csak a 4. az utédja. Ezutan LT(2) = min{L7T(4) — 3,LT(3) — 1} =
min{4 — 3,3 — 1} = min{1,2} = 1. Hasonléan LT(1) = min{LT(3) — 3, LT(2) — 1} =
min{3 — 3,1 — 1} = min{0,0} = 0. Eszerint legkés6bb 4 idGegységgel kell a projektet kez-

deni a tervezett teljes késziiltségi esemény eldtt. U
Amennyiben egy i csicsra ET(i) = LT(i), akkor az illetd csdcsban valé minden

késedelem a projekt hatdridejének lekésését jelenti. Esetiinkben a (2,4) él 2-re véltoztatdsa

azt eredményezné, hogy a 2. esemény 1 egységgel késhetne a projekt befejezésének késedelme
nélkil: ekkor ET'(2) =1,és LT(2) = 2.
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CPM, A TURESHATAR

A projekt tervezésekor fontos ismeret az, hogy az egyes tevékenységek mekkora késedelme
nem veszélyezteti még a teljes projekt hataridore valé befejezését. Egy tevékenység, illetve az
ennek megfeleld (i, j) €l tiiréshatdraaz a T H (i, j) szam, amennyivel a tevékenység kezdete a
legkorabbi lehetséges idoponttdl eltolédhat anélkiil, hogy a projekt befejezése elkésne — a tob-
bi tevékenység pontos végrehajtasat feltételezve.

Legyen t;; az (i, j) tevékenység hossza. Az (i, j) tevékenység késése mellett akkor tarthaté
a projekt eredeti hatdrideje, ha az i. esemény korai id6zitése + az (i, j) tevékenység hossza +
a k tliréshatar még mindig a j. esemény kései id6zitésénél nem késébbi idépontot ad. Eszerint

ET() +t;; + k < LT(j),

amibdl a tliréshatarra
TH(i,j) = LT(j) — ET(i) — t;

adédik.

1 1 2

3 1 3

3 L 4

A példankra ad6do ttiréshatarok:

TH(1,2)=LT(2)—ET(1)—-1=1-0—-1=0,
TH(1,3)=LT(3)—-FET(1)-3=3-0—-3=0,
TH(2,3)=LT3)—ET(2)—1=3-1—-1=1,
TH(2,4)=LT(4)—ET(2)—3=4—-1-3=0,
TH(3,4)=LT(4)—ET3)—1=4-3-1=0.

Ennek megfelelGen csak a (2, 3) tevékenység halaszthatd (egy egységgel) anélkiil hogy ez a
teljes projekt csuszdsat okozna.
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CPM, A KRITIKUS UT, MOZGASHATAR

A nulla tliréshatara tevékenységek barmilyen elhuzdédasa késlelteti a projekt befejezését.
Ezért az ilyen éleket kritikus tevékenységnek nevezziik. A csak kritikus tevékenységekbdl 4110,
a kezdés csucsbol a befejezés csticsba vezetd utat kritikus rimak hivjuk.

A vizsgalt példankon az (1,2) és (2,4) tevékenységek példaul egy kritikus utat adnak meg,
mert ezekre a tliréshatdr nulla volt.

1 1 2
3 1 3
3 L 4

Természetesen egy projekt grafjaban tobb kritikus ut is lehet. A tevékenységek flexibilitasd-
nak a tliréshatar mellett tovdbbi mérdszama a mozgdshatdr:

Egy tevékenység, illetve az ezt reprezentald (7, j) él mozgashatdra az az idtartam, amennyi-
vel a tevékenység kezdete (vagy hossza) elhizdédhat anélkiil, hogy ezzel barmely kés6bbi te-
vékenység kezdési idSpontja a kordbbi kezdési idGpontjandl késdbbre tolddna. A jelolése
MH(, ).

A mozgéshatidr meghatdroz4sat a tliréshatdrhoz hasonldan tehetjiik meg: tegyiik fel, hogy az
i. esemény bekovetkezése, illetve az (i, j) tevékenység hossza k idGegységnyit tolodik. Ebben
az esetben a j esemény akkor nem csuszik az (i, j) tevékenység miatt, ha

ET() +ti; + k < ET(j).
Ebbdl a mozgdshatér definicidja:
MH(i, j) = ET(j) - ET(i) — t,;.

Mivel a példankra az ET(i) értékek megegyeznek a megfeleld LT'(i) értékekkel, ezért a
mozgdashatdrok is megegyeznek a kordbbi tliréshatdrokkal.
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CPM, A KRITIKUS UT MEGHATAROZASA

A kritikus ut meghatdrozasénak egyik lehetséges mddja az ismertetett modszer a tliréshatar
értékek kiszdmitdsaval, majd ezek ismeretében a nulla tiréshatiru élekbdl all6 ut megkeresése
a kezdés csucsbodl a befejezés csucsig.

Emellett a kritikus it meghatarozasara linearis programozasi feladatot is fel lehet irni, amely
tiikkrozi az eredeti probléma sajatossagait. Tekintsiik példafeladatunkat ismét:

1 1 2
3 1 3
3 L 4

Jelolje x; az i. esemény bekovetkeztének idSpontjat. Minden (i, j) tevékenységre érvényes,
hogy a j esemény el6tt be kell kovetkeznie az i-nek, és az (i, ) tevékenységnek is be kell
fejezGdnie. A kritikus Gt meghatdrozdsa a z = xp — x; fliggvény minimalizalasat jelenti, ahol
F" abefejezés csucs. A példankra adddo linedris programozasi feladat innen:

minz = x4 — a1,
feltéve, hogy
To > x1 + 1,
r3 > 11+ 3,
T3 > x9 + 1,
T4 > Ty + 3,
T4 > T3+ 1.

A véltozokra érdemes nemnegativitasi feltételt alkalmazni, s6t, 1 = 0 természetes valasztas
lehet. Az utébbi feltételek nélkiil az Excel a -2, -1, 1, 2 értékeket adta, és a kritikus at hossza-
ra 4-et kaptunk. Ha x; értékét rogzitettiik nulldra, akkor az optimélis megoldas megfelelGen a
0, 1, 3, 4 értékekre modosult.

A kritikus Ut meghatdrozésara felirt linearis programozasi feladatnak altaldban sok optimalis

megolddsa van (f6leg ha tobb tliréshatér pozitiv).
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CPM, A PROJEKT LEROVIDITESE

Redlis és gyakori feladat az, hogy egy projekt-hédlézat ismert kritikus it megolddsat médosi-
tani kell ugy, hogy a teljes projekt idotartamaét kell csokkenteni minimélis koltséggel — feltéte-
lezve, hogy minden tevékenység hossza csokkenthetd egy ismert koltség fejében.

Modositsuk a példankat annyiban, hogy minden tevékenység hossza csokkenthetd féllel a
kovetkezd koltségek megfizetése esetén: 1, 2, 3, 4, 5. Legyenek az 1j valtozok, amelyek
az egyes tevékenységek leroviditésének mértékét adjak, rendre A, B, C', D és E. A cél
azt meghatarozni, hogy hogyan kell iitemezni a projektet ahhoz, hogy az eredeti 4 hosszu
végrehajtds 3.5-re moddosuljon, és a tevékenységek gyorsitdsanak Osszkoltsége minimalis
legyen. Az ennek megfeleld linedris programozasi feladat:

minz = 2A+ 4B 4+ 6C + 8D + 10F,

feltéve, hogy
A<L05, B<05 (<05 D<05 FE<LO0.5,

To > a1+ 1— A,
r3 > x1+3— B,
13 > 1o+ 1-C,
Ty > 2T9+3—D,
ry>21r3+1-—F,
T4 — 21 < 3.5.

Itt z; =0,és A, B,C, D, E nemnegativ. Az optimalis megoldas
21 =0, 2o =005, 23 =25, 14=35 A=05 B=05 C=D=E=0.

Ez azt jelenti, hogy az (1,2) és az (1, 3) tevékenységeket kell postamunkédban végezni.
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PROGRAM KIERTEKELES ES FELULVIZSGALAT, PERT

A CPM, a kritikus Gt mddszere azt feltételezi, hogy a tevékenységek idGtartama ismert. A
projekt lerdviditési vizsgdlat kivételével a munkafolyamatok hossza rogzitett. Ezzel szemben
a PERT megkozelités a tevékenységek idGtartamaban a bizonytalansig figyelembevételét is le-
het&vé teszi.

A PERT egy munkafolyamat id6tartamér6l harom adatot vesz szamitdsba:

a = atevékenység legrovidebb lehetséges idGtartama,
b = atevékenység leghosszabb lehetséges id6tartama, és
m = atevékenység idGtartama legvalésziniibb értéke.

Jelolje a T;; valdszintiségi valtozé az (4, j) munkafolyamat idStartaméat. A PERT megkoze-
lités felteszi, hogy ezek a valoszinliségi valtozok béta eloszldsuak. Amennyiben a 7;; valdszi-
niiségi valtozo béta eloszlast kovet, akkor varhat6 értéke és szordsnégyzete (variancidja):

a+4m +b
B(Ty) = S
(b —a)®
T, =~
var j 36

A PERT feltételezi azt is, hogy a munkafolyamatok id6tartamai egymastdl fiiggetlen valdszi-
niiségi valtozok. Ebben az esetben a projekt-haldzat egy ttjanak idGtartama mint valdszintiségi

véltoz6
> E(Ty),
(4,5)€ut
az Ut teljes idejének variancidja pedig
Z var T;;.
(3,7)€nt

Jelolje most a C'P valdszintiségi valtoz6 a CPM dltal meghatdrozott kritikus ut tevékenysége-
inek teljes id6tartamat. A PERT feltételezi, hogy a kritikus ttban elegendGen sok tevékenység
szerepel ahhoz, hogy alkalmazni lehessen a centrilis hatdreloszlas tételt, €s igy megdllapithas-

suk, hogy a
cP= > T

(4,5) €kritikus 1t

valdszintiségi véltoz6 kozelitbleg normdlis eloszldsu.
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PROGRAM KIERTEKELES ES FELULVIZSGALAT, PERT PELDA

Tekintsiik ismét a kordbbi projekt-hal6zatunkat:

1

1 2
3 1 3
3 1 4

Ehhez most meg kell adni az egyes munkafolyamatok id6tartaménak eloszlas-paramétereit:

Tevékenység a b m
(1,2) 05 15 1.0
(1,3) 20 4.0 3.0
(2,3) 05 15 1.0
(2,4) 20 40 3.0
(3,4) 05 15 1.0

------

értékeket vélasztottuk. Ezekkel a szimokkal meghatarozhatjuk az egyes tevékenységek varhato
id6tartamat és variancidjat:

05+4x1+1.5 1.5 — 0.5)2 1
E(T12) = i Z R 1, varTis = % =5 = 0.028,
2+4%x3+4 4 —2)? 4
E(Tlg):TZB, var T13: ( 36 ) :%:0111,
05+4x1+1.5 1.5 —0.5)2 1
E(T23> = i Z T = 1, var T23 = % = % = 0028,
2+4%3+4 (4—-2)* 4
E(ly) = —————=3 Thy = = — =0.111
( 24) 6 , var lgg 36 36 )
05+4x1+1.5 1.5 —0.5)2 1
E(Ts) = ha Z T 1, var Ty = % = 35 = 0-028.

Vegyiik észre, hogy paraméterezésiink mellett a kapott varhaté értékek megegyeznek a
korédbbi rogzitett idGtartamokkal. A fiktiv élekre a varhat6 érték és a variancia is nulla lenne.
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PROGRAM KIERTEKELES ES FELULVIZSGALAT, PERT PELDA I1.

Mivel a feltételezés szerint az egyes projekt szakaszok hosszai fiiggetlen valdsziniiségi
valtozok, ezért a kritikus tt teljes ideje varhatd értéke €s annak szordsnégyzete a kritikus ut
szakaszaira kapott értékek Osszege lesz. Tekintsiik az (1,2) és (2,4) szakaszokbdl all6 kritikus
utat:

> E(Ty)=E(Tis) + E(Touy) = 1+ 3 =4,

(4,j) €kritikus 1t

a teljes 1d6 variancidja pedig

Z var Tj; = var Tiy 4 var Ty = 0.028 + 0.111 = 0.139.

(4,j) €kritikus at

Ugyanezeket az értékeket kapjuk a masik, (1,3), (3,4) kritikus udtra is. A varianciabdl a meg-
felels szoras v/0.139 = 0.373. Eszerint a kritikus utakon a varhato értékt6l valo eltérés varhato
értéke ez a 0.373.

Feltételezve, hogy a teljes kritikus tut megtételéhez sziikséges 1d6 normélis eloszlasu (ez pél-
dankra aligha teljesiilhet), meghatarozhatjuk annak a valészintiségét, hogy a teljes projekt be-
fejezddik adott id6, mondjuk 5 nap alatt.

Ez a val6szintiség P(CP < 5). Standardizaljuk a normdlis eloszlasu val6sziniiségi
véltozonkat:

CP—-4 5-4
0.373 — 0.373
Itt az F(2.681) = 0.996 értéket a standard normdlis eloszlds tablazatabdl olvastuk ki?.

Itt F'(z) a standard normdlis eloszlds eloszlasfiiggvénye. A PERT szerint tehdt a megadott
feltevések mellett annak a valdszintisége, hogy a teljes projekt 5 nap alatt befejezddik, 99.6%.

P(CP<5) =P ( ) = P(Z < 2.681) = 0.996.

*Elérhet? a jegyzet fiiggelékében is, de az interneten is pl. a ,,normal distribution table” szavakra keresve.
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PROGRAM KIERTEKELES ES FELULVIZSGALAT, PERT PELDA II1.

A standard normédlis eloszlds megfeleld értékét a tabldzat haszndlata helyett megtudhatjuk:

e az Excel NORM.ELOSZL fiiggvényét hasznélva,
e az SPSS nevd statisztikai program CDF . NORMAL (2.681, 0, 1) utasitdsdval,

e a Matlab 0.5+xerfc (-2.681/1.414) parancsdval (ehelyett persze a Matlab statisz-
tikai csomagja normcdf utasitdsa a jobb megoldds — mar ha az elérhetd),

e a Maple pedig a stats[statevalf, cdf,normald] (2.681) ; utasitdssal adja a

//////

A PERT alkalmazdsa sordn tett feltevések nehezen teljesithetdk.

e Igy nem kénny igazolni, hogy az egyes tevékenységek id6tartamai egymdstol fiiggetle-
nek.

e Sokszor a munkafolyamatok ideje nem béta eloszlést kovet.

e A centrdlis hatdreloszlas tétel feltételei teljesiiléséhez lehet, hogy nincs elegendd tevé-
kenység a vizsgélt dtban.

e Gyakran el6fordul, hogy a varhaté idotartamokra alkalmazott CPM eljards eredménye
nem marad kritikus 1t a véletlen események hatdsara.

Az utols6 probléma megoldédsara alkalmazhatunk Monte Carlo szimul4dciét annak meghaté-
rozaséra, hogy az egyes tevékenységek milyen valdszinliséggel kritikusak, illetve hogy mennyi
lehet a teljes projekt teljesiilése idejének varhato értéke €s szorasa.
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BETA ELOSZLASU VALOSZINUSEGI VALTOZOK OSSZEGE

Std. Dev = .28
Mean = .80
N =100.00
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Itt az els6 dbra mutatja két béta eloszlassal generdlt (RV.BETA(2,3)) véletlen szdm Ossze-
gének eloszlasat az SPSS nevii program hisztogram rajzold utasitdsa eredményeként. Be van
rajzolva az illeszkedé normalis eloszlds strtiségfiiggvénye is. A kovetkezd dbra tiz béta el-
oszlasu véletlen szdm Osszegének eloszlasat mutatja. Mindkét megjelenitett eloszlas eltér a
normalistol.

267



SZTOCHASZTIKUS KESZLETMODELLEK, AZ UJISAGARUS PROBLEMA

Szamos kozgazdasagi probléma fogalmazhaté meg, vagy vezethetd vissza arra a feladatra,
amikor azt szeretnénk meghatarozni, hogy mekkora raktarkészletet tartsunk fenn, illetve ren-
deljiink meg, ha mind a raktdron tartdsnak, mind a tdl kicsi készletnek ismert koltsége van. A
dontéshozo célja nyilvén a lehetséges legnagyobb nyereség elérése, illetve a koltségei minima-
lizalasa.

Az ujsdgdrus problémdnak azokat a feladatokat nevezziik amelyek elegettesznek a kovetkez6
feltételeknek:

e Arrdl kell donteni, hogy mennyi drut rendeljiink. Legyen ennek mennyisége q.

e A d egységnyi kereslet a beszerzett drura egy ismert, p(d) valészintiséggel fordulhat el.
Itt d nemnegativ szdm, és a D val6sziniségi valtozo reprezentélja a keresletet.

e A d és q értékekre vonatkozdan egy c(d, q) koltség meriil fel.

Egy tjsagarus valéban a fenti problémaval szembesiil. Ha az adott napi forgalmat alulbecsli,
akkor egyes vevlket nem tud kiszolgdlni, igy lehetséges nyereségtdl esik el. Masrészt ha til
sokat rendel, akkor annak a koltségeit fizetnie kell, és az el nem adott példanyok alapjan nyilvan
nem jut nyereséghez. Ha a kereslet diszkrét valoszintiségi véltozo, akkor a diszkrét keresletii
ujsagdrus problémdrdl van szo.

A koltségfiiggvény alakja arra az esetre, amikor a készlet nem kisebb, mint az igény (d < q):

C(d7 Q) = Coq —I— a?

ahol c, az egységnyi tiilkészletezés koltségét. Itt tehdt ¢, az a pozitiv koltség, amivel szamolni
kell akkor, ha a mar igy is tilzott készletet még egy egységgel noveljik. a a ¢-tdl nem fiiggd
tagokat jelzi. A késobb bemutatott eljards miatt ennek részletezése nem sziikséges.

Abban az esetben, amikor a megrendelt dru mennyisége kisebb, mint az igény (d > ¢ + 1),
akkor a koltségfiiggvény:
C<d7 q) = —Cuq + b7

ahol ¢, a pozitiv egységnyi alulkészletezési koltség. Ez az az 6sszeg, amivel a koltségeinket
csokkenteni tudjuk, ha egy egységgel tobb a készletiink. Itt b a ¢-tél nem fiiggd tagokat jelzi.
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AZ UJISAGARUS PROBLEMA 1I.

Az ujsagérus probléma elemzése sordn tekintsiik most a koltségfiiggvény valtozasiat. Ha
E(q) akoltségfiiggvény varhaté értéke abban az esetben, ha ¢ egységnyit rendeltiink az aru-
bol, akkor a feladat olyan ¢* optimédlis rendelés meghatdrozasa, amely minimalizalja E értékét.

Amennyiben az E(q) konvex fiiggvény, akkor elegendd az E(q + 1) — E(q) értékeket meg-
hatdrozni. Konvex fiiggvény esetén ugyanis a feladatunk annak a legkisebb ¢-nak a megkere-
sésére egyszertisodik, amelyre F(q + 1) — FE(q) pozitiv. Azt az eljarést, amely ez alapjan az
E(q+1) — E(q) ismételt kiértékelésével hatdrozza meg a keresett optimalis megrendelést, ha-
tarelemzésnek nevezik. Alkalmazasdnak feltétele, hogy a célfiiggvény konvex legyen, és hogy
az emlitett kiilonbség konnyen szamithato legyen.

Az E(q+ 1) — E(q) kiillonbség meghatdrozasahoz két esetet kell megvizsgalni:

1. Amikor d < ¢. Ekkor egy tjabb egység megrendelése tovabbi tilkészletezést okoz. Ez
co-al noveli a koltséget. Ennek az esetnek a bekovetkezési valdszintisége P(D < q), ahol D a
kereslet valdszintiségi valtozdja.

2. A masik eset az, amikor d > ¢ 4+ 1. Ekkor egy tovabbi egység megrendelése csokkenti a
hidnyt, és igy csokkenti a koltséget is c,-val. A masodik eset bekdvetkeztének valdsziniisége
P(D>q+1)=1-P(D <q).

A fentiek alapjan tehat az Osszes eset 100 - P(D < q) szazalékdban a ¢ + 1 egység
megrendelése c,-val keriil tobbe, mint ¢ egység rendelése, és az esetek 100 - (1 — P(D < q))
szazalékdban a ¢ + 1 egységnyi készlet koltsége c,-val kevesebbe keriil, mint g egységnyié.
Ezek alapjan dtlagosan a ¢ + 1 druegység megrendelése

E(q+1)—E(q) =c,P(D<q) —c,(1=P(D <q))=(co+c,)P(D<q) —cy

koltséggel keriil tobbe, mint a ¢ egység rendelése. Mivel a P(D < ¢) valdsziniiség ¢
novekedésével nd, ezért ha c, + ¢, nemnegativ (ez az esetek tobbségében redlis feltételezés),
akkor a fenti kiilonbség monoton néni fog, igy teljesiil a hatarelemzés feltétele.
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AZ UJISAGARUS PROBLEMA, PELDA

Ha E(q+1)— E(q) > 0, akkor (¢, +¢,)P(D < q) — ¢, > 0-b6l P(D < q) > ¢,/(co+cu)
adodik. Ha F(q) = P(D < q) a kereslet eloszlasfiiggvénye, akkor azt a minimalis ¢ értéket

keressiik, amire még teljesiil
Cy

F(q) > .
(@)= —
Tekintsiik azt a feladatot, amikor egy jegyzet kiaddsakor a nyomtatott példanyszamrol kell

donteni. A hallgatésdg 1étszdma ismeretében a varhat6 igényeket tobbé-kevésbé jol lehet be-

csiilni. A kérdés nyilvan az, hogy hany példanyban késziiljon a jegyzet ahhoz, hogy példaul a

harom éven beliili teljes koltség minimalis legyen.

A konkrét szamadatok legyenek a kovetkezdk: az elballitasi koltség 900 Ft, az eladasi ar
1500 Ft. A harmadik év végén a teljes maradék készlett6l megszabadulunk félaron: eladjuk
Oket egy nagykereskeddnek (750 Ft). A harom éven beliil eladhat6 példanyok valdszindisége:

eladott jegyzet valdszindség

50 0.30
100 0.20
150 0.20
200 0.10
250 0.10
300 0.10

A jelolésiink kovesse a bevezet6t: legyen ¢ a megrendelt jegyzetek szdma, d pedig a harom
éven beliil ténylegesen eladottak szdma. Amennyiben az eladott példanyok szdma kevesebb,
mint a megrendelteké (d < q), akkor a teljes koltség a kovetkezbek szerint alakul:

tevékenység koltség
q darab jegyzet vasarlasa 900 ¢
d darab jegyzet eladdsa —1500 d
q — d jegyzet eladasa félaron —750 (¢ — d)
teljes koltség 150 ¢ — 750 d

A tovabbi vizsgédlatunk szempontjdbol ebbdl az a fontos, hogy a ¢ egységnyi novelése 150
Ft-nyi koltségnovekedést jelent (hiszen 900-ért dllitjak el6 a jegyzetet, és a folos példanyoktol
csak 750-ért tudunk megszabadulni).
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AZ UJISAGARUS PROBLEMA, PELDA 1I.

Vegyiik észre, hogy a jegyzet el6allitdsdnak a példanyszamtdl nem fiiggd koltségei az opti-
malis példanyszdmot nem befolyasoljak, hiszen ezeket minden g-ra azonos médon kell megfi-
zetni.

Amennyiben az igényelt példanyok szdma legaldbb annyi, mint a megrendelteké (d >
q), akkor a teljes koltség a kovetkezOek szerint alakul (a negativ koltséget nyereségként
értelmezziik):

tevékenység koltség
q darab jegyzet vasarlasa 900 ¢
q darab jegyzet eladasa ~ —1500 ¢
teljes koltség —600 ¢

Ebben az esetben a ¢ egységnyi novelése a koltségeket 600 forinttal csokkenti (a nyeresé-
get 600 Ft-al noveli). Az eddigi koltségelemzés alapjan a tilkészletezési koltség c, = 150, az
alulkészletezési koltség pedig ¢, = 600.

Alkalmazzuk most az optimélis megrendelésre vonatkozo6 levezetett feltételt:

Pl s 600 600
U= e T 150+600 750

A megadott val6szintségek alapjan példankban 200 darab jegyzet megrendelése az optima-
lis, mert erre adddik el6szor a kapott 0.3+0.2+0.2+0.1 = 0.8 eloszlasfiiggvény érték.

0.8.

A kapott eredmény illusztraldsaként hatarozzuk meg az egyes koltség eltéréseket
E(q+1) = E(q) = (¢o + cu) P(D < q) — cu

alapjan az egymadsra kovetkezd eltérések rendre:

E(51) — E(50) = (150 + 600) - 0.3 — 600 = 225 — 600 = —375,
E(101) — E(100) = 750 - 0.5 — 600 = 375 — 600 = —225,
E(151) — E(150) = 750 - 0.7 — 600 = 525 — 600 = —75,

E(201) — E(200) = 750 - 0.8 — 600 = 600 — 600 = 0,
E(251) — E(250) = 750 - 0.9 — 600 = 675 — 600 = 75,
E(301) — E(300) = 750 - 1.0 — 600 = 750 — 600 = 150.
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AZ UISAGARUS PROBLEMA, FOLYTONOS KERESLET

Bizonyos értelemben az el6z06 példdban is feltételeztiik a kereslet finomabb felbontdsat, mint
az épp definialtat. Mégis, az az eset kiilon targyalandd, amikor a D keresletet egy folytonos
valészintiségi véltozdval reprezentdljuk. Az el6z6 modellre haszndlt hatdrelemzési eljardst
ennek megfeleléen moédositani kell.

Eszerint a dontéshoz6 véarhato koltségét az a ¢* megrendelés minimalizalja varhat6 értékben,
ahol ¢* az a legkisebb megrendelési érték, amelyre teljesiil

Cy

P(DSQ)ZC e

A feltételben az egyenlGséget az tette lehetdvé, hogy a kereslet most folytonos valdszintiségi
valtoz6. Egyszertien beldthatd, hogy a fenti feltétel ekvivalens az
Co

P(DZq)ZC e

egyenlettel.

PELDA. A légitarsasagok nemrég még bevett gyakorlatavolt, hogy a legnagyobb lehetséges
nyereség elérése érdekében tobb jegyet adtak el, mint ahdny utas az adott gépre felfér — arra
szamitva, hogy nem minden utas fog ténylegesen utazni, egyesek lemondjédk az utat kiilonb6z6
okok miatt. Vizsgaljuk meg az Ujsdgarus probléma modelljével, hogy egy adott esetben hogyan
hatdrozhat6 meg az optimalis tilfoglalds.

A Fokker F70 gép 79 utast tud széllitani. Tegyiik fel, hogy egy jaratra a jegy ara 40 eFt, a
tulfoglalds miatt a géprdl lemaradé utas karpotlds és egy masik jarat dragdbb ara miatt 20 eFt
tobbletkoltséget jelent (€s visszatéritik a teljes jegyarat). A tapasztalatok szerint a jeggyel ren-
delkezd, de meg nem jelent utasok szdma kozel normalis eloszlast kdvet 10 varhat6 értékkel és
3 szoréssal.

Legyen most ¢ a légitarsasdg 4ltal az adott jaratra eladott jegyek szdma, d pedig a meg nem
jelent utasok szama (ez eltér a kordbban szokdsos jelentést6l). Ekkor ¢ — d lesz a ténylegesen
utazdsra jelentkezdk szdma. Ha ¢ — d < 79, akkor mindenki utazhat, és ekkor a 1égitarsasag
koltsége —40(q — d) (ezer Forintban). Ha (¢ — d) > 79, akkor 79 utas lesz a gépen (ennek
koltsége —79 - 40), és ¢ — d — 79 utas kap karpétlast fejenként 20 eFt értékben. Ekkor tehat a
1égitdrsasag teljes koltsége 20(q —d —79) —40- 79 = 20q — 20d — 60 - 79 = 20q — 20d — 4740.
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A FOLYTONOS KERESLETU UJSAGARUS PROBLEMA, PELDA

Amennyiben g — 79 a dontési véaltozonk, akkor egy folytonos keresletti ujsdgarus problémat
kell megoldani. A fenti adatok alapjan ¢, = 40, és ¢, = 20. Az optimélis dontés feltétele:

Cu 40 2
B a1 = e = +a0 3
Standardizéljuk a D valdsziniiségi valtozonkat a 10 varhat6 érték és a 3 szords felhasznéla-
saval:

D—10 _q—79—10 :
P < = 0.6.
(5= )

Bevezetve a Z = (D—10)/3 standard normadlis eloszldst valoszintiségi valtozot, optimalitdsi
feltételnek azt kapjuk, hogy

791 )
P(Zg%)zo.ﬁ.

A standard normalis eloszlds tdblazatdbdl megtudhatjuk, hogy P(Z < 0.43) = 0.6664 (és a

kovetkezd értékre, 0.44-re mar 0.67 valdszintiség adddik). Innen a kozelitd optimalis megoldas
—-79—-10
043 = T——.

azaz
q=(0.43-3) + 89 = 90.29.

Eszerint a 1égitarsasdgnak az adott feltételek mellett a legeldnydsebb 90 vagy 91 jegyet
eladnia a 79 tényleges fér6helyre. Természetesen ha az igény ennél kisebb, akkor annyi jegyet
érdemes kiadni. 0J
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SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELLEK

Ahogy az ujsagéarus probléma példdjan is latszott, egy sztochasztikus programozdsi problé-
ma szokds szerint egy alapul szolgdlé determinisztikus feladatra épiil. Miutdn kideriilt, hogy
valamely véltoz6 valdjdban egy valdszinliségi valtozoval adhaté meg, egy ujabb, szrochaszti-
kus optimalizdldsi modellt fogalmazunk meg.

A modell és feladat szavakat szinonimaként haszndlhatjuk. Szigoribb értelemben a mo-
dell adja meg a feladatra vonatkozé feltételezéseket, €s hatdrozza meg azokat a matematikai
objektumokat, amik a rendszeriink paramétereinek megfelelnek. Ez alapjan aztan felirhatjuk
a konkrét megoldand¢ feladatot, majd az eredményt alkalmazhatjuk leirdsi vagy mikodtetési
céljainkra.

Abban az esetben, amikor a modellre vonatkozé dontést a véletlen esemény el6tt kell meg-
hozni, statikus modellrdl besz€liink. Ide tartozik az jsdgarus probléma is. Ezzel szemben
dinamikus modellnek neveziink olyan modelleket, amelyek olyan rendszerekre vonatkoznak,
amelyek dllapotaikat id6ben valtoztatjdk. Amennyiben a rendszer viselkedését nem befolya-
soljak véletlen folyamatok, akkor az optimdlis vezérlést a rendszer induldsa el6tt meg lehet
hatarozni.

A sztochasztikus dinamikus rendszer esetén az optimdlis miikodtetéshez sziikség van a valo-
szinliségi valtozok aktudlis értékeinek megfigyelésére, és a rendszer miikodésére valé hatasuk
megallapitasara.

Az alapul vett determinisztikus feladatokra a kovetkezd két példa szolgal kiindulési pontként:

Meghatarozando olyan x, hogy

g1($,§) 20’ 92(x7€> 207 sy gr(x,f) 20’

reD,

ahol D egy adott, nem véletlen halmaz, amit gyakran véges sok x-re vonatkozo egyenltlenség
hatdroz meg. A £ szimbdlum olyan vektort jelol, amelynek komponensei majd valdszintiségi
véltozok lesznek.
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SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELLEK 1I.
A masodik determinisztikus feladat egy sz€éls6érték keresés:
min h(z, &)
feltéve, hogy

gl(xaf) 2 07 gg(l’,f) Z Oa RN gr(xaf) 2 07

reD,

ahol D ismét egy adott, nem véletlen halmaz, amit gyakran véges sok x-re vonatkozé egyenl6tlen-
ség hatdroz meg. A ¢ szimbdlum itt is olyan vektort jelol, amelynek komponensei majd vald-
szinliségi véltozok lesznek.

Ezeknek a feladatoknak fontos specidlis esetei az alabbi problémak:

Meghatarozando olyan x, hogy
Tx>¢, (vagy Tx=¢),
Ar=b és x>0,
illetve az, hogy

min h(x, &)
feltéve, hogy

Ar=0b és x>0,

ahol esetleg nem csak &, de a 7" matrixok egyes elemei is véletlen valdszintiségi véaltozok.

A legels6 determinisztikus problémanak felel meg példdul a kovetkezd valosziniiség maxi-
malizdldsi feladat:

maXP(gl(x7€) Z 07 92($7£) Z 07 ) gr(xvg) Z O)a
ugy, hogy = € D.
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KORLATOZAS NELKULI NEMLINEARIS OPTIMALIZALAS

A korldtozds nélkiili nemlinedris optimalizdldsi feladatok gyakorlati problémédkban gyakran
1épnek fel. Altalanos alakjuk

min f(z),

ahol a célfiiggvény kétszer folytonosan differencidlhaté (f € C?), f : R* — R. A megol-
das egyik modszere az, hogy az eredeti nemlinedris fiiggvényt a megoldashoz tarté pontokban
kvadratikus fiiggvényekkel kozelitjiik, és a kovetkezd iterdlt a kozelitésbdl kapott megoldas
lesz.

A feladat megolddsahoz helyi keresé eljdrdsokat szokés haszndlni, amelyek az indul6pont-
hoz tartozé helyi minimumpont megkeresésére véllalkoznak, 4ltaliban monoton nem ndvekvd
célfiiggvényérték mellett.

Amennyiben a mésodik derivalt, a H;;(z) = 0*f(z)/0z;0x; képlettel adott Hesse matrix
ismeretes, akkor a leghatékonyabb a Newton mddszer. Ez az érint6- modszer alapjan mikodik,
ami egydimenziés nemlinedris egyenletet old meg az xy1 = x — f(xg)/f (x)) iteracids
képlettel. A tobbdimenzids optimalizalasi feladatra ennek a kovetkezd formula felel meg:

Tyl = T — H71($k)Vf($k),

ahol V f(xy) az f(x) fuggvény gradiense az x; pontban.

A korszerli szamitégépes megvaldsitisokban a megadottndl kisebb 1épést szokds tenni.
Az ilyen Newton mddszerre bizonyos feltételek teljesiilése esetén kvadratikus konvergencia
érvényes, azaz egy megfelel6 +* helyi minimumpontra

2" — 2| < Oz — al?

érvényes egy alkalmas pozitiv C' konstansra.

Gyakran a Hesse matrix nem éllithat6 el6 egyszertien, vagy pedig numerikus differencidlassal
jOl kozelithets. Az erre az esetre modositott Newton médszernek guasi-Newton eljdrds a neve.
Erre kvadratikus konvergencia mar nem érvényes, csak a szuperlinedris konvergencia, azaz
teljesiil

= mall
k—oo ||1‘* — ZL’kH

0.
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GRADIENS MODSZER

Amennyiben csak a gradiensértékre lehet tdmaszkodni, akkor olyan eljardst is fel lehet
épiteni, amely az adott iterdcids pontbdl a negativ gradiens irdnydban 1ép tovabb:

Th41 = Tk — )\Vf(xk)7

ahol )\ alépéskoz. Az olyan mddszereket, amelyek keresési irdnya a negativ gradienssel pozi-
tiv belsd szorzatot ad, gradiens modszereknek nevezziik.

A gradiens mdédszernek is vannak olyan véltozatai, amelyek nem igénylik a célfiiggvény de-
rivaltjanak ismeretét, ennek megfeleld kozelitését maga az eljards allitja eld.

A gradiens médszercsaldd dltaldban csak linedris konvergencidt mutat, de a konjugdlt gradi-
ens modszerrel bizonyos feladatosztdlyon el lehet érni a szuperlineéris konvergenciét.

PELDA. Tekintsiik az f(z) = (z; — 1)* + (21 + 2o — 2)? fliggvényt. Ennek a célfiiggvénynek
a minimuma az x; = 1, o = 1 pontban van, ért€ke 0. A gradiens

Vf(l') = (2(1'1 — 1) —+ 2(33'1 + X9 — 2), 2(.%'1 + X9 — 2))T7
a Hesse matrix és inverze pedig

H(z) = { 421 ; } . illetve H(z)™' = [ -82 _(1)8 ] ’

Ennek alapjan a Newton médszer adta iterdcié az zo = (3, 3) pontbdl indulva:

masirmo-(3)-[ 83 4] (74

Innen

_(3)\ | 05 0512\ _(3)\ ( 6-4\_[(3Y\ (2
=03 0.5 1.0 8 )=\ 3 —6+8 )~ \ 3 2 )
Tehét ez alkalommal egy 1épésben megkaptuk az (1,1)7 optimélis megolddst. Ez a jelenség

a lényegében kvadratikus fiiggvényekre fordulhat eld.
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GRADIENS MODSZER, PELDA

Tekintsiik az el6z6 példat, és oldjuk meg a gradiens médszerrel! Minimalizdland6 tehat az
f(x) = (1 — 1)* + (21 + 29 — 2)? fiiggvény. Ennek minimuma az z; = 1, x5 = 1 pontban
van, értéke 0. A gradiens

Vf(z)= 2z — 1) + 2z + 25 — 2),2(21 + 29 — 2))".

Vegyiink egy viszonylag kis 1épéskozt, A = 0.1-et, és ismét az 7o = (3,3)” indulépontot.
Az iteracids sorozat elsd 1épései ezzel az

LTpt1 = T — /\Vf(ﬂ?k)

képlet alapjan:

o= i) = (3 ) -01( '3

A kovetkez6 iterdlt pontok a Matlab

I
Y
W W
SN—
I
Y
o=
oo N
SN—
I
Y
DN =
oo
SN—

» X = X — 0.1#[2x(x(1)-1)4+2* (X (L) +x(2)-2);2* (x(1)+x(2)-2)]

utasitasaval kiszamitva:

(124 [ 0.984 [ 0.8720
2=\ 180 )0 T\ 150 ) "=\ 14768 |-

A kovetkez6 néhany kivélasztott kozelitd vektor:

~ ( 0.8359 [ 09245 ~/0.9930 ~{ 0.9999
T =\ 127220 )"0 =\ 11221 )> %0 =\ 10113 ) P10 =\ 10002 /-

Az iterdlt vektorok linedris konvergencidra utalnak.
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KONJUGALT GRADIENS MODSZER

A konjugdlt gradiens modszer optimalizdlasra és szimmetrikus pozitiv definit maétrixd
linedris egyenletrendszerek megolddsara alkalmas. Pontos aritmetikdval ugyan véges sok
1épésben megtaldlnd a megoldést, de a kerekitési hibdk miatt mégis iteracids eljardsnak kell
tekinteni. Szdmos varidnsa ismert.

Legyen A egy szimmetrikus, pozitiv definit matrix, akkor a

1
q(z) = ixTAI — b

kvadratikus fiiggvénynek egyetlen x* minimumpontja van, és erre Ax* = b teljesiil. Mas
széval az Ax = b linedris egyenletrendszer megoldédsa ekvivalens a ¢(x) kvadratikus fiiggvény
minimumpontjdnak meghatarozasaval.

A tobbdimenzids optimalizalasi eljarasok rendszerint az

Th4+1 = Tk + QS

alakban keresik az 0j kozelitdé megoldést, ahol s, egy keresési irdny, és o« a lépéskoz. A
kvadratikus fiiggvények optimalizdldsa sordn a kovetkezd észrevételeket tehetjiik:

(1) A negativ gradiens (amelyik irdnydban a célfiiggvény csokken) a rezidudlis vektor:
—Vq(z)=b— Az =r.

(i1) Adott keresési irdny mentén nem kell adaptiv médon meghatdrozni a 1€péskozt (mint al-
talanos nemlinedris minimalizélds esetén kellene), mert az optimalis « kdzvetleniil meg-
adhat6. A keresési irdny mentén ott lesz a célfiiggvény minimalis, ahol az 0j reziduédlis
vektor merdleges s -ra:

0= g5a(zir1) = Va(ze) Goonm = (Avpr — )7 (55 (2 + asy)) = =150
Az uj rezidudlis vektort ki lehet fejezni a régivel és a keresési irdnnyal:
Tre1 =b— Axpr =b— A(zy, + asg) = (b — Axy) — aAsy = r, — aAsy.

Balrdl beszorozva s -vel, és megoldva ezt az egyenletet a-ra azt kapjuk, hogy

1 Sk
st Asy
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KONJUGALT GRADIENS MODSZER /2

Ezzel megkaptuk a szimmetrikus, pozitiv definit méatrixd linedris egyenletrendszerek meg-
oldédsara szolgal6 konjugélt gradiens médszert. Egy adott x indulépontra legyen so = o =
b — Axyg, és iteraljuk £ = 1,2, ... értékekre az aldbbi 1épéseket, amig a megdllasi feltételek
nem teljesiilnek:

p—

ay = (riry)/(sh Asy) (alépéshossz meghatdrozasa)
2. Ty = xp + a8, (iterdlt kozelité megoldas)

3. 11 = 1 — apAsy (az Gj rezidudlis vektor)

4. By = (rf )/ (rire) (segédvaltozo)

5. Ska1 = Tke1 + Bra15k (az 4j keresési irdny)

Vegyiik észre, hogy az o értékét most kicsit mds formaban hatdroztuk meg (r}s; helyett
riry all). Ervényes viszont, hogy

T T T T T
7% Sk =T (Tk + BeSk—1) = T Tk + BrTk Sk—1 = T, Tk,
mivel az r, rezidudlis vektor merSleges az s;_; keresési irdnyra.

A kordbbi gradiensmddszerek egyszerlien a negativ gradienst kdvették minden iterdcids 1é-
pésben, de felismerték, hogy ez a meredek fald enyhén lejt6 volgyszerd fiiggvények esetén
sziikségteleniil sok iterdcids 1€pést kovetelt a volgy két oldaldn valé oda-vissza mozgdssal. A
kisebb meredekséggel rendelkezd irdnyban viszont lényegesen gyorsabban lehetett volna ha-
ladni a megoldas felé. A konjugdlt gradiens mddszer ezzel szemben a 1épésenkénti megfeleld
irdnyvaltoztatassal kikiiszoboli ezt a hatranyt (innen a neve).

A megallasi feltétel szokds szerint az, hogy a felhaszndl6 el6irja, hogy az utolsé néhdny ite-
ralt kozelités eltérése €s a linedris egyenletrendszer két oldala kiilonbsége normdja ezekben a
pontokban adott kis pozitiv értékek alatt maradjanak.

A konjugalt gradiens moédszer nemlinedris optimalizalasra is alkalmas, ha minden iteracids

1épésben az eredeti célfiiggvény kvadratikus modelljére alkalmazzuk (az adott pontbeli fligg-
vényértékre, a gradiensre és a Hesse matrixra vagy ezek kozelitésére tdimaszkodva).
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A KONJUGALT GRADIENS MODSZER A MATLABBAN
A konjugélt gradiens mddszer egy egyszerli megvaldsitdsa a Matlabban:

function x = kg(A, b, x);
s = b-AxXx;

r = s;
for k=1:20
a =(r’*r)/ (s’ xAxs);
X = x+ax*s;
rr = r—a*xAxs;
s = rr+sx((rr’ xrr)/ (r’ *xr));
r = rr
end

Az 4ttekinthet8ség kedvéért a megallasi feltételeket elhagytuk a programbol, ezek akkor
allitottdk meg az iterdcidt, ha a keresési irdny, vagy a rezidudlis vektor normdja, illetve ha
a megoldas utols6 két iterdltjanak eltérése normdja kisebb volt, mint 0.00001. A kiindulasi

adatok:
4 1 5 3
a=(1a) o= (3) == (3):

Lathato, hogy a megoldds z* = [1, 1]7. A kapott eredmény két iterdcié utdn:

r =
1.0e-014 ~«
-0.1554
-0.0888
ans =
1.0000
1.0000

Tehat a linedris egyenletrendszer bal- és jobb oldaldnak eltérése mér a szdmdbrazol4s hataran
volt, és az eredmény is nagyon kozeli az elméleti megoldashoz. Ez teljes 0sszhangban
van a modszer (pontos aritmetika haszndlata esetén érvényes) véges szamu lépésben valo
konvergencidjaval, de latszik a kerekitési hibak hatdsa is.
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EGYENLETRENDSZEREK ITERACIOS MODSZEREI / MATLAB

A linedris egyenletrendszerek megolddsara szolgalo iteracids Matlab eljarasokat 6sszegeztiik
az aldbbi tdblazatban:

fliggvény matrix tipus modszer

bicg altalanos bikonjugalt gradiens modszer
bicgstab | éltalanos stabilizalt bikonjugélt gradiens médszer
cgs altalanos négyzetes konjugdlt gradiens mddszer
gmres altalanos altalanositott minimum-rezidual médszer
minres Hermite-szimmetrikus minimum-rezidudl médszer

lsqgr altaldnos konjugélt gradiens normélis egyenletekre
pcg Herm. poz. def. prekondiciondlt konjugélt gradiens

qmr altalanos kvazi-minimal rezidudl médszer
symmlg Hermite-szimmetrikus szimmetrikus LQ modszer

Ezek a fiiggvények (a gmres kivételével) azonos hivasi formdtumot haszndlnak. A
legegyszerlibb hivdsi méd az

X

= solver (A, Db),

ahol solver atdbldzatban szerepld egyik eljards neve. Ha a megéllasi feltételben a toleranciét
modositani szeretnénk, akkor a hivasi forma

X =

solver (A,b,tol),

ahol a tol érték az a szdm, amellyel a norm (b-Axx) <= tolsxnorm(b) feltétel teljesii-
1ését koveteljiik meg. A tolerancia alapbedllitdsa 1e—6.

Egy adott n x n-es A matrix nemnulla elemei szdzalékos ardnyat a kovetkezé Matlab utasi-

tas adja:

» nnz (A)/n"2
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EGYENLETRENDSZEREK ITERACIOS MODSZEREI / MATLAB / 2

A gyakrabban hasznélatos, érdekes matrixok, vektorok kdzvetleniil is elérhet6k a Matlabban:

» b = ones(n,1);
az egyesekbdl allé n hosszu oszlopvektort adja.

» A = gallery (’wathen’,12,12); n = length(A)

n =
481
» nnz (A)/n"2
ans =
0.0301

a 481 x 481-es Whaten matrixot generdlja, amelynek rogzitett ritkasagi szerkezete van véletlen
elemekkel. A nemnulla elemek ardnya kb. 3%. A prekondiciondlt konjugélt gradiens médszer
a kovetkez6 eredményt adja a fentiekben definidlt linedris egyenletrendszerre.

»x = pcg(A,b);

pcg stopped at iteration 20 without converging to the
desired tolerance 1e-006 because the maximum number of
iterations was reached.

The iterate returned has relative residual 0.063

Ez azt jelenti, hogy az eldirt megéllési feltétel nem teljesiilt még a rezidudlra, tobb iterdcid
végrehajtasit kell ehhez engedélyezni.

x = pcg(A,b,1e-6,100);
pcg converged at iteration 86 to a solution with relative
residual 8.8e-007

Nagyon tanulsdgos a 12 helyett nagyobb paraméterrel futtatni a fenti utasitdsokat. 40 esetén

az n mar kozel 5000, a nem nulla matrixelemek ardanya 3 ezrelék. Erre a feladatra a pcg eljarés
kb. 6 masodpercig futott, x = b \ A pedig hétszer tovabb.
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EGYENLETRENDSZEREK ITERACIOS MODSZEREI / MATLAB / 3

Az iterativ eljardsok a hatékony miikodéshez dltalaban prekondiciondldst igényelnek, az
eredeti

Az =10

egyenlet helyett az M; és M, matrixokkal, illetve az M = M; M, matrixszal a kovetkezd
egyenleteket fogjak haszndlni:

M{YAMG Y - Myx = M,

vagy pedig
M~ ' Ax = M.

Az atalakitds célja az, hogy az eredménymatrix bizonyos értelemben kozel legyen az
egységmatrixhoz. A j6 prekondiciondlé métrixok meghatdrozdsa nehéz feladat, és altaldban
az adott alkalmazds ismeretét kivanja meg, amibdl a linedris egyenletrendszer szarmazik.

Az éltalunk vizsgalt A matrixnak egy jo prekondiciondldja az

M = diag(diag(A))

matrix, az A matrix f6atléja elemeibdl all6 diagondlis matrix. Ezzel mint 6todik argumentum-
mal felhivva a pcg eljarast, Iényegesebben gyorsabban kapunk a megallasi feltételnek megfe-
lel6 megoldast:

» [x,flag,relres,iter] = pcg(A,b,1le-6,100,diag(diag(Ad)));
» flag, relres, iter
flag =
0
relres =
9.0568e-007
iter =
28

Vegyiik észre, hogy amikor egynél tobb eredmény-argumentumot kériink, akkor nem jonnek

izenetek. A f1lag nulla értéke azt mutatja, hogy a megoldas teljesiti az eldirt megélldsi feltételt
iter darab iterdcios 1épés utan.
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AUTOMATIKUS DIFFERENCIALAS / MOTIVACIO

A numerikus algoritmusok gyakran tdmaszkodnak valamely fiiggvény derivdltjara. A
kovetkez0 eljardsokat szokds hasznélni:

1.

4.

Az illetd fiiggvény “kézzel”, papiron valé derivdldsa, majd a megfeleld szubrutin
megirdsa.

Numerikus derivalds: amikor a felhaszndlé vagy a szdmitégépes program maga ad
egy numerikus kozelitést (a differencia-hdnyadost) a derivalt aktudlis pontbeli értékére:
f'(z) =~ (f(xr + h) — f(x))/h. Ha lehet vélasztani, akkor az algoritmusba beépitett
kozelitést valasszuk!

. A vizsgalt fiiggvény szimbolikus derivdldsa valamely szdmit6gépes algebra rendszerben

(DERIVE, REDUCE, MATHEMATICA, MAPLE, ...).

Az alabb részletezendd automatikus differencialas.

A numerikus derivalt haszndlatdnak el6nye (+) és héitranya (-):

+ nincs el6zetes munkaraforditas a derivaltak “kézzel” torténd eldallitasara,

+ emiatt javitani sem kell az azok programozdsa sordn elkovetett hibdkat, és

+

akkor is miikodik, ha az illetd fiiggvény képletét nem ismerjiik, csak a kiszdmoldsara
szolgdlo szubrutin adott.

— a levagasi hiba miatt sok értékes jegy veszik el. Ez a jelenség csak bonyolult, és

nem is minden szamitégépes kornyezetben rendelkezésre all6 eszkozokkel csokkenthetd
(valtozé méretii szamabrazolas, raciondlis aritmetika stb.),

— a gyorsan valtozo derivéltak becslésére alkalmatlan.

A ,kézzel” val6 derivdlas €s a megfeleld rutinok megadasa elénye €s hatranya:

+ a levdgasi hiba nem jelentkezik, a kiszamitott derivaltértékek éltalaban csak nagyon kis

kerekitési hibaval terheltek, és

+ a gyorsan valtozé derivaltértékek is jol meghatarozhatok.

— aderivdltak képletének meghatidrozasa munkaigényes, és a "kézzel” val6 elddllitas esetén

gyakran komoly hibaforras, valamint

— csak a képlettel adott fliiggvények derivdltja hatarozhaté meg ilyen mdédon, tehét a

kizarélag algoritmussal adottakat dltaldban nem lehet igy derivalni.
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AUTOMATIKUS DIFFERENCIALAS

A szimbolikus derivalasi lehet6ségek mellett (amelyek a képletet igénylik), olyan médszer

is kellett, amely az el6z6 mddszerek eldnyeit képes egyesiteni a hatranyok elhagydsaval, tehat:

+ lényegében nem igényel eldzetes raforditast a derivéltak "kézzel-” vagy akdr szamitogé-
pes algebrarendszerrel, szimbolikus manipuldcidval valé meghatdrozasara,

+ emiatt nem is kell a megfeleld szubrutinokat programozni €s javitani,

+ akkor is miikodik, ha csak az illetd fiiggvény kiszdmolasédra szolgél6 szubrutin adott, de
a fiiggvény képlete nem ismert,

+ alevégdsi hiba miatt nem vesznek el értékes jegyek,
+ a gyorsan véltozé derivaltak meghatdrozasara is alkalmas, €s

+ a derivaltak kiszamitdsanak miveletigénye dltaldban kisebb, mint a numerikus derivala-
sé, illetve az analitikus derivaltakat kiszamitd szubrutinoké.

A MODSZER:

Haegy f(x) fuggvény képlettel megadhatd, illetve rendelkezésre dll az 6t kiszamit6 szubru-
tin, akkor a kdvetkezd eljardssal egyszertien lehet a derivalt értékét (nem numerikus becsléssel)
meghatarozni.

1. A fiiggvény minden valtozdja és konstansa helyett hasznaljunk olyan adatszerkezetet,
amely két valos szambdl 4ll. Az elsé felel meg a korabbi valtozéértéknek, a masodik pedig egy
derivéltértéknek.

2. Minden véltozéra ez a mdasodik valds legyen kezdetben egy. Minden, a fliggvény
kiszdmitdsahoz hasznalt konstans 1j adatszerkezetében a masodik érték legyen nulla.

3. Ezutan csak olyan szabélyokra van sziikség, amelyek minden miiveletre megadjdk a meg-
feleld operaciot az elso tagon, €s a derivalasi szabdlyoknak megfeleld 1épést a masodik tagon.
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AUTOMATIKUS DIFFERENCIALAS / MUVELETIGENY

Példdul, ha f(x) = g(x) * h(x), akkor a szokdsos programsor F' = G * H lenne. Az
automatikus differencidlds megfeleld miivelete ezzel szemben

F(1) = G(1) « H(1),

" F2) = G(1) * H(2) + G2) * H(1).

Szabalyok néhany alapmiivelet és elemi fiiggvény differencidlasahoz:

y=f(z) |latz axx a/r /x log(x) exp(z) cos(z)
f'(z) +1 a —y/z 05/y 1/x Y — sin(z)

Vegyiik észre, hogy a derivélt értékének kiszamitdsa sordn sehol se jelenik meg a derivalt-
fliggvény képlete. Az automatikus differencidlasnak két végrehajtasi modja van:

1. a sima, egyszer( valtozat koveti az alapfiiggvény kiszamitasdnak sorrendjét, az argumen-
tumoktol halad a fiiggvényérték felé,

2. a forditott moédszer ezzel szemben el0szOor meghatirozza a fiiggvény kiszamitasi
fajat, majd ennek ismeretében, a redundancidk kihaszndldsdval forditott sorrendben haladva
hatdrozza meg a fliggvény és derivaltja értékét.

A forditott algoritmus elonyének az az dra, hogy a tarigénye magasabb, és a sima algoritmus
egymenetes végrehajtasdval szemben két menetet igényel.

A fontosabb automatikus differencidlési feladatok miivelet- és tarigénye:

Feladat Algoritmus
sima | forditott
L(f,Vf) | <4nL(f) <4L(f)
L(f,Vf, H) | O(mL(f)) | < (10n+4)L(f)
L(f,J) O(nL(f)) | < (3m+1)L(f)
SV | O(S(f) | O(S(f) + L(f))
SV H) | O(S(f) | OS(f) + L(f))
S(f,J) O(5(f)) | O(5(f) + L(f))

Magyardzat: f: egy n-valtozds fiiggvény, f: m darab n-vdltozds fiiggvény, Vf: az
f gradiense, H: az f Hesse-mdtrixa, J: az f Jacobi-métrixa, L(.): az argumentumok
meghatdrozdsanak miiveletigénye a {4, —, *, /, \/;10g, exp, sin, cos} alapmiiveletek felett, és
S(.): az argumentumok meghatdrozédsdnak tarigénye.
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AUTOMATIKUS DIFFERENCIALAS / PELDA

Az automatikus differencidlds szamitogépes megvaldsitdsat konnyiti, hogy a sima véltozat
idedlisan alkalmas objektum orientdlt kornyezetben operator tultoltéssel val6 elegdns megol-
ddsra. Szdmos professzionalis megvaldsitas sziiletett, pl. a PASCAL-XSC, C-XSC, ADOL-C,
ADIFOR, JAKEF rendszerek. Megemlitendd, hogy a legkorszer(ibb jelenlegi megoldasok tobb
széazezer soros programokkal megadott fliggvények differencidldsat teszik lehetévé ezen a mo-
don.

PELDA.

Hatdrozzuk meg az f(z) = (x — 1)* fiiggvény derivdltjst az =+ = 2 pontban! A
differencidlhdanyados-fiiggvény f'(z) = 2(x — 1), a keresett derivaltérték pedig 2.
A viltozonkhoz tartozd par (2, 1), a fiiggvényben szerepld konstanshoz tartozé pedig (1,0).
A zar6jelen beliili kifejezés f(x) képletében a
(2,1) — (1,0) = (1,1)
part eredményezi. A négyzetreemelést szorzdssal értelmezve az

(1,1) % (1,1) = (1,2)

part kapjuk, amelybdl kiolvashat6, hogy f(2) =1, és f'(2) = 2.
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KORLATOZAS ES SZETVALASZTAS MODSZERE

Olyan optimalizélési feladatok megolddsara, amelyeket kdzvetleniil nem lehet valamely be-
vett eljarassal megoldani, hasznos az eredeti feladat egyszer(ibb részfeladatokra val6 felbonta-
sa. Ide tartozik az egészértékdl linedris optimalizélési feladatok kore, €s a nemlinearis progra-
mozas is.

Az alapotlet az eredeti feladat szisztematikus felosztdsa olyan kisebb, valamely szempont-
bél kezelhet6bb részfeladatokra, amelyek bizonyos értelemben a teljes leszamolés egy haté-
kony megvalésitasat adjak. A megoldott részfeladatok eredményeit természetesen megfeleléen
0sszegezni kell. A mddszer erejét az adja, hogy minden 1épése automatizédlhato.

Tekintsiik azt a feladatot, amelyben

min f(x)

az optimalizalasi cél, és a lehetséges megolddsokat azonos dimenzidju, egész koordindtdju x
vektorok egy véges és nem iires L halmaza adja meg.

Ennek a feladatnak nyilvdnval6an van optimalis megoldasa, hiszen a véges sok lehetséges
vektor kozott nyilvan kijelolhetd az, amelyiknél kisebb célfiiggvényértéket a tobbi nem ad.
Sok esetben a lehetséges megolddsok szdma nagyon nagy. Igy példdul az n x n-es hozzéren-
delési feladat esetén n! darab lehetséges megoldast kellene ellendrizni.

A korldtozds és szétvdlasztds modszere két fliggvényre tdmaszkodik:

e a ¢ szétvdlasztdsi fiiggvény az L lehetséges megoldasi halmaz egy tetszSleges L' (amire
|L’| > 1) részhalmazanak megadja egy valddi osztdlyozdsat.

e a g korldtozd fiiggvény pedig az L egy tetszleges L' # () részhalmazahoz hozzdrendeli
az f(x), x € L' célfuggvényértékek egy alsé korlatjait. Ameny-nyiben L' egy x
lehetséges vektorbdl all, akkor g(x) = f(z).

Erre a két fliggvényre alapozva mdr fel lehet épiteni a korldtozas és szétvdlasztds modszer
egy valtozatat.

Gyakran hasznos a lehetséges megolddsok L halmazat befoglalni egy kony-nyebben kezel-
hetd halmazba, és a felosztast azon végigkovetni.
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KORLATOZAS ES SZETVALASZTAS MODSZERE, 1I.

A korlétozas és szétvélasztas (angolul branch-and-bound, B&B) mddszere egy leszdmldldsi
fdt épit fel a kovetkezOk szerint:

0. 1épés Az elGkészités sordn hatdrozzuk meg a g(L) értéket, és legyen L a leszamldlasi fa
gyokere. Legyen k = 1. Cimkézziik meg a gyokeret a g(L) értékkel.

1. 1épés Az aktualis fa levelein hatdrozzuk meg a cimkék minimumat, és valasz-szunk ki egy
minimalis cimkéji L' levelet.

2. 1épés Amennyiben L' mdr csak egy vektorbdl dll (L' = {T}), akkor vége az eljarasnak, T
optimélis megoldés.

3. 1épés Bovitsiik az aktudlis fat ¢(L') elemeivel, legyenek ezek L' leszdrmazottjai az épitett
keresési faban. Az uj levelekre hatirozzuk meg az als6 korldtokat a g fiiggvény
segitségével, és rendeljiik Oket cimkeként a megfeleld levelekhez. Noveljik a &
iteracioszamot eggyel, és térjlink ra a kovetkezd iteracids 1€pésre (1. 1€pés).

Az eljards végessége abbol adodik, hogy a ¢ definicidja alapjan minden L' részfeladatnak
legfeljebb | L’| leszarmazottja van, és hogy az algoritmus futdsdanak minden fazisaban az eredeti
L lehetséges megolddsi halmaz egy osztalyozasat jelentik az aktudlis levelek. A szétvélasztdsi
fliggvény tulajdonsdgdn mulik, hogy minden djabb szétvalasztds valddi osztilyozast ad. Ebbol
az adddik, hogy a keresési fa maximaélis mélysége |L|. A fa végességébdl mar kovetkezik az
eljaras végessége is.

Az algoritmus helyessége azon mulik, hogy minden iterdcids fazisban a lehetséges megol-
dasoknak az aktudlis levelek 4altal meghatdrozott osztdlyozasa részhalmazaira ismert alsé kor-
latok legkisebbike alsé korldtja lesz az optimélis célfiiggvényértéknek. A megéllaskor tehat
f(@) < f(x) adddik az T vektorra. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy T optimalis megoldds.

Erdemes az alapmddszer inditdsa sordn egy lehetséges megoldédsra vonatkozé (€s ezért pon-

tos) fels6 korlatot adni az optimum értékére. Ennek segitségével a szamontartott részfeladatok
szamat csOkkenteni lehet.
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KORLATOZAS ES SZETVALASZTAS MODSZERE, PELDA
Tekintsiik a kovetkezd egyszeri 0-1 értékd linedris programozasi feladatot:

min —4x1 — X9 — X3 — Xa

feltéve hogy a
51‘14‘31‘24‘21’34‘%4 S 5

feltétel teljesill, és x; € {0, 1},i=1,...,4.
Ebben az esetben a lehetséges megolddsok halmaza: L = {(0,0,0,0),(0,0,0,1), (0,0, 1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0

Az L-en a célfiiggvény alsé korlatjanak vegyiik azon célfiiggvény egyiitthatok Osszegét,
amelyekre van egyes valamely vektorban (ennél kisebb érték nem fordulhat el6): g(L) = —7.

Tegyiik fel, hogy a szétvdlasztdsi fliggvény L-et olyan két halmazra bontja, hogy L;-be
keriiljenek azok a vektorok, amelyekre x; = 0, Ls-be pedig azok, amelyekre xy = 1. Ekkor

L, ={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0), (0,1,0,1),(0,1,1,0)},
és g(Ly) = —3, illetve
Ly, ={(1,0,0,0)},
és g(Lo) = —4.

Mivel a kovetkezd 1épésben az Lo levelet kellene tovabb osztani, és az mar csak egy vektort
tartalmaz, ezért * = (1,0,0,0) az optimdlis megoldas.

Vegyiik észre, hogy a fenti gyors megoldast csak az tette lehetové, hogy a lehetséges meg-
olddsok halmazdbdl egy 1épésben sikeriilt elkiiloniteni egy egyelemi részhalmazt, amelyre a
célfiiggvény értéke nem volt nagyobb, mint a tobbi, a lehetséges megoldasok kozé tartozé vek-
tor célfiiggvény értéke.

Gyakorlati feladatokban persze lényegesen nagyobb szamu iterdcidé kell a megoldashoz

— mdsrészt ezzel egyiitt is hatdsos és hatékony eszkoz lehet a korlatozds és szétvdlasztas
modszere.
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INTERVALLUM ARITMETIKA

A valds szdmokra végzett miiveleteket ki lehet terjeszteni intervallumokra is, és ha valamely
mennyiségrél nem egy konkrét valos szammal val6 egyenl6ségét, hanem egy intervallumba va-
16 tartozasét ismerjiik, akkor az intervallumokra végrehajtott miiveletek eredménye tartalmazza
az intervallumokban 1év{ valos értékekre vonatkozo miiveletek értékét is.

HALMAZELMELETI DEFINICIO: Ao B :={aob:ac€ A, be B}; A, B e, ahol I ava-
16s kompakt intervallumok halmaza (azaz olyan [i, j] intervallumoké, amelyekre i,j € R, és
i < ).
ARITMETIKAI DEFINICIO:

[a,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+ d],

[a,b] — [c,d] = [a —d,b— ],

[a,b] x [¢,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)],
[a,b]/[c,d] = [a,b] x [1/d,1/c],ha 0 & [c,d].

Az osztas definidldsandl a 0 ¢ [c, d] feltétel gyakran elGfordulé megszoritasnak ttinik, de a
tapasztalatok szerint nem az.

ALLITAS. Az aritmetikai definicié megfelel a halmazelméletinek, és viszont. Tehat az intervallum-
aritmetika ebben az értelemben pontos.

A bizonyitds az éllitdsban szerepld miiveletek monotonitdsan mulik.

Az alapmiiveleteken tdl a standard fiiggvényeket is ki lehet terjeszteni intervallumokra. Azt
az eljarést, amelynek sordn egy valos fliggvény miiveleteit és standard fiiggvényeit rendre in-
tervallumos megfelel§jiikre cseréljiik, rermészetes intervallum kiterjesztésnek nevezziik.

Azt mondjuk, hogy egy f(x) valds fiiggvény befoglals fiiggvénye az F'(X), ha minden
x € X valésra f(z) € F(X), ahol X € I". A természetes intervallum kiterjesztés befoglald
fiiggvényt ad. Az f(x) fiiggvény értékkészletét az X intervallumon f(X)-el jeldljiik.

PELDA. Az z — z? értékkészlete a [0, 2] intervallumon [—2, 0,25]. Ezzel szemben az
intervallum-kiterjesztéssel ad6dé intervallum [—4, 2].
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AZ INTERVALLUM-ARITMETIKA ALGEBRAI TULAJDONSAGAI

e az + ésa —,illetve a x és az / nem inverzei egymadsnak, ha intervallumokra alkalmazzuk

Sket. Példaul [0, 1] — [0, 1] = [—1,1], és [1,2]/[1, 2] = [1/2,2]. Valamint [0, 0] + [0, 1] —
[0,1] = [—1, 1] és az eredmény nem [0, 0].

e érvényes az Un. szubdisztribicids torvény, azaz A(B + C)
[0,1]([1, 1] = [1,1]) = [0,0] < [0, 11, 1] — [0, 1][1,1] =
az a € R konstansra a(B + C) = aB + aC'.

C AB + AC. Példaul
1,1]. Masrészt viszont

-

e érvényes az az altaldnos szabdly is, hogy a 0-szélességli intervallumokra (amelyekre
w(A) =0, ahol w(A) = b — a, ha A = [a, b]) az intervallum-miiveletek megegyeznek a
valds szdmokon szokdsos miveletekkel.

e az Osszeadds és a szorzds kommutativ és asszociativ. Az egyetlen egységelem az [1, 1],
az egyetlen zéruselem a |0, 0].

e érvényes az intervallum-miveletek befoglalasi izotonitisa: A C B, C' C D -bol
kovetkezik, hogy AoC' C Bo D. (Persze csak akkor, ha az illeté miveletek definialtak.)

e definidljuk az n-dimenziés A € I" intervallum szélességét a koordindtankénti inter-
vallumok szélességének maximumaként: w(A) := max(w(4;) ¢ = 1,..., n), ha
A= (A, As, ..., A,) € I". EKkkor teljesiilnek a kovetkezdk:

1. ha A C B, akkor w(A) < w(B),
2. w(C+ D) =w(C)+w(D) (az egy dimenzids esetben),
3. w(aB) = |a] w(B).
e Definidljuk az A intervallum m(A) kozéppontjat a kovetkez8k szerint: m(A) =

(a+0b)/2,ha A € I, és m(A) = (m(A1),m(Az),...,m(A,)), ha A € I". Ekkor
m(A+ B) =m(A) £ m(B),ha A, B € I".

A gépi szamokkal végzett intervallumos miiveletek sordn gondoskodni kell arrél, hogy a ke-
rekités sordn a befoglalasi tulajdonsdg ne vesszen el. Ehhez elegend$ az un. kifelé kerekitést
alkalmazni, azaz az eredmény intervallumok alsé végpontjat lefelé, a felsot felfelé kell kereki-
teni. Ezek a kerekitési modokat egy IEEE szabvdny biztositja, de szdmos programozasi nyelv
teljes intervallum kiterjesztést ad, pl. C-XSC, INTLAB, PROFIL/BIAS.
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PELDA AZ INTERVALLUM-ARITMETIKAN ALAPULO KORLATOZAS ES
SZETVALASZTAS MODSZERRE

Tekintsiik a min f(z) = z* feladatot az X = [—2,10] intervallumon. A szélsGérték nyil-
vén a 0 pontban van. Az f(z) fliggvény befoglal6 fiiggvényértéke a kiinduldsi intervallumon
[—2,10] % [—2,10] = [—20, 100].

A kiindulési intervallumot osszuk fel két egyenld részre. A kapott intervallumokra ad6dé
korlatok:

Ebbdl az adddik, hogy a teljes feladatra vonatkoz6 alsé korldtunk -20-rdl -8-ra javul. Vegyiik
észre, hogy a masodik részintervallumon a célfiiggvényiink monoton, ezért a befoglalé fligg-
vényliink pontos.

A kovetkez§ iterdcios 1épésben a legigéretesebb részintervallum a [—2,4]. Osszuk fel most
ezt. Az ezutdn meglévo részintervallumokra a korlatok:

f(=2,1)) = [=2,4],  f([1,4]) = [1,16],  f([4,10]) = [16,100].

Mivel egy részintervallumon ([—2, 1]) kapott fels6 korlét kisebb, mint egy masik részinterval-
lumra ([4, 10]) érvényes alsé korlat, ezért az ut6bbi torolhetd a keresési tartomédnybdl, hiszen
nem tartalmazhat optimélis megolddst.

A kovetkezd néhdny iterdcié utdni még figyelembe veendd részintervallumok a hozzdjuk
tartoz6 korlatokkal:

f([_2> _075]) = [07257 4]a f([_075’ 1]) = [_0’5’ 1]7 f([l, 4]) = [17 16]7

f([—2, —0,5]) = 10,25, 4], f([-0,5, 0,25]) = [0, 125, 0,25],
f([0,25, 1]) =[0,0625, 1], f([1, 4]) = [1, 16],

£(]=0,5, —0,125]) = [0,015625, 0,25], f([—0,125, 0,25]) = [—0, 03125, 0,0625],

£(10,25, 1]) = [0,0625, 1].

Az optimélis célfiiggvényértékre vonatkozo6 bizonytalansag 5 iteracios 1épés alatt 120-r61 0,1
ala csokkent. Az optimum helye bizonytalansaga 12-rdl 1,5-re alakult.
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INTERVALLUM-FELOSZTASI ALGORITMUS

Az intervallum-felosztdsi (Moore-Skelboe) algoritmus adott nemlinedris fiiggvény valamely
intervallumon vett globdlis minimumadanak als6- és felsGbecslését adja meg. A kezdeti X
intervallumban egy olyan X’ részintervallumot keres meg, hogy F'(X’) tartalmazza a globdlis
minimum értékét, és az F'(X') intervallum szélessége kisebb legyen, mint egy el6re adott &
pozitiv konstans. Az algoritmus a kovetkezd:

I.
2.

Legyen Y := X és y := min F/(X). Inicializaljuk az L = ((Y, y)) listdt.

Vilasszunk egy olyan k£ koordinatét, amellyel parhuzamosan az Y = Y] x --- x Y,,-nek
maximdlis hosszusagu éle van.

. Vagjuk ketté Y-t a k irdny mentén: igy olyan V; és V5, boxokat kapunk, amelyekre

Y =VUV,.
Szamitsuk ki F'(V;)-et és F(V5)-t, és legyen v; = min F/(V;) i = 1, 2-re.

. Toroljik (Y,y)-taz L listdbol.

(a) Monotonitdsi-vizsgdlat: torljik a (V;, v;) part, ha 0 ¢ Fj(V;) valamely j (1 < j <
n)reési=1, 2-re.

(b) Kivagési-vizsgalat: toroljiik a (V,v;) part, ha v; > f (ahol f adott eljards-
paraméter, dltaldban a globdlis minimum legjobb ismert felsd korldtja) és : = 1, 2.

Tegyiik a (V1,v1) és (Va,vy) parokbdl a megmaradtakat a listdba. Ha a lista iires, akkor
STOP.

Jeloljiik a lista azon pdrjat, amelynek mésodik eleme a legkisebb, (Y, y)-al.
Ha F(Y) szélessége kisebb, mint ¢, akkor nyomtassuk ki F'(Y) és Y értékét, és STOP.

Folytassuk az algoritmust a 2. 1épésnél.
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INTERVALLUM-FELOSZTASI ALGORITMUS 1I.
Az 5a pontbeli monotonitasi teszt:
toroljiik a (V;,v;) part, ha 0 ¢ Fi(V;) valamely j (1 < j <n)reési=1, 2-re

akkor torol valamely részintervallumot, ha azon az f(x) fiiggvény szigordan monoton. Ilyen
esetben az adott intervallum nem tartalmazhat a belsejében minimumpontot. Ha az algoritmus
azzal 4l le, hogy Ures lett a lista, akkor meg kell vizsgélni, hogy nem lehetett-e minimumpont
az eredeti X intervallum hatdran példaul ugy, hogy az algoritmust Gjrainditjuk egy X D
X intervallummal. Masik megoldas lehet, ha az 5a Iépésben a torlés helyett az aktualis
intervallumot helyettesitjilk a megfelel6 lapjaval. Ekkor nincs sziikség az X intervallummal
valé ellendrzésre.

Az 5b pontbeli kivigasi teszt:

toroljikk a (V;,v;) part, ha v; > f (ahol f adott eljaras-paraméter, altaldban a globalis
minimum legjobb ismert felsé korlatja), : = 1, 2

olyan részintervallumokat dob el, amelyekre az f(x) fiiggvény lehetséges legkisebb értéke is
nagyobb, mint f .

Az f értékét megvalaszthatjuk a feladatra vonatkozé elGzetes informdcidink alapjan, de
adaptiv médon is: kezdetben legyen f = max F'(X), majd minden vdgdsndl f = min(f,
max F'(Vy), max F'(V3)). Algoritmusunk 5b 1épése az utébbi eljarassal biztos nem dob ki
olyan részintervallumot, amelyben globélis minimumpont van. Szokas f javitdsa helyi keresd
modszerrel (€s utdna a kapott kozelitd optimum intervallumos kiértékelével).
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INTERVALLUMOS NEWTON MODSZER

Tekintsiik most az f(x) = 0 egydimenzids feladatot. Feltételezziik, hogy f’(x) folytonos
fiiggvény az [a, b] intervallumon, és

0¢{f'(x),z € [a,b]} valamint f(a)f(b) < O.

Ha az f(xz) zérushelyének egy X, befoglaldsa ismert, akkor egy jobb, X, befoglaldst a
kovetkezd iteracios képlettel kaphatunk:

Xpp1 = (C(Xk) - %) N X

Itt ¢(X) az X intervallum egy bels6 pontja (példdul a kozéppontja). Tekintsiik az f(z) = /x+
(x 4+ 1) cos(z) fiiggvényt a [2, 3] intervallumon. A kapott iterdcids sorozat az intervallumok
w(Xy) szélességével egyiitt:

1 [2,0, 3,0] 1,0

2 [2,0, 2,3] 0,3

3 [2,05, 2,07] 0,02

4 [2,05903, 2,05906] 0,00003

5 [2,059045253413, 2,059045253417] 0,000000000004

Optimalizalasi feladatokra nyilvan a célfiiggvény derivaltjara kell a képleteinket alkalmazni,
hiszen annak a zérushelyeit keressiik. Ekkor az iterdcids formula a kdvetkez6 lesz:

Xk—i—l = (C(Xk) - %) ﬂXk.

Itt f'(z) a célfiiggvény derivdltja, F”(X) pedig a masodik derivélt befoglald fiiggvénye.
Vegyiik észre, hogy az iteracids képletiink nem fiigg kozvetleniil magatdl a célfiiggvénytdl. Ez

rendben is van abbdl a szempontbdl, hogy nyilvdn azonos iteracids sorozatot varunk f(z)-re,
és annak eltoltjara, f(x) + c-re.

Amennyiben a célfiiggvény tobbdimenzids, akkor az intervallumos Newton 1épés:
Xy = (e(Xp) — HH(Xp)V F(e(X4))) N Xk,

ahol H(X}) az f(z) Hesse matrixa befoglaldsa az X, argumentum intervallumra.
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KORLATOZAS ES SZETVALASZTAS MODSZERE, 2. PELDA

Ebben az esetben a feladat egy olyan kellemetlen gyér telepitési helyszin meghatdrozasa volt,
amelyre a magyarorszagi nagyobb varosok lakosai szamdval ardnyos elutasitas figyelembevé-
telével a lehet6 legkisebb gondot okozza.

A célfiiggvény ennek megfelelden

l;
0= e =W

ahol = és y a telepités helyszinének koordinatdi, az i-edik varos lakosai szdma [;, koordinatai
pedig x; és y;. Nyilvan f(x) minimalizdldsa a cél.
Az optimalizalasi feladat korlatozasat jelentette, hogy

e a gydrnak az orszaghatdrokon beliil legalabb 50 kilométerre kell lennie,
e a vdrosok 5 kilométeres korzete is kizért a telepitésbol.

A kapott eredményt a kdvetkezd dbra mutatja — konkrétan a megvizsgalt részintervallumok
jelolésével:

e
[T

Erdekes, hogy ha a hatdrtdl val eltérést nem koveteltik meg, akkor az optimélis pozici6
minden esetben a hatarra adédott, még akkor is, ha figyelembe vettiik a hataron tali nagyobb
varosok taszité hatdsat is.
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KORPAKOLASI FELADATOK MEGOLDASA B&B MODSZERREL
Két ekvivalens megfogalmazas:

e Helyezziink el adott n darab egybevagd kort atlapolds nélkiil, maximalis sugarral az
egységnégyzetben.

e Helyezziink el adott n szdmud pontot az egységnégyzetben ugy, hogy a koztiik 1évd
minimdlis tdvolsdg maximdlis legyen.

. 2 2
max 1§rin7é1}1§n \/(xz )"+ (i — y;)",

ahol 0 S Ti, Yi S 15

BeoSs

n =30

A satirozott korok kis mértékben mozgathatdk az optimalitds megtartdsa mellett (a globdlis
minimumpontok halmaza pozitiv mértékii). Két kor érintkezését az 6sszekotd vonalak jelzik.

Hardver: PC, Pentium IV 1.8 GHz processzor, | GB RAM. Szoftver: Linux, GNU C/C++,
C-XSC Toolbox, PROFIL/BIAS. A kozéppontok tavolsdgara kapott korlatok:

F, = [0.2305354936426673, 0.2305354936426743], w ~ 7 - 1071,

F5y = [0.2268829007442089, 0.2268829007442240], w ~ 2 - 10~

299



F3y = [0.2245029645310881, 0.2245029645310903], w =~ 2 - 107,

A teljes futdsi 1dok: ~ 53, 50, illetve 21 6ra. A feladatok megoldasahoz kb. egy
millié részintervallum kellett. A verifikdlt eljards az optimélis pakolds helyére vonatkoz6
bizonytalansdgot tobb mint 711, 764, illetve 872 nagysagrenddel csokkentette.
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G. fiiggelék

Kiegészito szorgalmi feladatok

1. Elészor frjunk programot N valds szdm Osszeaddsdra, majd igazoljuk, hogy mar hdrom szdm
esetén is az illetd program altal (véges szamdbrazolds mellett) megadott eredmény és a valddi
Osszeg eltérése lehet pl. 2003-ndl nagyobb. Mit lehet tenni?

2. Adottegy korpélya véges sok benzinkuttal, amelyekben pontosan annyi benzin van, amennyivel
korbe lehet autézni a péalyat. Feltessziik, hogy a benzintartidly mérete elegendden nagy ahhoz,
hogy akar a teljes benzinmennyiséget befogadja. Igazoljuk, hogy akkor 1étezik olyan pont (nyilvan
egy benzinkit, ahol tankoldssal kezdiink), ahonnan indulva korbe lehet menni anélkiil, hogy
kifogyna a benzin.

3. Le lehet-e rajzolni (pl.) egy asztalteritére kontinuum sok (éltaldban kiilonb6z6 méretii) nyolcast
anélkiil, hogy azok vonala metszené egymast? Nehezebb a feladat hdrom szakaszbdl allé
szimmetrikus csillagokkal, de ugyanaz az eredmény.

4. Adott egy épiil6félben 1évé haz, a padlason 3 izz6, a pincében ezekhez harom kapcsold. A
pincébdl nem lehet 14tni, hogy vildgitanak-e a ldmpdk. TetszSleges kapcsolgatds utdn (azt
tudhatjuk, hogy melyik a bekapcsolt allapot) a padlason meg kell mondani, hogy melyik kapcsol6
melyik kortéhez tartozik. A pincébe tehdt nem lehet mar visszamenni. Vigydzat, a feladat
megoldhat6, €s minél elméletibb megoldast keresiink, anndl reménytelenebb!

5. Tekintsiikaz 1 = V1 = \/(—1)(—1) = vV/—1v/—1 = —1 levezetést! Melyik egyenl&ség a hibés?
Egy ginyos megjegyzés szerint mindegyik helyes, csak az egyenlség nem tranzitiv. Barmilyen
hihetetlen, ez nem is 4ll messze az igazsdgtdl. Erdekességként a Derive nevii szimbolikus
matematikai program helybdl a harmadik egyenletet véli hamisnak — ami egybevag a hallgatok
leggyakoribb tippjével (ez az egyenléség abszolit rendben van).

6. Vegyliink egy narancsot, tegyiik fel, hogy a héj vastagsdganak aranya allandé a narancs sugarahoz
képest. Igazoljuk azt a meglepd allitast, hogy a narancs dimenzidjanak novelésével (3,4,...) a
héj nélkiili, ehetd rész térfogatanak aranya nulldhoz tart!

7. Tekintsiink egy kort, amelybe bele van rajzolva 6 maximadlis sugard egybevagd, egymast nem

atfedd kisebb kor. Igazoljuk, hogy a nagyba ekkor még egy, az el6z6ekkel megegyezd méreti kis
kor is belefér! Még megoldatlan feladat négyzetbe 31 maximalis sugarti egybevagé kor rajzoldsa.

8. (Erdds Pal:) Legyen adott 2 < N < oo pont a sikban gy, hogy nem mind esik egy egyenesre.
Igazoljuk, hogy akkor van olyan két pont az IV -bdl, amelyek altal meghatdrozott egyenesen nincs
mas pont az eredeti halmazbdl.

9. Huzzuk be egy tetsz6leges haromszog szogharmadold félegyeneseit. Igazoljuk, hogy ezek
metszéspontjai egyenld oldali haromszoget alkotnak!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Azt kiséreljik meg igazolni, hogy 90° = 91°. Vegyiink egy AB szakaszt, mérjiink fel az A
pontban 91°-ot, a B pontban pedig 90-et (igy, hogy a félegyenesek az AB szakasz azonos
oldaldra essenek). Mérjiik fel ugyanazt a tavolsadgot a félegyenesekre: AD = BC. Legyen az
AB felez6pontja X, a CD felezdpontja Y. Hizzuk meg ezekben a szakaszfelez6 merdlegeseket.
Legyen ezek metszéspontja S. (Azt egyszertien be lehet latni, hogy a felezémerdlegesek egyetlen
pontban metszik egymadst.) Ekkor AS = BS, és DS = CS, tehat az ADS hiaromszog egybevagé
a BCS haromszoggel. Ebbdl adddik, hogy az SAD szdg megegyezik az SBC szdggel, amibdl
kivonva az SAB = SBA szoget kapjuk, hogy 90° = 91° ..

Szorzas orosz médra (vagy orosz parasztszorzas, ‘multiplication a la Russe’): tegyiik fel, hogy
csak kettvel tudunk szorozni és osztani. Pl. a 27 x 13 helyett igy 54 x 6 -ot frunk, és
megjegyezzilk, hogy a 27-el volt valami bajunk, hiszen a 13 nem oszthat6 kettével. A kovetkez6
1épés: 54 x 6 helyett 108 x 3, majd 216 x 1, és a 108-al volt bajunk. Innen mar csak az eredményt
kell leolvasni: 216 + 108 + 27 = 351. Indokoljuk, hogy hogyan johetett ki az eredmény, €s miért
ez a jelenlegi leggyorsabb szorzdsi eljards szamitogépeken!

Egy televizids vetélkedében a jaték egy fazisaban a nyertes valaszthat harom ajt6 koziil, amelyek
mogott egy-egy majom, illetve egy Mercedes autd van. A jatékos nyilvan az autét szeretné. Mikor
a kezét az egyik kilincsre teszi, a jatékvezetd (minden esetben) felkialt, hogy ne azt vélassza.
Annak igazoldsdul, hogy tudja, hogy melyik ajté mogott mi van, kinyitja az egyik masik ajtét,
ami mogott egy majom van (ezt nyilvan mindig meg lehet tenni).

Indokolt-e valtoztatni az els§ valasztason, és milyen valdszintiséggel van auté az egyes ajtok
mogott, ha a jaték fair, az ajandékok elosztdsa egyenletes eloszldssal torténik, és a jaték alatt
nem véltozik a helyiik?

Igazoljuk, hogy minden zart sikgorbének van olyan négy pontja, amelyek egy négyzetet hataroz-
nak meg! (nyitott probléma)

Igazoljuk, hogy van olyan, az = és y tengelyekkel parhuzamos oldald, raciondlis oldalhosszu
négyzet, amelyben van olyan pont, amelynek minden cstcstdl vett tdvolsdga egész szdm! (nyitott)

Tekintsiink egy ag, by oldald téglalapot. Osszuk fel ezt véges sok téglalapra, és legyenek a kis
téglalapok oldalai rendre a; és b;, ¢ = 1,2, ..., n. Igazoljuk, hogy érvényes a

| sin(ao)| | sin(bo)| <> Isin(as)] | sin(b;)|

=1

egyenlStlenség! Nyitott a megforditisa: a megadott egyenl6tlenségeknek elegettevd a;, b;
parokhoz milyen tovébbi feltételek teljesiilése esetén rendelhetd megfeleld téglalappakolds?

Tekintsiik azt a helyzetet, amikor egy 100 iilShellyel rendelkez6 repiil6gépre minden jegyet
eladtak, az utasok beszallasra jelentkeznek, de az elsd beszallénak nincs meg a beszallokartydja,
és igy nem tudja hova is kell iilnie. Ezek utdn 6 egy egyenletes eloszldssal véletleniil valasztott
helyre iil. Ezt kovet6en minden utas a sajat helyére iil ha az iires, illetve egy egyenletes eloszlassal
védlasztott még szabad helyre, ha a sajitja foglalt. A kérdés az, hogy az utolsé utas milyen
valdszintiséggel tud a sajat helyére {ilni?

"Tekintsiink egy gombalaku tehenet.”
(Egy amerikai egyetem alkalmazott matematikai intézete altal egy rosszul tejeld
tehenekkel megvert gazdalkodé megbizasara irt tanulmany elsé mondata.)

302



H. fiiggelék

A 2002-es SIAM numerikus verseny
feladatai

2002-ben a SIAM News folyoéirat 100 dollar, 100 decimaélis jegy cimmel versenyt irt ki numerikus

feladatok megolddséra

. A maximdlis pontszdmot minden feladatra 10-10 pontos jegy megaddsdval

lehetett elérni. Bar a hatarid6 rég lejart, érdemes a kitizott feladatokat megnézni.

1.
2.

Mi az értéke a lim,_yo [ 27! cos(z ™" log z)dz integralnak?

Egy foton mozog 1-es sebességgel az x —y sikon, a ¢t = 0 idSpontban indul az (z,y) = (0.5,0.1)
pontbdl keletnek. Minden egész koordinétaji (x,y) pont koriil van egy 1/3 sugard koralakd
titkor. Milyen messze van a foton az origétél a ¢ = 10 id6pontban?

. Az A végtelen matrix, amelynek komponensei a;; = 1, a19 = 1/2, a1 = 1/3, a13 = 1/4,

asa = 1/5, azg; = 1/6 stb., korlétos operitor £2-ben. Mennyi ||A||?

. Mi a globdlis optimuma a kovetkezd fiiggvénynek:

exp(sin(50z)) + sin(60e”) + sin(70sin(x)) + sin(sin(80y)) — sin(10(z + y)) + i(ﬁ + y?)7?

. Legyen f(z) = 1/I'(z), ahol I'(z) a gamma fiiggvény, és legyen p(z) egy kobds polinom,

amely a legjobban kozeliti f(z)-t az egység sugard koron a ||.||o supremum normdban. Mennyi
1f = pllec?

. Egy bolha a (0,0) pontbdl indul a kétdimenzids egész racson, és egy torzitott véletlen sétat hajt

végre: minden 1épésben északra vagy délre egyarant 1/4 valdszintiséggel ugrik, keletre 1/4 + €-
nal, nyugatra pedig 1/4 — e-nal. Annak a val6szintisége, hogy a bolha visszatér a (0,0) pontba,
1/2. Mennyi €?

sz 2

. Legyen A az a 20000 x 20000-es matrix, amelynek elemei nulldk a f6atléban 1év6 2,3,5,7,

...,224737 primek, és azon egyesek kivételével, amelyek olyan a;; poziciokban vannak,
amelyekre |i — j| = 1,2,4,8,...,16384. Mi lesz az A~! mitrix bal fels6 eleme?

. A [-1,1] x [—1, 1] négyzetes lemez v = 0 hdmérsékletdi. A ¢ = 0 idGpontban a hdmérsékletet

egyik oldaldn uw = 5-re emeljiik, mig a tobbi oldalt valtozatlanul v = 0 hdmérsékleten tartjuk. A
meleg a lemez belsejébe aramlik u; = Awu szerint. Mikor éri el a hdmérséklet az v = 1 értéket a
lemez kozéppontjaban?

!Nick Trefethen: A Hundred-Dollar, Hundred-digit Challenge. STAM News 35(2002)

2Ezt a feladatot egy intervallum aritmetikdn alapuld korldtozds és szétvalasztds algoritmus 0.26 masodperc alatt, 1975
fiiggvény-, 1158 gradiens- és 92 Hesse-matrixhivds dran megoldotta: az optimum befoglaldsa a kovetkezének adddott:
[—3.306868647475316, —3.306868647475196]
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9. Az I(«)

= [7[2 + sin(10a)]z®sin(a/(2 — x))dzintegrdl fiigg az o paramétert6l. Milyen
a € [0,5] ér

2
Jo
tékre lesz I(c) maximalis?
10. Egy részecske Brown-mozgist kovet a 10 x 1 téglalap kozepébdl (azaz 2D véletlen sétét
végteleniil kicsi 1épéskodzzel), amig el nem éri annak hatdrdt. Mi a valdszinlisége annak, hogy
az alsé vagy felso hatarra ér ki, és nem valamelyik oldalsé szakaszra?
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I. fiiggelék

A standard normalis eloszlas tablazata

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359
0.1 | 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
0.2 | 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141
0.3 ]0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
04 | 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5] 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.6 | 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549
0.7 ] 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 | 0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
0.9 ] 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389
1.0 | 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621
1.1 | 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830
1.2 | 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015
1.3 104032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 04115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
1.4 04192 04207 04222 04236 0.4251 04265 04279 04292 0.4306 0.4319
1.5 | 04332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441
1.6 | 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
1.7 | 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633
1.8 | 04641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706
1.9 04713 04719 04726 0.4732 04738 0.4744 04750 04756 04761 0.4767
2004772 04778 0.4783 04788 04793 04798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817
2.1]04821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
22104861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
23104893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916
24 104918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936
2.5( 04938 04940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952
2.6 | 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
27104965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 04973 0.4974
2.8 104974 0.4975 04976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
29104981 04982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986
3.0 | 0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990

Ertelemszertien, haa P(x < a) val6szintiséget keressiik, akkor a tdbldzatbeli értékekhez 0.5-et hozza
kell adni.
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Kotelezo program témak

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

. a hatizsik feladat megoldésa teljes leszdmoldssal

a hatizsak feladat megoldasa kozvetett leszamolassal

. a hajorakodasi feladat megoldésa teljes leszamoléssal

a hajérakodasi feladat megoldasa kozvetett leszdmoldssal

. a fix koltség feladat megoldasa racsmenti kereséssel *

. az utazd ligynok feladat megoldasa teljes leszdmolassal

az utazoé ligynok feladat megolddsa szimplex médszerrel *

. az utazd iigynok feladat megoldasa kozelitése a hozzarendelési feladat megolddsaval (Magyar

modszer) *

az utazo iigynok feladat megoldésa a legkdzelebbi varos beillesztése heurisztikaval
az utazo iigynok feladat megolddsa a legkdzelebbi varos hozzdadasa heurisztikaval
az utazo iigynok feladat megolddsa a legkdzelebbi varos besziirdsa heurisztikdval
az utaz6 iigynok feladat megolddsa a legtdvolabbi varos besztirdsa heurisztikdval
az utazo iigynok feladat megoldésa a legolcsobb besziras heurisztikaval

az oszlopgeneralds mddszere a szabdsi feladatra ™

rendezés nélkiili heurisztikdk a szabdsi feladatra

rendezéses heurisztika a szabdsi feladatra

online szabdasi heurisztika (sajat szakirodalom feldolgozassal)*

a legrovidebb 1t feladat megoldésa a Dijkstra algoritmussal

a maximalis folyam feladat megolddsa a Ford-Fulkerson eljarassal

a CPM eljaras megvalGsitasa

a projekt leroviditési feladat megolddsa

a PERT eljards megvaldsitdsa
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23.
24.
25.
26.

27.
28.
29.
30.
31.

a diszkrét keresletli tjsdgéarus probléma megolddsa
a folytonos kereslet( djsagarus probléma megoldasa
egyes stochasztikus modellek feladatai megolddsa Monte Carlo médszerrel és szimuldcidval*

a Newton mddszer megvaldsitdsa nemlinedris feltétel nélkiili optimalizalasi feladatok megolddsé-
ra

nemlinedris feltétel nélkiili optimalizalasi feladatok megoldédsa gradiens mddszerrel

a konjugdlt gradiens médszerek dsszevetése nemlinedris feltétel nélkiili optimalizalasi feladatokon
automatikus differencidlds az INTLAB csomaggal *

korlétoz4s és szétvalasztds modszere nemlinedris feltételes optimalizélsi feladatok megolddséra

az intervallum aritmetika hasznalata nemlinedris optimalizalasra az INTLAB csomaggal *

* Az igy megjelolt feladatok megitélésem szerint nehezebbek: aki jobb jegyet ambiciondl, annak
érdemes ilyent vdlasztania, bar az egyszerlibbeket is lehet gyonyoriire megirni...
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Targymutato

ET, 142 folytonos keresleti tjsdgarus probléma, 155
LT, 142 forrés, 137

MH, 144 .

TH, 144 gradiens médszer, 157

érintémédszer. 157 gradiensmddszer, 160

Ujsdgarus probléma, 152

halézat egy vagasa, 140
at!, 136 8y vas

hatramend él, 139

hatarelemzés, 153

helyesség, 165

helyi keresd eljaras, 157

helyi minimumpont, 157

heurisztika aszimptotikus hanyadosa, 124
heurisztikus kozelits eljaras, 122

Activity On Arc, 141

all cities, 125

alulkészletezés, 153

AOA hélézatnak, 141
automatikus differencialés, 102

béta eloszlas, 146
befejezés csics, 141
befoglalé fiiggvény, 95
best fit algoritmus, 133

id6tartam csokkentés, 145
intervallum-aritmetika, 94
irdnyitott graf, 136

) jaratiitemezési probléma, 119
centralis hatareloszlas tétel, 147

CPM, 141 kozvetlen el6zmény, 142
Critical Path Method, 141 kozvetlen kovet6, 143
kései idOzités, 142
determinisztikus feladat, 151 keresési irdny, 159
Dijkstra algoritmusa, 136 konjugdlt gradiens modszer, 159
dinamikus modell, 151 korai id6zités, 142
diszkrét kereslet, 152 korldtozas és szétvilasztds mddszer, 122

) korlatozas és szétvalasztas modszere, 164
Early Event Time, 142 Korldtozas nélkiili nemlinedris optimalizaldsi feladat, 157
egységnyi alulkészletezés, 153 korldtozé figgvény, 164
egységnyi tilkészletezés, 152 kritikus dt, 144
ekvivalens matrix, 120
eléremend él, 139
el6zmény, 141
esemény, 141

kritikus ut médszer, 141
kritikus tevékenység, 144
kvadratikus konvergencia, 157

Excel, 148 ladapakolési feladat, 124
lanc, 136

fliggetlen valdszintiségi véltozo, 146 1épéskoz, 159

feladat, 151 Late Event Time, 142

fiktiv tevékenység, 142
first fit modszer, 133

legkozelebbi varos beillesztése, 122
legkozelebbi véros beszurdsa, 125

'Az abc-sorrend sajnos nem az igazi: az ékezetes betiiket és a legkdzelebbi viros hozzdadésa, 123
matematikai jeleket érdekes helyre teszi a ISTEX... legolcs6bb besziras, 125
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legtdvolabbi varos beszirdsa, 125 floor, 178

leszamlalasi fa, 164 fminbnd, 193
fminsearch , 193
Maple, 148 format, 178
Matlab, 148 for, 183
|, 182 fplot, 181
=, 182 function, 178
5, 182 fzero, 193
7,180 gallery, 161
%, 177 gmres, 161
+, 177 if, 183
-, 177 iter, 162
., 178 i, 178
/, 177 kg, 160
0, 182 logl0,178
1,182 log, 178
:, 180 lsqgr, 161
<=, 182 meshgrid, 182
<, 182 mesh, 182
== 182 minres, 161
>=, 182 nnz, 161
>, 182 notify, 200
Display, 200 ones, 161, 179
MaxGunEvals, 200 pasc, 184
MaxIter, 200 pcg, 161
NaN, 178 plot3, 182
TolFun, 200 plot, 181, 182
TolX, 200 print, 184
&, 182 qmr, 161
~, 178 quit, 177
abs, 178 realmax, 185
acos, 178 realmin, 185
bicgstab, 161 rem, 184
bicg, 161 sin, 178
break, 183 spy, 184
cgs, 161 sqgrt, 178
computer, 185 symmlq, 161
cosh, 178 tanh, 178
cos, 178 tan, 178
defaultopt, 200 tol, 161
diag, 162 wathen, 161
disp, 183 while, 183
else, 183 zeros, 179
end, 183 maximadlis folyam probléma, 137
eps, 185 mesterséges él, 138
exit, 177 modell, 151
exp, 178 Monte Carlo szimulacid, 148
ezcontour, 192 mozgdashatar, 144
feval, 179
flag, 162 nemlinedris optimalizalasi feladat, 157
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Newton modszer, 157
normalis eloszlas, 147
numerikus differencialas, 103
nyeld, 137

offline szabasi feladat, 133
optimalis vezérlés, 151

PERT, 141, 146
Program Evaluation and Review Technique, 141
program kiértékelési és feliilvizsgalati technika, 141

quasi-Newton eljards, 157
rezidudlis vektor, 159

SPSS, 148

standard normalis eloszlas, 148

statikus modell, 151

szétvalasztasi fliggvény, 164

szoras, 146

szabasi feladat, 124

szimmetrikus koltségmdtrix, 122
sztochasztikus optimalizaldsi modell, 151
sztochasztikus programozési probléma, 151

tablazat a standard normalis eloszlashoz, 305
tavolsagvektor, 123

tulkészletezés, 152

tliréshatér, 144

utéd, 143

véagas, 140

vagas kapacitasa, 140

végesség, 165

valészinlis€g maximalizalasi feladat, 152
variancia, 146

worst fit eljards, 133
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