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Eloszo

., Bz a modszer azonban akkora éberséget és lelkierdt kovetelt,

hogy sokakat rabul ejtett eqy képzeletbeli valdsdyg,

a maguk agydnak szileménye, amelybdl kevesebb gyakorlati hasznot,
de tobb vigaszt meritettek.”

Gabriel Garcia Mdrquez: Szdz év magdny (részlet)

Jelen értekezés témaja a globalis optimalizdlas, a feladatunk az Osszes lehetséges
megoldas koziil megadni mindazokat, amelyek a legjobb eredményt szolgaltatjak.
Matematikai értelemben ez azt jelenti, hogy megadott feltételek mellett keressiik
meg a célfiiggvény Gsszes globdlis széls6értékét (a feladattdl fliggben minimumat
vagy maximumét). A témakor matematikai hattere tobb, mint szdz éves muiiltra
tekint vissza. A digitalis szamitogépek megjelenésével és rendkivil gyors tech-
nikai fejlédésével egyidoben az optimalizalas gyakorlati jelentosége is megnoveke-
dett. A jelenleg elérhet6 és ténylegesen futtathaté (globélis) optimalizdlé mddszerek
szama tobb tucat. Az értekezésben ezek kozil csak az 1.n. teljes megolddkkal
foglalkozunk: ide azokat az eljardsokat soroljuk, amelyek biztosan megtalaljak a
globdlis szélsoértékeket, amennyiben egzakt szamitast és végtelen hosszu futési idot
feltételezlink. Itt ha a célunk az, hogy a globdalis megoldas egy eldirt kozelitését
talaljuk meg, akkor az eljaras garantaltan végezni fog véges hataridon beliil. Ezen
modszertipuson beliil értelmezhetjiik a szigortan teljes keresék fogalmat, ahol a
globdlis optimum megkeresése mellett matematikai szigorisaggal allithatjuk a ka-
pott megoldés globalitasat (még véges pontossdgi —tehdt kerekitési hibdkkal terhelt—
aritmetika esetén is).

Az optimalizalasi feladatoknal a globalis megoldas megkeresése gyakran dont6 fon-
tossdgu lehet. Példaként emlithetjiik a kémiai szamitdsokban felmerilé potencial-
fliggvény optimalis értékének és helyének meghatirozasara vonatkozé feladatot,
amelynek megoldasa csak akkor jelent tényleges megoldast, ha az a globdlis mi-
nimumot irja le. Jelen értekezésben foglalkozunk majd ezen témakorhoz tartozo
feladatokkal. Szemléltetésképpen tekintsiik az 1. abrat, ahol a 38 atombdl allé 1in.
Lennard-Jones energiafiiggvény globalis minimumhoz (pontosabban globélisnak sej-
tett minimumé&hoz) tartozé konfigurdcidjat ((a) dbra) és egy szerkezetében teljesen
kiilénbo6z6 lokalis optimumot ((b) dbra) latunk, amelyek értékben igen kozel allnak
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(b)

1. dbra. A 38 atombdl 4ll6 Lennard-Jones feladat két lehetséges megolddsa: (a) globalis
optimumbhoz, és egy (b) lokélis (nem globalis) optimumhoz tartozoé.

egymashoz. Rogton lathatjuk, hogy a lokélis minimum meghatarozasaval a keresett
globélis megoldastol még meglehetésen tavol vagyunk.

Egy mésik szemléletes példa a robotikabdl szarmazik. A LEE & MAVROIDIS [34]
cikkben targyalt feladat egy egyszerii robotkar lehetséges allapotainak megallapi-
tasara vonatkozik. Konnyt latni, hogy lokalis megoldasnak itt sem vessziik hasznat.
Bar a feladat formalizalas utan egy alacsony fokszamu polinomrendszerbdl all, a
szerzok egy 64 darab processzort tartalmazoé rendszerrel 70 oraig szamoltédk, mig az
osszes globalis megoldast megtalaltak.

Tovabbi motivécids példakat a globdlis optimalizalds fontossdgéra a NEUMAIER [47]
osszefoglalé cikkben olvashatunk.

A globalis megoldas megkeresésére olyan modszerek kifejlesztése érdekes szamunkra,
amely szamitogépen megvalésithatd. Ebben az aspektusban viszont fontos a meghiz-
hatésdg kérdése. Mar a bevezeto jellegli numerikus matematika kurzusok is a hi-
baszamitas és a szamitogéppel, lebegépontos miveletekkel elvégzett szamitasokban
el6fordul6 (gyakran végzetes kimenetelil) hibalehetdségek targyaldsaval kezdédnek.
Rendkiviil fontos tehat, hogy szamitasaink eredménye olyan legyen, amelyre tudunk
biztositékot adni, a globdlis minimumhelyet, illetve -értéket a kivant tolerancia
megsértése nélkiil szolgaltatni tudjuk. Ez a témakor a megbizhaté szamitasok tert-
lete. Ezen beliil a globalis optimalizalési eljarasok az un. korlatozas és szétvalasztas
(B&B) médszerén és az intervallum matematikan alapszanak.

A B&B madszer lényege, hogy a keresési teret rekurziv modon részproblémakra oszt-
juk (ez a szétvalasztas), és az egyes részfeladatokon also és fels6 korlatokat allitunk
a célfliggvény lehetséges értékeire (ez a korlatozas), melyek segitségével el6bb vagy
utobb eliminalhatjuk azokat a részeket, amelyek nem adnak jobb megoldast, mint
az addig ismert legjobb. Ezt az eljarast kombindlhatjuk az intervallum mate-
matika eszkoztdaraval, amely természetes modon szolgaltatja a megfelel6 alsé és felsé
korlatokat az egyes részfeladatokra, valamint igen kifinomult technikakat azon részek
elvetésére, amelyek garantaltan nem tartalmaznak globdalis minimumhelyet.

A globédlis optimalizdlas matematikai eszkozokkel megalapozott mddszereit szami-
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togépes kornyezetben kivanjuk felhasznalni. Ha mar van egy kész programunk,
akkor fontos lehet meggy6z6dni arrdl, hogy az valéban helyesen miikoédik-e, men-
nyire megbizhato. Altaldban kivancsiak vagyunk arra is, hogy egy adott megoldd
modszer mas (hasonlé) médszerekhez képest mennyire hatékony — és itt elsésorban
a feladatmegoldas gyorsasagat tekintjiik mérvadonak.

Bizonyos optimalizalasi feladattipusok esetén pedig nem elég, hogy altalanossagban
jol, gyorsan és megbizhatéan miikodé eljardasaink vannak. Gyakran el6fordul, hogy
az altalanos globdlis optimalizdlé mddszerekkel nem tudjuk megoldani az adott
problémat (tipikus eset erre példaul a mar emlitett potencialfiiggvény optimalizélas).
[lyenkor altalaban az egyediili célravezetd Ut az, ha kihasznaljuk az adott feladat
néhany sajatos tulajdonsagat. Az atomklaszter feladatoknal példdaul tudjuk, hogy
az optimalis szerkezetben az atomok nem lehetnek tul kozel egymashoz, illetve tul
tavol sem egymaéstol.

Az értekezés 4 16 fejezetre oszlik. Az 1. fejezetben a tovabbiakhoz sziikséges alapfo-
galmakat és tételeket vezetjiik be, illetve ismertetjik.

A 2. fejezetben intervallumos globalis optimalizalasi algoritmusok tovabbfejleszté-
sével foglalkozunk. Egy 1j befoglaléfiiggvény elméleti és numerikus vizsgalatat
végezzik el. Eloszor az egydimenziés valtozatra megmutatjuk, hogy a javasolt be-
foglalé fliiggvény mindig jobb eredményt ad, mint az otlet alapjat képez6 masik két
modszer. Bebizonyitjuk a felhasznélashoz szitkséges tulajdonsiagok meglétét (be-
foglaldsi monotonitas, négyzetes konvergencia sebesség, és egy rendkiviil hasznos
metszési tulajdonsag); valamint numerikus vizsgalatokkal kimutatjuk, hogy a klasszi-
kus intervallumos korlatozas és szétvalasztas tipusu optimalizal6 algoritmusba torté-
no implementalasa milyen hatékonysag-novekedést eredményez. Ugyanezen részhez
tartozik még a moddszer egy lehetséges tobbdimenzids kiterjesztésének vizsgalata
is. Ebben az esetben is megmutatjuk, hogy a javasolt 1j technikabol egy hatékony
gyorsité médszer szarmaztathatd, amely (numerikus vizsgélatokkal igazolt médon)
teljesitmény-novekedéshez vezet.

A 3. fejezet az tn. teljes globalis optimalizaldk tesztelésének és Osszehasonlitasanak
modszertanaval foglalkozik. A munka jelentéségét mutatja, hogy ez volt az elsd
adatokat megold6 programok osszehasonlitasa megvaldsult egyrészt szisztematikus
alapon, masrészt egy olyan teszthalmazon, amely megengedi statisztikusan szig-
nifikdns kovetkeztetések levonasat. Az ismertetett mdédszertan tehat arra vallakozik,
hogy algoritmikus titon olyan keretet adjon, amely szamitégépen implementalhato,
és lényegében emberi beavatkozas nélkiil elvégezzen egy olyan lépéssorozatot, amely-
nek a végén emberi feldolgozasra alkalmas értelmes kimutatasokat kapunk a tesztelt
programok gyorsasagara, helyességére és megbizhatdsagara vonatkozdan.

A 4. fejezet témaja pedig atomklaszterek szerkezetének vizsgdlata optimalizaldsi
keretben. Célunk az volt, hogy minél jobb (méretfiiggd és méretfiiggetlen) alsé
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korlatot adjunk az optimadlis konfigurdciéban eléfordulé minimalis atompar téavol-
sagra. lIlyen informacié birtokdban az optimum megkeresésére szolgald eljardsok
hatékonysaga novelhetd, valamint az optimum értékére linedris alsé korlat adhaté
(az eredményekbdl explicit médon szamolhat6 is ez a korlat).

Az értekezést magyar és angol nyelvii Osszefoglald, valamint az irodalomjegyzék
zarja.

Az értekezésben az egyes fogalmak els6 el6fordulasat dolt betiitipussal emeljiik ki,
ez szolgal tehat a definiciok megadasara.

Az allitasok, tételek és kovetkezmények tekintetében minden esetben megadjuk an-
nak forrasat. Bizonyitast csak abban az esetben kozliink, ha az teljes egészében sajat
eredmény (és ha az értekezés alapjat képez6 cikkekben az ugyancsak megtalalhaté).



1. fejezet

Bevezetés

Ebben a fejezetben bevezetjik a vizsgalandé feladatok altaldanos alakjat, valamint
megmutatjuk, hogy az értekezés targyat képzé modszerek milyen modon osztélyoz-
hatdk. A tovabbi (konkrét eredményeket targyald) fejezetek 6nallé egységet képeznek,
ezért az ott felhasznalt fogalmak és eredményeket is ott vezetjiik be, illetve kozoljiik.

Az értekezésben R jeloli a valos szamok, R™ pedig a n-dimenziés valds vektorok
halmazat.

1.1. A vizsgalt feladatok altalanos alakjai

Feltétel nélkili globdlis optimalizdlast feladaton a

min f(z) (1.1)
alaku feladatot értjiik, ahol az f : R" — R figgvényt célfiggvénynek, az S C R”
tartomanyt pedig a keresési tartomdnynak nevezziik. Az (1.1) feladatot szokds még
a keresési tartomany korlataival adott (bound constrained) optimalizalasi feladatnak
is nevezni, abban az esetben, ha S alsé és felsé korlataival megadott intervallum.
Jelen értekezés 2. fejezetében (1.1) alaku feladatok vizsgalataval foglalkozunk.

Megjegyzés. Fontos megkiilonboztetniink az n = 1 esetet, az egyvaltozos globdlis
optimalizalasi problémat. A tobbvaltozos esethez képest ez egyszeriibb probléma,
hiszen a ,,dimenzionalitds atka” itt nincs jelen. Altaldban az is igaz, hogy az egydi-
menziés esetekre kifejlesztett technikak, modszerek, elméletek nem minden esetben
viheték at természetes modon magasabb dimenzioba. Mindazonaltal szamos al-
kalmazdsi teriilete van az egydimenzids globdlis optimalizalasnak (lasd példaul a
CASADO et al. [7] cikkben megadott hivatkozdsokat). Ha az altaldnos esetet te-
kintjiik, akkor az (1.1) feladat NP-nehéz.
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Korlatozo feltételekkel megadott globdlis optimalizdlast feladaton a

min f(z)
gy, hogy gi(z) < 0 (i=1,....,0) (1.2)
resS

alaki feladatot értjiik, ahol minden i € {1,...,l} indexre g; : R" — R (korldtozo
feltétel). Az értekezésben (1.2) alaku feladatokkal csak kézvetett médon foglalko-
zunk, a 3. fejezetben adunk egy modszertant az ilyen tipusu feladatok megoldédsara
kifejlesztett programok tesztelésére.

Feltétel kielégitési feladatrol akkor beszéliink, ha az (1.2) alaki feladatban nincs
célfiiggvénytink, csak korlatozé feltételek egy rendszere.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az (1.2) alaki megfogalmazdsban benne van az
(1.1) alaku és a feltétel kielégitési feladat megfogalmazdsa is, tehat ha globélis op-
timalizalasi feladatrdl beszéliink, akkor mindig gondolhatunk az (1.2)-re.

Az (1.2) és a feltétel kielégitési feladatban a feltételeket kielégité pontok halmazat
lehetséges megolddsoknak nevezziik. Azon pontokat pedig, amelyek nem teljesitik a
megadott feltételeket nem lehetséges megolddsoknak nevezzik®.

Azt mondjuk, hogy egy probléma nem kielégithetd, ha a feltételrendszere olyan, hogy
nincs hozza lehetséges megoldas.

Megjegyzés. A feltétel kielégitési feladatoknal minden lehetséges megoldas egyben
globélis megoldés is.

A globélis optimum értékét f*, az ehhez tartozé globélis minimumpontot (ameny-
nyiben egy van) pedig z* jeloli.

Példa. Legyen adott atomok n elemii d dimenziés halmazéban (klaszterében) az
atomok egymasra hatdsat leird potencidl fiiggvény. Keressiilk meg a minimalis en-
ergidhoz tartozd optimélis szerkezetet. Ez ebben a forméban egy globalis opti-
malizalasi feladat az nd-dimenzids Euklidészi térben. Amennyiben a feladat lefrasat
kiegészitjiik példaul olyan korlatozé feltételekkel, amelyek kizarjak a forgatdsi és
tlikrozési szimmetridkat, akkor (1.2) alaku feladatot kapunk. Ha pedig adott egy
feltételezett minimalis energiaszint és azt kell megmutatnunk, hogy ennél az energia-
szintnél nem érheto el alacsonyabb, akkor feltétel kielégitési feladatot kapunk.

'Hasznalatos még a fizibilis és infizibilis pontok széhaszndlat is.
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1.2. A globalis optimalizal6 moédszerek osztalyo-
zasa

A NEUMAIER [47] 4ltal javasolt felosztds szerint az (1.2) alaki feladatok megoldasara
szolgalé modszerek a kovetkezoképpen osztalyozhatok.

A nemteljes modszerek heurisztikan alapuld eljarasok. Itt nincs biztositékunk arra,
hogy egy lokalis megoldasba beragadunk-e vagy sem, valamint arrdl sincs
informacionk, hogy milyen kozel vagyunk a globdlis minimumhoz. Ezért a
megallasi feltételek is heurisztikusak.

Az aszimptotikusan teljes modszerekre bebizonyithatd, hogy korlatlan futasi idét
feltételezve egy valdszintiséggel megtalaljak a globélis minimumot (egy el6irt
tolerancia mellett). A megéllasi feltétel azonban itt is heurisztikus, hiszen az
ide tartozé modszerek nem tudjak, hogy a globalis megoldast talaltak-e meg.

A teljes médszerek pontos aritmetikat feltételezve megjésolhatéd idékorlaton beliil
garantaltan megtaldljak a globalis optimumot (valamilyen tolerancidval). Itt
a megjosolhatésag azt jelenti, hogy van valamilyen informéciénk a probléméval
kapcsolatban (példaul Lipschitz konstans vagy mas globélis jellegli informécid),
amivel a konvergencia sebességet becsiilhetjiik.

A szigoridan megbizhatd (rigorous) médszerek olyan teljes médszerek, amelyek még
kerekitési hibak megléte esetén is garantaltan megtalaljak a globdlis optimu-
mot (valamilyen tolerancidval).

Az értekezés 2. fejezetében szigorian megbizhaté moddszerek tovabbfejlesztésével
foglalkozunk, mig a 3. fejezetben ismertetett modszertan teljes keresok tesztelésére
és Osszehasonlitasara ad eljarast.
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2. fejezet

Az intervallumos globalis
optimalizalasi moédszerek
gyorsitasa

Ebben a fejezetben a valds szamokat kisbetiivel, az intervallumokat pedig nagy-
bettivel jeloljiik.

2.1. Intervallum-aritmetika

Az X intervallumot az alsé és felsé korlatja kozott 16vé pontok (nem iires) hal-
mazaval definialjuk:

X=X.X]=fecR| X <o <X},

tehat azt mondjuk, hogy egy x € R benne van az X intervallumban, azaz z € X
akkor és csak akkor, ha X < z < X. Itt tehat X jeloli az alsé végpontot, X pedig
a felsé végpontot. Az m dimenziés intervallum vektor esetén X = (Xq,...,X,)7T
jeloli az Xy = [X,, Xi] (k = 1,...,n) komponenseket. Az értekezésben mindvégig
az intervallum szét fogjuk hasznalni, abban az esetben is, ha tobbdimenzids esetet
targyalunk.

Az 6sszes n dimenziés intervallumot tartalmazé halmazt 1" jeloli. (Szokas még az
IR™ jelolés is, de mi itt csak a valds esettel foglalkozunk, igy az R megkiilonboztetést
elhagyjuk.) Amennyiben D C R™ egy halmaz, akkor I(D) jeloli az &sszes olyan X
intervallum halmazét, amelyre X C D. Az X = [z, z]| vékony intervallum (tehat
nulla szélességii intervallum) dltaldban az z ponttal van azonositva. Az X interval-
lum egy altaldnos pontjat x jeloli (dltalaban az x,y, z esetleg & vagy ¢, d jeloléseket
hasznaljuk majd).
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Az X €1 szélessége a
wid (X) =X — X >0,
az X € I" szélessége a wid (X) = max;—y,__, wid (X;) szerint definidlt.

Az X € T" kozéppontja a

1 _
kifejezéssel van meghatérozva, ahol X = (X,,..., X, ) és X = (X1,..., X,).
Az X € 1" relativ szélessége pedig a

wid (X)

max{1, mingcx ||}’

wid rel(X) =

altal definidlt.

Korldtos S C R™ halmazokra
1S := [inf S, sup 5]

halmazt az S intervallum burkdnak (intervall hull) nevezziik. Ez tehét a legsziikebb
intervallum, amely tartalmazza az S halmazt.

Az elemi midveletek halmazét

Q:={+,—-,,/}

definialja. Az elemi figguények egy elére megadott ® halmaz elemei, folytonosak
minden olyan zért intervallumon, amelyen definidltak!. Péld4dul a

® := {sin, cos, exp, In, ,/~ , abs, arctan, ...}

a szokasos elemi fiiggvényeket tartalmazza.

2.1.1. Muuveletek intervallumokkal

A val6s szamokon értelmezett elemi miveletek intervallumos kiterjesztése az
XoY :={zroy|lzeX,yeY}el, ahol o (2.1)

definicié alapjan torténik. A definiciobdl lathato, hogy a megfelel6 eredmény inter-
vallumot a két intervallumbél széba johet6 Gsszes elemre (valds szdmra) elvégezett
miivelet adja. Ez tehat végtelen sok miivelet elvégzését jelentené. Konnyen lathato

'Hasznélatos még a standard fiigguények elnevezés is; ezt KEARFOTT [30] gy definidlja, hogy
azon fiiggvények halmaza, amelyek a FORTRAN-77 nyelvben adottak.
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azonban, hogy az alapmiiveletek folytonossidga miatt a (2.1) képlettel adott miivele-
tek valdjaban konnyen szamitok:

X+Y = [X+Y,X+Y],
X-Y = [X-V,X-Y],

XYy min{XY, XY, XY, XY}, max{XY, XY , XY, XV}
XY = X-[1/Y,1/Y], ha0O¢Y.

Valos fiigguények intervallumos kiterjesztése is hasonléképpen torténik. A o € @
elemi fliggvényre

p(X) =Hep(z) | z € X},
ahol a jobb oldal definidlt. Az XwY reldcié (ahol w € {=,<,<,>,>}) az X és Y

intervallumok kozott akkor és csak akkor teljesiil, ha zwy teljesiil minden z € X és
y €Y elemre.

Megjegyzés. Fontos megjegyezniink, hogy amennyiben véges pontossagu aritmetika
all rendelkezésiinkre (és pontosan ez az eset all fent amennyiben az intervallum-
aritmetika szamitégépes megvaldsitasat hasznaljuk), akkor az intervallumos miivele-
tek elvégzésekor kifelé kerekitést kell végrehajtani (1dsd KEARFOTT [30] 147. oldal,
illetve NEUMAIER [45] 8. oldal). Az értekezésben az egyes numerikus megvaldsitasok-
nal az igy kapott gépi intervallum-aritmetikat hasznaljuk. Szokésos erre kiilon
jelolésrendszert bevezetni (a miveletekre), amit6l a tézisben eltekintiink: elméleti
megfontolasainkban a valds intervallum-aritmetikat, mig a szamitégéppel elvégzett
numerikus vizsgalatokndl a gépi aritmetikat hasznaljuk, igy egyértelmii, hogy mikor
melyik van érvényben.

2.1.2. Intervallumos befoglalo fiiggvények

Azt mondjuk, hogy az F : I"(X) — [ az f : R" — R egy intervallumos befoglalo
fliggvénye az X intervallumon, ha x € Y esetén f(x) € F(Y) teljesiil minden Y €
["(X) intervallumra.

Az f fliggvény értékkészletét az Y intervallumon f(Y'), tovdbbd f(X) az értékkészlet

als6 korlatjat, valamint F(X) és F(X) az intervallumos befoglalds als6- és felsé
Korlatit jeloli.

Konnyt latni, hogy egy tetszéleges valos fliggvény értékkészletének pontos kiszami-
tasa két globalis optimalizdlasi feladatnak felel meg az X intervallumon. Ebbol
kovetkezik, hogy éltalanos esetben az értékkészlet csak tulbecsléssel adhaté meg.
Megfelel6 befoglald fiiggvény konstrualdsa ezért az intervallum-aritmetika kozponti
jelentoségti alapfeladata.
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A legegyszeriibb befoglalast az intervallum-aritmetika automatikusan szolgaltatja.
Ehhez tekintsiik az f : R”™ — R fiiggvényt, mint matematikai kifejezést (tehat a &
halmaz elemeit és 2 halmaz miiveleteit valtozdkkal dsszekapcsold kifejezést). Az F :
I" — T fuggvény altal meghatarozott F'(X) intervallumot az f fliggvény természetes
intervallumos kiterjesztésének nevezzik, amelyet ugy kapunk, hogy az f-et megadd
kifejezésben minden ¢ € 1,...,n-re az x; valtozot X;-re cseréljik, és minden valds
alapmiiveletet és elemi fiiggvényt az intervallumos megfelelGire cseréljiik.

1. Tétel. (MOORE [44]) A természetes intervallum kiterjesztés befoglalé fiiggvény.
Amennyiben a tekintett f kifejezésben minden valtozo pontosan egyszer fordul csak
elo, akkor a befoglalas pontos lesz.

Amennyiben az f képletében egy véltozd tobbszor is eléfordul, akkor altaldban
tulbecsléssel kapjuk meg az értékkészlet befoglalasat. Ezt a jelenséget fiiggdoségi
problémdnak (dependency problem) nevezziik. Megjegyezziik, hogy algebrai at-
alakitasokkal sokat lehet tenni a fiigg6ségi problémakbdl adodd tulbecslések csok-
kentésére. Masrészt innen az is latszik, hogy ugyanazon intervallumon értelme-
zett, matematikailag ekvivalens kifejezések intervallumos kiterjesztésével kapott be-
foglalasai kiilonbozoek lehetnek. Ennek a jelenségnek azonban hasznat is vehetjiik:
az intervallumos globdlis optimalizal6 algoritmusok tesztelésére hasznalhatunk olyan
célfiiggvényeket, amelyek a hagyomanyos (nem teljes) médszerek (lasd 1.2. alfejezet)
szamara gyorsan megoldhatok, mig az intervallumos maddszerek sok munka aran
végeznek csak megoldasukkal.

A tovabbiakban f’ az f fiiggvény derivaltjat (tobbvéltozds esetben a gradiens vek-
tort), F’ pedig az f’ egy intervallumos befoglalasat jeloli.

Amennyiben a széban forgé fiiggvény folytonosan differencialhaté, alkalmazhatjuk
a kozépponti formuldkat. A moédszert az analizisbol jol ismert kozépérték tételbol
szarmaztatjuk. Nevezetesen, f(x) = f(c) + f/(&)(xz — ¢) teljesiil ¢,z € YV és £ €
[min{c, 2}, max{c, z}] esetén, ezért

f(@) € Fep(Y,c) = f(c) + F'(Y)(Y —¢). (2.2)

Itt az f fiiggvényt minden x € Y értékre kiterjesztettiik, hiszen F'(Y) az f de-
rivaltjanak intervallumos befoglalasa az Y intervallumon.

A c¢ kifejtési pontot leggyakrabban az Y intervallum kozepének valasztjak. A 2.3.1.
alfejezetben azonban latni fogjuk, hogy ez a kifejtési pont valaszthatd gy is, hogy a
kozépponti formula altal elérhet6 lehet6 legjobb befoglalast kapjuk. Megjegyezziik
tovabba, hogy (2.2) kiszdmithaté intervallumos lejté aritmetikdaval is (NEUMAIER
[45], RATZ [55]), amely gyakran az f(Y') jobb befoglaldsat eredményezi.
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2.1.3. Az intervallumos befoglal6 fliggvények néhany tulaj-
donsaga

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény egy F befoglaldsa izoton (vagy befoglaldsra nézve
monoton) tulajdonsdgi X felett, ha minden Y C Z (Y, Z € I"(X)) esetén F(Y) C
F(Z) teljesiil.

Az intervallumos alapmiiveletek és az alapfiiggvények intervallumos kiterjesztései
izoton tulajdonsagi. Ebbdl indukcioval kovetkezik, hogy a természetes intervallu-
mos kiterjesztés is izoton. Amennyiben a (2.2) képletben a ¢ = mid (V') valasztast
hasznaljuk, akkor az igy kapott kozépponti formula is izoton tulajdonsagu lesz
(kiilénben nem mindig).

Azt mondjuk, hogy az F' befoglald fiiggvény a-konvergens az X intervallum felett,
ha minden Y € I(X) intervallumra wid (F'(Y)) — wid (f(Y)) < k(wid (Y))* teljestil,
ahol « és k pozitiv konstansok.

Az a = 1 esetet linedris-, az a = 2 esetet pedig kvadratikus konvergencidnak
nevezzik. A definicié alapjan nagyobb konvergenciarendii befoglalé fliggvény esetén
keskeny intervallumokra a befoglalas jobb lesz.

Az F : 1" — I fuggvényt Lipschitz-folytonosnak nevezzik az X € I" intervallumon,
ha létezik olyan k& € R, hogy wid (F(Y)) < kwid (Y) teljesill minden ¥ C X
intervallumra.

2. Tétel. (RATSCHEK & ROKNE [52]) A természetes intervallum kiterjesztés line-
arisan konvergens. Ha ¢ = mid (X) és F’ komponensei Lipschitz-folytonosak, akkor
For(X, ¢) kvadratikusan konvergens.

Altaldnosan elfogadott szabaly, hogy ha az intervallum szélessége nagyobb, mint 1,
akkor a természetes intervallumos kiterjesztést érdemes hasznalni, ellenkezo esetben
viszont a kozépponti formulat.

A kiilonféle befoglalé fliiggvények konvergencia rendjének empirikus dton torténd
meghatérozasarél a TOTH & CSENDES [63] cikkben olvashatunk. A szerzok javasla-
tot tesznek arra, hogy az intervallum szélességét tekintve melyik befoglalast érdemes
hasznalni.

2.2. A korlatozas és szétvalasztas tipusu algorit-
mus

Teljes globalis keresés elvégzésére altaldban a korlatozéds és szétvélasztds (branch-
and-bound, tovabbiakban B&B) mddszere a hasznélatos. Az &tlet 1ényege, hogy
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rekurziv médon osszuk fel a keresési teret (szétvalasztas) és ezeken az altereken alsé
korlatokat &llitva a célfiiggvényre (korlatozas) elimindljuk azokat a részeket, ame-
lyekrdl tudjuk, hogy nem vezetnek az eddig ismert legjobb megolddsnél jobbhoz. Az
algoritmus legrosszabb esetben exponencialis futasigényti; bar az esetek tobbségében
a keresés soran a résztartomanyok jelentos részét el tudjuk vetni: példaul ha az
aktudlisan vizsgalt résztartomanyon a fiiggvény alsé korlatja nagyobb, mint a mono-
ton csokkend felso korlat, akkor tudjuk, hogy a tekintett résztartomany nem tartal-
mazhatja a globalis minimumot.

A B&B otlet természetes médon alkalmazhaté az intervallum-aritmetikdval egytitt,
hiszen ez utébbi automatikusan ad korlatokat a vizsgalt célfiiggvényre. A meg-
valdsitas Moore nevéhez flizodik (MOORE [44]), amely médszert aztén SKELBOE
[60] médositott gy, hogy az ténylegesen is egy jol hasznalhaté eljarassa valt. Az
intervallum-aritmetikdn alapulo, korldtozds és szétvdlasztas elvén mikodd algoritmus
altalanos alakja a kovetkezo.

1. 1épés Legyen X a kezdo intervallum, £ a munkalista, Q pedig az eredménylista.
Szamitsuk ki az F'(X) befoglaldst, legyenek £ := {(X,F(X))}, Q := {} és
allitsuk be az f* értékre vonatkozé garantélt fels6 korlatot: f = F(c), (c €
X).

2. 1épés Mindaddig, amig £ nem iires, hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket.

3. 1épés Vegyiink le egy (Y, F(Y)) elemet az L listar6l. Osszuk fel az Y in-
tervallumot U; U Uy U ... U Uy = Y részintervallumra (k > 1) dgy, hogy
int(Uy) N ... Nint(Ug) = O teljesiiljon, ahol ’int’ az U intervallum belsejét
jeldli.

4. 1épés Minden i = 1, ..., k-ra szamitsuk ki az F'(U;) befoglaldsokat, alkalmazzunk
gyorsito teszteket az U; vagy annak bizonyos részeinek eliminaldsédra majd
frissitsiik az f értékét, ha lehetséges.

5. 1épés Minden ¢ = 1, ..., k-ra, amennyiben bizonyos feltételek teljestilnek, legyen
Q = Q + (U;, E(U;)) kiilonben pedig legyen £ = L + (U;, F(U;)). Menjiink a

2. lépésre.

Az alabbiakban a fenti intervallumos B&B algoritmus néhany fontos részletét tar-
gyaljuk.

Ertékkészlet befoglalas

Mint lattuk a 2.1.2. alfejezetben, az intervallum-aritmetika lényegében automatiku-
san szolgéltatja a széban forgé fliggvény értékkészletének befoglalasat. A garantélt
megbizhatésagu globdlis optimalizalasban az aktudlisan vizsgalt intervallumon a
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célfliggvény értékkészletének alsé korlatjara van csak sziikségiink (a globalis min-
imumra vonatkozoé felsé korlatot globalis informacioként hasznalva monoton csok-
kentjiik). A mddszereink megvaldsitdsdban a természetes intervallumos kiterjesztést
és a kozépponti formakat hasznaljuk, mint alap eszkozoket. Jelen értekezés egyik
eredményeként tjabb befoglalasi mdédszereket adunk. Ezen mddszerek és a kozép-
ponti alakok a derivaltfiiggvény befoglalasait is felhaszndaljak — ezt az automatikus
derivéaldssal szamitjuk (ldsd példdul a KEARFOTT [30] és CSENDES [12] cikkeket).
A szdmitégépes implementédciékban a C-XSC programcsomag HAMMER et al. [25]
altal adott el6refele torténé (tehat forward mode) automatikus differencidlast hasz-
naljuk.

Gyorsito eljarasok

Az intervallumos B&B eljaras 4. 1épésében lattuk, hogy alkalmazhatunk olyan elja-
rasokat, amelyek a keresési tér azon részeit elimindljak, amelyek garantaltan nem
tartalmaznak globalis minimumot. Részletes ismertetés nélkil: az implementdlt
algoritmusban a kivagasi tesztet, monotonitasi tesztet, konkavitasi tesztet és az
intervallumos Newton-lépést hasznaljuk (b6vebben lasd HANSEN [27]).

Felosztasi iranyok, megallasi feltétel, konvergencia

Az algoritmus 3. 1épésében az Y intervallumot felosztjuk. A felosztds lehet két
részintervallumra (bisection) vagy tobb részintervallumra (multisection) torténd fel-
osztas. Az ide vonatkozo elméleti és numerikus vizsgalatokat a CSALLNER et al.
[11] és MARKOT et al. [40] cikkek tartalmazzdk. Az értekezésben vizsgalt algorit-
musokban biszekciét alkalmazunk.

A felosztas iranyanak megvalasztasa is teljesitmény-valtozashoz vezethet. Ilyen
irdnyu vizsgalatokat a CSENDES & RATzZ [13] cikk tartalmaz.

Az 5. 1épésben alkalmazhatunk kiilonféle megallasi feltételeket, amelyek befolyassal
vannak az algoritmus futdsi idejére és a megoldds minéségére is. Altaldban az
aktudlisan vizsgalt intervallum szélességét, illetve a befoglald fiiggvény szélességét
szokds alapul venni, ezek egyikének (vagy mindkettének egyszerre) kell kisebbnek
lennie egy-egy eloirt tolerancia értéknél.

Az algoritmus konvergenciajat ugy szokds vizsgalni, hogy az 5. lépésben a megéllasi
feltételt kikapcsoljuk, azaz feltessziik, hogy sohasem teljesiil. Bizonyitandé ilyenkor,
hogy a részintervallumok sorozatan vett értékkészlet befoglalasok alsé értéke a globa-
lis minimum értékéhez tart. Az értekezésben ilyen tipusu vizsgalatokkal nem foglal-
kozunk, a 2. fejezetben megvaldsitott eljarasokat egy olyan mddszer modositasdaval
készitettiik el, amelyek teljesitik a konvergenciat, a mddositasok pedig nem be-
folyasoljak azt.



12 Az intervallumos globalis optimalizaldsi mdédszerek gyorsitasa

2.3. Kozépponti formulak

A fejezet hatralevé részében az f célfliggvényrdl feltessziik, hogy folytonosan diffe-
rencialhaté.

Mint azt lattuk, amennyiben a célfiiggvényrol elsérendii informacio is rendelkezésre
all (példdul derivalt), akkor a (2.2) formulaval javithatunk az értékkészlet befoglalds
szélességén. Mivel a kifejtési pont nincs rogzitve, ezért felmeriil a kérdés, hogy annak
megvalasztasa mennyire befolydsolja a befoglalds jésagat. A kovetkezd részben a
kifejtési pont megvalasztasanak lehetdségeit targyaljuk.

Megjegyzés. Az egyszeriibb jelolés kedvéért az aktudlisan vizsgalt egydimenzios Y
intervallum végpontjait a és b jeldli, tehat Y = [a, b], valamint a gradiens (vektor)
elemeit [¢;,u;] i =1,...,n, és egydimenzids esetben az alsé indexeket elhagyjuk.

A tovabbiakban feltessziik, hogy minden ¢ = 1,...,n indexre ¢; < 0 < u; teljesiil. Ha
valamely i-re u; < 0 vagy ¢; > 0, akkor f monoton, tehat az értékkészlet egyszertien
szamithato.

2.3.1. Optimalis kozépponti formula

Eldszor az egydimenzios esetet tekintjiik. A (2.2) képlet altal adéd6 For(Y, ) alsd
korlatjat vizsgdljuk. A 2.1. dbran lathatjuk, hogy minden ¢ € [a,b]-re a (¢, f(c))
pont és az ¢ és u meredekségek altal definialt két egyenes alsé korlatot ad f-re az Y
intervallumon:

miny (c),y,(c)} < inf f(2),

ahol

yp(c) == fle) +ula—c) és yy(c) := f(c)+£(b—c).
Ebbol az Osszefiiggésbol az alsé korlatra vonatkozé optimalis ¢ meghatarozhato.
BAUMANN [2] bebizonyitotta, hogy c-re a legjobb valasztds akkor adddik, amikor
yp(c) = y4(c) teljesiil, azaz a ¢~ € Y = [a, b] pont maximalizalja a min{y,(c), y,(c)}
értékét. A kovetkezd tétel a megfeleld képleteket adja.

3. Tétel. (BAUMANN [2]) A kézépponti formulaban az optimalis kifejtési pont és
az ehhez tartozo also korlat a
au — bl
u—/r

C_:

lu
u—/f

Fop(Y,e?) = fle)+(b—a) (2.3)

képletekkel adott.
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a b

2.1. dbra. Az aktudlis intervallum kozéppontjara (egyenes vonalakkal) és az optimélis
alappontra (szaggatott vonalakkal) kifejtett k6zépponti formula.

Megjegyezzik, hogy ¢~ értéke fliggetlen az f értékeitol. Tovabba az intervallumos
globdlis optimalizalé algoritmusban az ¢ és az u értékeket altaldban ettdl fliggetleniil
is kiszamitjuk, mert ezeket a monotonitasi tesztben is fel tudjuk hasznélni. fgy a
Baumann kézépponti formula nem kivén extra fiiggvény- vagy gradiens hivast.

Hasonlé meggondoldssal a felsé korlatot optimalizdl6 ¢t pont is megkaphaté (észre-
vétel: ez a ¢t pont a ¢~ szimmetrikus pérja a mid (Y) pontra nézve). Ezért ha
a kozépponti formulak altal kiszamithaté legjobb befoglalast akarjuk megkapni,
mindkét formuldt hasznalnunk kell, amely noveli a szamitasi igényt. A globalis
optimalizal6 eljarasban azonban altalaban csak az alsé korlatot szamoljuk.

A Baumann kozépponti formula tobbdimenziés kiterjesztése szintén megtalalhaté a
BAUMANN [2] cikkben. Ez az altaldnositas viszonylag egyszeriien adédik.

2.3.2. Linearis hatarvonal formula

Eloszor itt is szintén az egyvaltozds esetet vizsgaljuk. Amikor a koézépponti for-
mulat az intervallum alsé- és felsé végpontjara egyidejiileg alkalmazzuk, akkor a
linedris hatarvonal formuldt (linear boundary value form, a tovédbbiakban lbvf)
kapjuk (NEUMAIER [45]). Ezt az esetet a 2.2. dbra szemlélteti. Azy = f(a)+{(x—a)
ésy = f(b)+u(x—0b) egyenesek (z, ys) metszéspontjanak kiszamitasaval megkapjuk
az alsé korlat elballitasara vonatkozo képleteket. Ezt allitja a kovetkezo tétel.

4. Tétel. (NEUMAIER [45]) Az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontok, valamint az ezekhez
tartozo { és u meredekségek altal definialt egyenesek also korlatot adnak f-re:
fla) = f(b) bu—al

s = y 2.4
v u— + u—F (2:4)
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FrpvrY) =ys (2.5)

amelyet az Ibvf alsé korlatjanak neveziink.

Vilagos, hogy az Iz r(Y) < f(Y) egyenlétlenség mindig teljesiil, hiszen az y =
fla)+Ll(x—a) ésy = f(b)+u(x—Db) egyenesek az f fliggvény alatt vannak az [a, D]
intervallumon és soha nem metszik azt (a végpontokat kivéve).

fix)

E -_
LBVF ~§

a b

2.2. abra. Az lbvf befoglalds alsé korlatjanak geometriai értelmezése.

Ezekbol az eredményekbol a kovetkezd kérdés adddik: melyik eljaras szolgaltat
jobb alsé korlatot f értékkészletére? Egy egyszerii észrevétel az, hogy a (2.3) és
(2.5) képletek meghatarozasa az f(c™) és az (uf(a) — £f(b))/(u — ¢) kifejezésekben
kiilénboznek. Ez adja a kovetkezd allitést.

1. Allitas. [65] Az Fop(Y,¢) < Fopyr(Y) egyenlbtlenség akkor és csak akkor
teljestil, ha f(c™) < %.

Mint azt lathatjuk, az 1bvf néha jobb eredményt ad, mint a Baumann forma. Az 1.
Allitas azt mondja, hogy ez teljesiil, ha példaul f konvex az adott intervallumon.

Jegyezziik meg, hogy a (2.4) és (2.5) képletekben minden érték rogzitett, nincs
lehet6ség optimalitasi vizsgalatokra. Az F'; gy p kiszdmitdasa tobb informaciot igé-
nyel, hiszen sziikséglink van az f(a) és f(b) értékekre; ez magasabb miiveletigényhez
vezethet az optimalizaldsi eljarasban. Az Y végpontjaiban vett fliggvényértékeket
azonban felhasznalhatjuk késébb is, amikor Y részintervallumait vizsgaljuk. Az
f fels6 korlatjara vonatkoz6 formula hasonlé (2.5)-hez és az alsé korldtokhoz mér
kiszdmitott értékeket (¢,u, f(a) és f(b)) tartalmazza.

A tobbvaltozos esetre vonatkozé elméleti és numerikus vizsgalatokat a MESSINE &
LAGOUANELLE [41] cikkben taldljuk.
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Szarmazik-e valami elényiink a fentebb targyalt két médszer egytittes hasznélatabol?
A valaszt a 2.3. dbra adja, amibdl levezethet6, hogy a szimultan hasznalat nem
rosszabb (és altalaban hatarozottan jobb) eredményt ad a célfiiggvény befoglalaséra.

Ezért definidljuk az F (Y, ¢) := min{y,(c), y:(c)} fliggvényt, ahol

urlc) = uf(a) — Efu(c_)—gﬁu(c - oz)7

u(c) = uf(c) —Kfu(b_)—é—ﬁu(b—c).

Az F (Y, c) értéket a kite befoglalds alsé korldtjanak nevezzik.

A
f(x)

i fib)
Yy
A !
Foolo o SN
~LBVF ;
Ecr
Xy c Xt
a b

\J

(2.6)

(2.7)

2.3. abra. A kozépponti formula (kifejtési pontként az aktudlis intervallum kozéppontjat

hasznélva) és az lbvf szimultdn hasznalata.

5. Tétel. [65] A
max{ L pyp(Y), FEop(Y,c)} < Fr(Y,c) < i(Y)

egyenlGtlenségek teljestilnek.

Bizonyitas. Legyen az r pont az y = f(a)+/{(x—a) ésy = f(c)+u(x—c) egyenesek

metszéspontja:

f(a) = f(¢) + uc — ta

u—/ ’

x.(c) =

(2.8)
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és y,(c) fentebb definidlt a (2.6) képletben. A ¢ pont az y = f(b) + u(z — b) és
y = f(c) + {(z — ¢) egyenesek metszéspontja:

f(c) = f(b) +ub— le

u—/ ’

z(c) = (2.9)

és y;(c) fentebb definiélt a (2.7) képlettel.
A kovetkezokben négy esetet kell megvizsgélnunk.

(i) Tegyiik fel, hogy Fop(Y,c) < F;pyp(Y) teljesiil. Meg kell mutatnunk, hogy
Frpvr(Y) < y.(c) is igaz, azaz

uf(a) —Lf(b) +lu(b—a) _, uf(a)—Lf(c)+ lu(c—a)

! —if(b) ub <7 —Ef(c)—i-;vic :
U(f(e) = f(b)) <" —tu(b—c)
fle) = f(b) =7 u(c—10)
fQ-50) _

c—b

Az utolsé egyenlétlenség mindig teljesiil, hiszen a baloldalon a (¢, f(c)) és (b, f(b))
pontok altal meghatarozott egyenes meredeksége 4all, mig a jobboldalon szerepl6 u
az f'(x) felsd korldtja az [a, b] intervallumon.

(ii) Most megmutatjuk, hogy ha Fp(Y,c) < F; gy p(Y) akkor F; gy p(Y) < yp

uf(a) —Lf(b) + lu(b— a) < uf(c) —Lf(b) + lu(b — c)

u—"{ - u—{
uf(a) —tua <' uf(c) — luc
fla)=fle) < lla—c)
f0-fw -,

Az utolsé egyenlStlenség mindig teljesiil, mivel a baloldalan a (¢, f(c)) és (a, f(a))
pontok altal definidlt egyenes meredeksége all, a jobboldalan pedig ¢, ami egy alsé
korlatja f’'(z)-nek az [a,b] intervallumon.

(iii) Tegyiik fel most, hogy F;pyp(Y) < Fop(Y,c). Eloszor megnézzik, hogy
Fop(Y,c) <y, teljesiil-e. Ennek bizonyitdsa az (i) eset bizonyitdsaval analdg, meg
kell mutatni, hogy f(c) + u(a — ¢) < y,(c). Ez hasonlé okok miatt teljesiil, mint azt
az (i) pontban lattuk.

(iv) Végiil azt nézziik meg, hogy ha F; 5, p(Y) < Fp(Y, ¢) akkor Fp(Y,c) < yi(c)
is igaz. Ennek az esetnek a bizonyitdsa pedig a (ii) esethez hasonlé. Beldthatd, hogy
fle) +£(b—c) < yi(c) teljesiil hasonlé okok miatt, mint az (ii) esetben.
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A fenti négy eset megvizsgaldsaval beldttuk, hogy max{F;zyp, Fcr} < Fr(Y,0).

Hétra van még annak a bizonyitasa, hogy F (Y, c) < f(Y) is teljesiil. Tekintsiik az
Y1 = [a,¢] és Yy = [c, ] intervallumokat, ahol ¢ € [a,b]. Az y, és 3, értékek rendre
az [ fliggvény Y7 és Y5 intervallumokon vett két 1bvf altal adédé also korlatjai. A 4.
Tételbol tudjuk, hogy v, < f(Y1) ésyr < f(Y2) mindig teljesiilnek. Koévetkezésképpen
az yr = min{y,, y.} < f (X) egyenlétlenség is all, amit bizonyitani kellett. O

Megjegyzés. Ha ¢; # ¢y, akkor az Fop(Y,c1) < Fi(Y, ) egyenlStlenség nem
feltétlen teljesiil minden esetben. Példanak vehetjik azt az esetet, amikor co = a
vagy ¢y = b, mivel ekkor F (Y, ¢) = F gyp(Y) és ha ¢; = ¢, akkor az 1. Allités
szerint F' (Y, ¢™) lehet nagyobb, mint F; gy p(Y).

2.4.1. Optimalis kifejtési pont

A fenti eredményeink azt mutatjak, hogy az lbvf és a kozépponti formula egytittes
hasznélataval kapott alsé korlat legalabb olyan jo, mint a ketto koziil a jobbik. Most
— ugyanugy, mint azt vizsgaltuk a koézépponti formulanal — azt vizsgaljuk meg,
hogy van-e lehet6ség a felhasznélt kozépponti formula kozéppontjanak optimalis
megvalasztasara. Ez a ¢* pont tehat olyan, hogy

F (Y, ") = max F (Y, c) = max min{y,(c), y;(c)}. (2.10)

c€la,b] c€la,b]

A kovetkez6 tételben a kite optimélis kozéppontjara vonatkozo megallapitasainkat
mondjuk ki.

6. Tétel. [65] A kovetkezSk teljesiilnek.
1. Létezik egy egyértelmii ¢* € |a,b| pont, amelyre y,(c*) = y,(c*) teljesiil, és

2. ¢* a maximumbhelye a F (Y, c) fiiggvénynek a c-re vonatkozdan.

Bizonyitas. 1. Megvizsgaljuk a A := y; — y, kilonbséget. Derivalast alkalmazva
azt kapjuk, hogy

, —Lf'(¢) lu
pumy <
Yr(€) u—1/ +u—€_0
" fle)
, uf'(c u
et — >
() u—+~0 u—/{ 20

teljesiilnek minden ¢ € [a,b] pontra, ami azt jelenti, hogy y, monoton csokken, y;
pedig monoton novekszik. Kihasznélva, hogy ¢ < 0 < u, ebbdl az kovetkezik, hogy
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f(b)

y

a \ b

2.4. abra. A kite kifejtési pontjanak optimalis valasztdsa.

A’(¢) > 0 minden ¢ € [a,b] pontra. Igy A szigortian névekeds. Kénnyfi létni, hogy
A(a) <0 és A(b) > 0, ezért A-nak pontosan egy zérushelye van, a ¢* pont az |a, b|
intervallumban, azaz

uf(a) —Lf(c*) + (¢* —a)lu  uf(c*) —Lf(b) + (b— c*)lu

= . 2.11
u—/ u—/r ( )
A (2.11) egyenldségbdl azt kapjuk, hogy
o Je) = fla) | ()= f(b)  a+b
CT T T e T
ami azt jelenti, hogy ¢* az egyetlen fixpontja egy af + ( alaku fiiggvénynek, ahol
:K—i-u’ :fu(a—l—b)—uf(a)—ﬁf(b). (2.12)
20u 20u

Ezzel a tétel elso allitasat bebizonyitottuk.

2. Lattuk, hogy az y, fliggvény monoton csokkend, mig az y; fiiggvény monoton
novekeds. Vegyiik a d # ¢* pontot. Ha d < ¢*, akkor

Yr(d) > yr(c*) = yi(c") = yi(d),

ahol valamelyik egyenlGtlenség szigori, mivel d # ¢*. Ezért

Fy(Y,d) = min{y,(d),y.(d)} = y:(d) < ye(c") = y,(c*) = F (Y, ")
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teljesiil. Ha d > ¢*, akkor

yr(d) < yr(c”) = n(c”) < wud),

ahol az egyik egyenl6tlenség megintcsak szigoru, mert d # ¢*. Ezért

EK(Y? d) = min{yr(d>7 yt(d)} = yr(d) < yt<0*> - yr<C*> = EK(Y> C*)'

Most mivel minden d # ¢* pontra az Fy(Y,d) < Fi(Y,c*) egyenlétlenség is &ll,
ezért I, maximalis értéke a c¢* pontban vétetik fel.

Egy a fentieket jél szemléltetd példat a 2.4. abran lathatunk. O

El6fordulhat, hogy az F,(Y,-) figgvénynek tobb maximumhelye is van. Ameny-
nyiben f'(c*) = ¢ vagy f'(c¢*) = u és f'(d) = ¢ vagy f'(d) = u teljesiil minden d €
[¢" —e,c"+6], (6,0 > 0) értékre, akkor az F (Y, -) fiiggvénynek megszamlalhatatlan
végtelen sok maximimhelye van a [¢* — €,¢* + §] intervallumban. Egy egyszeri
példét latunk erre az esetre a 2.5. dbrén, ahol az F (Y, -) fliggvénynek végtelen sok
maximumhelye van a [¢* — ¢, ¢*] intervallumon.

A

fib)

y

c*—g c*
a h

2.5. dbra. Az F (Y, -) fliggvénynek végtelen sok maximumpontja is lehet.

Megjegyzés. Ha f'(Y) az (¢,u) nyilt intervallumban van, akkor pontosan egy op-
timélis pont van. Amennyiben a gépi megvaldsitast vizsgaljuk, ez az eset altaldban
teljesiil is, hiszen az ¢ és u értékeket kifelé kerekitést hasznald intervallum arit-
metikaval szamitjuk ki.

1. Kovetkezmény. Az optimalis kite befoglalo fiiggvény mindig legalabb olyan jo
befogalast ad, mint a Baumann kézépponti formula, azaz

Fop(Y,e) < Fp(Y,c").
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Bizonyitas. A 5. Tétel alapjan az Fop(Y,c™) < Fi(Y,c”) egyenlbtlenség igaz.
Lattuk, hogy F (Y, c) < F (Y, c") is igaz, specidlisan ¢ = ¢~ -re is. O

Az aktualis 1épésben rendelkezésre allé informacidk alapjan a ¢* pont fixpont itera-
ciéval meghatarozhatd. Ehhez tekintsiik az (2.4)-ben definidlt x4 pont és az

u(ua — €b) — ((f(a) — f(b)) /
P =3 40— )l ) — S e
00— u) ha f(a) > f(b)

pont altal definidlt intervallumot. Vilagos, hogy c¢* benne van ebben az intervallum-
ban, hiszen a (c*, f(c*)) pont az f fliggvény grafikonjénak és az s = (s, f(zs)) és
s’ = (zg, f(zs)) pontok altal megadott egyenes metszéspontja (lasd 2.4. abra).

Gyorsabb konvergencia érdekében intervallumos Newton moédszert is alkalmazha-
tunk az
af(c)+pf—-c=0 (2.13)

egyenletre, ahol o és [ a (2.12)-ben definidltak. Bar ebben az esetben az f’(c)
intervallumos kiértékelésére szintén sziikségiink van. Alkalmazhatunk viszont kvazi
Newton mddszert is a (2.13) egyenleten az el6zéleg kiszamitott dervidlt befoglalast,
mint konstanst hasznalva. Mindkét médszer esetén altalaban egyetlen 1épés elegendo
ahhoz, hogy az optimalis pont egy megfeleléen j6 kozelitését kapjuk. Ugyanakkor
tudjuk a 5. Tételbol, hogy a kite befoglalas mindig legaldbb olyan jé alsé korlatot ad,
mint a masik két modszer, ezért az intervallumos globalis optimalizalasi eljarasban
nincs sziikséglink az optimalis pont nagy pontossagi meghatarozasara, lényegében
barmilyen ¢ € Y megfeleld, f6leg, ha az az [z, z¢| intervallumbdl van.

A ¢* pont ¢ kozelitését és a F (Y, ¢) befoglaldsét kiszamité eljarast kite algoritmus-
nak nevezzilkk. Mint azt késobb latjuk majd ezt az eljarast konnyen beépithetjiik az
intervallumos globdlis optimalizalé modszerbe, valamint hasznalhatjuk majd mint
gyorsité eljarast is.

Ha fels6 korldtot szeretnénk meghatarozni, akkor az ennek megfelelé ¢’ kozéppont
kiszamithat6 az y,» = y» egyenl6ségbdl, ahol az v’ pont az y = f(a) + u(x — a) és
y = f(c)+{(x—c) egyenesek metszéspontja, a t' pont pedig az y = f(c) +u(z—c) és
y = f(b) 4+ {(x — b) egyenesek metszéspontja. Ebbdl kapjuk a megfeleld formuldkat:

f(e) = fla) +ua — e y ~uf(e) —Lf(a) + (a—c)lu

Lyt = ) r = )

T u—/F
~ f(b) = flc) — b+ uc uf(b) —Lf(c) + (c —b)lu
Ty = ) Yy = .
uw—4F uw—4F

Ezeket egyiitt haszndlva a (2.6), (2.7), (2.8) és (2.9) képletekkel kapjuk az f(Y)
also- és felso korlatjait. Konnyt latni, hogy a felso korlatra is érvényes a 5. Tételben
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megfogalmazott allitas: legaldbb olyan jo, mint a kozépponti formula vagy az lbvf
altal adddo felso korlat. Tovabba az 6. Tétel is atvihetd a megfelel6 modositasokkal
a felso korlatra vonatkozo szamitasainkra.

Megjegyzés. LAGOUANELLE & SOURBY [32] javaslata alapjan a kite befoglalds
altalanosithato 1gy, hogy ne csak egy ¢* kifejtési pontra tdmaszkodjon, hanem az
aktudlis intervallumon beliil vélasszunk p darabot ezekbél (igy kapjuk a p-kite be-
foglalast). Ez a stratégia arra is j6, hogy az intervallum felosztds ne felezés legyen,
hanem t6bb részre osztds (multisection). A cikkben numerikus eredmények nem
talalhatok, igy kérdéses, hogy a javasolt eljardas milyen befolyassal van a hatékony-
sagra, amennyiben azt globdlis optimalizaldsi algoritmusban hasznaljuk.

2.4.2. A kite befoglalas tulajdonsagai

Ebben a részben a kite befoglald fiiggvény néhéany —az intervallumos maddszerek
szamara fontos— tulajdonsagat targyaljuk.

7. Tétel. [65] Tegyiik fel, hogy az F' befoglalds izoton és legyen az [ befoglaldsdt
ado F fiiggvény a kite algoritmussal adott, azaz F(Y) = [Ex (Y, "), Fx(Y, )] min-
den Y € I(X) intervallumra. Akkor az F' befoglalds izoton.

Bizonyitas. Legyen Y C Z = [a,b] adott és ¢}, a kite maximum helye a Z in-
tervallumon. El6szor megmutatjuk azt, hogy F(Y,c) > F;(Z, c}) igaz minden
c € Y pontra. Legyen F'(Z) = [(,u] és F'(Y) = [¢',u/]. Ha ¢’ > 0 teljesiil, akkor
legyen F (Y, c) == [f(Y), f(Y)] minden ¢ € Y pontra, vagy ha u/ < 0 teljesiil,
akkor pedig legyen F (Y, c) := [f(Y), f(Y)] minden ¢ € Y pontra. Mindkét eset-
ben F(Y,c) > Fr(Z,c}) igaz, hiszen az f(Y) és f(Y) értékek nem lehetnek az
y= f(a) +4(z —a) és y= f(b) +u(x — b) egyenesek alatt.

F(Z ¢)
F(Y )

\j

2.6. abra. Az abran megprébéalunk konstrudlni olyan f fiiggvényt, amely nem engedi meg
a kite izotonitasat.
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Az I < 0 < o esetre egy indirekt bizonyitdst adunk. Az Otletet a 2.6. dbra adja:
legyenek az ¢ és u értékek adottak, azaz az y = f(a)+{(z—a) ésy = f(b)+u(x—b)
egyenesek rogzitettek. Megprobalunk olyan f fliggvényt konstrualni, amelynek
befoglaldsa megsérti az izotonitdst. A 2.6 abran F(Z,c})-gal jelzett szaggatott
vonal a Z intervallumon a kite-ot maximalizalé ¢ pont altal adott befoglalas alsé
korlatja. Olyan Y C Z intervallumot konstrualunk, amelyben a kite cy kozéppontja
olyan (cy, f(cy)) pont, amely eredményeképpen izotonitast sérté befoglaldst ka-
punk. Koénnyt latni, hogy ilyen pont csak a p,t,r és s pontok altal meghatérozott
paralelogrammaban létezhet, mivel csak az ottani pontok adhatnak alacsonyabb £
értéket. Ez viszont ellentmondésra vezet, mivel a (cy, f(cy)) és (¢, f(c})) pon-
tok altal meghatarozott egyenes meredeksége nincs benne az [/, u] intervallumban.
Kovetkezésképpen nincs olyan ¢y pont, amelyre Fy(cy) < Fy(c}) teljesiilne.

Az F(ey) < Fi(cy) eset bizonyftdsa a fentiekkel analég. Itt a ¢/, € Z a kite felsd
korlatjat minimalizalé pont, mig cy € Y. O

8. Tétel. [65] Ha a derivalt befoglalasa Lipschitz-folytonos, akkor a kite algoritmus
altal adott befoglalas a-konvergens, ahol o > 2.

Bizonyitas. A 5. Tételbol tudjuk, hogy a kite algoritmus legaldabb olyan j6, mint a
koézépponti formula. Tudjuk tovabba, hogy a kozépponti formula négyzetesen kon-
vergens, ha F’(X) Lipschitz-folytonos (KrRAwWCZYK & NICKEL [31]). Kovetkezés-
képpen a kite algoritmus altal adott befoglalas is legalabb négyzetesen konvergens.
Tovabba legaldbb akkora a érték érvényes F-ra, mint Fop-re. O

2.4.3. Metszés

Mint a bevezetében emlitettiik, az intervallumos globalis optimalizalasban szamos
gyorsité eljaras 1étezik. Ezen un. tesztek lényege, hogy a keresési tér minél nagyobb
olyan részeit eltavolitsak, amelyek garantaltan nem tartalmaznak globalis minimum
pontot. A RATz [55] cikkben egy lejt6 aritmetikdn alapulé metszési (pruning) tech-
nikardl olvashatunk. Hasonlé eljaras dolgozhato ki a kite befoglald fliggvényre is.
Ez a jelen alfejezet téméja.

9. Tétel. [65] Legyen Y = [a,b] C X az aktudlisan vizsgélt intervallum, c* € [a, b]
egy maximumhelye az F . (Y,-) fiiggvénynek, tovabbd [ egy garantalt felsé korldt
az f globalis minimumara. Definialjuk a kovetkez6 értékeket:

R u
T:C*+f_f(c*), S—b+f_f(b)
l U
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Ha ¢ < 0 < u, akkor a kite algoritmusban hasznalhatjuk a kovetkezd kivagasi
technikakat:

(a) Ha f < min{f(a), f(b), f(c*)}, akkor [p, q|U[r, s] tartalmazza az ésszes Y -ban
lévé globalis minimumpontot.

(b) Ha f(b) < f < min{f(a), f(c*)}, akkor [p,q] U [r,b] tartalmazza az Gsszes
Y-ban Iévé globalis minimumpontot.

(¢c) Ha f(a) < f < min{f(b), f(¢*)}, akkor [a,q] U [r,s] tartalmazza az Gsszes
Y -ban 1évé globalis minimumpontot.

(d) Ha f(¢*) < f < min{f(a), f(b)}, akkor [p, s] tartalmazza az ésszes Y -ban 16v§
globalis minimumpontot..

(e) Hamax{f(b), f(c*)} < f < f(a), akkor [p,b] tartalmazza az ésszes Y -ban 1évé
globalis minimumpontot.

(f) Hamax{f(a), f(c*)} < f < f(b), akkor [a, 5] tartalmazza az sszes Y -ban Iév
globalis minimumpontot.

(g) Ha max{f(a), f(b)} < f < f(¢*), akkor [a,q] U [r,b] tartalmazza az Gsszes
Y -ban 1évé globalis minimumpontot.

Bizonyitas. (a) Legyen z € [a,b] Ugy, hogy f(z) = mingcpay f() és > f(z) (lasd
a 2.7. dbrat). Meg kell mutatnunk, hogy

< z. (2.14)

Tudjuk, hogy minden x € [a,b] pontra az f(a) + {(z — a) < f(x) egyenlbtlenség
teljesiil. Ha x = z, akkor ¢(z —a) < f(z) — f(a), ami ekvivalens az

o< B = fla) f—f(a)7 (2.15)

Z—a T zZ—a

relciéval, amennyiben z # a. Ha z = a, akkor (2.14) teljesiil, hiszen f < f(a). A
(2.15) képletbdl (mivel z > a) kapjuk, hogy

(z<la+ f— f(a)

ami (2.14) bizonyitasat adja, mert ¢ < 0. Annak bizonyitdsahoz, hogy

(2.16)
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2.7. dbra. A kite metszési tulajdonsiga. Az dbran a 9. Tétel (a) esetét latjuk: az
[a,p), (q,7) és (s,b] intervallumokat tordlhetjitk, azok garantdltan nem tartalmaznak
globalis minimumpontot.

is teljesiil, hasznéljuk az f(c*) + u(z — ¢*) < f(x) egyenlétlenséget, amely igaz
minden z € [a,c*], ¢* € [a,b] pontra. Ha = = z, akkor

Q@) T )

- z—c* Toz—=c

teljesiil, amennyiben z # ¢*. Ebbdl az egyenlotlenségbol kapjuk az
uz < uct + f — f(e),

Osszefliggést, ami bizonyitja a (2.16) relaciét, mert u > 0. A z = c¢* eset nem
lehetséges, hiszen feltettik, hogy f < f(c*) teljesiil, tovabbé f(z) < f.

Az z* € [r, s| esetre vonatkozd rész bizonyitdsa a fentiekhez hasonlé meggondola-
sokkal elvégezhetd.

(b) — (g) Ezeket az eseteket az (a) esettel megegyez6 médon bizonyithatjuk. O

Vegyiik észre, hogy a kivagas hasznalatdhoz nincs sziikségiink tovabbi informaciora,
minden értéket, amit a 9. Tételben hasznalunk méar elézetesen kiszamoltunk a kite
befoglalé fliggvény eloallitasahoz. A metszési tulajdonsag hatékonysagat numerikus
tesztekkel tamasztjuk majd ala.

Példa. A fenti meggondolasokat egy egyszerti példan szemléltetjiik. Legyen f(z) =
2> — 2, X = [0,0.75]. A globdlis minimum f* = —0.25, a minimumhely pedig
z* = 0.5. Automatikus differencidlassal (vagy ,kézzel” szamolva) kapjuk, hogy
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F'(X) = [-1,0.5]. Haszndlva a fenti formuldkat adédnak a kovetkezé F(X)-re
vonatkozd alsé korlatok:
Fep(c?) = =05
Fui(c") = —0.31066,

ahol ¢* megkozelitoleg 0.43934. Lathatjuk, hogy az optimalis ¢* pontot hasznalo
kite algoritmus adja a legjobb alsé korlatot. Haszndlva a kivégési technikat, a X =
[0,0.25) és Xy = (0.63,0.75] intervallumok eldobhatdk, csak az X' = [0.25,0.63]

részintervallum tartalmazhat globalis minimumbhelyet.

Megjegyzés. Erdekes észrevétel, hogy a metszés annal hatékonyabb, minél tavolabb
van a kite kifejtési pontjahoz tartozé fiiggvényérték geometriai értelemben az f
vonaltol. Ezért 1ényegében a minél jobb metszési hatékonysag érdekében egy lokalis
maximalizalast kellene végrehajtanunk. Ez azonban jelentosen megnovelné a koltsé-
geket és a kite befoglalds sem lenne (altaldban) optimalis, ezért az tlet alkalmazasat
elvetjik.

2.4.4. Kiterjesztett kite algoritmus

Most a kite algoritmus kiterjesztését részletezziik, amelyet aztan beépithetiink az
intervallumos globdlis optimalizalé eljarasba. Lattuk, hogy a kite befoglalo fiiggvény
és a metszési teszt hasznalatdhoz elsérendli derivélt informaciéra van sziikség.

i. lépés Szamitsuk ki az f(a), f(), és F'(X) = [¢, u] értékeket.

ii. Iépés Ha ¢ < 0 < u, akkor hatdrozzuk meg a c¢* pontot (vagy annak egy (jo)
kozelitését). Ertékeljiik ki az f(c*) kifejezést és szamitsuk ki F - (c*) értékét.
iii. 16pés Ha f > min{f(c*),?(a),?(b)}, akkor frissitsiik f-t. Alkalmazzuk a

kivdgdsi tesztet az F(c*) segitségével.

iv. 1épés Alkalmazzuk a metszés eljarast a 9. Tétel alapjan.

Ezen algoritmus a B&B algoritmus 4. 1épésébe illeszthet6 be.

A részletezett algoritmusban lathatjuk, hogy a ii. 1épés koltséges is lehet — attdl
fliggden, hogy milyen médszert haszndlunk a ¢* meghatarozasara. A konkrét meg-
valésitasban itt az zy és xy pontok altal meghatarozott intervallum kozéppontjat
vettiik kozelitésnek. Tapasztalataink szerint ez az olcsé becslés megfeleld.

Figyelembe véve a fenti meggondolasokat, a kovetkezo allitassal zarjuk elméleti
vizsgalodasainkat.
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2. Kovetkezmény. [65] A javasolt algoritmust haszndlva soha nem veszithetiink a
kiindulasi X intervallumban 1évé globalis minimum pontokbdl. A metszési Iépésben
ha egy adott Y intervallumra iires intervallumot kapunk, akkor f-nek nincs (az X
intervallumra nézve) globalis minimumbhelye Y -ban.

2.4.5. Numerikus eredmények

Ebben a szakaszban a fenti elméleti eredmények numerikus igazolasat mutatjuk
be. Lattuk, hogy az optimalis kite befoglalé fliggvény mindig jobb befoglalast ad,
mint a kozépponti alak vagy az Ibvf. A B&B algoritmusban térténd alkalmazasa
hatékonysag szempontjabol azonban kérdéses lehet, hiszen a kite el6allitasahoz tobb
fiiggvénykiértékelésre van sziikségiink. A szakasz célja tehat, hogy igazoljuk, a kite
befoglalé fiiggvény hasznalata az intervallumos globélis optimalizdlasi algoritmusban
hatékonysag novekedést eredményez.

Osszesen 40 darab egyvaltozés standard tesztfiiggvényt vizsgaltunk meg (ezek leira-
sat lasd CASADO et al. [7]). A szamitdsokat egy duél processzoros Pentium-II gépen
(233 MHz, 256 Mbyte), Linux operaciés rendszerben végeztiik el. Programozési
kornyezetként a C++ Toolbox for Verified Computing [26] és a C-XSC [25] prog-
ramcsomagokat hasznaltuk.

A megvalésitasban fontos volt, hogy a kite médszer tobb informéciét igényel, mint
a hagyomanyos moédszerek. Hogy csokkentsiik a redundas szamitdsok mennyiségét
a kovetkez6 megfontolasokat tettiik:

o Az optimdlis ¢* pont értéke jél kozelitheto az x, és xy pontok altal adott
intervallum kozepével (ahelyett, hogy intervallumos Newton mddszert alka-
Imaznénk a (2.13) egyenletre). Ezzel a technikdval a szdmitdsok mennyisége
csOkkenthetd, az F'(c) és F'(c) intervallumokat nem kell kiszdmitanunk. Az igy
megadott kite kozéppont jé kozelitése az optimélisnak, ha a vizsgalt részinter-
vallum mar elegendden keskeny.

o A metszési 1épést csak az egyes iterdciok végén végezziik el, mivel az megval-
toztathatja az aktudlis részintervallum végpontjait. Ha nem igy tesziink, a
végpontokban vett fliggvényértékeket esetleg jra ki kell szamolnunk.

A kovetkezékben két megvaldsitasra kapott numerikus eredményeket ismertetiink és
elemeziink. Az elsé esetben csak gradiens informaciot hasznaltunk, mig a masik es-
etben a masodrendi derivalt befoglaldsat is hasznalhatjuk. Mindkét valtozat esetén
megallasi feltételként a

widel([F e, f]) < 10712 vagy  wid, (V) < 10712
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reldcidkat haszndltuk. Az Osszehasonlitdsban a [26] kényvben megadott és meg-
valésitott eljarast hasznaltuk; ez kozépponti formulat hasznal befoglald fiiggvény-
ként. A hatékonysag mérésére a kovetkezo mutatokat vizsgaltuk: fliggvénykiértéke-
lések szama + 2x (derivaltkiértékelések szama) 4+ 3x(masodrendii derivéltkiértéke-
lések szama). Vizsgdlataink azt mutatjdk, hogy ez egy korrekt stlyozds a teljes
miiveletigény leirdsara.

Megjegyezziik tovabba, hogy a teljes CPU id6 a tesztfeladatsor megoldaséara kevesebb
volt, mint egyetlen masodperc, ezért annak feltiintetésétol és az ezen alapuld 6ssze-
hasonlitastol eltekintiink.

Elsorendii algoritmus

Az algoritmus variansok a kivagéasi- és monotonitasi teszteket tartalmaztak és a
kozépponti format, illetve a kite algoritmust hasznaltak kivagassal és anélkiil. Ezek a
valtozatok tehét csak elsorendii informaciét hasznéltak. A numerikus eredményeket
a 2.1. tablazat tartalmazza.

Mindharom valtozat az Osszes tesztfeladatot sikeresen megoldotta. Minden teszt-
fliggvényre a fliggvénykiértékelések szamat, a derivaltkiértékelések szamat, a biszek-
ciok szamat és a felhasznalt maximalis listahosszat tiintettiik fel. Ezek a mutatok
mindhdrom valtozatnél szerepelnek. A tablazat végén a megfelel6 mutatok Osszegei,
illetve az 1j médszer(ek)nek a hagyomanyos eljardshoz viszonyitott szazalékos Gssze-
vetése szerepel.

A fliggvénykiértékelések szamanak 0sszege 15706 volt a tradicionalis valtozat esetén,
mig a kite mddszerekre 8416 és 11710 attdl fiiggden, hogy hasznaltuk-e a kivagast
vagy nem. Ezek rendre 46%-os illetve 26%-o0s hetékonysag javulast jelentenek. Az
itt tapasztalhatéd javulast jérészt a nehezebb tesztfeladatokon értiik el, specialisan
az utolsé két fliggvényre a szamitdsok 38%-os és 37%-o0s csokkenését tapasztaltuk.

A derivaltkiértékelések szama 9646 volt a hagyoméanyos modszerre, mig a kite algo-
rimus hasznalataval rendre 3406 és 5536 volt a kivagassal és nélkiile. Ez aranyaiban
65%-o0s, illetve 43%-o0s javitast jelent.

A hatékonysagi mutaté (ami a teljes miiveletigényt jelenti) 34998 a régi mddszerre, a
kite médszerre a kivagas hasznalataval 15228, annak hasznélata nélkiil pedig 22728.
Ez 56%-o0s, illetve 35%-o0s hatékonysdg novekedést jelent. Megallapithatjuk tehédt,
hogy a javasolt kite modszer hasznalata jelentésen felgyorsitja az optimalizal6 eljards
sebességét.

Az alkalmazott intervallum-felezések szdma 3.114 volt a hagyomanyos modszernél,
1683 és 2728 az 1j eljardsndl a metszéssel, illetve metszés nélkiil, ami 46%-es, illetve
13% hatékonysdg-novekedést jelent. Ez a mutaté a hatékonysdgi mutatoval egytitt
jelzi, hogy a kite mdédszernél a metszés miiveletet érdemes hasznalni.
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2.1. tablazat. Elsorendii algoritmus numerikus eredményei.

Fel- F kiért. szdma D kiért. szdma biszekcidk szdma | max. lista hossz
adat cf k+pr k cf k+pr k cf k+pr k| cf k+pr k
1 84 60 93 53 25 44 25 12 21 4 5 3
2 88 7 99 55 31 46 26 15 22 5 6 5
3 98 93 100 55 39 48 25 19 23 3 5 2
4 96 95 119 59 35 56 27 17 27 4 7 4
5 109 100 141 69 45 68 33 22 33 3 3 2
6 88 69 110 55 27 52 25 13 25 3 4 3
7 79 57 95 51 25 46 23 12 22 2 2 2
8 92 80 115 59 37 56 27 18 27 2 6 2
9 94 84 118 61 37 58 28 18 28 2 4 2
10 89 76 113 57 33 54 27 16 26 2 3 2
11 83 70 101 53 29 48 24 14 23 3 2 1
12 83 68 103 53 29 50 24 14 24 2 3 2
13 91 71 111 59 33 54 27 16 26 3 4 3
14 118 95 138 77 41 66 36 20 32 2 3 2
15 107 85 132 69 33 66 32 16 32 6 13 6
16 113 107 138 73 49 70 35 24 34 8 12 8
17 109 107 128 71 47 62 33 23 30 2 6 3
18 153 105 117 99 49 56 47 24 27 4 4 3
19 95 72 93 59 31 44 27 15 21 4 4 3
20 82 52 79 53 23 38 24 11 18 1 3 1
21 83 64 79 53 29 38 25 14 18 2 2 1
22 145 125 147 93 57 68 43 28 33 4 6 3
23 161 144 167 | 103 63 78 47 31 38 3 5 3
24 158 136 166 | 103 65 76 47 32 37 3 6 3
25 155 128 192 | 101 59 94 47 29 46 4 6 3
26 223 110 202 | 145 51 98 69 25 48 4 5 3
27 179 143 220 | 117 69 108 55 34 53 4 6 4
28 229 122 226 | 149 55 110 69 27 54 4 5 3
29 215 156 209 | 139 67 92 63 33 45 4 5 4
30 310 212 302 | 203 101 148 93 50 73 4 8 4
31 88 75 99 57 33 48 26 16 23 2 3 2
32 602 251 38| 395 119 188 | 186 59 93 8 15 8
33 345 272 401 | 225 131 198 | 107 65 98 | 17 18 15
34 292 216 242 | 189 101 102 86 50 50 8 7 5
35 88 74 87 57 33 42 26 16 20 1 2 1
36 762 559 529 | 383 197 212 | 177 98 105 | 14 14 9
37 352 289 291 | 217 117 122 101 58 60| 10 13 7
38| 1026 567 530 | 675 253 212| 201 126 105 | 12 14 4
39| 3965 1519 1409|2329 511 564 | 436 255 281|109 31 19
40 | 4377 1631 3583|2673 597 1856 | 635 298 927 | 97 40 77
> | 15706 8416 11710 | 9646 3406 5536 | 3114 1683 2728 379 310 237
54% 4% 35% 57% 54% 87% 2% 63%
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A maximalis listahosszak Osszege 379 a hagyoményos moédszerre, 310 és 237 az 1j
eljarasra a metszéssel és nélkiile. Ez 18%-os és 37%-o0s javulast jelent.

Ezekbdl az eredményekbol lathatjuk, hogy amennyiben az f célfiiggvény derivalt-
janak befoglalasa rendelkezésre all, akkor érdemes hasznalni a kite modszert. Nu-
merikus vizsgalataink azt mutatjak, hogy ekkor a vizsgdlt tesztfeladatok kisebb
szamitasi raforditassal oldhaték meg.

Masodrendu algoritmus

Ebben az alfejezetben a méasodrendi derivaltat is hasznal6 algoritmusra mutatunk
numerikus eredményeket. Az eljarasban a kivagasi tesztet, monotonitdsi tesztet,
konkavitasi tesztet és az intervallumos Newton 1épést hasznédltunk. Futtatasi ered-
ményeinket a 2.2. tablazat tartalmazza, ahol a mutatdk ismét a fiiggvénykiértékelések
szama, derivaltkiértékelések szama, masodrend derivalt kiértékelések szama, az al-
kalmazott intervallum felezések szama és a maximalis listahossz.

Ezek az algoritmus véltozatok sokkal kifinomultabbak, minden szokasos gyorsito
eljarast tartalmaznak, ezért nem szamithatunk nagy mértéki teljesitmény noveke-
désre.

A megvaldsitdsban az aktudlis intervallum felezése utan egy természetes intervallu-
mos kiértékelést alkalmaztunk. A monotonitasi teszt utan kivagasi tesztet, konkavi-
tasi tesztet és egy Newton 1épést hajtottunk végre. A kite befoglalast a metszéssel
egyiitt csak a Newton 1épés altal visszaadott részintervallumokra alkalmaztuk. Vizs-
galataink azt mutatjék, hogy a (d), (e) és (f) kivagdsi 1épéseket érdemes hasznalni,
hiszen ezek csak egy részintervallumot adnak eredményiil, ami jobban alkalmazkodik
ehhez az algoritmus véaltozathoz. A gyorsito eljarasok ilyen médon valé hasznéalata
a szamitasi koltségek csokkentéséhez vezetett.

A maésodrendi algoritmusokra a fliggvénykiértékelések szama 4029 volt a hagyo-
maényos esetben, mig 3101 és 3401 az ij mdédszernél metszéssel és nélkiile. Ez 23%-os,
illetve 16%-o0s hatékonysdg novekedést jelent.

A derivaltkiértékelések szama 2747 volt a hagyoméanyos moédszer esetén, 1659 és
1899 az 1j médszerrel metszéssel és nélkiile. Ez 40%-o0s és 31%-os novekedést jelent
a hatékonysagban.

A maésodrendii derivalt kiértékelések szama Osszesen 612 volt a régi modszernél, mig
638 illetve 733 az 1j mddszerrel metszéssel és nélkiile. Ez azt mutatja, hogy a kite
modszer hatékonysaga ebbdl a szempontbdl romlott. Viszont a tesztfiiggvényekre a
masodrend derivalt kiértékelések szdama csekély a fliggvény- és derivaltkiértékelé-
sekhez képest, ezért ez a mutaté nem rontja le nagyon a hatékonyséagot.

A teljesitmény mutatd értéke 11359 a hagyomanyos algoritmusra, 8333 és 9398 a
kite modszerrel metszést alkalmazva, illetve metszés nélkil. Ez 27%-os, illetve 17%-
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2.2. tablazat. Méasodrendii algoritmus numerikus eredményei.

Fel-| F kiért. szdma | D kiért. szama | H kiért. szdma | biszekcidk |max. lista hossz
adat| cf k+pr k| cof k+pr k| cf k+pr k| cf k+p k| cf k+pr k
1| 60 38 48] 40 18 25| 8 6 9] 6 3 4| 4 3 3
2 74 49 56| 48 23 30| 10 10 11| 6 5 5 4 4 4
3| 66 49 52| 45 26 29| 11 12 13| 7 6 6| 1 1 1
4] 67 68 71| 44 30 33| 9 10 11| 6 5 5 8 4 4
5/ 95 74 84| 67 42 49| 13 16 19| 10 8 9] 3 2 2
6| 58 38 52| 38 18 29| 8 8 11| 5 4 5 4 1 1
7| 43 35 38| 29 18 21| 6 8 9] 5 4 4] 2 2 2
8 51 35 39| 34 18 22] 7 8 9] 5 4 4] 2 1 1
9] 52 43 46| 35 23 26| 7 10 11| 6 5 5/ 2 2 2
10| 55 42 53| 37 19 27| 8 8 11| 6 4 5] 2 3 3
11] 44 35 38| 29 18 21| 6 8 9] 5 4 4] 2 1 1
12| 45 47 43| 30 21 20| 6 8 715 4 3 3 1 1
13] 59 50 53| 40 27 30| 8 12 13| 7 6 6| 3 3 3
14 57 46 60| 40 26 34| 8 10 15| 7 5 72 2 2
15] 106 84 94| 69 43 50| 14 14 171 9 7 8 8 6 6
16| 118 100 103| 77 53 56| 15 16 17| 11 8 8 8 5 5
17] 54 43 46, 37 23 26| 9 10 11| 2 5 5/ 2 2 2
18] 8 51 70, 58 25 38| 13 10 16| 9 5 7 3 2 2
19] 74 40 50, 48 20 27| 10 8 11| 6 4 5/ 5 2 2
200 43 36 46| 30 19 26| 6 8 11| 5 4 5 1 1 1
21| 50 36 39| 34 19 22| 7 8 9] 5 4 4] 2 1 1
22| 77 58 61| 54 35 38| 13 12 13| 7 6 6| 1 1 1
23] 92 75 76| 62 40 44| 15 14 15| 8 7 7 6 4 4
24| 73 55 58] 50 32 35| 12 12 13| 7 6 6| 1 1 1
25| 92 66 80| 64 34 45| 14 14 18| 10 7 8 2 2 2
26| 113 92 99| 80 48 55| 17 20 231 13 10 10| 3 3 3
271 92 62 82| 64 33 47| 15 14 20| 10 7 9| 3 3 3
28| 103 8 93| 72 45 52| 16 20 231 12 10 10| 3 3 3
29| 53 43 46| 35 23 26| b 8 9] 5 4 4] 2 1 1
30| 144 121 130| 103 65 74| 22 28 321 17 14 14| 5 4 4
31| 51 44 47| 36 24 27| 6 10 11| 6 5 5/ 2 1 1
32| 275 158 174] 195 84 100| 43 32 401 31 16 16| 8 7 7
33| 362 229 243| 243 128 139| 48 56 61| 33 28 29| 17 16 16
34| 116 90 96| 81 52 55| 19 18 19| 12 9 9 5 3 3
35| 51 44 54| 36 24 31| 7 10 13| 6 5 6| 1 1 1
36| 207 191 186| 140 108 106| 32 36 35120 18 17| 9 7 7
37| 120 102 105 79 49 52| 18 16 17| 12 8 8 5 3 3
38| 162 118 143]| 111 71 84| 30 26 321 15 13 15| 6 4 4
39| 273 218 238| 188 123 137| 50 44 501 26 22 24| 8 9 9
40| 218 210 209| 145 112 111} 36 40 391 20 20 19| 10 9 9
3114029 3101 3401|2747 1659 1899|612 638 733(406 319 336|168 131 131
7% 84% 60% 69% 104% 120% 79% 83% 8% 8%
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os hatékonysag novekedést jelent. Itt megint azt lathatjuk, hogy a kite mdédszer a
metszést hasznalva éri el a nagyobb hatékonysagot.

Az alkalmazott intervallum felezések szama 406 volt az eredeti mdédszernél, mig 319
és 336 az 1j médszernél a metszéssel és anélkiil. Ez 21%-os, illetve 17%-os javitdst
jelent.

A felhasznalt maximalis listaelemek Osszege 168 a régi médszer esetén, mig 131 az
1j eljardsban, ami 22%-os javuldst eredményezett.

Osszegezve az eredményeket lathatjuk, hogy a mésodrendii algoritmus alkalmazasa-
kor is jobb teljesitményt érhetiink el. Bar a hatékonysidg nem javult olyan mérték-
ben, mint az elsérendii algoritmus esetében, az 1j befoglald fiiggvény hasznalata igy
is javasolt.

Osszehasonlitas mas modszerekkel

Ebben az alfejezetben az egydimenziés kite modszert hasonlitjuk 6ssze két hasonld
eljarassal, amelyek a célfiiggvényrol elsorendti informaciét hasznéalnak, illetve alkal-
mazzak a metszés technika megfelel6 valtozatat is.

A kite médszer kidolgozasaval nagyjabol azonos idében megjelent cikkben CASADO
et al. [7] kozdl elméleti és numerikus eredményeket, amelyek az alap B&B mddszer
gyorsitasat érték el. Mddszeriik 1ényegében az 1bvf formula alkalmazésa egy metszési
technikéaval.

Egy nemrégiben megjelent cikkben SOTIROPOULOS & GRAPSA [61] a Baumann
kozépponti formuléra fejlesztett ki kifinomult metszési technikat. A cikkben elméleti
és numerikus eredmények egyarant azt mutatjak, hogy mddszeriik hatékonyabb
az eddig ismerteknél. (Ez természetesen nem a befoglalds jésdgara vonatkozik —
hiszen lattuk, hogy a kite befoglald fiiggvény sohasem rosszabb, mint a Baumann
kozépponti formula —, hanem a B&B algoritmusba torténé alkalmazés hatékonysaga-
ra.) Az ott kozolt adatok eldallitdsdhoz viszont a kite eljarasban nem alkalmaztdk
a metszési technikat, ami nélkiil (mint azt lattuk) dltaldban rosszabb eredményeket
kapunk. Masrészt a kite befoglalast és metszést hasznalé B&B modszer tovabb
javithaté. A kovetkezo algoritmus erre tesz javaslatot.

A lépés. Legyen X a kezd6 intervallum, £ a munkalista, Q pedig az eredmény-
lista. Alkalmazzuk a kite befoglaldst az X intervallumon. Legyenek Q := {}
és L = {(X,c", f(a), f(D), f(c*), F'(X), F'(X), F(X))}, és éllitsuk be az f*

P

értékre vonatkoz garantalt fels6 korldtot: f = F(c*).
B 1épés. Mindaddig, amig £ nem iires, hajtsuk végre a kovetkezd 1épéseket.

C 1épés. Vegylink le az L lista legelsd elemét. A rendelkezésre allo értékek alapjan
alkalmazzuk a kite metszési technikat.
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D 1épés. Legyenek U; és Us a metszés altal kapott részintervallumok (ahol
lehet, hogy U, iires). Amennyiben a metszés sikertelen volt, vagjuk ketté az
aktudlisan vizsgalt intervallumot az optimaélis ¢* pontban (ekkor ezek lesznek
az U; és Uy részintervallumok.

E lépés. Az ¢ = 1,2 indexre szamitsuk ki az U; intervallumon a derivélt be-
foglaldsét, alkalmazzunk monotonitdsi tesztet és a kite befoglaldst. Aktuali-
zaljuk az f értékét.

F 1épés. Ha Uyre (i = 1,2) a megdlldsi feltételek teljesiilnek, akkor Q = Q +
F'(U;), F(X))} (ahol ¢}, az U; részintervallumon vett optimalis kite kifejtési

pontot jelenti), és menjlink vissza a B 1épésre.

Az itt ismertetett eljaras hatékonyabb, mint amit a 2.4.4. alfejezetben alkalmaztunk,
hiszen lehetové teszi a mar egyszer kiszamolt fliggvényértékek jboli felhasznédlasat,
amivel az eljaras osszkoltsége csokkentheto.

A 2.3. tablazat az [61] cikkbdl vett adatokat tartalmazza, a kite médszerrel ott kapott
eredmények kivételével, ahelyett az imént ismertetett valtozat implementalasaval
kapott eredményeket kozoljik. A tablazatban csak a 40 tesztfeladat megoldasakor
osszesen felhaszndlt fiiggvény- és derivaltkiértékelések szamét, az aktualis inter-
vallumon alkalmazott kettévagasok szamat és a felhasznélt leghosszabb lista elem-
szamat tuntettiikk fel. A B moddszer az alap B&B eljardst jeloli, amely a Bau-
mann koézépponti formuldt hasznalja, C a CASADO et al. [7] cikkben leirt be-
foglaléfiiggvényt és metszést, K a kite modszert az imént ismertetett algoritmussal,
végiil SG pedig a SOTIROPOULOS & GRAPSA [61] cikkben kozolt médszert.

Az 6sszehasonlitott mddszerek mindegyike hasznalta a kivdagasi tesztet és a mono-
tonitasi tesztet. A megdlldsi feltétel a wid ;o (V) < 1078 volt.

2.3. tablazat. Az elsérendii kite mdédszer Osszehasonlitdsa méas hasonlé mddszerekkel.

F kiért. szdma D kiért. szama biszekcidk szama max. lista hossz
B C K SG| B C K SG| B C K SG|B C K SG
7124 10351 5519 4487 (4068 3430 1920 2509|2014 600 229 260|220 311 161 199
102% 7% 63% 84% 47% 62% 30% 9% 13% 141% 73% 90%

Ha kiszamoljuk a teljesitmény mutatokat a C, K és SG moddszerekre rendre a 17211
(113%), 9359 (61%) és 9505 (62%) értékeket kapjuk a Baumann koézépponti formét
hasznal6 alap algoritmushoz képest, ami szerint a kite modszer megfeleld algorit-
mikus kornyezetben legaldbb olyan hatékony, mint az [61] &ltal javasolt technika.
Lathatjuk tovabba, hogy az alkalmazott intervallum felezések és a tarméret is a kite
esetében a legigéretesebb.
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2.5. Kite befoglalé fuggvény — tobbdimenzids eset

Jelen fejezet az imént bemutatott kite befoglald fliggvény egy lehetséges magasabb
dimenzids kiterjesztését targyalja a VINKO & RATZ [68] cikk alapjan.

A fejezet hatraleve részében az f’(y) gradiensvektor egy befoglaldsat F'(Y') jelzi, mig
ezen vektor i-edik komponensére az F/(Y') = [¢;, u;] jelolést hasznaljuk a konnyebb
olvashatosag kedvéért. Feltessziik tovabba, hogy minden ¢ = 1,...,n indexre ;u; <
0 teljesiil.

2.5.1. A kite befoglalas komponensenkénti kiterjesztése

Mint azt lattuk, a kite befoglalé fiiggvény az Ibvf és a kozépponti forma egyszeri szi-
multan hasznalatabdl vezetheto le a kifejtési pont megfelel6 megvalasztasaval. Ma-
gasabb dimenzidkra az Ibvf kiterjesztését MESSINE & LAGOUANELLE [41] targyalja.
A kozépponti formak természetes modon viheték &t a magasabb dimenzids térre.
Ezen két modszer szimultan hasznédlata viszont nagyon komplikélt, nehezen kivite-
lezhet6 és optimalizalé eljarasokba valé haszndlata —a magas miveletigény miatt—
egyaltalan nem javasolt. A tovabbiakban egy hatékony és konnyen implementalhaté
kiterjesztést targyalunk.

RATZ [54] munkéjaban a lejté aritmetikan alapulé kozépponti formdk és azok met-
szési eljarasardl talalhatunk értekezést, ahol a szerzo egy komponensenkénti kiter-
jesztést javasol. A kite kiterjesztése ezen az Otleten alapszik.

Legyen adott az f : D C R™ — R fiiggvény ésaz Y =Y, x...x Y, C D intervallum.
Definidljuk a g; : ; CR — 1 (i € {1,...,n}) fiiggvényt gy, hogy

gl<w) = f(}/lw"Y;l—lawayé—ﬁ-lv"'ay'ﬂ)v we}/l

Az egydimenzids intervallumos fliggvények ilyen hasznalatdval az egydimenzios kite
befoglalast is hasznalhatjuk. Ha adottak a V' 2 ¢;(Y,), W 2 ¢;(V;) és Z 2 ¢;(¢;)
(¢; €Y;) befoglalasok, akkor a komponensenkénti kite befoglalds konstrualhaté a

komponensenkénti kézépponti forma:
Fep(Y,e,i) =Z+ FY)(Yi— ), (¢ €Y), (2.17)

és a komponensenkénti lbuf:

A
u; — ¢ +( l)ui_gi

Frpyp(Y,i) = (2.18)

egyiittes hasznalataval. Ez a kovetkezo eredményre vezet.
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10. Tétel. [68] Legyen F (Y, c,i) = min{y,(c,1),y:(c, i)}, ahol ¢ € Y, valamint
wV — biZ +uili(c; — Y,)

yr(c> Z) = U — gz ;
) W Z — bW + uil;y(Y; — ¢
yt<c>l) = u~—€- ( )a

ahol Z O gi(¢;), V D g:(Y,;) ésW 2 ¢;(Y:), ési=1,...,n. Akkor

max{F; gy p(Y, i), Fop(Y,c,i)} < Fr(Y,c i) < f(Y) (2.19)
teljesiil minden i = 1,...n-re.
Bizonyitas. Alkalmazzuk a 5. Tétel bizonyitasat minden ¢ = 1,..., n-re. ad

Az 10. Tétel tehat azt mondja ki, hogy a komponensenkénti kite mdédszer nem rosz-
szabb, mint a komponensenkénti kozépponti formula vagy mint a komponensenkénti
Ibvf (az Y intervallum ugyanazon Y; irdnyara nézve).

Csakugy, mint az egydimenzids esetben, a ¢ paraméter a (2.19) egyenlétlenségben
itt is valaszthato optimalisan. Keressiik tehat azt a ¢* pontot, amelyre
Fi(Y,c'i)= mz%;(EK(Y, ¢, i) = ma};min{yR(C, i),yr(c,i)}. (2.20)
ce ce

Az optimalis ¢* meghatarozéasahoz minden koordinata iranyra hasznalhatjuk az 6.
Tételt a 2.4.1. fejezetbol.

11. Tétel. [68] Minden i = 1,...,n-re a kévetkezSk teljesiilnek.

1. Létezik egyértelmii ¢* € Y pont, amelyre yg(c*,i) = yr(c*, i) teljesiil, és

2. ¢* a maximumbhelye a F (Y, c,i) fiiggvénynek.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 6. Tétel bizonyitasat minden ¢ = 1,... n-re. O

Jegyezziikk meg, hogy itt c¢* értéke egyarant fligg az ¥ intervallumtol és az ¢ irdnytdl,
azaz ha i # j, akkor a ¢*(Y, 1) értéke altaldban nem egyezik meg a c¢*(Y, j) értékével.
A 2.4.1. fejezetbdl tudjuk, hogy a ¢*(Y, ) pont nem feltétleniil egyértelmii, tovabba,
hogy egy a;g:(2)+5; =0 (a4, Bi, 2 € R) alaki nemlinedris egyenlet megoldasaként
hatarozhaté meg. A szamitégépes megvaldsitasban altalaban nem szamoljuk ki
c*(Y,i) pontos értékét, annak csak egy kozelitését hasznaljuk, hasonlé technikéval,
mint az egydimenziés esetben (ldsd a 2.4.4. alfejezet).



2.5. Kite befoglalé fiiggvény — tébbdimenzids eset 35

A (2.19) egyenl6tlenségbdl, vagy méginkabb a (2.20) egyenletbdl f(X) garantalt
alsé becslése adhatd: maxi<;<, F (Y, ¢, i) értéke mindig kisebb vagy egyenlé f(Y)-
nél. Egyszerti azonban 14tni, hogy a kézépponti formula, vagy a tobbdimenzids
Ibvf éltaldban jobb (nagyobb) alsé korlatot ad a célfiiggvényiink értékkészletére.
Tovéabbd az f(Y) értékének befoglaldsa a komponensenkénti kite mddszerrel 3n
fiiggvényhivast (minden irdnyra 2 kiértékelés a végpontokban és 1 kiértékelés a
kozéppontban) és egy gradiens kiértékelést igényel. Ezért az itt bemutatott médszer
hasznédlata énmagaban nem javasolt globdlis optimalizalé modszerekben. FEz az
oka annak, amiért a médszert inkabb egy gyorsité technika kidolgozasara és meg-
valésitasara hasznaljuk. Ez a kovetkez6 szakasz tartalma.

2.5.2. Komponensenkénti metszés magasabb dimenziéban

A komponensenkénti kite médszer hasznédlatdhoz kiszamolt értékek segitségével egy
metszési (pruning) technikdt dolgozhatunk ki. A kovetkezo tétel az ehhez sziikséges
formulékat ismerteti.

12. Tétel. [68] Legyen Y C X C I" az aktualisan vizsgalt részintervallum, ¢ € Y,
F'(Y) az f(y) gradiensének egy befoglaldsa és f pedig az aktudlis (garantdlt) felsé
korlat a globalis minimum értékére. Legyen YV* az f fiiggvény Y intervallumba esé
X intervallumra vonatkozé globdlis minimumhelyeinek halmaza. Ha Z 2 g;(¢;),

V2 gi(Y;) és W 2 gi(Yi),

f-V f—Z
pzzzz—i_f —, QI:Cz+f —,
Ei U;
P I
Ti20i+f — SZZYi‘l‘f w;
t; Ui
akkor minden i € {1,...,n} indexre a kivetkezé allitasok teljesiilnek.

(a) Ha f < min{V, W, Z}, akkor Y* C Y} x ... x Yi_1 X [pi, @] X Yip1 X ... x Y, U
Yix ... XYy X [ri, 8] XY X ..o x Y.

(b) Haw§f<min{K,Z},ikkory*ngx...xY;_lx[pi,qi]inHx...x
YUYy x ... x Yy x[r, Y] x Yo x...xY,.

(¢) HaV < f < min{Z, W}, akkor Y* C Yy x ... x Yi_y X [V, qi] X Yipq1 X ... %
Y,UY) X ... x Y X [ry, 8] XY X ..o x Y.

(d) Ha Z < f <min{V, W}, akkor Y* C Yy X ... x Yi_1 X [ps, 8i] X Vg1 X ... X Y.
(e) Hamax{W,6Z} < f <V, akkor Y* CYIx...xY 1 x[p, Y| x Y1 x...xXY,,.

(f) Hamax{V,Z} < f < W, akkor Y* C Yy x ... xY;_1 x [V, 8] x Vi1 X ... xY,,.
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(g) Hamax{V, W} < f < Z, akkor Y* C Y1 x ... x Vi1 X [V, q;] X Vi1 X ... %
YnU}/lX...XY;‘_lX[T‘Z‘,Y;]X}/;+1X...Xyn.

Bizonyitas. Az (a) esetet bizonyitjuk, a (b)—(g) esetek bizonyitdsa teljesen ha-
sonléan megy. Legyen z* € Y C X egy globalis minimum és legyen i € {1,...,n}
tetszéleges, de rogzitett index. Eldszor megmutatjuk, hogy p; < z teljesiil. Mivel
feltételeztilk, hogy f <V és V < f(z*), ezért xf #£Y,. Az

egyenl6tlenségekbdl (z* — Y, )0; < f — V adddik. Ezért

f—V
fﬁ_+L=pi

xt >

teljesiil, hiszen feltettiik, hogy ¢; < 0.

Ahhoz, hogy megmutassuk, z} nincs benne a (g;,r;) nyilt intervallumban, el6szor
tegytk fel, hogy =} < ¢;. Akkor felhasznalva, hogy

2f(ﬂ!?")—Z

T —¢

kovetkezik u;(z — ;) < f(z*) — 2z < f — Z. Ebb6] az egyenlétlenségbdl

f—Z
;< ¢+ r=Z_ i
Uj
adédik. Most tegyiik fel, hogy =} > ¢;. Akkor
0 f(:v*)—z < f*—Z

implikalja az (z* — ¢;)0; < f — Z egyenlétlenséget. Ekkor pedig

f-z

i >+
-_ 1 gl

7

all, mivel feltettiik, hogy 7 —¢; > 0 és £; < 0. Az x} = ¢; eset lehetetlen, mert
feltettiik, hogy Z = gi(c;) > f és f > f(z*).

Végiil az
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egyenlStlenségbdl (xF — Vi)u; < f — W kovetkezik. Ekkor
— [-W
z; <Y+ f- v
U;

is teljesiil, mivel u; > 0 egy korabbi feltételbél. FEzzel befejeztitk az (a) eset bi-
zonyitasat. O

3. Kovetkezmény. [68] Minden esetben, amikor Y; = Y, Y] és ((pi > Y,) A (si <
Y.)) vagy ((¢; < Y,)N(r; > Y;)) teljestil, akkor a teljes Y részintervallum kidobhatd:
nem tartalmazhat globalis minimimpontot.

Miel6tt ratérnénk a fentiek alapjan a javasolt algoritmus ismertetésére, mutatunk
egy példat, ami segit megérteni a fenti gondolatmenetet.

Példa. Tekintsik az f(z1,xs) = x5 +a3+1; figgvényt az X = X; x Xy = [—1,0.5] x
[—0.5,1] tartomdnyon. Akkor g;(ci, X3) = i+ X2+ c¢1 és go( X1, 02) = X+ o+ X7,
ahol ¢; € X7 és ¢y € Xy. Automatikus derivalassal (vagy ,kézzel” szamolva) kapjuk
a derivalt befoglalasat, ami F’ = [—1,2] x [—1,2].

A kovetkezo6 értékek az intervallum aritmetika hasznalataval kaphatok:

g1(c1, Xo) = [—0.1875, —0.1875], gg(&, ca) = [—0.9375,1.5625],
91(X1, X2) = [0, 1], 91(X1, X,) = [0.75,1.75],
92(X17&) = [_0757 175]7 g2<X1>X2) = [0725]7

ahol (¢1,¢y) = mid (X). [gy elé4llithatjuk az f (21, z2) komponensenkénti befoglalé-
sait. Eloszor a komponensenkénti kozépponti formulaval azt kapjuk, hogy

Fop(X,e, 1) =—0.9375,

Fop(X,e,2) =—24375,
mig az lbvf az

Frpyr(X,1) = -0.75,

Fipvr(X,2) =15,
értéket adja; végil a kite befoglalassal az
Fr(X,¢ 1) = —0.5390625,
Fr(X,¢,2) = —1.2890625

alsé korldtokat kapjuk. Itt a ¢ € R? pont az optimadlis kite kifejtési pontjdnak egy
kozelitése.

A fenti befoglaldsokkal kapott alsé korlat tehdt az F(X) = max{F p(X, ¢, 1),
ECF(Xv G, 2)7ELBVF(X7 1)? ELBVF(Xa 2)7 EK(Xv 57 1)7 EK(Xu Ev 2)} = —0.5390625
érték.
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2.5.3. A javasolt algoritmus

Most a fenti eredmények alapjan egy Gj B&B alapu globédlis optimalizaléasi eljaras
algoritmikus leirasat adjuk.

A 1épés. Legyen X a kiinduldsi intervallum. Szamitsuk ki az F(X) és F'(X)
értékeket. Végezzik el az L = {(X, F(X), F'(X))}, Q@ = {}, és f = F(c)
(garantdlt fels§ korlat a globélis minimim értékére) inicializalé miiveleteket.

B 1épés. Mindaddig, amig £ nem iires, hajtsuk végre az alabbi lépéseket.

C 1épés. Vegyiik le az (Y, F(Y), F'(Y)) harmast az L listarél, majd Y minden
koordinata iranyara csinaljuk a kovetkezoket.

C.1 1épés. Szamitsuk ki a komponensenkénti kite befoglalast az i-edik ko-
ordinatara.

C.2 1épés. Alkalmazzuk a metszés modszert az i-edik koordinatéra.

D 1épés. A metszés dltal keletkezett U; (i = 1...m < n+ 1) részintervallum(ok)ra
hajtsuk végre a kovetkezoket.

D.1 1épés. Szamitsuk ki az F'(U;) és F'(U;) értékeket. Alkalmazzuk a mono-
tonitasi- és a kozépponti tesztet.

D.2 1épés. Szamitsuk ki a kézépponti formulat (és frissitsiik f értékét, ha
lehetséges).

D.3 1épés. Ha a megallasi feltétel teljesiil az aktudlis intervallumra, akkor
tegyiik fel a Q listara, kiilonben tegyiik ra (az F(U;), F'(U;) értékekkel
egylitt) az L listara.

E 1épés. Menjiink vissza a B 1épésre.

Mindenekel6tt hangsulyozzuk, hogy ez az algoritmus a komponensenkénti kite mod-
szert mint metszési 1épést hasznélja (azaz gyorsitéként) és nem (csak) mint befoglal6
fiiggvényt. Hogy (altaldban) jobb befoglaldst kapjunk a célfiiggvényre, az aktudlis
intervallumon mindig hasznéljuk a kézépponti formulét (lasd D.2 1épés). Erre azért
van szikség, mert a kozépponti formula altalaban jobb alsé korlatot ad, mint a
komponensenkénti kite modszer. Mindazonéltal a C 1épésben a kite kiszamitasahoz
sziikséges informécié felhasznalhaté az f értékének csokkentésére. Mésrészt a vizs-
galt részintervallum elvethetd, ha az f < F (Y, ¢, i) egyenlétlenség (azaz egy érték-
készlet teszt) teljesiil.

A C.2 1épésben hasznélhatjuk a RATZ [53] altal bevezetett specidlis vagdsi technikat.
Ez a kovetkezd séma szerint miikodik:
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—_

. Legyenek V., W CY; a metszés 1épés altal produkalt részintervallumok.

2. Ha W =V = (), akkor megéllunk (nincs megoldds Y-ban).

w

. Ha V # (), akkor legyen Y; := V és taroljuk el Y-t.

W

. Legyen Y, := W ¢és folytassuk a kovetkezo i-vel.

Ezt a mddszert alkalmazva a metszés eljaras legfeljebb n + 1 részintervallumot pro-
dukdl (ahogyan ezt jeleztiik az algoritmus D 1épésének leirdsdban). Ha egy iterdcids
lépésben a metszés eredményes volt (tehat tudtunk csokkenteni az aktudlis interval-
lum méretén), akkor a derivalt befoglaldsat nem szamitjuk ki a kovetkez6 iteraciéban
(amely tehat az el6z6 1épésben lecsokkentett méretii intervallummal dolgozik). Meg-
jegyezziik tovabba, hogy a C lépés egy egyszerii kettévagast hajt végre amennyiben
a metszés sikertelen volt.

Tovabbi észrevétel, hogy Y; kiszamitasa tetszoleges indexezés szerint torténhet —
tehat nem sziikséges rogzitett ¢+ = 1,...,n sorrend. Hasznalhatunk egy rendezett
index vektort, amely a komponensek egy meghatdrozott sorrendjét tartalmazza.
Vizsgalatainkban a intervallumos felosztasi eljarasokbdl ismert A, B, C és D sor-
barendezési technikakat alkalmaztuk (részletes lefrast lasd CSENDES & RaATz [13]).
Numerikus eredményeink szerint a C szabdly tiinik a legkedvez6bnek. Ez a

D(i) = wid (F(Y)(¥; — mid(Y})), (2.21)
érdem-fiiggvény maximalizalasan alapszik. Az j t = (¢4, ...,t,) index vektor, ahol

tr € {1,...,n} és t; # t; ha i # j kielégiti a D(t;) > D(ty4+1) egyenlStlenséget
minden £ =1,...,n — 1 indexre.

Figyelembe véve a fenti meggondolasokat, a kovetkezd allitassal zarjuk elméleti
vizsgalodasainkat.

4. Kovetkezmény. A javasolt algoritmust hasznalva soha nem veszithetiink el a
kiindulasi X intervallumban 1évé globalis minimum pontokat. Tovabba a metszési
lépésben ha egy adott Y intervallumra az m értéke 0, akkor f-nek nincs (az X
intervallumra véve) globdlis minimumbhelye Y -ban.

2.5.4. Numerikus eredmények

Ez a szakasz a fentiekben ismertetett komponensenkénti kite befoglalas és a hozza ki-
dolgozott metszés eljaras intervallumos globalis optimalizalasi algoritmusba tortént
implementalasaval és tesztelésével kapott numerikus eredmények diszkussziéjat tar-
talmazza.

A tesztelés célja, hogy kimutassuk az 0j gyorsité eljards hatékonysdgét (a hagyo-
manyos algoritmussal szemben), megvizsgaljuk a viselkedését. Az implementaciot
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egy 1 GHz-es Pentium III gépen, Linux operaciés rendszer alatt a C++ Tool-
box for Verified Computing [26] kornyezetben végeztitk. Az &sszehasonlitdsban
hagyomanyos algoritmusnak a 2.5.3. alfejezetben ismertetett algoritmust hasznaltuk
a kovetkez6 moédositasokkal:

e a C lépést nem hajtottuk végre,

e a D lépésben az m értékét mindig 2-re allitottuk (tehdt biszekciét alkalmaz-
tunk).

A vizsgélatokban az irodalomban jél ismert és gyakran hasznalt 40 darab standard
tesztfiiggvényt hasznaltuk. Megallasi feltételként az aktudlis intervallum relativ
szélességének maximélis nagysdgaként 107° értéket koveteltiink meg (kivéve a GP,
Sch27, Sch214, G7, R5, R6, R7, R8 és EX2 feladatokra, ahol ez az érték 1072 volt.)

Numerikus eredményeink azt mutattak, hogy a (2.20) formulat hasznalva a kompo-
nensenkénti kite befoglalds kiszamitasakor kapott g;(Y;), gi(c:), g;(Y;) intervallumok
nagyon szélesek lehetnek. Ilyenkor a nagymértékii tilbecslés miatt a metszés 1épés
nem hasznalhaté sikeresen. Ezért amennyiben a ¢;(Y,), gi(c;), g:(Yi) intervallumok
valamelyike szélesebb, mint egy meghatarozott heurisztikus paraméter, akkor az
algoritmus kihagyja a metszés 1épést (azaz a C 1épést) és egy intervallum felezést
hajt végre. Megvaldsitasunkban a max{D(¢;),100} paramétert hasznaltuk erre a
célra, ahol a D érdem-fliggvényt a (2.21) képletben definidltuk. Ezt a moédositast

alkalmazva a szamitasi koltségek csokkenthetok.

Mindkét algoritmus sikeresen megoldotta az Osszes tesztfeladatot. A numerikus
eredményeket a 2.4. és a 2.5. tablazatok tartalmazzak. A megadott hatékonysagi
mutatok:

o fiiggvénykiértékelések szama,

e derivaltkiértékelések szama,

e maximalis listaméret,

e ¢és a feladat megoldasara igénybe vett CPU idé.
Az utolso el6tti sorban X jelzi a megadott hatékonysagi mutatok Osszegzett értékét.

Az utolsé sor megfelel oszlopai az dtlagok atlagat (AoP) tartalmazzak.

Osszefoglalva az eredményeket 1athatjuk, hogy a fiiggvénykiértékelések széma 24
tesztfliggvény esetében nagyobb volt az j mddszer esetében. Az eredmény nem
meglepd: a komponensenkénti kite kiszamitasahoz az adott részintervallum szélein
vett fliggvényértékekre is sziikségiink van.

A derivalt-kiértékelések szama majdnem minden esetben kevesebb az 1j mddszer
esetén. Az algoritmus felépitésébol kovetkezik, hogy valéjaban ez az érték szoros
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2.4. tablazat. Numerikus eredmények t6bbdimenzids kite-ot hasznélé algoritmusra.

Feladat Fliggvénykiértékelések szama Derivaltkiértékelések szama
neve dim. régi 4j % régi 1j %
S5 4 281 450 160 179 177 98
S7 4 291 478 164 183 184 100
S10 4 291 478 164 183 184 100
H3 3 1338 1232 92 889 683 76
H6 6 3654 4705 128 2399 1767 73
GP 2 15991 24043 150 8653 7696 88
SHCB 2 1366 1896 138 859 750 87
THCB 2 874 848 97 563 291 51
BR 2 1278 769 60 831 297 35
RB 2 460 559 121 283 252 89
RB5 5 2582 2775 107 1601 1445 90
L3 2 2522 2481 98 1629 671 41
L5 2 587 933 158 385 285 74
L& 3 237 282 118 153 150 98
L9 4 315 369 117 203 200 98
L10 5 393 453 115 253 251 99
L11 8 627 709 113 403 401 99
L12 10 783 878 112 503 501 99
L13 2 162 229 141 103 96 93
L14 3 243 329 135 153 145 94
L15 4 323 436 134 203 194 95
L16 5 388 514 132 243 238 97
L18 7 542 708 130 339 334 98
Sch21 2 2004 2125 106 1249 868 69
Sch31 3 253 357 141 153 159 103
Sch25 2 649 736 113 415 323 7
Sch27 3 708262 28505 4 472269 15726 3
Sch214 4 15771 11692 74 10317 6399 62
Sch218 2 2022 2393 118 1215 1140 93
Sch32 3 866 863 99 545 411 75
Sch37 5 8830 8766 99 5887 5823 98
Sch37 10 559102 557054 99 372735 370687 99
G5 5 14590 1741 11 9727 705 7
G7 7 43774 11578 26 29183 2855 9
R4 2 2454 1390 56 1615 633 39
R5 3 33386 14727 44 22251 8893 39
R6 5 52558 31543 60 35023 19881 56
R7 7 71730 44337 61 47795 28349 59
R 9 90902 79971 87 60567 51541 85
EX2 5 425349 690379 162 279673 213027 76
by 2068030 1534711 74 1371812 744612 54
AoP 106 76
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2.5. tablazat. Numerikus eredmények tobbdimenzios kite-ot hasznalé algoritmusra.

Feladat Maximalis listahossz Felhasznalt CPU ido6
neve dim. régi 1j % régi 4j %
S5 4 9 9 100 0,36 0,55 152
S7 4 12 12 100 0,50 0,79 158
S10 4 12 12 100 0,71 1,12 157
H3 3 21 13 61 1,07 0,99 92
H6 6 118 79 66 9,01 10,87 120
GP 2 798 761 95 8,32 10,76 129
SHCB 2 60 57 95 0,31 0,38 122
THCB 2 24 17 70 0,15 0,13 86
BR 2 17 10 58 0,26 0,14 53
RB 2 11 12 109 0,07 0,07 100
RB5 5 58 58 100 1,93 1,93 100
L3 2 119 98 82 1,40 1,22 87
L5 2 29 37 127 0,36 0,53 147
L8 3 9 9 100 0,13 0,15 115
L9 4 12 12 100 0,27 0,30 111
L10o 5 15 15 100 0,48 0,54 112
L11 8 24 24 100 1,90 2,09 109
L12 10 30 30 100 3,71 4,15 111
L13 2 7 6 85 0,04 0,05 125
L14 3 10 11 110 0,10 0,13 130
L15 4 13 14 107 0,21 0,27 128
Li6 5 16 12 75 0,37 0,46 124
L18 7 22 16 72 0,91 1,13 124
Sch21 2 36 31 86 0,47 0,45 95
Sch31 3 3 5 166 0,08 0,11 137
Sch25 2 8 8 100 0,10 0,10 100
Sch27 3 45364 1901 4 9597,84 53,44 0
Sch214 4 382 355 92 6,92 4,47 64
Sch218 2 18 18 100 0,26 0,28 107
Sch32 3 13 10 76 0,21 0,20 95
Sch37 5 32 32 100 5,84 5,67 97
Sch37 10 1024 1024 100 2070,49 2026,59 97
G5 5 32 32 100 11,28 1,25 11
G7 7 128 128 100 64,03 13,45 21
R4 2 72 32 44 0,41 0,20 48
R5 3 1024 512 50 28,48 10,16 35
R6 5 1024 768 75 91,02 48,48 53
R7 7 1024 768 75 203,42 112,16 55
RS 9 1024 896 87 409,26 328,78 80
EX2 5 13236 12007 90 2428,82 2556,78 105
by 65890 19851 30 14951,50 5270,99 35
AoP 89 97
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osszefliggésben van a végrehajtashoz sziikséges iteracios 1épések szamaval. Ebbol
arra kovetkeztethetiink, hogy az j mddszer egy masik utat jar be a B&B faban a
feladatok megoldédsa soran.

A felhasznalt tarméret az j modszer esetén kisebb volt, kevesebb részintervallumot
helyezett el a még szébajoheto intervallumok listajara.

Az 1j algoritmus altal felhasznalt teljes CPU id6 35%-a volt a hagyoményos eljaras
lefutasahoz sziikséges idonek. Ha azonban kiszamitjuk az egyes feladatokra kapott
szazalékok atlagat, mindossze 3%-os novekedést kapunk. Ebbél a két mutatébdl
azt a konkliziét vonhatjuk le, hogy az Gj mdédszer jobban miikodik a nehezebben
megoldhatoé feladatokon.

Tovabbi megallapitasunk, hogy az 1j médszer rosszabbul miikodik a Shekel fiiggvé-
nyekre (Sh, S7, S10). Masrészrol a Ratz fiiggvényekre (R4 — R8) sokkal jobban
teljesit. A legnagyobb teljesitmény névekedést a Schwefel-27 (Sch27) és a Griewank
(G5, G7) feladatokon értiik el.

Osszefoglalva a numerikus eredményeket megéllapithatjuk, hogy a metszési tech-
nikat alkalmazd algoritmus a fenti tesztfeladatsoron bizonyitottan jobb eredményt
produkalt. A teljesitmény novekedés raadasul a nehezebb feladatok esetén volt
nagyobb.

Osszehasonlitas mas rendszerekkel

Ugyanugy, mint az egydimenziés esetre, a magasabb dimenzidra is létezik alter-
nativa, példdul a MIAG rendszer (MARTINEZ et al. [49]) és az AMIGO (MARTINEZ
et al. [50]). Ezek lényegében a 2.3.2. szakaszban emlitett otlet (ldasd CASADO et
al. [7]) tobbdimenziés komponensenkénti kiterjesztése néhany egyéb szofisztikalt
gyorsitd technikaval. Ebben az alfejezetben empirikus Osszevetést végziink a kite
modszer, a MIAG és az AMIGO kozott.

Az 6sszehasonlitasndl a megéllasi feltételként a wid (X)) < e teljesiilését vizsgaljuk
(mig az el6z6 alfejezetben a vizsgalt részintervallumok relativ szélességét vizsgdltuk
a megallasi feltételben). Ennek az a magyardzata, hogy az dsszehasonlitds alapjaul
vett cikkekben ez volt az alkalmazott megallasi feltétel.

Mint azt a mar kozolt numerikus eredményekbdl lattuk, a konnyebb feladatokon
a kite mddszer nem hozott teljesitmény javitast, sot, ennek épp az ellenkezojét
tapasztaltuk. Ugyanez a helyzet a MIAG és az AMIGO esetében is. Ezért a
numerikus tesztjeinkben csak azokat a tesztfeladatokat vettiik figyelembe, ame-
lyek mindharom maédszer szamara nehezebben megoldhatonak bizonyultak, valamint
mindhirom maédszernél rendelkezésre allnak a futtatasi adatok.

A futtatési eredményeket a 2.6. tdblazat tartalmazza. Mivel a [49] és [50] cikkekben
teljesitmény mutatéként a fiiggvénykiértékelések szama + n(derivaltkiértékelések
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2.6. tablazat. A tobbdimenziés kite algoritmus 6sszehasonlitdsa a MIAG és az AMIGO
modszerekkel.

| Probléma e értéke | n-kite | AMIGO % | MIAG % |

Schw12 le — 8 42602 22341 191 22963 186
GP le — 8 51405 30493 169 30128 171
H6 le — 8 13959 12998 107 13020 107
HMA4 le — 8 28211 28726 98 59870 47
Sch214 le =5 168711 139335 121 595993 28
R5 le—3 92937 364215 26 331049 28
R6 le —3 308491 502237 61 468513 66
Schw210 le —2 380544 520749 73 496155 77
G10 le —2 1770934 2436103 73 3869704 46
RB10 le —2 1163248 1524310 76 2045727 o7
EX2 le =2 849652 261241 325 256975 331
RS le —2 137432 75231 183 75231 183
by 5008126 5917979 85 8265328 65
AoP 125 110

szama) van feltiintetve, ezért a kite mddszerre is ezt a mutatét tiintettiik fel az
egyes tesztfeladatoknal.

A tablazatbol lathatjuk, hogy meglehetésen vegyes képet kapunk az egyes modszerek
hatékonysagardl. Megallapithatjuk, hogy a kite mdodszer 0sszességében jobban tel-
jesitett, ezt mutatjdk a ¥ sorban szereplé mutaték. A hatékonysig javulas itt 15%,
illetve 35% lett rendre az AMIGO-hoz és a MIAG-hoz viszonyitva. Ha azonban
az atlagok atlagat szamoljuk, akkor rosszabb eredményt kapunk. fgy az AMIGO
25%-kal, mig a MIAG 10%-kal volt gyorsabb a kite mddszernél.

Megfigyelhetjiik, hogy a kite mddszer az EX2 feladaton teljesitett a legrosszabbul,
ez okozza az atlagos hatékonysaganak csokkenését. Viszont az R5 tesztfiiggvényre
a masik két eljarasnal sokkal gyorsabban szolgaltatott eredményt.

Amennyiben a dimenziészamot vessziik figyelembe, akkor altalaban a kite mddszer
hatékonyabb volt (ez legjobban a G10 tesztfiiggvényre igaz). Az RS feladat esetében
viszont lassabb volt, mint a masik két eljaras.

Moédszeriink teljesitményén koriiltekintébb implementécié javithat (példaul a rész-
intervallum-széleken mar kiszdmitott fiiggvényértékek eltaroldsa, stb).



3. fejezet

Egy moddszertan globalis
optimalizalé programok
osszehasonlitasara

Ebben a fejezetben egy olyan algoritmikus eljarast ismertetiink, amely a teljes
globalis optimalizal6 programok tesztelésére és osszehasonlitdsdra szolgdl!. A keret-
rendszer Osszeéllitasa a COCONUT projekt [8] egyik vallalt célja volt, azon beliil
valésult meg.

A médszer fontossagat azzal tudjuk alatdmasztani, hogy jelenleg kb. egy tucat tel-
jes globélis optimalizald szoftver létezik (kommercidlis és public domain), amelyek
szerzoik szerint gyorsan, helyesen és megbizhatéan oldjak meg az optimalizalasi
feladatokat. Ezen tulajdonsagok megléte csak akkor nyer értelmet, ha van viszo-
nyitasi alapunk. Az eredmény jelentéségét mutatja tovabbd, hogy ez volt az elsd
adatokat megold6 programok osszehasonlitasa megvaldsult egyrészt szisztematikus
alapokon, valamint olyan teszthalmazon, amely megengedi statisztikusan szignifikans
kovetkeztetések levonasat.

Eredményeinket a NEUMAIER et al. [48] cikk kozli. Mig a cikk féleg a konkrét
tesztelési eredményeket tartalmazza, jelen értekezésben a munka alapjat képezo
modszertant is részletesen ismertetjiik.

Az itt ismertetett modszertan tehat arra vallalkozik, hogy algoritmikus titon olyan
keretet adjon, amely szamitégépen implementalhato, és lényegében emberi beavat-
kozas nélkiil elvégezzen egy olyan 1épés sorozatot, amelynek a végén emberi fel-
dolgozasra alkalmas és értelmes kimutatasokat kapjunk a tesztelt programok gyor-
sasagara, helyességére és megbizhatosagara vonatkozoan.

IMindazonaltal a nem teljes optimalizalk tesztelése és Osszevetése is lehetséges a kdrnyezeten
beliil.
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Az irodalomban szadmos olyan eredményt taldlunk, amelyek lokélis (1dsd példéul
BARR et al. [1], CROWDER el al. [10] és DOLAN & MORE [15] cikkeket) vagy
nemteljes (példaul JANKA [29] és MONGEAU el al. [43]) optimalizalok tesztelését
vették célba (tovabbi hivatkozdsok és eredmények tekintetében MITTELMANN [42]
osszefoglalé web oldala ad eligazitdst). Teljes optimalizdlok részletes tesztelésére
azonban csak a NEUMAIER el al. [48] cikkben, illetve a COCONUT projekt keretében
taldlunk eredményeket.

3.1. Elokésziiletek

Elokésziiletként tesztfeladatokat kell gytjtentiink, idozitéssel kell foglalkoznunk, egy-
ségesiteni kell az inputot, le kell rogziteniink, hogy milyen teljesitmény-kritériumokat
koveteliink, valamint rendelkezniink kell egy listaval, ami az egyes tesztfeladatok
legjobb megoldasait tartalmazza. A kovetkezokben ezeket targyaljuk részletesen.

3.1.1. Tesztfeladatok

A tesztelés elsé 1épése, hogy tesztfeladatokkal rendelkezziink. A COCONUT pro-
jekt keretében Osszedllitott tesztfeladat gylijtemény Osszesen 1322 optimalizalasi fel-
adatbdl &ll (ez a COCONUT Benchmarking Set). Az itt ismertetett médszertan
megvaldsitasaban ezen tesztfeladatsor egy részén futtattuk a vizsgalt megolddkat
(kihagytuk a legnagyobb méretii feladatokat, ahol a véltozdk szdma nagyobb volt,
mint 1000).

A feladatokat 3 {6 konyvtarra osztottuk, ezek a szarmazasukra és jellegiikre utald
osztalyozasok:

e Libraryl = Global Library (GAMS World, [21])
e Library2 = CUTE (globalis- és lokdlis feladatok, [24])
e Library3 = EPFL (feltétel kielégitési feladatok, [59])
Az egyes konyvtarakon belil méret szerint (a feladatokban el6fordulé valtozdk

szama) csoportositottuk a feladatokat: sizel (n < 10), size2 (10 < n < 100), size3
(100 < n < 1000).

Megjegyzés. Egy korai verzidoban a tiny, small és large elnevezéseket hasznaltuk,
ami azért lehet félrevezeto, mert az optimalizalas vilagan beliil is mas-mas értelme-
zést kap példaul a ,,small” elnevezés a kiilonbozo felhasznalési teriileteket tekintve.

Példa. Jelolésiiket a 1ib2s1 = Library2 sizel példaval illusztraljuk.
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3.1. tablazat. A tesztelés soran felhasznalt szamitogépek adatai.

‘ Szgép ‘ CPU tipus OS ‘ CPU/MHz ‘ BogoMips ‘ STU /sec ‘ Linpack
Lisa AMD Athlon Linux 1678.86 3348.88 50 7.42
XP2000+
Hektor | AMD Athlon Linux 1544.51 3080.19 53 6.66
XP1800+
Zenon | AMD Family 6 | Windows 1001 — 74 46.78
Model 4 NT 4.0
Theseus | Pentium III Linux 1000.07 1992.29 130 4.12
Bagend | AMD Athlon Linux 1666.72 3329.22 36 5.68
MP2000+
3.1.2. Idozités

Fontos szempont az idézités kérdése. A probléma abbdl adddik, hogy a kilon-
boz6 megolddk futdsi idejét szeretnénk Osszehasonlitani és ez alapjan (is) rang-
sorolni ¢ket. Egy nagyméretii tesztfeladatsoron végrehajtott komplett tesztelést
nem feltétleniil egyetlen szamitogépen végezziik, hanem tobb, esetleg kiillonb6zo ka-
pacitasu és sebességii gépen. Arra, hogy hogyan mérhetjiik a felhasznalt id6t, szamos
javaslat sziiletett, példaul:

e a processzor orajel frekvencidgja (MHz),

a standard id8egység (Standard Time Unit, ldsd DIxoN & SzeEGO [14] és
SHCHERBINA el al. [59]),

a Linpack [35] csomag altal javasolt Java alapu idoméré lefuttatésa,

vagy a BogoMips [5], amely a Linux operacids rendszereken a CPU teljesitmé-
nyét meghatarozo mértékegység.

3.2. tablazat. A leggyorsabb és a leglassabb gépek egymadshoz viszonyitott teljesitménye-
inek Osszehasonlitasa.

Lisa ‘ Theseus ‘ hényados ‘ inverz héanyados ‘

CPU frekvencia | 1678.86 | 1000.07 1.68 0.60
Bogomips 3348.88 | 1992.29 1.68 0.59
STU 50.00 130.00 0.38 2.60
Linpack 7.42 4.12 1.80 0.56
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A 3.1. tablazat a tesztelés soran felhasznalt szamitogépeken lefuttatott sebességmé-
rok eredményeit mutatja. A 3.1.2. tablazat pedig a Lisa és a Theseus gépek tel-
jesitmény mutatéinak hanyadosait tartalmazza. Ez alapjan a CPU frekvencia és a
BogoMips mérdszamok tiinnek a legjobb vélasztasnak.

Annak eldontésére, hogy a CPU frekvencia (amelynek mutatészama minden gépre
konnyen megmondhatd) valéban megbizhaté mutato, lefuttattuk a BARON opti-
malizalé programot a 1liblsl konyvtarra a Theseus és a Lisa gépeken. A kapott
eredményt a 3.1. dbra mutatja. Az abrabdl kideriil, hogy nagyon rovid futasido
esetén az osszehasonlitas nehéz, ezért a t idéeredményeket masodpercben egy tizedes-
jegyre adtuk meg, ha t < 10 és a legkozelebbi egészre kerekitve, hat > 10. A nagyon
pici id6ket (ahol a kerekités miatt 0 jott ki a felhaszndlt idére) egységesen 0.05-re
allitottuk.
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3.1. abra. A BARON futési ideje a 1ibls1 konyvtérra.

3.1.3. Egységes input

Kovetkezo6 fontos szempont, hogy a tesztfeladatok olyan formatumban legyen elér-
hetok, amely implicit vagy explicit médén feldolgozhatok a tesztelésben szerepld
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programok dltal. Ennek a kérdésnek a megoldasara az AMPL (FOURER et al. [17])
nevi, matematikai programozasi feladatok leirasiara alkalmas modellezési nyelvet
valaszthatjuk, mint kiindulasi formatumot. Mint azt latni fogjuk késébb, ehhez
mellékeliink majd olyan konvertereket, amelyek az AMPL formatumbdl eléallitjak
a megfeleld input formatumot. A COCONUT Benchmarking Set tehat AMPL
formatumban tartalmazza a tesztfeladatokat.

Amennyiben a tesztfeladat eredetileg maximalizalasi feladat volt, akkor a célfiiggvényt
beszoroztuk —1-gyel.

Az AMPL modellezési nyelv mellett egy masik, alapjaiban véve teljesen kiilonb6zé
filozéfidn alapulé input formatum is részét képezi mddszertanunknak, a DAG (di-
rected acyclic graph, irdnyitott kérmentes graf). A formatum részletes leirasat
és az optimalizalas szempontjabol fontos és hasznos tulajdonsagok targyaldsat a
SCHICHL & NEUMAIER [58] cikk tartalmazza. Szamunkra jelen pillanatban azért
fontos a DAG formatum, mert egy kozbiilso formatumot képez az AMPL és mas in-
put formatumok kozott. Nevezetesen, mint azt emlitettiik, a COCONUT kornyezet
szamos olyan konvertert biztosit, amely az AMPL nyelven leirt optimalizalasi fel-
adatokat atirja valamilyen maés nyelvre.

Konverterek

A COCONUT kornyezetben jelenleg elérhetck konverterek listajat a 3.3. tablazat
tartalmazza.

3.3. tablazat. A COCONUT kornyezetben elérheté input konverterek listaja és funkciodja.

név ‘ funkcio

ampl2dag AMPL formatumbdl DAG forméatumra
dag_simplify | DAG formatumot egyszertsiti

dag2gams DAG formatumbél GAMS formatumra
dag2lgo DAG formatumbdél Windows LGO formatumra
dag2c DAG formatumbol C nyelvre

dag2globsol | DAG formatumrdl GlobSol input formatumra
c2dag specidlis C++ formatumrol DAG formatumra

Lathatjuk, hogy ezek a konverterek lehetové teszik, hogy a széles kérben hasznalt
input formatumok mind elérheték legyenek az AMPL teszthalmazbdl kiindulva.

A konverterek helyessége

Az egyes feladatok korrekt megoldasahoz és az egyes megoldok meghizhato Gssze-
hasonlitdsahoz fontos biztositanunk, hogy a konverterek miikodése helyes legyen.
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Ennek egy lehetséges tesztelése a kovetkezOképpen mehet:

1. Az AMPL tesztfeladatokbdl csindljunk mas formatumokat.
2. Ezeket oldjuk meg a kiilonbozé optimalizalé programokkal.

3. Vessiik 0ssze a kapott eredményeket.

Jegyezziik meg azonban, hogy a 3. lépésben a kapott eredmények esetleges eltérését
okozhatjédk a megoldé programokban el6fordulé hibak is. Fontos tovabbd, hogy ez
a modszer csak sziikséges feltételt biztosit a konverterek helyességére.

A kovetkezokben leirjuk, hogy hogyan tortént egy konkrét tesztelés a fenti konver-
terek helyességének ellenorzésére.

Els6 1épés: ellendrzés GAMS rendszerrel. El6szor a 1ibis1 feladatkonyvtarra
alkalmaztuk a kovetkezd konvertalas-sorozatot:

GAMS — AMPL — DAG — GAMS,

valamint a 1ib2s1 probléma konyvtarra az

AMPL — DAG — GAMS — AMPL

konverzié-sorozatot. fgy tehat adott ezen konyvtaraknak két-két véltozata, mind-
egyik GAMS [19] formdtumban. Ekkor futtatuk a GAMS rendszert a BARON prog-
rammal ezeken a konyvtarakon és osszehasonlitottuk a kapott eredményeket. Ha
valamelyik feladatra a két verzié megoldasa kiilonbséget mutatott, akkor megvizs-
galtuk a feladat kiilonb6z6 formatumait (ezt kézzel kell elvégezni, de mivel ezek
alacsony dimenziés feladatok, igy ez nem jelent nagy problémét).

Masodik 1épés: Ellenorzés kiilonb6z6 megoldé programokkal. A konver-
terek helyességét tgy is érdemes megvizsgalni, hogy a kiilonbozé megoldd prog-
ramokat lefuttatjuk egy kis feladathalmazra és Osszevetjik a kapott eredményeket
az eltéré megoldasokra koncentralva. Elég csak

e azokat az eseteket megvizsgalni, ahol valamelyik megold6 program egy ered-
ményrol optimalitast allit és az nem tiinik helyesnek;

e illetve azokat az eseteket, ahol furcsa eredményeket kapunk, példaul ahol a
BARON a tobbi program altal kapott eredménytol 1ényeges kiilonbozé megol-
dést ad.

Erdemes megjegyezni, hogy itt a masodik lépésben taldlkozhatunk olyan esettel is
(konkrétan taldltunk is ilyet ), amikor az eredmények kiilonb6z8ségét nem a konverter
hib&ja okozza, hanem maga a megoldé program. Az ilyen tipusu ellenOrzés elvégzése
tehat a fejlesztok munkajat is segitik.
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3.1.4. Teljesitmény kritériumok

Szinte minden megoldéprogram rendelkezik konfiguraciés lehetoségekkel. Ameny-
nyiben adott egy globalis optimalizalasi feladat, amelynek ismerjiik valamilyen tu-
lajdonsagait, akkor esetleg végezhetiink olyan beallitasokat a keresGprogramban,
amelyek gyorsabb feladat megoldashoz vezetnek. Mas azonban a helyzet akkor, ha
a megolddk tesztelésérdl, osszehasonlitasarol van szé. Ezért minden megoldéra a
gyarto altal javasolt alapértelmezett beallitasokat hasznaltuk. Ez alapvetéen pesz-
szimista eredményekhez vezet(het), de egy ilyen méretii tesztsorozaton ez az egyediili
jarhato t.

Id6korlatok

Amennyiben a tesztelést kiillonbozd teljesitményti gépeken végezziik, akkor az idékor-
latokat normalizalni kell gy, hogy az eredmények végiil 6sszevethetok legyenek. Az
egyes méret szerinti osztalyozdsra kiilonboz6 (1ényegében tetszés szerinti) id6korlé-
tokat kell rogziteniink. Ezen egységek alapjan egy konkrét gépre a

korlat x 1000
CPU MHz

képlet alapjan allitottuk be az idokorlatot.

Példa. A teszteléskor a hasznalt idokorlatok: 180, 900, 1800 mé&sodperc rendre a
sizel, size2 és size3 mértekre. Ez alapjan egy 1666MHz-es szamitogépen a fenti
képlet 108 masodpercet ad a sizel feladatokra.

Kategériak a kimenet osztalyozasara

A jelenleg elérhetd globalis optimalizalé programok egyik leggyengébb része a kapott
megoldasok osztalyozasanak megbizhatosaga. A 3.1.4. tablazat tartalmazza azokat
a jeloléseket, amelyeket a programok kimenetének egységes osztalyozasara java-
soltunk. Ez alapjan még koénnyebb az egyes megolddk sikeresség szempontjabdl
torténd osszehasonlitasa.

A | feloldatlan” osztalyozas tartalmazhat olyan eseteket is, amikor a megoldé fizibilis,
de nem optimadlis megoldéast talalt, és a futast befejezte még azelott, mielott meg
tudta volna vizsgélni, hogy lokalis vagy globalis optimumot talalt-e.
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3.4. tablazat. Kategoridk a kimenetek osztalyozdsara.

‘ Jel ‘ Jelentés

a feladatot nem fogadta el a megoldd

a feladatot infizibilisnek nyilvanitotta a megoldé

a megoldast globalisnak nyilvanitotta a megoldd

a megoldést lokélisnak (esetleg globdlis) nyilvanitotta a megoldd
feloldatlan (nem talalt megoldést vagy hibaiizenet)

idokorlat tulhaladva

H| S| B @ T <

3.1.5. Legjobb fiiggvényértékek eloallitasa, vizsgalata

A kovetkezo fontos kérdés, hogy honnan tudjuk megallapitani, hogy egy megoldd
program a globalis megoldast taldlta-e meg, illetve, hogy a 3.1.4. tabldzat alapjan
kiadott sikerességi mutato helyes-e? Vildgos, hogy ehhez el6szor ossze kell allitani
egy listat, amely minden egyes vizsgalt feladatra tartalmazza a globalis optimum
értékét (illetve, ha ilyet nem taldlunk, akkor a lehetd legjobb megoldast). Ehhez a
kovetkezo 1épéseket alkalmaztuk.

1. El6szor minden megoldé kimenetét egységesitettiik (ezek lesznek a . res fajlok,

lasd késébb).

2. Az egységes kimeneteket fizibilitasi tesztnek vetettiik ald. Ez a COCONUT
kornyezetben talalhaté solcheck programmal tortént. Egy pontot fizibilisnek
tekintiink, ha kielégit minden c(x) € [c, €] feltételt egy rogzitett tol abszolit
hiba mellett azokra a korlatokra, amelyek fels6é korlatjainak abszolut értéke
kisebb, mint 1, és tol nagysagu relativ hiba mellett a tobbi korlatra. Az
egyenloség feltételek vizsgalatat hasonléan végeztiik el a ¢ = ¢ hasznélataval.

Végiil a fizibilis megoldasok koziil (amibél egy-egy feladat esetén tobb is lehet)
kivalasztottuk a legkisebb fiiggvényértékiit.

Legjobb megoldasok listaja

Ezek utédn johet a legjobb megolddsok listdjanak (hitlist) Osszeéllitasa. Ez tgy
torténik, hogy minden konyvtarra vessziik az Osszes futtatasi értéket és ezek koziil
minden feladatra kivéalasztjuk a legkisebb fiiggvényértékkel rendelkezé megoldést,
illetve ha tobb ilyen is van, akkor azok koziil azt, amelyiknek a maximalis fizibilitasa
a legkisebb; ez lesz a globdlis optimum.

Ha nincs fizibilis megoldas, akkor a korlatok tullépésében a lehet6 legkisebb eltérésti
megoldast valasztottuk, de megjelolve azt infizibilisként.
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A hitlist tehat a kovetkez6 oszlopokat tartalmazza:

e feladat neve,

feladat mérete (valtozdk szama és korldtozé feltételek szama),

az optimalis pontot tartalmazo .res fajl elérhetosége

maximalis fizibilitas,

és a globalis minimum értéke.

Az eredményiil kapott legjobb megoldasok listdja elérheté a COCONUT Benchmark
[9] internetes oldalrdl.

3.2. Jelolések a tablazatokban

A tesztkornyezet szamos tablazatba rendezett kimutatast készit a megoldd prog-
ramok mindségi viselkedésérdl. FEzeket a tablazatokat ismertetjiilk ebben a sza-
kaszban.

3.2.1. (")sszefoglalé statisztikak

Az osszefoglald statisztikdkat tartalmazo tablazatokban hasznalt jeloléseket a 3.5.
tablazat tartalmazza.

3.5. tablazat. Osszefoglalé tabldzatokban hasznélt jelolések.

‘ Oszlop ’Jelentés

library | konyvtar leirasa

all konyvtar /méret
accepted | a keres6 altal elfogadott feladatok szama
+G feladatok szama, ahol megtaldlta a globalis optimumot
G! feladatok szama, ahol a globalis optimumot a globalitas
allitasdaval egytitt helyesen megtalalta
G? feladatok szama, ahol a globalitas allitdsa megvolt,

de az igazi globdlis megoldas valgjaban jobb, vagy

a globalis megolddsnak kinevezett pont valdjaban infizibilis
17 feladatok szama, ahol a feladat infizibilisnek lett mondva,
bar fizibilis megoldas is 1étezik.
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3.6. tablazat. Példa Osszefoglalé tablazatra a BARON eredményeivel.

BARONT7.2/GAMS summary statistics
library | all accepted | +G  G! | G? 17
liblsl | 91 881 88 64| 0 0
libls2 | 80 Tl 71 46 3 0
lib1s3 | 41 33| 23 50 1 0
1lib2s1 | 324 296 | 2564 206 | 11 O
1ib2s2 | 99 89| 82 48] 2 0
1ib2s3 | 95 87| 51 25| 6 O
1lib3s1 | 217 195182 180 | 3 3
1ib3s2 | 69 63| 57 57| 2 1
1ib3s3 | 22 20 14 13 10

Példa. A 3.2.1. tablazatban a BARON megoldéra kapott eredményeinkkel demon-
straljuk az osszefoglalé statisztikai tablat. Lathatjuk, hogy a kimutatasokat az egyes
feladat osztalyokra kiilon sorokban kapjuk, ami nagyban megkonnyiti az eredmények
értékelését.

Megjegyzés. A teszteléshez elkészitett kornyezet, amely majdnem teljes egészében
automagzialja az eredmények feldolgozasat, angol nyelvii tablazatokat ad végeredmé-
nyul. A 3.2.1. tablazat erre egy példa, ahol meghagytuk az angol szovegeket.

3.2.2. Feladatok osztalyozasa nehézség szerint

Ha egy megold6 taldlt egy globélis minimumot (anélkiil, hogy tudné a globalitast),
akkor a globalitas ellenérzése abbdl all, hogy megéllapitsa: vajon tényleg nincs a
talalt pontnal jobb. FEz a legidGigényesebb része egy teljes keresésnek. Masrészt
latjuk, hogy a globdlis minimum megtalaldsa anélkiil, hogy tudnénk a globalitasat,
lényegében lokalis minimumkeresés. Ezért két osztélyba soroljuk a feladatokat:

"konnyen lokalizdlhaté feladat” ahol a lokalis megoldé program (esetiinkben a MI-
NOS) talalt globélis optimumhoz tartozé fizibilis pontot;

"nehezen lokalizalhat6 feladat” minden més eset, ahol a lokdlis keres6 (MINOS)
sikertelen volt.
3.2.3. Részletezo tablazatban hasznalt jelolések

Az el6z6 alfejezetben ismertetett konnyen /nehezen lokalizélhaté feladat fogalmat fel-
hasznélva részletezo tablazatokat készitiink az egyes problémakonyvtarakrol. Ezek-
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3.7. tablazat. A részletezd tabldzatban hasznalatos jelolések.

‘ Oszlop ] leiras

wrong | rossz allitasok szama, azaz a G7 és 17 esetek Osszege
az Osszefoglald statisztikai tablazatbdl

+G hanyszor volt a megoldas valéban globalis
-G hényszor volt a megoldas val6jaban nem globalis
I hany feladat volt valgjaban infizibilis

ben a tablazatokban hasznalt jeloléseket mutatja a 3.2.2. tdblazat.

Példa. A 3.2.3. tdblazat mutat egy példat a részletez6 tablazatra, ez a BARON
eredményeit tartalmazza a 1ib1s1 problémakonyvtarra. A tablazatbol kiolvashato,
hogy 91 feladatot tartalmazott a liblsl probléma koényvtar. Ebbdl a BARON
széméra 64 volt konnyen, 27 pedig nehezen lokalizdlhaté. Osszesen 64 esetben
allitotta (helyesen) a globalitast, 15 esetben, hogy lokélis megoldast talalt, ezek
azonban val6jaban globélis megoldasok voltak (8 konnyen, 7 pedig nehezen lokalizal-
hatd). A rendelkezésre all6 id6 9 esetben letelt, mire végzett volna a teljes keresésse
(az LT sor), ezért lokalis megolddsként adta meg ezeket az eredményeket; a tablazat-
bol viszont lathato, hogy ezek valéjaban globdlis optimumok voltak. Végiil 3 esetben
nem tudta elfogadni a feladatot (ezek trigonometrikus fiiggvényeket tartalmaztak,
amelyeket a BARON nem tud kezelni).

3.8. tablazat. Példa a részletez6 tablazatra a BARON eredményeivel.

BARON7.2/GAMS on 1libisl

status | all | wrong | easy location | hard location
+G -G TI|+G -G 1

all 91 0] 62 2 0] 26 1 0
G 64 0] 50 0 0| 14 0 0
L 15 0 8 0 0 7 0 0
LT 9 0 4 0 0 5 0 0
X 3 0 0 2 0 0 1 0

3.2.4. Futasi idok osszehasonlitasa

Amennyiben az egyes megolddkat a feladatok megoldasara felhaszndlt futasi idejiik
alapjan szeretnénk Osszevetni, akkor egy erre alkalmas dbra sokat segithet az adatok
értelmezésében. A 3.2. dbran latunk erre példét: a BARON 7.2, a GlobSol [23]
és a Premium Solver [18] optimalizdlék eredményeit hasonlitjuk Gssze a liblsi
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feladatsoron. Itt a BARON altal adott idéeredmények alapjén vannak sorbarakva
a felhasznalt id6k. Fontos azonban megjegyezniink, hogy az esetleges konverziokra
(példaul a dag2globsol futtatdsara) felhasznalt id6k itt nincsennek feltiintetve.
A 0.05 idGegység alatti idok az abra legaljan vannak. Azokhoz a feladatokhoz,
amelyekre a megold6 nem taldlta meg a globalis megoldéast egy fiktiv idegységet
rendeliink, ami a rogzitett idokorlaton feliil van — ezek az esetek vannak az dbra
tetején.
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3.2. abra. Példa a futéasi idOk 6sszehasonlitdasdara: BARON, GlobSol és Premium Solver
optimalizaldk a 1ibis1 feladatsoron.

3.2.5. Megbizhatdsagi analizis

Az eddigi statisztikakbol készithetiink egy meghizhatdsagi analizist, amely a kovet-
kezoket tartalmazza:

e az elfogadott feladatok koziil az esetek hany szazalékaban talalta meg a globalis
minimumot (itt nem kell, hogy a megold¢ allitsa is a globalitést),

e az clfogadott feladatok koziil az esetek hany szazalékaban volt helyes a glo-
balitas megéllapitasa,
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e az esetek hany szdzalékaban allitotta helyteleniil a globalitast,

e végil az elfogadott és fizibilis feladatok kozil az esetek hany szazalékaban
tortént meg az, hogy a megoldé infizibilitast allitott.

Mindezekbol lathatd, hogy egy megoldé program akkor igéretes, ha az els6 két
kategériaban minél nagyobb szazalékos teljesitményt hoz, mig az utolsé két katego-
riaban lehetéleg minél kisebbet.

Példa. Megbizhatdéségi analizis példat a BARON-ra mutatunk a 3.9. tablazatban.
Lathatjuk, hogy a BARON azon feladatokon, amelyeken lehetett futtatni, az esetek
86%-dban taldlta meg a globélis optimumot. A legjobban a size2 méretii feladatokon
teljesiett (92%), mig a legnagyobb méretii feladatok valéban nehéznek bizonyultak,
itt csak 62% volt a sikeresség a globdlis optimum megtaldlasaban. Az osszes elfo-
gadott feladatot tekintve az esetek 62%-aban éllitotta helyesen, hogy globdlis opti-
mumot taldlt. Nagyon kevés esetben allitotta helyteleniil a globalitast (minddssze
4%), mig az infizibilitas helytelen éllitasa is igen csekély szamban fordult eld.

3.9. tablazat. Példa a BARON megbizhat6sagi analizisére.

‘ Reliability analysis for BARON 7.2 ‘

global minimum found/accepted

size 1 524/579 ~ 91%
size 2 210/229 ~ 92%
size 3 88/140 ~ 63%

all 821/950 ~ 86%

correctly claimed global/accepted

size 1 450/579 ~ 78%
size 2 151/229 ~ 66%
size 3 43/140 ~ 31%

all 644/950 ~ 68%

wrongly claimed global/claimed global

size 1 14/464 ~ 3%
size 2 7/158 ~ 4%
size 3 8/51 ~ 16%

all 29/675 =~ 4%

claimed infeasible/accepted and feasible

size 1 3/571 ~ 1%
size 2 1/222 ~ 0%
size 3 0/128 = 0%

all 1/921 ~ 0.4%
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3.2.6. A teszteredmények osszefoglalasa

A COCONUT projekt keretén belill a BARON/GAMS (7.2-es verzid) [62], COCOS
(2004. szeptember 20-an kiadott béta teszt verzi6), GlobSol (2004. szeptember 11-
én kiadott verzié) [23], ICOS (2004. madrcius 29-én kiadott béta teszt verzid) [33],
LGO/GAMS [51], LINGO 9.0 [28], OQNLP/GAMS [20], Premium Solver 5 [18] és
a MINOS/GAMS lokalis keres 6sszehasonlitasat végeztiik el. Az eredmények rovid
osszefoglalasa a kovetkezo.

A tesztelt programok koziill a BARON a leggyorsabb és legrobosztusabb. Téle
nem sokkal marad le az OQNLP. Az elérhet6 megoldok koziil egyik sem teljesen
megbizhaté, egyetlen kivétellel: feltétel kielégitési feladatok megoldasara szolgdld
ICOS, ami bar lassabb, mint a BARON, kivalé megbizhatosagi jellemzokkel ren-
delkezik (amikor be tudja fejezni a keresést a rendelkezésre allé idékorldton beliil).
A BARON a 100 valtozénél kevesebb valtozot tartalmazo tesztfeladatsorokat 90%-
os sikerrel oldotta meg, mig az ennél nagyobb feladatoknak valamivel tébb, mint
kétharmadat.

A sztochasztikus megolddk koziil az OQNLP volt a legjobb. Hatranya a BARON-
nal szemben, hogy lassabb és nem tud informéciéval szolgédlni arrdl, hogy a keresés
teljes volt-e. A 100 valtozéndl nagyobb feladatok 72%-at oldotta meg (a megadott
id6korlaton beliil).

A GlobSol és a Premium Solver esetében csak a 1iblsl konyvtarra végeztiik el a
tesztelést. Mivel ezek a programok a szigorian megbizhato kategoriaba tartoznak,
ezért nem meglepd, hogy példaul a BARON-hoz képest lényegesen lassabban dol-
goznak. Ennek ellenére talaltunk olyan eseteket, amikor rosszul hataroztak meg
megoldasokat, ami implementalasi hibakra vall.

Az ICOS, amely szintén a szigorian meghizhato kategoridba tartozik, csak feltétel
kielégitési feladatok megoldédsara képes, ezért csak a Library 3 konyvtarra teszteltiik.
Az ICOS volt az egyetlen program, amelynél egyszer sem fordult eld, hogy hamisan
allitotta volna a globalitast.

Végil néhany pontban osszefoglaljuk a tesztelés soran kialakult tapasztalatainkat:

- A GAMS rendszer LGO és az OQNLP megoldéi nagyon 6vatosak, sohasem
allitanak globalitast. Masrészrdl, ugyancsak a GAMS rendszerben a MINOS
néha globalitast allit egy feladat megoldasa végén. Fz annak koszonheto,
hogy néhény feladat esetén észreveheti, hogy lényegében linearis feladatrél van
sz0, ahol a lokalis megoldds egyben globdlis is. (A G7 eseteket a megoldasok
pontatlan kozelitése okozta.)

- Néhany esetben az optimalizalok infizibilitast észleltek, annak ellenére, hogy
a kapott megoldas a solcheck szerint fizibilis volt.
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- Szdmos esetben tapasztaltuk (legtobbszor a LINGO esetén), hogy egy mi-
nimumpont kozelité értékének megtalalasakor a globalitas allitasa hamis volt
azért, mert a korlatozo feltételek nem voltak kielégitve az eldirt toleranciaval.

- A tesztelt programok altalaban nem vették észre, ha a célfiiggvény konstans
volt (tehat lényegében feltétel kielégitési feladatot kaptak).

A teszteredmények kozzététele a fejleszték szamara is hasznos volt. A BARON és
az ICOS szerzdi az eredmények ismeretében javitani tudtak a megoldoprogramjaik
hatékonysagan és megbizhatdsagan.

Az ismertetett mddszertan egy lehetséges alternativdja a DOLAN & MORE [15]
altal kidolgozott teljesitmény profil (performance profile) lehet. Ennek alkalmazdsa
és értelmezése azonban (teljes) globdlis optimalizélokra Gvatossigot igényel, mivel
ezek a programok ugyan a globdlis optimumot gyakran hamar megtalaljak, viszont
jelentos idot toltenek azzal, hogy kideritsék van-e masik megoldas is.
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Egy médszertan globalis optimalizalo programok dsszehasonlitasara




4. fejezet

Atomklaszter feladatok

A globalis optimalizdlas szamara az egyik nagy kihivast jelento feladat az atom-
klaszterek szerkezetének meghatarozasa. Az Un. computational chemistry tudo-
manyteriiletnek ez csak egy aprd része, annak szamos egyéb szép, matematikai
szempontbol is érdekes feladata létezik és megoldasra var (bévebben ldsd NEUMAIER
[46]).

Ebben a fejezetben bizonyos tulajdonsagoknak elegettevé atomklaszterek optimalis
szerkezetének vizsgalatéval foglalkozunk. A kozolt eredményeket a VINKO [64] és a
VINKO & NEUMAIER [67] cikkek tartalmazzdk.

4.1. Alapfogalmak

Tekintsiink n darab atomot. Az i-edik atom poziciéjat az x; € R%, i = 1,...,n és
d=2,3,...jeloli, igy egy atomot tekinthetiink gy, mint a (d-dimenziés) Euklideszi-
tér egy pontjal.

Az z = (z1,...,2,) € R atomklaszter energidjdt az atomok kozotti interakciok
hatarozzédk meg. Matematikailag ezt egy

E(z) :Zv(wi,xj)+ Z v(z, xj, @) + ... (4.1)

alaku fiiggvény irja le; ez tehat egy F : R™ — R alaku fiiggvény. Az atomok op-
timalis elhelyezkedésének (ez a minimélis energiaszint) meghatarozésa az E fliggvény
globdlis minimalizélasaval ekvivalens.

Mint lathato, az E fliggvény altalaban szamos tagot tartalmaz, ezek a tagok az
atomok kozott kiilonféle kolecsonhatasok lefraséara szolgdlnak. A kémiai és fizikai

1Altaldban d = 3; itt pusztdn arrdl van szo, hogy a vizsgalt modellek tetszéleges dimenziora
definialhatdk.



62 Atomklaszter feladatok

szimulacioknal fontos, hogy megfelelé tipusi modellt taldljunk a vizsgélt rendszer
leirasédra. A (4.1) képlet elméletileg tetsz6legesen bonyolult is lehet, ez azonban
rendkiviil nehézzé teszi a tényleges modellezést. Konkrét vizsgdlatokban a (4.1)
jobboldalanak altaldban csak az elso két tagjat tekintik. Ekkor azonban még mindig
kérdés, hogy a szoban forgé fliggvények milyen feltételeknek tegyenek eleget, illetve,
hogy ezek mennyire tiikrozik a valésagot. Ezért legtobbszor csak az elsé tagot, az
u.n. pdrpotencialt vessziik figyelembe. A tapasztalatok azt bizonyitjdk, hogy ezek
is jol kozelitik a valdsagot, masrészrol a modellezés kozben még igy is temérdek
szamitast kell elvégezni.

Jelen értekezésben mi is csak olyan energiafiiggvény vizsgalataval foglalkozunk, ame-
lyek csak parpotencial fiiggvényt tartalmaznak, tehat

E(ry,...,7,) =Y v(ri;) (4.2)

1<j

alakiak, ahol r;; := ||z; — x;||. A bemutatott vizsgélataink és mddszereink viszont
altalanosak abban az értelemben, hogy nem rogzitjiik le a parpotencidl fiiggvényt,
hanem megadunk egy feltételrendszert, amelynek eleget tevé parpotencialt tartal-
mazo energiafiiggvény bizonyos tulajdonsagai meghatarozhatok.

4.1.1. Vizsgalandé tulajdonsagok

A tovébbiakban a (4.2) fiiggvény altal leirt atomklaszterek optimalis szerkezetének
tulajdonsagait fogjuk megvizsgalni:

(a) Milyen alsé korlatot adhatunk az atompérok kozotti minimélis tédvolsdgra az
el6fordulé atomok szamatol fliggetlentil?

(b) Amennyiben figyelembe vessziik az atomok szamat milyen alsé korldtot ad-
hatunk meg az atomparok kozotti minimalis tavolsdgra?

(c) Milyen (lehetéleg linedris) also- és felsé korlatot adhatunk a célfiiggvény op-
timalis értékére?

4.1.2. Eredmények hasznalhatésaga

Fontos kérdés, hogy az imént felsorolt tulajdonsagok ismeretében hogyan javitha-
tunk az atomklaszter feladatok megoldasara kidolgozott globdlis optimalizalasi mod-
szerek hatékonysagan.

Az atomparok kozotti minimalis- és maximaélis tavolsdg ismerete

e a B&B moddszerben alkalmazhaté gyorsito eljarasként;
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e felhasznalhaté nemteljes vagy aszimptotikusan teljes keresék esetében a kiin-
dulési pont el6allitdsara. Erre a LOCATELLI & SCHOEN [36] cikkben taldlunk
példat, ahol éppen méretszam fiiggetlen minimalis tavolsagot hasznaltak fel a
hatékonysag novelése céljabol;

e illetve, mint azt XUE [71] bizonyitotta, ilyen jellegii informécié birtokdban ha-
tékony adatstrukturat konstrualhatunk a potencialfiiggvény értékének kisza-
mitdsdra. Meglepd eredmény, hogy a (4.2) potencidlfiiggvény értéke O(n)
idében szamithaté (mig a nafv eljards O(n?) iddigényt).

Az optimalis szerkezethez tartozo globalis minimumra adott alsé- és felsé korlatok
felhasznalhaték a B&B mddszerben mint kivagasi értékek.

4.1.3. Korabbi eredmények

Atomklaszterek tulajdonsdgainak elméleti vizsgalataval szamos fizikai targyu cikk-
ben és konyvben taldlkozhatunk. FEzek az eredmények javarészt a 70-es évekbol
szarmaznak és jellemz6 rajuk, hogy bar bonyolult matematikai apparatust alkalmaz-
nak, explicit, (optimalizalasi médszerekhez) jél hasznalhaté eredményeket mégsem
tartalmaznak. Ezekben a cikkekben talalkozhatunk el6szor a stabilitds fogalméval:
egy potencidlt stabilisnak neveziink, ha az optimélis konfiguracidjara létezik az
atomok szdmdaban linedris alsé korlat (lasd RUELLE [56] ide vontakozé alapkonyvé-
ben, illetve jelen tézis 4.1.1. fejezetének (c) pontja). Fontos jellemzdje még ezen
eredményeknek, hogy a parpotencialt altalaban nem rogzitik le, hanem néhany
altalanos tulajdonsagnak eleget tevé potencidlfiiggvényt vizsgalnak, és arra allapita-
nak meg tulajdonsagokat.

Szamitastudomanyi szempontbdl az els eredményeket XUE et al. [72] kozli. Meg-
mutattdk, hogy a Lennard-Jones potencial (ldsd kés6bb) linedrisan korlatos (ez
egyebként Ruelle munkdssagabol mar ismert volt, bar Xue és munkatarsai felte-
hetéleg nem ismerték ezeket az eredményeket), valamint az optimélis konfiguraciéra
vonatkozolag explicit also korlatot adtak az atomszamtél fiiggetlen minimélis atom-
par tévolsdgra. MARANAS & FLOUDAS [39] az optimalis Lennard-Jones klaszter-
ben el6fordulé minimalis atompar tavolsagra ad méretfiiggd alsé korlatot — ezek
az értékek kisméretii konfiguraciéra nagyon jo eredményt adnak, nagyobb méretek
esetén viszont haszndlhatatlanok. XUE [70] megadta az els, gyakorlati szempontbdl
is relevans méretfiiggetlen minimalis tavolsagot. Egy nemrégiben megjelent cikkben
BLANC [3] javitott ezen a korlaton. A Morse klaszterekre (lasd 4.5. fejezet) Lo-
CATELLI & SCHOEN [37] ad méretszam fiiggetlen minimélis atompér tavolsagot.
Ez az eredmény azért érdekes, mert a Morse klaszterben szereplé parpotencial
megengedi azt az esetet is, hogy két (vagy t6bb) atom a tér ugyanazon pontjdban
helyezkedjék el — és ezen tulajdonsagukban kiillonboznek a Lennard-Jones parpoten-
cialtél, ahol ez nem megengedett.
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A kovetkez6kben a VINKO [64] és VINKO & NEUMAIER [67] cikkekben elért sajat
eredményeinket kozoljik. A konkrét példak esetén megmutatjuk, hogy az altalunk
javasolt mddszerek hasznalataval az imént hivatkozott korabbi eredményekhez ké-
pest milyen javitasokat érhetiink el.

4.1.4. Jelolések

A fejezet tovabbi részében a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk. Az E fiiggvény
globalis minimumhelye az az z* € R3" konfigurdcié, amelyre

E(z*) = min E(z). (4.3)
TER3N
A globalis miniumumot
E* = E(z")
jeloli. Legyen r;; az xj és x5 (i,j = 1,...,n) pontok kozotti Euklidészi tdvolsdg. Az

1 cimkéji, atomhoz tartozo potencidlis energidt a
Bie) =Y vlllei —ayl) (i=1,....n)
i£]

egyenlet szerint definidljuk, valamint E} = F;(x*). Nyilvanvald, hogy

E(z) = % > Eio). (4.4)

Az optimélis struktirdban

Trin 1= Hinjnrij (t,7=1,...,n)

a minimalis atompdr tdvolsag. A minimalis tavolsag egy alsé korlatjat g-val fogjuk
jelolni; célunk tehat hogy talaljunk lehetéleg minél jobb

q S Tmin
alsé becslést.

Amennyiben a v parpotencial fliggvénynek létezik pozitiv zérushelye, azt t-vel jelol-
juk.
Az altalanossag elvesztése nélkil feltesszik, hogy 1 =068 0=1r; <ry < ... <1,
ahol

rj=llz; =l =zl (G=1,...,n)
szerint definialt. A tovabbiakban (hacsak kiilon nem hangsilyozzuk) csak az n > 2
esetet vizsgaljuk.
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4.1.5. Feltételek a parpotencial fiiggvényre

A parpotencial fiiggvényre az elméleti eredményekben a kovetkezo feltételrendszer
teljesiilését feltételezziik.

(P1) v folytonos.

(P2) Egyértelmiien létezik egy nemnegativ s ugy, hogy v(s) < 0 és ez az egyetlen
globalis minimumpontja v-nek.

(P3) v(r) = 0 (r — 00).

(P4) v(r) monoton csékkend ha r < s és monoton noévekedd, ha r > s.

A (P1)-(P4) feltételrendszer meglehetdsen altaldnos, az dltalaban hasznalt parpo-
tencial fiiggvények csak bizonyos megszoritasokkal teljesitik ezt. Amennyiben ilyen
megszoritasra van sziikségiink, azt mindig jelezni fogjuk az adott elméleti eredmény
targyaldsakor (latni fogjuk, hogy a méretfiiggetlen eredmények ismertetésekor lesz
ilyenre sziikségiink).

4.2. Meéretfiiggd korlatok

Ebben az alfejezetben a v fiiggvényrdl feltessziik, hogy teljesiti a (P1)—(P4) tulaj-
donsagokat.

Az els6 lemma a MARANAS & FLOUDAS [39] altal a Lennard-Jones klaszterekre
(lasd 4.4. alfejezet) talalt also- és felsé korldtok altalanositasat adja.

1. Lemma. [67] Az optimalis atomklaszterre érvényesek a

_@,U(S” < B*(n) < —d(n— d + 1)[u(s)| (4.5)

korlatok.

Bizonyitas. Mivel v(r;;) — v(s) > 0 teljesiil, ezért az als6 korlat bizonyitasa:

E*(n) = ) (u(ry) —v(s) +(s))

= Y (0l — vl + Y uls)
n(n —1)

——— ()]

>
o 2
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Ha tekintiink egy olyan n darab atombdl all6 klasztert, amelyben n — d atom olyan
pozicidban van, hogy mindegyikiik d darab masikat ”érint”; kezdve d darab atom-
mal gy, hogy a koztiik 1évé tavolsdg pontosan s (azaz egy s hosszu szakasz 2
dimenziéban, egy egyenl6 oldali hdromszog 3 dimenzidban, stb.), akkor

E*(n) < —dJo(s)| - d(n — d)|o(s)| + M < —d(n — d+ D)o(s)|

teljesiil, — ahol M nem pozitiv tag — amely egy felsé korlatot ad az optimélis
szerkezetre. O

Az 1. Lemma egy linearis fels6 korlatot ad az optimum értékére. Ez tehat egy valasz
a 4.1.1. szakasz (c) pontjanak egyik kérdésére. Megjegyezziik tovabbd, hogy ez a
jelenleg ismert legjobb felso korlat.

2. Lemma. [67] Az optimalis konfigurdciéban az i atomhoz tartozé potencial korla-
tozhato a

—(n = Dv(s)| < Ef(n) < —eqlv(s)], (4.6)
értékekkel, ahol ey = 1.

Bizonyitas. A fels6 korlat bizonyitdsahoz legyen k = n hai #n és k=n—1 ha
i = n, és definidljuk a z = (21, .. ., z,) konfigurciét gy, hogy legyen z; = x} minden
J # i indexre, valamint legyenek ||z; — zx|| = s és ||z; — z;|| > s minden [ # i indexre.
Akkor helyezziik el a z; atomot az origd és a z;, atom altal meghatarozott egyenesen
ugy, hogy a z; rendelkezzen a legnagyobb r; értékkel. Ekkor E;(z) < —|v(s)|. A z
konstrukciéjabol adoddan

E*— E! = E(2)— Ei(2).
Tehédt E;(z) < —|v(s)| és
E* — Ef = E(2) — Ei(2) > E(2) + |v(s)],
amibdl Ef < —|v(s)].
Az alsé korlat a (P4) tulajdonsdgbdl és az E definicidjabdl jon, nevezetesen Ef

pontosan n — 1 tag Osszege, ahol minden tagnak v(s) alsé korlétja. O

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a (4.6) képletben a felsé korlat valéjaban méret-
és dimenzidfiiggetlen korlat. Létezik tovabba egy sejtés, hogy e, = d is teljesiil, de
ennek a bizonyitdsa egyelére nyitott. A kovetkezkben a —egq|v(s)| kifejezést irjuk
az I} fels korlatjaként.
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3. Lemma. [67] Ha n > 2+ e,4, akkor az optimdlis konfigurdciéban a minimalis
atompar tavolsagra teljesiil a

q(n) := w((n —2— ed)|v(s)|) < Tmin (4.7)
egyenlétlenség, ahol w a v inverz fiiggvénye, amely a

w(z) = r  akkor és csak akkor, ha x = v(r) ésr > s,
| 0 kiilénben

definicioval adott.

Bizonyitas. A 2. Lemmat haszndlva a kovetkez6 levezetést alkalmazhatjuk:

—ealv(s)] > ETZZU(TJ‘)
= Zv(rj)+v(r2)
> ~(n—2fo(s)] +u(ra).

Az egyenlétlenséget atrendezve kapjuk, hogy v(ry) < (n — 2 — eg)|v(s)], amely a
(4.7) Osszefiiggést eredményezi. O

4.3. Meéretfiiggetlen korlatok

4. Lemma. [67] Az optimalis konfigurdciéban a miniméalis atompar tavolsag mindig
kisebb vagy egyenl6, mint a parpotencial fiiggvény minimumpontja, azaz ryi, < S
teljesiil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az optimalis konfigurdacioban r;, > s. Tudjuk, hogy
a v fliggvény novekedd, ha r > s. Ezért ha alkalmazunk egy skalazast, amely minden
tavolsagot lecsokkent 1gy, hogy rn, = s is teljesiiljon, akkor a konfiguracioé teljes
energiajat is csokkentenénk. Ezért ry, < s. a

4.3.1. Elso valtozat

A kovetkez6kben a VINKO [64] cikk eredményeit kozoljiik, amely XUE [70] és BLANC
[3] eredményeit dltalanositja, illetve javitja tovabb.
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Modszeriink a kovetkez6. Feltessziik, hogy a vizsgalt konfiguracioban a minimalis
atompar tavolsag pontosan ¢. Elészor egy fels6 korlatot adunk az Ef (i =1,...,n)
értékekre. Tegytik fel, hogy p € R, egy olyan paraméter, hogy

Pq = s (4.8)

teljesill. Ekkor hasznaljuk a

Ef = Z v(r;) + Z v(r;) (4.9)

q<r;<pq T;2pq

felosztast és alsé korlatokat adunk erre a két tagra. Megfeleloen megvalasztott
paraméterekkel megmutatjuk, hogy ha a minimadlis atompéar tavolsag tul kicsi, akkor
ellentmondasra jutunk az Ei-re adott felsé korlattal.

Feltételek a parpotencialra

A médszer hasznalhatdésdgdahoz szitkségilink van a (P1)—(P4) feltételrendszer szigori-
tasara. Nevezetesen feltesziik, hogy a v fliggvényre teljesiil (P1), (P2), tovabba

(P3’) Ha r < s, akkor v szigoriian monoton csokkend és v(r) > r=*.

(P4’) Ha r > s, akkor v szigoriian monoton névekvd és v(r) > —r~4.

A (P3) és (P4") tulajdonsagok megkovetelése az alkalmazott gdmbpakolasi médszer-
rel van Osszefiiggésben. Itt frhatunk Cr~3 alakud korldtot is, azonban a C konstans
a priori meghatarozasa meglehetésen bonyolult.

Vegyiik észre tovabbd, hogy a (P1), (P2) és (P3’) tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy
a v fiiggvénynek van t < s zérushelye.

A felhasznalt korlatok

5. Lemma. [64] Ha £ < a < b, akkor az Ju = {j | a < r; < b} indexhalmaz

2
d d
ol (21 (2 1)
T T

meéretére érvényes az

korlat.

Bizonyitas. Feltételezhetjiik, hogy a vizsgalt konfiguraciéban szerepl6 atomok /2
sugaru gombok. A 7, halmaz mérete nem haladhatja meg azon r/2 sugaru gémbdok
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szdmat, amelyeket az origd kozépponti b + r/2 sugari gomb tartalmaz. Térfogat
osszehasonlitassal ebbdl az
b+ 3
|\7ab| < < >
5

fels6 korlat addédik. Masrészt, mivel r; > a teljesiil, ezért kidobhatjuk az osszes
olyan r/2 sugari gémbdt, amely az origd kdzépponti a — r/2 sugari gdmbben van.
Ezen elemek szama szintén térfogat osszehasonlitassal feliilrol becsiilhetd, ahogyan
azt a lemma allitja. O

6. Lemma. [64] Ha pq > s, akkor a (4.9) els6 tagja alulrél korldtozhaté a

Y vlry) = o(g) = (20 + 1) = 1)) Jo(s)] (4.10)

q<r;<pq

egyenlGtlenséggel.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ro = r3 = ... = 1y = q (azaz 1étezik m > 1
darab g-val egyenld tévolsdg). Mivel ezek pozitiv értékeket adnak a potencidl
értékében, ezért egy kivételével (amirdl feltettiik, hogy létezik) mindegyiket elhagy-
hatjuk. Ekkor

S o) =g+ Y o) (4.11)

q<r;<pq q<r;j<pq

teljesiil. Tovabba az 5. Lemma és a parpotencidl monotonitdsa miatt kapjuk, hogy

v+ Y () 2 U(q)_<(2pqq+q)d_(2q;q)d> o(s)

= v(g) — ((2p+1)* = 1)) [o(s)].

7. Lemma. [64] Legyen s < pg = Ry < Ry < Ry < ... egy végtelen, szigoriian
névekedS sorozat, és definidljuk az I, = {j | 2 < j < n,Ry < r; < Ry} (k =
0,1,2,...) indexhalmazt. Ha pq > s, akkor a (4.9) masodik tagja alulrél becsiilheté
a

1 [ee]
> () = = > w(Ri) (2R + 9)" — (2R — )") (4.12)
Tj2>pq k=0

egyenlGtlenséggel.
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Bizonyitas. Haszndlhatjuk ismét a v fliggvény (P4’) altal biztositott monotonitasi
tulajdonsagat és a 5. Lemmat az Z; indexhalmazra:

o0

Do) = D> ()

7 >Dq k=0 r; €Ly

v

v(Ry) ((2Rp41 + ) — (2Rx — 9)9)

amely a bizonyitast adja. O

Minimalis atompar tavolsag

A fenti lemmaékat hasznalva egy altalanos moédszer adhaté az optimalis szerkezetben
el6fordulé minimalis atompar tavolsag egy alsé korlatjanak meghatarozasara. Idéz-
zik fel, hogy t és s a parpotencidl zérus- és minimumhelye. A 7. Lemmé&ban
egy végtelen R; sorozatot hasznaltunk, amely egy végtelen, egymasba agyazott
gombsorozatot reprezental. Ehelyett a sorozat helyett azonban hasznélhatunk R :
R, x Ny — R, alaku fliggvényeket is, amelyek az

R(Q.k) < R(Q,k+1) é  R(Q,0)=c

tulajdonsagokkal rendelkeznek, ahol ¢ € R, egy konstans (a 7. Lemméban ez a
konstans pq, a végtelen sorozat kezdépontja). A rovidség kedvéért az RkQ jelolést
fogjuk haszndlni az R(Q, k) fiiggvényre. Hasznéljuk még tovabba a

US:={RZ| RS <R} 6 R =césk=0,1,...}

jelolést is. Definidljuk most a

F(g,p) = v(g) = ((2p+1)° = 1) u(s)], (4.13)
S(g,p, R) = idz (R?) <<2R,?H+q> (2R,?—q>d), (4.14)
G(g,p,R) = F(, )+5(q7p,R) (4.15)

fiiggvényeket. Ezeket a jeloléseket és a 6. és 7. Lemmakat hasznalva az

By = > ulry)+ Y vl

q<r;<pq 75 2pq

> G(q,p, R) (4.16)

alsé korlat adodik, ahol p € Ry gy, hogy pg > s és R € U]%.
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13. Tétel. [64] Definidljuk a g,(q,p, Q) := G(q,p, R) fiiggvényt. Ha g,(q,p, Q) >
—o00, akkor a (4.3) optimalis atomklaszter feladatban a minimalis atompar tavolsag
kisebb, vagy egyenlé a

99.(q,p, Q)

e = 0, (4.17)

99.(q,p, Q)

e = 0, (4.18)
90(¢,p, Q) +eqlv(s)] = 0 (4.19)

nemlinaris egyenletrendszer megoldasaban szereplé q értéknél.

Bizonyitas. A g, végessége a (P3’) és (P4’) tulajdonsagok megkdvetelésébol adodik.
Ezek a tulajdonsdgok garantdljdk azt is, hogy g, monoton g-ban a [0, s] intervallu-
mon. Ezért (4.19) rendszernek pontosan egy megoldédsa van.

A 2. Lemmabdl tudjuk, hogy Ef < —eg4lv(s)|. Tovabba a g, < Ef a (4.16) miatt
teljestil. Most keressiik azt a legnagyobb ¢ értéket, amelyre a g, < —eg|v(s)| alsé
becslés nem teljesiil. Ehhez vizsgaljuk a

max ¢

, 4.20
ugy, hogy ¢,(q,p, Q) > —eqlv(s)] (4.20)

optimalizalasi feladatot. Ekkor a (4.17) és (4.18) Osszefiiggések a (4.20) optimalizdldsi
feladat elsérendii optimalitési feltételei p-re és Q-ra nézve. Végiil (4.19) garantdlja a
lehetd legnagyobb ¢ értéket, amelyre g, < —eg4|v(s)| méar nem teljesiil. Ekkor tehat
(4.3) minimélis atompar tdvolsaga legalabb q. O

A 13. Tétellel elérheté eredményeket tovabb javithatjuk a kovetkezo megfontoldsok
alapjan. Ha az Ry sorozat els6 m > 1 tagjat a py, ..., p, valtozokkal helyettesitjiik,
akkor egy m + 2 valtozés G fiiggvényt kapunk. Nevezetesen a

m—1

G(a,p1,-- oy B) = Flg,p)+ Y v(pia) ((2pir1 + 1) = (20 — 1))

i=1
+L S (entva)' = (o o))
k=0

fiiggvényt, ahol F(q,p) a (4.13)-ben definiélt, p1g > s, és RY € U9

pPmq’

5. Kovetkezmény. [64] Definidljuk a g,(q,p1,.-.,Pm, Q) = G(¢,p1,---,Pm, R)
fiiggvényt. Ha g, > —oo, akkor a (4.3) optimalis atomklaszter feladatban a mini-
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malis atompar tavolsag nagyobb vagy egyenlé, mint a

agv(valv s apva)

= 07

8p1
09u(d,P1s - P Q) _
OPm ’
agv(%pla-”apm?Q) -0
9Q ’
gv(qapla--'apmaQ)+ed”u(s)’ =0

nemlinearis egyenletrendszer megoldasanak q komponense.

Linearis als6 korlat az optimum értékére

Az el6z6 alfejezet eredményeit hasznalva linedris also korlatot adhatunk az optimalis
fliggvény értékére is. Ez a korlat helyes lesz tetszéleges méretii klaszter esetén.

14. Tétel. [64] Ha q egy olyan alsé korlat a minimalis atompar tavolsagra, ame-
lyet az 5. Kovetkezmény felhasznalasaval kaptunk, akkor létezik olyan By konstans,
amelyre

B
——n < E.
5 M=
Tovabba B értéke q értékébdl meghatarozhato.

Bizonyitas. Legyen i € {1,...,n} tetszéleges, de rogzitett index. Definidljuk az
M = [t, pq) jobbrdl nyilt intervallumot, ahol pg > s. Akkor a

n n n
doolry) = > v+ Y o)
j=1 j=1 J=1
G JAi,ri; €M J#i,1i5>pq

also becslés adédik. A 5. Lemmat haszndlva az els6 tag alulrdl becsiilheto:

s i (229)") s
o () = —((2p+1) ( . ))! (s)l. (4.21)

Jj=1
JFELri; €M

Az 5. és 7. Lemmakbol a masodik tag is becstilhet6 alulrdl a

n

> o) = 3o (R, o - 2RI —q)) @422

J#4,ri52>pq
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egyenlotlenséggel, ahol Rg € Ug*. Ezen megallapitasainkat — ugyantgy, mint
az 5. Kovetkezménynél — tovabb javithatjuk tobb valtozé hasznélatdval a (4.22)
képletben. Ez a

n

i (2=a\ s
S ulry) > —<<2p+1> ( q ))|<>|+

j=1
J#i

-1

+ ) vlpr®) (2o + 1) = 2p = 1)9) +
1

3

_|_

i U(RkQ) ((2Rl?+1 + Q)d - <2RkQ - Q) d)

k=0

Q&|" T

= —B1

korlathoz vezet, ahol p1g > s és R,? € szfn .- Amennyiben g, véges (ldsd 5.
Kovetkezmény ), akkor az 5. Kovetkezmény éltal adott megoldasvektor behelyettesi-
tésével a K végessége is garantalt. Végil a (4.4) Osszefiiggés a
B
oy < B
2

linedris als6 korlatot adja az optimalis potencidlfiiggvény értékére. a

4.3.2. Tovabbfejlesztett valtozat

A tovabbfejlesztett valtozatot az a tény inspiralta, hogy a fenti médszer nem alkal-
mazhaté direkt médon olyan parpotencidlokra, amelyek nem divergalnak az atompar
tavolsdganak csokkenésével.

A kovetkezOkben ismertetett eredményeket a VINKO & NEUMAIER [67] cikk tartal-
mazza.

Feltételek a parpotencialra

A médszer alkalmazhatésagahoz feltesziik, hogy v teljesiti a (P1) és (P2) tulaj-
donsdgokat, valamint a kovetkezot is.

(P3”) Létezik olyan R € |0, s], amelyre

/:O {(% + 1>dJ v'(r)dr < min {U(R) + Jv(s)], %U(R) + ;|y(5)|}

Vegyiik észre, hogy ez a tulajdonsag automatikusan teljestil, ha v divergal az r — 0
esetben.



74 Atomklaszter feladatok

Felhasznalt korlatok

Az aldbbiakban Ry jeloli egy rogzitett i indexre az x; atomtdél vett k-adik legkisebb
tavolsagot. Akkor Ry = 0 és

RQ = Tmin ‘= mln Tig <Z7j = ]-7 s 7n) (423)

17]

a minimalis tavolsag az optimalis konfiguracioban. Egy bizonyos atomnak majd az
1 cimkét adjuk (ennek meghatdrozasat lasd késébb) és a tobbi atomot majd ugy
jeloljiik, hogy r; := ry; amelyekre

O=ri<r, <...<r

— n-

Megjegyzés. Az elsé modszernél itt szigori egyenlOtlenséget tételeztiink fel.

Az E} értékekre vonatkozo méretfiiggetlen alsé korlat és a teljes energiara érvényes
linedris als6 korlat megadéasara a tovabbiakban a

Y = Z v(rg)
k=2
értékekre keresiink also- és fels6 korlatokat.
Legyen Ny(r) azon diszjunkt nyilt egységgémbok maximélis szdma, amelyek elhe-
lyezhetok egy r sugart gombben. Egyszerii térfogat ¢sszehasonlitassal az

Na(r) < |r] (4.24)

fels6 korlat addédik, amelyet a tovabbiakban hasznalunk. Ezen geometrikus pakolasi
korlat minden tovabbi javitasa az itt kozolt eredmények javitasat vonja maga utan.

2. Allitas. [67] Legyen

) 2r
K(r):= meér’uélmw(m — 1)Nd<R—m + 1).
Akkor
k<K(m) (k=1,2,...), (4.25)

és K az r novekvo fiiggvénye. Specialisan

K(r) < (m—l){(;—lﬂﬂ (m=2,3,..). (4.26)
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Bizonyitas. Legyen m > 2 tetszOleges, de rogzitett. Rekurzivan valasszunk atomo-
kat, kezdve az 1 cimkével ellatottal, és a hozza legkozelebb all6 m — 2 atommal. Ez
meghatédrozza atomok egy k = [k/(m — 1)] elemszamu halmazat, amelyek legalabb
R, tévolsigra vannak egymdstol. Ezért ezen atomok koriilli R,,/2 sugaru nyilt
gombok diszjunktak és benne vannak abban a nyilt gombben, amelynek kozéppontja
az 1 cimkével ellatott atom, sugara pedig ry + R,,/2 = (2ry + Ry,)/2. Skalazassal
kapjuk, hogy

2
(3

ezért
2 2 d
k< (m— 1)k < (m—l)Nd(ﬂ+1> < (m—l){(ﬂjtl) J
R R
amivel az allitast bebizonyitottuk. O
3. Allitas. [67] Ha r,, < s, akkor
Yo < —mlu(s)| + Ef +/ K(r)v'(r)dr (4.27)
és ha m > 2 is teljesiil, akkor
(m —1)v(Ry) + (m+eq)|v(s)] < K(r)v'(r)dr. (4.28)

Bizonyitas. Legyen el6szor m a legnagyobb egész szam, amelyre 7, < s. Akkor
K(r)> K(ry,) >m har>s,

és Tmi1 > S, ezért v(rgy1) — v(rg) > 0, amennyiben £ > m + 1. Ebbél, mivel
Tni1 = 00, v(00) = 0, azt kapjuk, hogy

n n Tht1
S ko) — o) <> K / o (r)dr
k=m-+1 k=m-+1 Tk
n Tk+1 S
< Z / K (r)v'(r)dr :/ K(r)v'(r)dr.
k=m+1" Tk Tm+1
A bal oldal

n

_mv(rm—i-l) - Z U(rk) Z _mv<rm+1) - ET + Ema
k=m+1
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és mivel [*°v'(r)dr = —u(r), ezért azt kapjuk, hogy

S, < Ef4 /oo( m) (r)dr < B + /M(K(T)—m)v’(r)dr

< Ef+mu(s / K(r

Ez bizonyitja (4.27) teljesiilését m maximdlisan megengedhet6 értékére. Mivel
=D (0(rk) = v(s)) = v(s)
k=2

nemnegativ szamok Osszege, és a bal oldal monoton csokken m-ben, ezért (4.27)
teljesiil minden kisebb m értékre is.

Specidlisan, ha az m-edik minimalis tavolsagra 1évo atomnak az 1 cimkét adjuk,
k < m-re kapjuk a
Ym > (m—1Dv(R,y)

trividlis alsé korlatot. Ezt az egyenlétlenséget (4.27) képlettel és az E} < —eg|v(s)]
becsléssel kombindlva kapjuk, hogy (4.28) is teljesiil. 0

Minimalis atompar tavolsag

15. Tétel. [67] Legyen [R, R] C [0, s] olyan intervallum, amelyre

/S {(ig + 1) J V'(r)dr <v(R)+ |v(s)] (R €[R,R)]), (4.29)

/:O {(2:}; + 1)dJ v'(r)dr < min {U(E) + |v(s)], %U(E) + (1 + 5)’“(5”} (4.30)

teljestilnek. Akkor az
fla) =i+ el - [ |(341) e @

fiiggvény legkisebb q zérushelye benne van az (R, o00) nyilt intervallumban, tovabba
>4q.

T'min

Vegyiik észre, hogy a (_P3”) tulajdonsdg implikalja a tétel feltételének teljesitheto-
ségét (vegyiik az R = R = R esetet).
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Bizonyitas. Minden m > 2 egészre a (4.26) és (4.28) formulédkbél kapjuk, hogy az
R = R,, véalasztéassal

mfnmm+mwwmwmzlﬂm—nu%+01vmw

ezért

o(R) + |u(s)| < v(R) + Ztiﬂv(sn g/s {(é +1) J o (r)dr.
Ez ellentmond a (4.29) formuldnak, hacsak az
R, <R vagy R, >R

esetek koziil valamelyik nem teljestil. Tegytik fel, hogy az elsd eset igaz valamely
m > 2-re. Legyen m az a legnagyobb egész, amelyre R,, < R. Akkor R,, .1 > R,

18y
K(r)<m {(Ri:l + 1>dJ <m {(% + 1)dJ ,

és mivel v(R) < v(R,,) igaz, ezért (4.28) felhaszndldsaval kapjuk, hogy

(= o + o+ eanl) < [ | (G +1)"| v

m

Mivel m > 2, ezért ez ellentmond a (4.30) formulanak. Ezért az elsé eset nem
fordulhat el6. Specialisan, azt kapjuk, hogy m = 2-re

Tmin = Ra > E
Mivel m = 2-re (4.28) implikdlja, hogy f(rmi) < 0, tovabbd a (4.29) formulabdl
kovetkezik, hogy f(R) > 2|v(s)| > 0, ezért a kozépérték tételbdl kapjuk, hogy f-nek

van zérushelye az (R, co) nyilt intervallumban. Tovabba r.,;, nem lehet kisebb, mint
ez a zérushely. O

Linearis alsé korlat az optimumra

16. Tétel. [67] Ha

By := —|v(s)] +/ K (r)v'(r)dr < oo, (4.32)
akkor
Ef > —By; mindeni=1,...,n indexre. (4.33)
Tovabba minden a (4.33) formuldnak eleget tévé By konstansra
By

—yn< B (4.34)
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Bizonyitas. A (4.27) specidlis esete az, amikor m =1 a
0=2% < —u(s)|+ ET +/ K(r)v'(r)dr = E; + B

Osszefliggést adja, amibdl ¢ = 1 vélasztassal a (4.33) formulat kapjuk. Mivel az 1
cimke vélasztdsa tetszéleges, ezért (4.33) teljesiil minden i-re. Végil (4.34) a (4.4)
észrevételbdl kovetkezik. ad

6. Kovetkezmény. Ha ¢ a minimalis atompar tavolsag egy alsé korlatja, akkor
(4.33) teljesiil a

By = —Ju(s)| + /:O {(%T 1) [u(r)dr (4.35)

konstanssal.

Bizonyitas. Hasznaljuk a (4.26) formulat az m = 2 valasztéssal, valamint a (4.23)
definiciét. Igy By korlatozhatd, ahogyan a (4.32) formulaban definialtuk:

By < —Ju(s)| + /:O K 2r + 1>dJ V' (r)dr < —v(s)| + /:O K%T + 1)dJ V' (r)dr.

min

O

Ahogyan azt a fejezet bevezetésében emlitettiik, RUELLE [56] egy potencial fiiggvényt
stabilisnak nevez, ha az optimalis klaszter energiaszintje alulrél korlatozhato az
atomok szamanak linearis fliggvényével. Egy rovid osszefoglalast adunk most ezekrol
az eredményekrél (b&vebben lasd [56, 3.2.6. fejezet]). Azt mondjuk, hogy egy
folytonos f fiiggvény pozitiv tipusi, ha

SN flai—z)>0 (4.36)

i=1 j=1

teljesiil. Altaldban nem trividlis megmutatni, hogy egy parpotencidl pozitiv tipust,
de RUELLE [56] hivatkozik egy ismert eredményre (BOCHNER [4]), ami szerint f
akkor és csak akkor pozitiv tipusi, ha f Fourier transzformaltja pozitiv.

4. Allitas. (RUELLE [56]) Ha a v parpotencidlis pozitiv tipusti és v(0) véges, akkor
stabilis és
——v(0) < E*. (4.37)
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Bizonyitas. Val6ban,

0< 33 ullfaf — 23l = no() +2 3 u(llaf — 31,

i=1 j=1 i<j

ezért

D ()

1<j

A fenti eredményeket tgy fogalmaztuk meg, hogy csak bizonyos feltételrendszerek
teljesiilését koveteltiik meg. Ezen mddszerek tekinthetok dgy, mint algoritmusok: a
felhasznalonak meg kell mondania, hogy mi legyen a parpotencial fiiggvény és ha az
eleget tesz a feltételeknek, akkor a fenti médszerek numerikus szamitésaival konkrét
korlatokat kapunk a minimalis atompér tavolsagra és az optimalis energiaszintre.

A fejezet hatralevo részében két jol ismert és az irodalomban legtobbszor hivatkozott
parpotencial fiiggvényre alkalmazzuk az ismertetett eljarasokat.

4.4. Lennard-Jones klaszterek

A fenti mddszerek alkalmazasat a Lennard-Jones klaszterekkel kezdjiik, amelyek
kémiai, fizikai és optimalizédlasi teriileteken is jelentés modellt képviselnek, mert

o rendkiviil egyszeri, de elfogadhaté matematikai modellt adnak valds fizikai
rendszerekre, példdul alacsony hémérsékletii ritka gézok (példaul argon, krip-
ton, xenon) viselkedésére;

e a modell konnyen szimulalhaté szamitégépen, viszont az optimalis szerkezeté-
nek megallapitasa rendkiviil nehéznek bizonyul, ezért globdlis optimalizalo
eljarasok egyik tesztfeladata is lehet (példaul az értekezés elészavaban emlitett
38 atomos eset).

A Lennard-Jones pdrpotencidl altalanos alakja a

v (r) = 4e ((;)m _ (;)6> (4.38)

fiiggvénnyel adhaté meg. A globdlis optimalizalasi irodalomban a (4.38) fiiggvényt
aze=t=1éss =26
4 4

U1,1(7“) = rj - E’
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alakban (reduced unit), vagy az un. skdldzott Lennard-Jones potencidl (¢ = 1, ¢t =
2716 s =1)

1 2
U2—1/671(7") == m - E (439)

alakban szokas vizsgalni. Ezen utobbi alakot a 4.1. abra szemlélteti.

N} w ES o
TN T N T TN T T T N T T T T T T Y I A |

-

o

TN T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 1.2 . 1.6 1.8
X
AN

—_—

|
[ A

4.1. abra. A skaldzott Lennard-Jones parpotencial fiiggvény.

A Lennard-Jones potencidl fiiggvény a (4.2) és (4.38) képletek felhasznaldséval az

L@ = 3 veelllas — ). (4.40)

1<i<j<n

alakban definidlhatd.

4.4.1. Méretfiiggd korlat a minimalis atompar tavolsagra

A 3. Lemmat alkalmazva kapjuk, hogy v;. < (n —2 —eg)|v(s)|. Ebb6l az egyenl6t-
lenségbdl kovetkezik, hogy az optimalis Lennard-Jones klaszterben ha n > 2 + eq,
akkor

Ve +elue(s)[(n —2 —eq) — 5>% (4.41)

(n =2 —eq)vie(s)]

egy alsé korlat a minimalis atompéar tavolsagra.

q(n) = 8(
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[
1]

o
A AN T T DS TN N T T T T T G T T T ol S N B
e

rr 11111 111 11T 1 T 1T 1T 1T 1T 1T 7T T 11711
20 40 60 80 100

n

4.2. dbra. A Maranas és Floudas féle als6 korlat (szaggatott vonal) és a (4.41) dltal adott
alsé korlat osszehasonlitasa a skaldzott Lennard-Jones potencialra.

A skélazott verziéra a (4.41) korldtot dsszevetve a MARANAS & FLOUDAS [39] dltal

megadott
\/in?—iIn4+6—1
>

Tmin =2 1
1,2 _ 7
2n 2n—|—5

korlattal azt kapjuk, hogy n > 6 esetén (4.41) jobb becslést ad. Ezt szemlélteti a
4.2. abra.

4.4.2. Meéretfuggetlen alsé korlatok a minimalis atompar ta-
volsagra

Els6 valtozat

Az Altaldnos alak és a skaldzott valtozat kozott a

Voe(1) = €g-1/6, 1(1/5), (4.42)

skéalazas visz at, tehat a minimalis tavolsagot az s skaldzza, mig a potencidl értékét
e. Ezért a skdlazott verziora adjuk meg a szamitasokat. Tovabba az egyszerliség
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kedvéért a levezetésben a
U(T) = U2—1/671(T) és B = LJ2_1/6’1

jeloléseket fogjuk hasznélni.

A 2. Lemma alapjan EY < —1. Az E} értékre egy alsé korlat a 6. és 7. Lemmék
altal adhat6. Most valasztanunk kell egy alkalmas R(Q), k) fiiggvényt, amely az alsd
korldtot —1 felett tartja. Ehhez definidljuk az R(Q, k) = pgQ* (pg > 1,Q > 1,k =
0,1,2,...) figgvényt. Kénnyti latni, hogy

> 1 2 3 3
Sri(q,p,Q) == ( - ) 2pQ" +1)" — (2pQ" —1)7) > —o0
LJ kZ; qu12kz quGk << ) ( ) > (4 43)

teljestil. Valoban, mivel ) > 1 igaz, ahogy k tart a végtelenbe az 0Osszeg elsd
tagja (azaz v(pgQF¥)) gyorsabban tart a 0-hoz, mint ahogyan a mésodik tag tart a
végtelenbe (ez valdjaban a (P4) tulajdonsag teljesiilése). Ezért a

90(2,0,Q) ==v(q) +1— (2p+1)* + Ss(¢,p, Q) (4.44)

fliggvény jél definialt. A 4.3. abra mutatja ezt a fliggvényt, itt a ¢ = 0.618 rogzitett
véltozéérték mellett dbrazoltuk azt. Jegyezziik meg, hogy a (P1) és (P2) tulaj-
donsigok miatt a g, fiiggvénynek van zérushelye a [0, s] intervallumban.

4.3. dbra. A ¢,(0.618,p, Q) fiiggvény grafikonja.
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Egy also korlat meghatarozdsahoz ezutan a

99u

ap (QapvQ) - 07
99,
a‘zg(q,p,Q) = 0,

(¢, p,Q)+1 = 0

haromvaltozos nemlinedris egyenletrendszert kell megoldanunk. A (4.43) konver-
gens sorozat zart alakjat és a parcialis derivaltakat egy szimbolikus-algebrai rend-
szerrel kaphatjuk meg. Ezek meghatdrozasara a MAPLE 9 [38] programcsomagot
hasznaltuk. A nemlinedris rendszer megoldésa

Q = 1.23474998, p = 2.2408615800535, ¢ = 0.6184503450386, (4.45)

lesz, amely tehat egy alsé korlatot ad az optimalis skalazott Lennard-Jones feladat-
ban az atomparok kozotti minimalis tavolsagra.

Ahogyan azt az 5. Kovetkezményben allitottuk, ez a korlat tovéabb javithaté ha tobb
paramétert vezetiink be. A 3 véltozds rendszer helyett 5 valtozét hasznalva a

q = 0.618735677 (4.46)
megoldast kapjuk, ami egy picit jobb alsé becslése a minimalis tavolsagnak.

Megjegyzés. Az 5. kovetkezményt hasznédlva egyre tobb valtozo bevezetésével szig-
nifikans javitast nem tudunk elérni, viszont a szamitasok miveletigénye megnd.

Tovabbfejlesztett valtozat

A (4.29) egyenl6tlenség a Lennard-Jones parpotencidlra a d = 3-ra a [0,0.653775s],
mig d = 2-re a [0,0.752915s] intervallumokat adja. Ezért ebben az esetben v, .(R) =
00. A (4.31) egyenlet megoldasa d = 3-ra a

g = 0.6546735 = 0.7348461 (4.47)

és d = 2-re a

q = 0.759006s = 0.851955¢ (4.48)

alsé korlatokat adja.

Mint ahogyan azt a fejezet bevezetojében emlitettiik, korabbi eredmények is léteznek
a Lennard-Jones problémaban el6fordulé minimalis tavolsagra. Ezeket az eredmé-
nyeket a 4.1. tablazatban foglaltuk 6ssze. A numerikus szamitédsokat a Mathematica
[69] programmal végeztiik el (szemben az elsé valtozattal, ahol a MAPLE 9 prog-
ramot hasznaltuk), tekintettel arra, hogy a MAPLE 9 nem tudott olyan integralt
kiszamolni, amelyben az integrandus tartalmaz alsé egészrész fliggvényt.
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4.1. tablazat. Méretfiiggetlen alsé korldtok a minimalis atompar tavolsidgra az optimalis
skalazott Lennard-Jones klaszterekben.

| dimenzié | XUE [70] | BLANC [3] | 13. Tétellel | 15. Tétellel |

2 - 0.7286 0.7284 0.7590
3 0.5 0.6108 0.6187 0.6547

Megjegyzés. A (4.41) képlet (azaz a méretfiiggd alsé korlat) a skalazott Lennard-
Jones klaszterre d = 3-ra n < 139 esetén, mig d = 2-re n < 19 esetén ad jobb alséd
korlatot a tablazatban szereplé méretfiiggetlen alsé korlatoknal.

Megjegyzés. A tézis elkészitése kozben (és a [67] cikk kozlésre bekiildése utan)
jutott tudomdsunkra egy friss eredmény (SCHAHINGER et al. [57]), amely az itt
ismertetett alsé korlatnal jobb értéket ad. Az eredmény egyelore csak kézirat forma-
jaban létezik.

4.4.3. Linearis als6 korlat az optimum értékére

A 13. Tétel (tehat az elsé valtozat) numerikus értékeit és a (4.42) Osszefliggést
hasznalva az optimalis Lennard-Jones potencial fiiggvényre teljesiil a

—138.6775911n - < LJ. (n=2,3,...)

linedris als6 korlat a d = 3 esetben.

A 15. Tételbdl és a 6. Kovetkezménybdl d = 3-ra a

—68.9554en < LJ;

t,er

mig d = 2-re a
—9.4478en < LJ;,

linedris alsé korlatokat kapjuk.

4.4.4. Statisztikak empirikus adatokbdl

Az el6z6 szakaszok folytatasaként mutatunk néhany statisztikat a redukalt egységes
Lennard-Jones feladatra. Az adatok a Cambridge Cluster Database (CCD) [6]
és a Chemoinformatics Laboratory at the Department of Chemistry, University
of Science and Technology of China [22] helyekrél szarmaznak. FEzeken a web-
oldalakon a redukalt egységes Lennard-Jones feladatra megtaldlhatjuk az eddigi
legjobb megolddsokat (melyekrél sok esetben feltehetjiik, hogy globdlis optimumok)
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(a) (b)
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4.4. 4bra. (a) Az E*/n hanyados és egy n'/? szerinti kobos illesztés, (b) az alsé- és felsé
becslések eltérése.

a minimumpontok koordinataival egytitt n < 1000-re. Ebben a szakaszban d = 3,
valamint az E* = LJf; jelolést hasznaljuk.

Az atomszamok fliggvényében a globalis minimum értékeket, korlatokat az E érté-
kekre, valamint a minimalis és maximalis atompar tavolsagokat vizsgaljuk.

Globélis minimum értékek. A 4.4 (a) dbra a vélt globalis minimum értékeket
(tehat az eddig talalt legjobb megoldasok fiiggvényértékeit) mutatja. Itt az E*(n)/n
héanyadost jelenitettiik meg annak érzékeltetésére, hogy az optimélis konfiguraciok
energiaszintje linedrisan korlatos. Az dbra tartalmaz egy kobos illesztést n'/3-ban.
Egy polinomidlis als6 korlat az E* értékre

—8.6263n — 59.0267n%® — 66.9958n /3,

ezért (empirikusan) —8.6263 egy aszimptotikus alsé korlat az E*(n)/n értékre a-
hogyan n — oo. Lattuk, hogy a bizonyitott alsé korlat —39.2205. Egy hasonlé poli-
nomidlis fels6 korlat szintén létezik; az 4.4 (b) dbra mutatja az eltéréseket ezekhez
a fels6- és alsé becslésekhez képest.

Korlatok az atomokhoz tartozé energidkra. Mint azt lattuk, Ef < —¢ (= —1a
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4.5. dbra. Maximélis és minimdlis E} /e értékek a klaszter méretének fiiggvényében.

redukalt és a skélazott verziéra). A rendelkezésre 4ll6 adatokbdl a min £ és max E
értékek szamithatok. A 4.5. dbran ezek az E} /e értékekre vonatkozé minimumok és
maximumokat lathatjuk az atomszamok fiiggvényében.

Lathatjuk, hogy a max Ef < —3¢ sejtés (vO. 4.2. alfejezet) empirikus értelmben
teljestil.

Ha n > 30, akkor a min £} /e hanyados a —14 és —17.1 értékek kozott oszcilldl (a
pontos minimum érték n = 823-ra —17.0799), mig a bizonyitott korldatunk —78.4410.

Korlatok a minimadlis tavolsdgra. A 4.6. dbra az ry;,/t értékeket mutatja.
Ezekbdl az adatokbdl lathatjuk, hogy a minimalis tavolsag mindig nagyobb, mint a
Lennard-Jones parpotencial zérushelye. A bizonyitott eredményiink ettdl az értéktol
tavol van; azonban az r,,;, > t Osszefliggés teljesiilésének bizonyitdasa reménytelennek
tinik.

Korlatok a maximadlis tavolsagra. XUE [70] sejtése szerint az optimdlis Lennard-
Jones klaszter atméréje (azaz a maximalis tdvolsag) feliilrél korldtos O(n'/?) szerint.
A 4.7. dbra mutatja, hogy ez a sejtés empirikusan jél megalapozott. BLANC [3]
bizonyitotta, hogy az optimalis Lennard-Jones klaszter mérete feliilrol korlatozhaté
az atomok szamadval, tehdt max; ; r;; < n teljesiil.
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4.6. Abra. Minimalis atompar tavolsag a klaszter méretének fiiggvényében.
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4.7. dbra. A maximélis tavolsag harmadik hatvanya (redukélt egységben, t = 1) a klaszter
méretének fiiggvényében.
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4.5. Morse klaszterek

Az el6z6 alfejezetben tanulményozott Lennard-Jones klaszter egyik hidnyossaganak
szoktak felroni, hogy az optimalis szerkezetben n fiiggvényében nem mutat valtoza-
tossdgot. Emiatt (bizonyos, nem teljes) optimalizal6 eljarasok viszonylag hamar
megtalaljdk az optimumot (lattuk, hogy n = 1000-ig léteznek jé megoldasok). A
masik népszerit modell a Morse klaszter, ahol a parpotencial fiiggvényt a

vp(r) = ! (eP17) - 2) (4.49)

fiiggvénnyel definidljuk, ahol p > 0 egy paraméter. A (4.49) és (4.2) képleteket
hasznélva a Morse potencidlt a

My(z)= Y vpllli = ;)) (4.50)

1<i<j<n
fiiggvénnyel definidljuk.

A v, figgvényben a p paraméter lehetévé teszi tobbféle anyag szerkezetének mo-
dellezését. A p = 6 értékre a Morse- és a skalazott Lennard-Jones potencidl ha-
sonlosagot mutat: mindkét fliggvény ugyanazt a goérbét irja le az r = 1 mini-
mumpont kérnyékén. A Cgg molekulak kozotti interakciot parpotenciallal szimulalva
a p = 13,6 értéket kapjuk, mig példaul alkali fémek szerkezetének modellezéshez a
p = 3,1 vélasztds bizonyul megfelel6nek.

A v, fiiggvény zérushelye és minimumpontja

In2 |
=1—— ¢é s=1

p
pont. Jegyezziik meg, hogy p < In2 esetén a (4.49) fliggvénynek nincs zérushe-
lye. Mindazonaltal globalis optimalizalasi kornyezetben altalaban a p > 6 esetek
az érdekesek: ekkor az M, globdlis optimumdanak megkeresése nehezebb feladat,
mint a Lennard-Jones fiiggvényre (lasd DOYE el al. [16]). Madsrészrél viszont
a p csokkenésével a méretfiiggetlen minimélis atompér téavolsag alsé korlatjanak
meghatarozasa egyre nehezebbé valik.

4.5.1. Meéretfiiggo also korlat a minimalis atompar tavolsag-
ra

A 3. Lemma hasznélatdval kapjuk, hogy (exp(p(1—7))—1)2—1 < (n—2—e4)|v,(s)]|.
Ebbdl az egyenlotlenséghdl adédik, hogy

¢(n) = max {1 'l (\/|v,,(s)\<n 2 eg) + 1),0} , (4.51)
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amely egy also korlat a minimalis atompar tavolsagra az optimalis Morse klaszter-
ben, amennyiben n > 2 + e4. Ez a formula az

e?(e — 2) J

= Vz e+ @)

esetekben ad pozitiv alsé korlatot.

4.5.2. Meéretfiiggetlen alsé korlat a minimalis atompar ta-
volsagra

Els6 valtozat

Ki kell hangsilyoznunk, hogy a Morse potencidl nem teljesiti a (P3) feltételt. A
magyarazat az, hogy a v, fliggvény az r = 0 esetben is definidlt (tehdt amikor két
atom a tér ugyanazon pontjaban van). Més széval a (4.13) képletben szereplé G
fiiggvénynek két gyoke is van, azaz kicsi q értékekre negativva valik. Ezért a 4.3.1.
szakasz altaldnos modszere itt kozvetleniil nem alkalmazhaté. Ebben az esetben a
minimalis atompar tavolsagra vonatkozé elézetes informacié segithet. LOCATELLI
& SCHOEN [37] az optimélis Morse klaszterek ilyen tulajdonsdgéat vizsgalta, és be-
bizonyitotta, hogy ha 6 < p < 15, akkor a minimalis atompéar tavolsag hatarozottan
pozitiv. Az ismertetett médszeriik nagyban kiilonbozik a XUE [70] altal a Lennard-
Jones klaszterekre adott mddszertdl, illetve a jelen értekezésben ismertett altalanos
modszert6l. Azonban ha felhasznaljuk azt, hogy r* > 0, ha 6 > p > 15, akkor ez
kivélthatja a (P3) tulajdonsagot.

A fejezet hétralevd részében egy adott p > O-ra az M := M, jelolést haszndljuk.
A 2. Lemmabdl tudjuk, hogy M < —1 minden ¢ = 1,...,n-re és p > 0-ra. Mint
a Lennard-Jones potencialra, definidljuk a R(Q, k) := pgQ* (pqg > 1,Q > 1,k =
0,1,...) fiiggvényt. Az

oo

Su(q,p, Q) = Z (<€p(1—qu’“) _ 1>2 B 1) <(2ka+1 . 1>3 _ (QPQk B 1)3>

k=0

(4.52)
végtelen sorozat konvergens — az els§ tag (azaz v,(pgQ")) gyorsabban tart nullhoz,
mint a masodik végtelenbe — (és ez valéjaban megint a (P4) tulajdonsag miatt van),
ezért a

90(0:0, Q) :==v,(¢) +1 = (2p + 1)° + Sur(q.p. Q) (4.53)

fiiggvény jol definialt.

A 4.2. tablazatban a [37] cikkben koz6lt eredményeket hasonlitjuk dssze az altaldnos
modszer hasznalatdval szamolt eredményekkel. Hangsilyozzuk viszont, hogy itt
kihasznéaltuk, hogy a megfelelé p értékekre ¢ nagyobb, mint a tablazat masodik
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4.2. tablazat. Alsé korldtok a Morse klaszterekben taldlhaté minimélis atompar
tavolsagokra kiilonboz6 p paraméterek esetén.

q értéke q értéke a 13. Tétel
p | [37] alapjan hasznélatéval
6 0.114 0.4985948046
7 0.376 0.6113121449
8 0.468 0.6796501438
9 0.528 0.7268978345
10 0.574 0.7618207355
11 0.613 0.7887781722
12 0.644 0.8102494106
13 0.672 0.8277671751
14 0.695 0.8423362542
15 0.715 0.8546451536

oszlopaban szereplo érték. Lathatd, hogy az altalanos moddszer igy sokkal jobb
eredményeket produkalt.

A médszer csak p > 6 esetén miikodik. Ez egyrészt azért van, mert a megfelelé nem-
linedris egyenletrendszernek nincs nemnegativ megolddsa; mésrészt a [37] cikkben
is csak a fenti tabldzatban szerepld p értékekre szamoltak ki az alsé korlatokat a
szerzék (az ottani médszer tovabbi finomitdsa nem trividlis).

Tovabbfejlesztett valtozat

A tovabbfejlesztett valtozattal kapott eredményeket a 4.3. tablazat tartalmazza.
Jegyezziik meg, hogy p = 6.3532 esetén a Morse és a Lennard-Jones parpotencié-
loknak ugyanaz a zérushelye. Az utolsé sor (p = 4.967) mutatja azt a legkisebb
értéket, amelyre a 15. Tétel még alkalmazhaté. A tédblazatban a minimélis atompér
tavolsagra kapott alsé korlatokon feliil feltiintettiik, hogy a kiilonb6z6 p paraméterre
mi lesz a v, pdrpotencidl zérushelye (¢ érték), valamint a R és R értékeket is.
Fontos kiemelniink, hogy itt nincs sziikség elozetes informaciéra az ry, értékére
vonatkozoan.

Megjegyzés. A 4.4.2. szakaszban a Lennard-Jones klaszterek eredményeinek kozlé-
sekor emlitett SCHACHINGER et al. [57] kézirat k6zol eredményeket a Morse klaszte-
rekre is. Habar az eredmények valamivel jobbak az itt ismertetetteknél az ottani
modszer hatranya, hogy kozvetleniil nem hasznédlhaté a Morse klaszterre (illetve
altaldban olyan v parpotenciallal definidlt modellre, amelyben a v(0) értéke véges),
csak abban az esetben, ha arra alkalmas mddszerrel (mint a LOCATELLI & SCHOEN
[37] vagy az itt ismertetett tovabbfejlesztett valtozat) mar ki tudjuk mutatni, hogy
a minimalis atompér tavolsdg nagyobb, mint 0.
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4.3. tablazat. Javitott alsé korlatok az optimédlis Morse klaszterek minimélis atompar
tavolsagaira.

q értéke a q értéke a
p t R R 15. Tételbdl | 13. Tételbol
15 ]0.95379 [ 0.00001 | 0.86424 | 0.865683 0.854645
14 | 0.95049 | 0.00197 | 0.85320 | 0.854691 0.842336
13 | 0.94668 | 0.00039 | 0.84018 | 0.841725 0.827767
12 | 0.94224 | 0.00077 | 0.82460 | 0.826193 0.810249
11 | 0.93699 | 0.00152 | 0.80559 | 0.807236 0.788778
10 | 0.93068 | 0.00302 | 0.78187 | 0.783551 0.761821
9 | 0.92298 | 0.00608 | 0.75135 | 0.753054 0.726898
8 | 0.91336 | 0.01250 | 0.71045 | 0.712129 0.679650
7 1 0.90097 | 0.02663 | 0.65212 | 0.653727 0.611312
6.353 | 0.89090 | 0.04058 | 0.59809 | 0.599581 (0.546518)
6 | 0.88448 | 0.06167 | 0.55928 | 0.560668 0.498595
5 | 0.86137 | 0.20982 | 0.33235 | 0.333473 -
4.967 | 0.86045 | 0.23439 | 0.30471 | 0.306227 -

4.5.3. Linearis als6 korlat az optimum értékére

RUELLE [56] bizonyitotta, hogy ha p > In16 ~ 2.7726, akkor a v, parpotencial
Fourier transzformaltja pozitiv tipust, ezért Bochner tételébdl [4] és a 4. Allitdsbol
adodik, hogy v, stabilis. A linedris korlat,

_va(O)n <M:  (p>1Inl6) (4.54)

meglehetGsen gyenge, p = 4.967 értékre (ami a legkisebb olyan érték, amire a (P3”)
tulajdonsig még teljesiil) valamint p = 15 értékre a (4.54) formula rendre a —1.0166-
10%n és —5.3432-10'2n értékeket adja. Ruelle gondolatmenetébdl nem lehet korlatot
kinyerni a minimélis atompar tavolsagra.

A 4.4. tablazat tartalmazza az ismertetett modszereink hasznalataval kapott linedris
alsé korlatokat kiilonb6zo p paraméterekre.

4.6. Konkluzio és tovabbi feladatok

Ebben a fejezetben altalanos eljarasokat adtunk parpotencial fliggvénnyel definialt
atomklaszter feladatok optimalis szerkezetének vizsgalatdra. Az atomparok kozotti
(méretfiiggd és méretfiiggetlen) minimélis tavolsagra és az optimumra adott linedris
alsé korlat hasznos informécié lehet a (f6leg nagyméretii) molekuldk optimalis szer-
kezetének meghatarozasaban.
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4.4. tablazat. Alsé korlatok a Morse klaszterek optimumaira.

14. Tétel 6. Kovetkezmény
p hasznéalataval hasznélataval
15 —30.370n —21.6176n
14 —32.240n —22.591Tn
13 —34.581n —23.803Tn
12 —37.594n —25.3520n
11 —41.617n —27.397Tn
10 —47.255n —30.2230n
9 —55.712n —34.370Tn
8 —69.762n —41.0345n
7 —97.522n —53.4416n
6 —177.619n —84.4438n
5 — —365.2798n
4.967 — —461.7701n

Erdekes kérdés még a maximalis tavolsdg (4tmérd) meghatarozdsa mar egy masik
feladat, az arra adhato korlat az atomszamok fiiggvénye lesz. Ide vonatkozo hasznal-
hat6 eredmény eddig nem ismert (kivéve BLANC [3] eredményét, ami azt mondja,
hogy az n atomos Lennard-Jones klaszterben a maximélis atmér6 kisebb, mint
n). Léathattuk, hogy a Lennard-Jones klaszterek esetén empirikus eredményekbol
a maximalis tavolsig O(n'/3) nagysdgrendii. A pontos becslés megaddsa azonban
egy tovabbi kihivast jelent a kutatasoknak.

A végso cél egy olyan modszer kidolgozédsa, amely a jelenleg ismert legjobb megolda-
sok globalitasanak leellenérzését végezné el matematikai szigorusaggal. Ehhez azon-
ban tapasztalataink szerint (VINKO & NEUMAIER [66]) nem elég egyszeriien csak
a 2. fejezetben ismertetett intervallumos B&B mddszert alkalmazni a (4.3) fel-
adatra. Eredményre vezethet viszont példaul az eddig ismert legjobb megoldasok
strukturalis szerkezetének vizsgdalata.



ésszefoglalés

Az értekezés targya megbizhaté globdlis optimalizalasi modszerek tovabbfejleszté-
se, teljes globalis optimalizédlasi feladatokat megold6 programok osszehasonlitasanak
elvégzésére alkalmas modszer kidolgozésa, valamint atomklaszterek optimalis szer-
kezetének vizsgdlata. Az 1. Fejezetben ismertettiik a targyalt feladatok altalanos
definicidit, valamint a globalis optimalizalasi modszerek egy lehetséges osztédlyozasat.

A 2. Fejezetben az intervallum aritmetikdan alapulé globélis optimalizalas alapveto
foglamainak ismertetése utan egy uj intervallumos befoglalé fiiggvényt vezettiink
be, a kite befoglalast. El0szor az egydimenzids esettel foglalkoztunk. A médszer két
korabbrdl ismert befoglaléfiiggvény szimultan hasznéalatan alapszik. Az 5. Tételben
megmutattuk, hogy a kite egy differencidlhato valés fiiggvény értékkészletének alséd
korlatjara mindig legalabb olyan j6 eredményt ad, mint a mésik két befoglaléfiigg-
vény. Megvizsgaltuk a kite kozéppontjanak optimalis valasztasanak lehetoségét,
amelynek létezését és tulajdonsagait a 6. Tétel mondja ki. Az intervallumos be-
foglalo fliiggvények két fontos tulajdonsaga, az izotonitas és a négyzetes konvergen-
cia itt is teljesiil, ezt a 7. és 8. Tétel bizonyitja. Az optimalizalds szempontjabdl
hatékony tulajdonsag tovabba a metszés, ami lehetévé teszi, hogy eliminaljuk a
keresési tartomdany olyan részeit, amelyek garantaltan nem tartalmaznak globdlis
minimumot. A 9. Tételben megmutattuk, hogy a kite eldallitasdhoz sziikséges in-
forméacio hogyan alkalmazhatd a metszési tulajdonsag kihasznélasdhoz. Végiil stan-
dard tesztfiiggvényeken elvégzett numerikus vizsgalatokkal kimutattuk, hogy az in-
tervallumos korlatozas és szétvalasztas tipusu algoritmusba torténd implementalas-
sal a feladatok kisebb szamitasi koltséggel oldhatok meg.

A 2. Fejezet masodik felében a kite magasabb dimenzioba torténd kiterjesztését
targyaltuk. Egy lehetséges mddszer a komponensenkénti kiterjesztés, ami az egydi-
menziés esetre tamaszkodik. A 10. és 11. Tétel a kiterjesztés konstrukciéjat és az
optimalis kozéppont valasztasat targyalja. Ugyanigy, mint az egydimenzids esetben,
itt is bevezettiink egy metszési eljarast, aminek hatasat a 12. Tétel ismerteti. Mivel
a komponensenkénti kite, mint befoglalé fliggvény rendkiviil koltséges, ezért java-
soltuk, hogy a metszési tulajdonsdga miatt azt mint gyorsité technikat alkalmazzuk
az intervallumos globdlis optimalizalé algoritmusban. Tobbdimenzids tesztfelada-
tokon végzett numerikus vizsgalatokkal kimutattuk, hogy a hagyoméanyos eljarashoz
képest (féleg a nehezebben megoldhaté feladatokra) érdemes az ismertetett eljarast
hasznalni.
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Az értekezés 3. Fejezete egy 1j mddszertant ismertet (teljes) globélis optimalizald
programok tesztelésére, azok megbizhatésaganak vizsgdlatara és egymassal vald
osszehasonlitasara. Bemutattuk a teszteléshez felhasznalt feladatok elokészitését,
valamint a futtatdsokhoz az idozités megvélasztasanak kérdéskorét. Fontos szem-
pont volt, hogy a kiilonb6z6 megoldd programok altal megkivant input formatumok
elééllitasahoz elkészitett konverterek helyes mikodését biztositsuk. A futtatdsi
eredmények alapjan elkészitettiik a legjobb megoldédsok listajat; ez Osszesen tobb,
timuménak megadésat jelentette. A listat egy internetes oldalon elérhetévé tettiik.
Ismertettiik tovabba, hogy a moédszertan alapjan elkészitett szamitogépes program
segitségével a futtatasi eredményekbol automatikusan milyen tablazatokat, abrakat
készithetiink. Ezek a kimutatasok lehetévé teszik a tesztelt programok altalanos
viselkedésének elemzését. A fejezet végén rovid Osszefoglalast adtunk néhany kur-
rens globalis optimalizalé program tesztelésérol és osszehasonlitasukrol.

Az utolso, 4. Fejezetben parpotenciallal definialt atomklaszter feladatok megoldasai
optimalis szerkezetének néhany meghatarozé tulajdonsagat vizsgaltuk. Az ismerte-
tett modszerek altalanosak abban az értelemben, hogy a parpotencialtél csak bi-
zonyos tulajdonsagok meglétének teljesiilését koveteljiik meg és azok megléte esetén
lényegében algoritmikusan hatarozzuk meg az atomklaszter tulajdonsagait. A 4.2.
szakaszban az optimalis szerkezetben el6fordulé minimélis atompér téavolsagra vo-
natkozo méretfiiggetlen also korlatok eldallitasara alkalmas formuldkat mutattunk.
Ezek a korlatok kisebb méretii klaszterek esetében a tapasztalati értékhez kozeli
szamokat adnak. A 4.3. szakaszban ugyancsak a minimalis tavolsagot vizsgaltuk,
de mar az atomok szamatol fiiggetleniil. Itt két modszert mutattunk be, ame-
lyek alkalmasak arra is, hogy az optimalis szerkezet energiaszintjének linearis alsé
korlatjat is meghatarozzak. A 13. Tételben megmutattuk, hogy a minimalis atompér
tavolsagra az elso esetben egy nemlinedris egyenletrendszer megoldasaval kaphatunk
alsé korlatot. A tovabbfejlesztett valtozatban egy integral formuldt tartalmazo nem-
linearis egyenlet megoldasa ad alsé korlatot a méretfiiggetlen minimalis atompar
tavolsagra. A fejezet végén két, a szakirodalomban legtobbet vizsgalt parpotencidlra
(Lennard-Jones és Morse klaszterek) adtunk a bevezetett formuldk hasznédlatdval az
addig ismert legjobb korlatokra jobb eredményeket.



Summary

The thesis deals with the development of rigorous global optimization techniques, a
proposition of a methodology is given for benchmarking complete global optimiza-
tion solvers and for the investigation of atomic cluster structures. In Chapter 1 the
definitions were introduced and a classification of global optimization methods was
listed.

In Chapter 2, after the definitions of global optimization based on interval arithmetic
were given, a new interval inclusion function called kite was introduced. First, the
one dimensional case was studied. The construction is based on a simultaneous use
of two earlier inclusion functions. By Theorem 5 it was shown that the kite method
gives an at least as good lower bound for the inclusion function as the better of the
two earlier ones. We investigated the optimal choice of the center of the kite. The
existence and the properties of this optimal center is provided in detail in Theorem
6. Two important properties of the interval inclusion functions are the isotonicity
and the quadratic convergence. These properties hold for the kite method which
are proved in Theorems 7 and 8. The pruning effect makes it possible to eliminate
those parts of the search space which are guaranteed not to include global minimizer
points. Theorem 9 shows how the available information can be used to make the
pruning. Numerical studies were made on a large set of standard one dimensional
test functions to show that the implementation of the kite method in a branch-and-
bound type interval global optimization algorithm enables to solve the problems
with reduced computational effort.

The second part of Chapter 2 deals with the higher dimensional kite. A component-
wise extension was introduced which is based on the one dimensional case. Theorems
10 and 11 give the construction and the optimal choice of the center of the compo-
nentwise kite, respectively. Similar to the one dimensional case, the pruning effect
plays important role here. The formulas for the pruning were given in Theorem
12. Since the computation of the componentwise kite is quite expensive, a proposi-
tion was made to use it as an accelerating tool in the global optimization context.
Numerical comparisons with the traditional method and some recently proposed
methods were made on a large set of standard test functions. These test results
show that the usage of the componentwise kite is recommended, especially for the
hard to solve problems.
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In Chapter 3 a method for benchmarking complete global optimization solvers was
developed. This method enables us to test and compare different global optimization
solvers and to study their reliability. We discussed the preparation of the test
problems and how the timing method was chosen. An important part of the testing
process was to assure the correctness of the converters (to produce the different
input formats for the solvers). A ranking of more than 1000 global optimization
and constraint satisfaction test problems was made based on the benchmarking.
This list was made available online. A testing environment was implemented based
on the proposed methodology. The tables and figures can be obtained by using the
introduced environment. These reports help one to study the general behaviour of
the tested solvers. Finally, a short review on the benchmarking of some current
state-of-the-art solvers was given.

The last chapter deals with the structural attributes of optimal atom cluster prob-
lems defined by pair potential functions. The proposed methods are general in the
sense that only some properties are assumed for the pair potential function. Sec-
tion 4.2 introduces formulas for size dependent bounds on the minimal inter-particle
distances. These bounds are useful for relatively small clusters. In Section 4.3 size
independent bounds were given. Two methods were proposed and these are able to
derive linear lower bounds for the optimal energy level, too. For the first method,
Theorem 13 shows that the solution of a nonlinear system of equations leads to a
lower bound for the minimal interatomic distance. In the improved method a so-
lution of a nonlinear equation gives a much better bound. Finally, these methods
were applied for two well studied atomic cluster problems (Lennard-Jones and Morse
clusters) and explicit results were reported.



Irodalomjegyzék

A hivatkozédsok végén talalhaté szam az adott el6fordulas oldalszamat jelzi.

[1] R. S. Barr, B. L. Golden, J. P. Kelly, M. G. C. Resende, and W. R. Stewart.
Designing and reporting on computational experiments with heuristic methods.
Journal of Heuristics, 1:9-32, 1995. [46]

[2] E. Baumann. Optimal centered forms. BIT, 28:80-87, 1988. [12, 13]

[3] X. Blanc. Lower bounds for the interatomic distance in Lennard-Jones clusters.
Computational Optimization and Application, 29:5-12, 2004. [63, 67, 84, 86,
92]

[4] S. Bochner. Lectures on Fourier Integrals. Princeton University Press, 1959.
78, 91]

[5] BogoMips Mini-Howto. http://www.clifton.nl/bogomips.html [47]
[6] Cambridge Cluster Database. http://brian.ch.cam.ac.uk/CCD.html [84]

[7] L. G. Casado, I. Garcia, J. A. Martinez, and Ya. D. Sergeyev. New interval
analysis support functions using gradient information in a global minimization
algorithm. Journal of Global Optimization, 25:345-362, 2003. [1, 26, 31, 32, 43]

[8] COCONUT, COntinuous CONstraints Updating the Technology.
http://www.mat.univie.ac.at/ neum/glopt/coconut.html [45]

[9] The COCONUT Benchmark.
http://www.mat.univie.ac.at/ neum/glopt/coconut/Benchmark/ [53]

[10] H. Crowder, R. S. Dembo, and J. M. Mulvey. On reporting computational
experiments with mathematical software. ACM Transactions on Mathematical
Software, 5:193-203, 1979. [46]

[11] A. E. Csallner, T. Csendes, and M. Cs. Markét. Multisection in interval branch-
and-bound methods for global optimization I. Theoretical results. Journal of
Global Optimization, 16:371-392, 2000. [11]



98 Irodalomjegyzék

[12] T. Csendes. Automatikus differencidlds. Polygon, 6:33-41, 1996. [11]

[13] T. Csendes and D. Ratz. Subdivision direction selection in interval methods for
global optimization. SIAM Journal on Numerical Analysis, 34:922-938, 1997.
[11, 39]

[14] L. C. W. Dixon and G. P. Szegé. The global optimization problem: An in-
troduction. In Towards Global Optimization 2, pages 1-15. North-Holland,
Amsterdam, 1978. [47]

[15] E. D. Dolan and J. Moré. Benchmarking optimization software with perfor-
mance profiles. Mathematical Programming, 91:201-213, 2002. [46, 59]

[16] J. P. K. Doye, R. H. Leary, M. Locatelli, and F. Schoen. The global optimization
of Morse clusters by potential energy transformations. INFORMS Journal on
Computing, 2004. [88]

[17] R. Fourer, D. M. Gay, and B. W. Kernighan. AMPL: A Modeling Language
for Mathematical Programming. Duxbury Press, Brooks/Cole Publishing Com-
pany, 1993. [49]

[18] Frontline Systems. http://www.solver.com [55, 58]
[19] GAMS. http://www.gams.com [50]

[20] GAMS Solver descriptions, GAMS/OQNLP.
http://www.gams.com/solvers.htm#0QNLP [58]

[21] Global Library. http://www.gamsworld.org/global/globallib.htm [46]

[22] Global minimal energies and coordinates of the LJ clusters.
http://chinfo.ustc.edu.cn/chmm/pubmats/LI/ [84]

[23] GlobSol entry page. http://www.mscs.mu.edu/ globsol/ [55, 58]

[24] N.ILM. Gould, D. Orban, and Ph.L. Toint. CUTEr, a constrained and uncon-
strained testing environment, revisited.

http://cuter.rl.ac.uk/cuter-www/problems.html. [46]

[25] R. Hammer, M. Hocks, U. Kulisch, and D. Ratz. Numerical toolboz for verified
computing. I, volume 21. Springer-Verlag, Berlin, 1993. [11, 26]

[26] R. Hammer, M. Hocks, U. Kulisch, and D. Ratz. C++ Toolboz for Verified
Computing I. Springer-Verlag, Berlin, 1995. [26, 27, 40]

[27] E. Hansen. Global Optimization Using Interval Analysis. Marcel Decker, New
York, 1992. [11]

[28] LINDO Systems Inc. LINGO 9. http://www.lindo.com/lingom.html [58]



Irodalomjegyzék 99

[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]
[39]

E. Janka. A comparison of stochastic methods for global optimization.
http://www.mat.univie.ac.at/ vpk/math/gopt _eng.html [40]

R. B. Kearfott. Rigorous Global Search: Continuous Problems. Kluwer, Boston,
1996. [6, 7, 11]

R. Krawczyk and K. Nickel. Die zentrische Form in der Intervallarithmetik, ihre

quadratische Konvergenz und ihre Inklusionsisotonie. Computing, 28:117-137,
1982. [22]

J.-L.. Lagouanelle and G. Soubry. Optimal multisections in interval branch-
and-bound methods of global optimization. Journal of Global Optimization,
30:23-38, 2004. [21]

Y. Lebbah. ICOS (Interval COnstraint Solver).
http://www-sop.inria.fr/coprin/ylebbah/icos/ [58]

E. Lee and C. Mavroidis. Solving the geometric design problem for spatial
3R robot manipulators using polynomial homotopy continuation. Journal of
Mechanical Design, 124:652-661, 2002. [vi]

Linpack Benchmark Java Version.
http://www.netlib.org/benchmark/linpackjava/ [47]

M. Locatelli and F. Schoen. Fast global optimization of difficult Lennard-Jones
clusters. Computational Optimization and Applications, 21:55-70, 2002. [63]

M. Locatelli and F. Schoen. Minimal interatomic distance in Morse-clusters.
Journal of Global Optimization, 22:175-190, 2002. [63, 89, 90|

The Maplesoft Product Site. http://www.maplesoft.com [83]

C. Maranas and C. Floudas. A global optimization approach for Lennard-Jones
microclusters. Journal of Chemical Physics, 97:7667-7678, 1992. [63, 65, 81]

M. Cs. Markét, T. Csendes, and A. E. Csallner. Multisection in interval branch-
and-bound methods for global optimization. II. Numerical tests. Journal of
Global Optimization, 16:219-228, 2000. [11]

F. Messine and J.-L. Lagouanelle. Enclosure methods for multivariate differ-
entiable functions and application to global optimization. Journal of Universal
Computer Sciences, 4:589-603, 1998. [14, 33|

H. Mittelmann. Benchmarks.
http://plato.la.asu.edu/topics/benchm.html [46]

M. Mongeau, H. Karsenty, V. Rouzé, and J.-B. Hiriart-Urruty. Comparison of
public-domain software for black box global optimization. Optimization Meth-
ods and Software, 13:203-226, 2000. [46]



100 Irodalomjegyzék

[44] R. E. Moore. Interval Analysis. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1966. [8, 10]

[45] A. Neumaier. Interval Methods for Systems of Equations. Cambridge University
Press, Cambridge, 1990. [7, 8, 13]

[46] A. Neumaier. Molecular modeling of proteins and mathematical prediction of
protein structure. SIAM Review, 39:407-460, 1997. [61]

[47] A. Neumaier. Complete search in continuous global optimization and constraint
satisfaction. Acta Numerica, 13:271-369, 2004. [vi, 3]

[48] A. Neumaier, O. Shcherbina, W. Huyer, and T. Vinké. A comparison of com-
plete global optimization solvers. Mathematical Programming, 103:335-356,
2005. [45, 46]

[49] J. A. Martinez, L. G. Casado, I. Garcia, Ya. D. Sergeyev, and B. Téth. On an
efficient use of gradient information for accelerating interval global optimization
algorithms. Numerical Algorithms, 37:61-69, 2004. [43]

[50] J. A. Martinez, L. G. Casado, I. Garcia, and B. Téth. AMIGO: advanced mul-
tidimensional interval analysis global optimization algorithm. In C. A. Floudas
and P. M. Pardalos, editors, Frontiers in Global Optimization, pages 313-326,
Kluwer, Boston, 2004. [43]

[51] J. D. Pintér. Global Optimization in Action. Kluwer, Dordrecht, 1996. [58]

[52] H. Ratschek and J. Rokne. Computer Methods for the Range of Functions.
Horwood, Chichester, England, 1984. [9]

[53] D. Ratz. Automatische Ergebnisverifikation bei globalen Optimierungsproble-
men. PhD thesis, Universitat Karlsruhe, 1992. [38]

[54] D. Ratz. Automatic Slope Computation and its Application in Nonsmooth
Global Optimization. Shaker-Verlag, Aachen, 1998. [33]

[55] D. Ratz. A nonsmooth global optimization technique using slopes — the one
dimensional case. Journal of Global Optimization, 14:365-393, 1999. [8, 22]

[56] D. Ruelle. Statistical mechanics: Rigorous results. W. A. Benjamin, Inc., New
York-Amsterdam, 1969. [63, 78, 91]

[57] W. Schachinger, B. Addis, I. M. Bomze, and F. Schoen. New results for molec-
ular formation under pairwise potential minimization. Manuscript, submitted
for publication, 2005. [84, 90]

[58] H. Schichl and A. Neumaier. Interval analysis on directed acyclic graphs for
global optimization. Journal of Global Optimization, 33:541-562, 2005. [49]



Irodalomjegyzék 101

[59]

[64]

[65]

O. Shcherbina, A. Neumaier, D. Sam-Haroud, X.-H. Vu, and T.-V. Nguyen.
Benchmarking global optimization and constraint satisfaction codes. In

Ch. Bliek et al., editor, Global Optimization and Constraint Satisfaction, pages
211-222. Springer, Berlin, 2003. [46, 47]

S. Skelboe. Computation of rational interval functions. BIT, 14:87-95, 1974.
[10]

D. G. Sotiropoulos and T. N. Grapsa. Optimal centers in branch-and-prune
algorithms for global optimization. Applied Mathematics and Computation,
169:247-277, 2005. [31, 32]

M. Tawarmalani and N.V. Sahinidis. Global optimization of mixed-integer
nonlinear programs: A theoretical and computational study. Mathematical
Programming, 99:563-591, 2004. [58]

B. Téth and T. Csendes. Empirical investigation of the convergence speed
of inclusion functions in a global optimization context. Reliable Computing,
11:253-273, 2005. [9]

T. Vinké. Minimal inter-particle distance in atom clusters. Acta Cybernetica,
17:105-119, 2005. [61, 64, 67, 68, 69, 71, 72]

T. Vinko, J.-L. Lagouanelle, and T. Csendes. A new inclusion function for

optimization: Kite — the one dimensional case. Journal of Global Optimization,
30:435-456, 2004. [14, 15, 17, 21, 22, 26]

T. Vinko6 and A. Neumaier. Lower bounds for the optimization problems related
to atom clusters. In SCAN2004 Book of Abstracts, page 117, 2004. [92]

T. Vinkd and A. Neumaier. New bounds for atomic clusters. Kozlésre benyijtva,
2005. [61, 64, 65, 66, 67, 73, 74, 75, 76, 77, 84]

T. Vinké and D. Ratz. A multidimensional branch-and-prune method for in-
terval global optimization. Numerical Algorithms, 37:391-399, 2004. [33, 34,
35, 37]

Wolfram Research Inc. http://www.wolfram.com [83]

G. L. Xue. Minimum inter-particle distance at global minimizers of Lennard-
Jones clusters. Journal of Global Optimization, 11:83-90, 1997. [63, 67, 84, 86,
89

G. L. Xue. An O(n) time hierarchical tree algorithm for computing force field
in n-body simulations. Theoretical Computer Science, 197:157-169, 1998. [63]

G. L. Xue, R. S. Maier, and J. B. Rosen. Minimizing the Lennard-Jones poten-
tial function on a massively parallel computer. In ICS '92: Proceedings of the
6th International Conference on Supercomputing, pages 409-416. ACM Press,
1992. [63]



