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EGY NEMLINEARIS VEGYES-EGESZERTEKU OPTIMALIZALASI
FELADAT KULONFELE MODELLJEINEK KOMPARATIV ELEMZESE

DOBJANNE ANTAL ELVIRA ES VINKO TAMAS

Egy optimalizalasi feladat megoldasanak sebességét sokféle tényezs befolyasolhat-
ja, tobbek kozott az adott feladat mérete (beleértve a valtozok és a korlatok szamat
is), tipusa (linearis, egészértékd, stb.), a megoldé algoritmus, valamint a reprezentacio
modja (beleértve az alkalmazott adatstruktirakat és a matematikai modellt is). Jelen
tanulmanyt egy halézati folyam probléma matematikai modelljének felirasa kapcsan
felmeriils kérdések ihlették.

A cikkben azt vizsgaljuk, hogy egy konkrét, nagyméreti linearis és nemlinearis
vegyes-egészértéki programokat is magaban foglal6é optimalizalasi feladat megoldasa-
nak sebességét mennyiben befolyasolja kiilonféle modellezési technikédk alkalmazéasa.
Egy elosztott tartalommegoszté hélozat max-min méltanyos erdéforraselosztasanak
kiszamitasat célzé modell tizenkét valtozatat hasonlitjuk 6ssze egy kiterjedt numeri-
kus tesztelés soran, két professzionélis megoldo6 és huszonhét nagyméretii tesztfeladat
felhasznalasaval.

Reményeink szerint a kozolt eredmények tilmutatnak a konkrét problémén, és
arnyaltabb képet adnak mas hasonlé feladatok megértéséhez is.

1. Bevezetés

Elskép interneten torténd kozvetitésére szamos megoldas létezik. Amennyiben a skalaz-
hatosag kérdése folmeriil, gyakran az elosztott médon miik6ds modszerek adnak mindségi
valaszt. Egy ilyen lehetséges modszer a BitTorrent protokollon alapszik [4]. A BitTorrent
eredetileg egy tartalommegosztoé rendszer, amely elsGsorban nagymeéretti fajlok hatékony
hozzaférését segiti el [5, 8]. Kideriilt azonban, hogy a protokoll részleteinek megfelels
modositasaval lehetségiink van é16 kozvetitésre (live streaming), illetve video-on-demand
szolgaltatasok tamogatasara is [7, 6, 15, 13, 12].

Mig a hagyoményos tartalomletoltésnél a felhasznalok igénye elsGsorban a letoltés se-
bességére vonatkozik (minél gyorsabb, annal jobb), addig a letdltés kozbeni megtekintés
vagy meghallgatas jellegii szolgéaltatasoknél minden felhasznéléra a szamara elérhets leheté
legjobb minimalis letoltés sebességet kell garantalnunk. Jelen cikkben ez utobbi feladatra
fokuszalunk. A feladat, bizonyos feltételek kikotése mellett, megfogalmazhato egy specia-
lis szerkezetii grafon értelmezett nemlinearis vegyes-egészértéki optimalizalasi feladatként.
Ennek részletes leirasat az [1] cikkben talalhatjuk meg. Mivel a vizsgalt feladat megold4sa-
ra javasolt iteracios modszer szamos részletet és modellezési meggondolést tartalmaz, ezért
természetesen adodik a kérdés: vajon milyen tényezk befolyédsoljak a megoldéas sebessé-
gét? Jelen cikkben 0Osszegytjtottiik a lehetséges opcidkat, amelyeket részletes numerikus
vizsgalatoknak vetettiink ala. Bar a feladat specifikus, meggy6z&désiink, hogy az elvégzett
numerikus tesztek altal kapott eredmények &altalanosabb érvényt empirikus képet adnak
a hasonl6 tipusu problémak szamitogépes megoldasi lehetGségeire.

A kovetkezkben elGszor megadjuk a legfontosabb fogalmakat, valamint a hasznélt
halozati modellt (2. szakasz). Ezutan roviden ismertetjiik az [1] cikkben javasolt iteracios
modszert, tovabba a lehetséges algoritmus valtozatok egy bdséges listajat (3. szakasz). A
felhasznalt tesztesetek leirasat (4. szakasz) a numerikus eredmények diszkusszioja koveti
(5. szakasz).
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2. Max-min méltanyos eré6forras-elosztas problémaja

Ebben a fejezetben bevezetjiik a legsziikségesebb definiciokat, amelyek egyrészt meg-
adjak a vizsgalt feladat felhasznalési teriiletét, masrészt leirjak a vizsgalt optimalizalasi
algoritmus bemeneteként szolgald folyam halozatot.

Mint azt a bevezetSben emlitettiik, a vizsgalt feladat egy elosztott tartalommegoszto
rendszerben el6fordulé erdforras-elosztas problémakoréhez tartozik. Ez a rendszer a Bit-
Torrent. Jelen cikk szempontjabol nézve a rendszernek harom f6 komponense van: letéltck
(leecherek), megosztok (seederek) és a megosztott fajlok (ezeket gyakran torrenteknek is
nevezziik, amely valojaban a megosztott tartalom technikailag fontos jellemzsit leir6 meta
fajl, de az elnevezés nem lesz félreérthets). A BitTorrent a fajlokat darabokra osztja. Egy
adott fajlra nézve a feltolték halmaza azon felhasznalok, akik rendelkeznek a fajl Gsszes
darabjaval. Fontos szempont, hogy a let6lt6k is tudnak egymés kozoétt darabokat cserélni,
igy a letoltés kdzben egyben feltoltéként is szolgaljak a rendszer miikddését. Pontosan ez
az az Otlet, amit6l a BitTorrent rendkiviili modon jol skalazhato [5]. A tovabbiakban Bit-
Torrent kozdsség alatt felhasznalok (leecherek és seederek), valamint fajlok egy rogzitett
halmazat értjiik.

Capota és szerz6tarsai [3] nyoman egy BitTorrent kozosség aktualis allapotat — vagyis,
hogy egy adott idépillanatban ki kinek tolthet fel, milyen adatatviteli korlatok érvényesek,
stb. — egy specialis harmas graf reprezentacioval irhatjuk le. Ezt az iranyitott, stulyozott
harmas grafot G = ({U,L, D}, E, f,c) jeloli. A kozosség alapvets elemei a felhasznalok
halmaza (I) és a torrentek halmaza (7'). Minden ¢ € I felhasznalo rendelkezik p; feltoltési
kapacitassal és 9; letoltési kapacitassal, tovabba

U=A{w;|i €l}: a feltélté csicsok halmaza, ahol u; az i felhasznalo feltoltési (seeding
vagy leeching) potencialjat reprezentalja;

D ={d;|i€l}: a letdltd csicsok halmaza, ahol d; az i felhasznalo letoltési (leeching)
potencialjat reprezentalja;

L={ll|liel, teT}: aleeching csicsok halmaza, ahol az I} (4.n. leeching session) 1é-
tezése azt jeloli, hogy az ¢ felhasznal6é éppen leech-eli, letolti a t torrentet;

E: az élek halmaza; F = Ey U Ep, ahol Ey = Uw,t(ui,l;) a feltoltd élek halmaza, és
Ep =U; (1%, d;) a letdltd élek halmaza;

c:UULUD — N: a kapacitds fligguény, amely a résztvevik savszélesség-korlatait repre-
zentélja :
c(ui) = s, e(d) = &, e(lj) = oo;

f:E = RT: a folyam fiigguény, a kiosztott savszélességet reprezentalja azokon az éleken,
amelyek kielégitik a folyam-megmaraddsi tulajdonsdgot:

> fluilh) = fhd) (VIS € L),

u, €U

valamint a kapacitds korldtokat:

Zf(%J;) < V(“iJ?) € Ly,
[2%]

2. d) <6 V(15 d;) € Ep.
t
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Célunk minden (l;-,dj) € Ep élre a max-min méltdnyos erdforrds-elosztds meghataro-
zésa, vagyis minden egyes letolts élre a lehetd legnagyobb folyam kiszamitasa, figyelembe
véve, hogy egy letolts élen csak akkor novelhetd a folyam értéke, ha egy tdéle nagyobb
folyammal rendelkezd letoltd élen csokkentjiik azt. Ez tulajdonképpen a Pareto-optimalis
eréforras-elosztés egy rokon feladata [14]. A formalis definicié megtalalhato pl. [3] és [14]
cikkekben.

3. A probléma megoldasa; modell-atirasi lehet&ségek

A max-min méltanyos eréforras-elosztas kiszamitasat célzo algoritmus kiindulési alak-
jat az 1. algoritmus tartalmazza. A korabbi cikkiinkben [1] bemutatott megoldas tulaj-
donképpen Radunovié és Le Boudec altalanos max-min programozasi algoritmuséanak [14]
a feladatra adaptalt valtozata. A letoltési élek max-min méltanyos folyamait iterativ mo-
don szamitjuk: minden iteraciéban a legkisebb, még nem rogzitett folyammal rendelkezs
letolts élekre allapitjuk meg a minden korlatot kielégits legnagyobb folyam értékét. A hal-
mazokat nagy bettikkel, az optimalizalasi feladatok doéntési valtozoit kis bettikkel, mig a
paramétereket (a rogzitett értékkel bird valtozokkal egyetemben) gorog bettikkel jeloljiik.

Az 1. algoritmusnak természetesen sokféle variacidja képzelhetd el, a megvaldsitas soran
érdemes lehet kiilonféle modellezési ,triikkdket” alkalmazni. Korabbi cikkiink munkalatai
kézben mi magunk is tobbféle valtoztatéast eszkozoltiink a hatékonysag névelése érdekében,
azonban az egyes valtoztatasok hasznossaganak igazolasara akkor nem keriilhetett sor. A
kovetkezGkben szambavessziik az altalunk javasolt modositasokat, az 5. szakaszban pedig
elemezziik az ezen modositasok kombinaciéibol el6alldo modell-valtozatok hatékonysagat a
futési id6 és az elért optimum érték tekintetében.

3.1. Egy redundans korlat hozzaadasa

Az 1. algoritmus 4. lépésében szerepld mMMél) jelzésii LP feladathoz hozzaadhatjuk a
kovetkezs korlatot:

k> ¢. (3)

Antal és Vinko [1] 3. lemmaja alapjan a (3) korlat redundéns, és csak az els6 iteracioban
aktiv, mivel az (1) jelzésd célfiiggvény és a 7. fixalo lépés egylittesen kikényszeriti, hogy
ft > fr—1 minden k iteraciora. Ugyanakkor benyomasunk szerint az LP megoldénak
jelentss segitség, ha ez a fix also korlat is szerepel a feladatban.

3.2. Bilinearis vegyes-egészértéki feladat McCormick-atirasa

Az 1. algoritmus 6. 1épésében szerepld mMMéz) jelzésii bilinearis programozasi feladat
helyettesithetd a McCormick-atirasaval [11]. Ez az atiras egy ekvivalens vegyes-egészértéki
linearis programozasi (MILP) feladatot eredményez, amelyben a bilinearis kifejezések he-
lyére 1j, folytonos valtozokat vezetiink be:

p; = f(lgad.]) ' Z‘;,
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1. algoritmus. mMaxMin

. Alsé korlat szamitasa a folyam értékekre. MMy megoldasa:
max f,
£h. f(I%,d;) > f v(14,d;) € Ep.
A minimalis folyam érték eltarolasa. Legyen ¢ := f.
. Maximalis atvitel szamitasa. Az MMyj.xrlow -val jelolt LP feladat megoldasa:
max  »  f(l5,dy),
(1t,d;)€ED
f£h. f(l5,dj) > ¢ v(l5,d;) € Ep.
Optimum eltarolasa. Legyen o := z(l;,dj)eED f(l;7 dj).
- Inicializalas. Legyen F := 0, k:= 1, E1 := Ep, ¥(l},d;) € Ep : £, := 0,¢0 = 0.

. LP megoldas (max-min folyam érték kiszamitasa). Az mM]\Jil) -gyel jelolt LP feladat
megoldéasa:

max fk’ (1)
£ho > flhdp+ Y > (1-e-0
(1t,d;)EEy, (1t,d;)€(Ep\Ey)
F(sdy) > fr v(%,dj) € Ey.

Optimum eltarolasa. Legyen ¢ := f.
. El6megoldas (max-min folyammal rendelkezé élek kivalasztasa).
e(di) =X qt apyeEp\Ex) b

= at d _
By, =9 (5, dj) € By deg(dy) =%k,

x§ =0, V(l;,dj) € B, .
Ha |Ey,| # 0, ugras a 7. lépésre.
. MINLP megoldas (max-min folyammal rendelkezé élek kivalasztasa). Az mMM,(f)—vel
jelolt vegyes-egészértékd bilinearis programozasi feladat megoldasa:

max g xé ,

(1%,dj)E By
£h. > fhdy)al+er D> (1—ah)+ > t=1-¢-on (2
(l;vdj)EEk (l;adj)eEk: (lzvdj)E(ED\Ek)
f%,dj) > ¢ V(15,dj) € Ex,
F(lsdy) > ¢ @t V(1%,d;) € Ex,

¢
ahol % € {0, 1}.

. Fixalas (kivalasztott éleken folyam rogzitése). A ¢p-ra vonatkozd aktiv korlatok kikeresése,
és a kapcsolodo letolts éleken a folyam értékek rogzitése:

@y = {(1%,d;) € By, | 2 =0},

0 := ¢, V(I%,d;) € By, ahol z =0,
F:=FU®,, FEg;1:= Ek\CI)k.
. Megallasi feltétel. Ha F' = Ep, megallunk. Kiilonben k := k 4+ 1 és ugras a 4. 1épésre.
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ahol V(I%,d;) € Ey, : pb € R, tovabba z% € {0, 1}. Az mMM,? feladat McCormick-tirdsa
tehat a kovetkezs:

(15,4, € By
the > phte Y A=)+ > l=(1-e-o0 (4)
(I5,d;)EEx (I5,d;)EEx (15,d;)E(ED\Ek)
fl5,dj) > ¢ v(1%, dj) € Ey,
F(5,dy) > ¢y, V(I%,d;) € By,
min (4, x?, f(l§-7dj)) > pé- V(l§-7dj) € Ey,
(5)
max (0, f(15,d;) —&; (1 — %)) < p} V(15,d;) € Ex,
(6)

vagyis az eredeti (2) jelzést korlatot lecseréljiik (4)-re, és kiegészitjiik a feladatot (5) és
(6) korlatokkal.

Habar a probléma dimenziéja né az atiras folytan, egy egzakt korlatozas-és-szétvalasztas
tipustt megoldé alkalmazhato az el6allo MILP globalis optimuménak megtalalasara [2].

A kovetkezSkben az algoritmus 6. 1épésében szereplé MINLP, ill. MILP feladatokra
gytjténéven MIP-ként fogunk hivatkozni.

3.3. Kezdéérték-adas a binaris valtozokra

Az mMMg) optimalis megoldasa leképezhets mMMf) egy fizibilis megoldéaséara. Legyen

f(Q)(lt ) _ fkl)(lt )
és
o1 ha f008dy) > oy 6s (1, dy) € By,
0 ha fkl)(lt dj) = ¢y, és (b, d;) € Ey,.
Itt f(y)(lt dj) a kapcsolodo f(1%,d;) folyam értekeket jeldli az mMMéy) egy fizibilis meg-

oldasaban. Az mMMEf) feladat megoldasa soran segitséget jelenthet a binaris valtozokra
vonatkoz6 kezdéértékek explicit megadasa.

3.4. Kezdgérték-adas a McCormick-atirds mesterséges valtozoira

Az mMMf) McCormick-atirasanak kezddértéke csakugyan elgallithatod mMMgf) kez-
d6értékebol. Ehhez mMM kezdsértékét bovitsiik a p valtozokra vonatkozo értékekkel:

o JAPatdy) haat =16s (I, d;) € By,
b 0 ha ot = 0 és (It,d;) € Ej.
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1. abra. Vizsgdlt modellek dttekintése

Modell 3.1 32 33 34 35

ref . . . . °
1 ° . . .

2 . . .

3 ° °

4 .

5

6 °

7 . .

8 . ° °
9 . °
10 . .
11 .

3.5. Elémegoldés, avagy folyamok rogzitése a folyam-megmaradésra
hivatkozva

Az 1. algoritmus 5. lépése egy, az AMPL eldmegolddjaban is megvaldsitott standard
LP elémegoldo technika [9, 10]. Az

c(d;) *Z(m d;)E(Ep\E )gt‘
Ekf ::{(l;,dj)EEk i DAk J:(bk

degy, (d;)

halmaz azokat a letolts éleket tartalmazza, amelyekre a kapcsolodo f (l;, d;) folyam érté-
kek egyértelmtien kiszamithatdak a halozat folyam-megmaradasi tulajdonsiga alapjan. A
fenti kifejezésben deg,, (d;) a d; cstcs azon bemend éleinek szamat jel6li, amelyeken a k.
iterdcidban még nincs rogzitett folyam.

Pontosabban, Ej, minden elemére rogzithets a ¢ folyam érték az algoritmus k. ite-
raciojanak 7. 1épésében, méghozza a 6. 1lépésben szerepls MIP megoldasatol fiiggetleniil.
Ennek megfelelGen az elémegoldast tartalmazo modellekben kimarad a MIP megoldasa,
amennyiben Ej, # () valamely k. iterdcioban.

Ha lenne olyan letolts él, amelyre ¢y, értéki folyamot kellene rogziteni, de az elémegol-
d6 ezt nem tudja megallapitani, gy a kovetkezd iteracidban ¢py1 értéke meg fog egyezni
¢r-val és a MIP megoldasra keriil. Legrosszabb esetben az iteraciok szdémanak duplézasa-
val is jarhat ez a megoldés, azonban az altalunk tesztelt esetekben az iteraciok jelentss
részében minden sziikséges fixalas megtortént az elémegoldasi fazisban, és csak az esetek
toredékében volt sziikség a MIP megoldasara.

3.6. Modell-valtozatok

A fent bemutatott modositasi javaslatok kombinécioibol Osszesen tizenketté modell-
valtozatot készitettiink, hogy a médositasok hasznossigét kiilon-kiilon, ill. egyiittesen ele-
mezni tudjuk (eredmények az 5. szakaszban). Az 1. tablazat Gsszefoglalja, hogy melyik
modell melyik korabbi alszakasz(ok)ban bemutatott modositast tartalmazza. Referencia-
ként (ref) a korabban publikalt matematikai modell [1] szolgalt, amely minden modositast
tartalmazott, a tobbi modellt szamokkal jeloltiik.
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4. Tesztesetek

Ahhoz, hogy a kiilonb6z6 algoritmus varidnsokkal numerikus hatékonyséagi vizsgélato-
kat készithessiink, szamos mesterségesen generalt halozatot készitettiink. Ebben a szakasz-
ban ezen teszthélozatok elallitasanak modszereit kdzoljiik.

AlapvetSen harom, lényegileg kiilonb6z6 tipusa hélézatot gyartottunk, amelyek a ko-
vetkezdk:

talkereslet: ebben az esetben a kozOsségben elérhets fajlok egy részét sokkal tébben
akarjak letolteni, mint amennyien a teljes tartalommal rendelkeznek. A BitTorrent
fogalmai szerint tehat ilyenkor nagyon sok letolté és ehhez képes nagyon kevés meg-
oszt6 van jelen. A halozatokat ugy gyartottuk, hogy a fajlok véletlenszertien va-
lasztott 10%-aban legyen tulkereslet. Konkrétan a felhasznalok fele letoltSként van
jelen a kivélasztott tiz szdzalékban. Megjegyezziik, hogy ezek a felhasznalok emellett
letoltként vagy feltoltéként részt vehetnek mas fajlokban is. Az ilyen allapot altala-
ban akkor fordul el§ valos BitTorrent kozosségekben, amikor megjelennek rendkiviil
népszerd tartalmak, amire hirtelen nagyon sokan kivancsiak.

egyenletes: itt minden fajlra teljesiil egyfajta egyensily, nagyjabol ugyanannyi a letolts,
mint a feltolts.

talkinalat: itt pedig a kozOsségben elérhets fajlokat sokkal tobben kinéljak letoltésre,
mint amennyien azt ténylegesen le is toltik éppen. Tehat t6bb megosztd van, mint
letolts. Erdekes modon valés BitTorrent kozosségekben ez az allapot az, amely a leg-
tobbszor el6fordul. Ennek részben az a magyarazata, hogy az ilyen kozosségekben a
rogzitett szabalyok egyike &ltalaban elGir bizonyos id6tartamig torténé rendelkezésre
allast (seedelést), vagy pedig azt, hogy a letoltott mennyiség valamely részét fel kell
tolteni a rendszerbe. Ez utobbi hosszas id6t vehet igénybe abban az esetben, ha a
fajlra méar csak csekély az érdeklédés.

Tipusonként 9 teszthalozatot gyartottunk, amelyekben a felhasznélok szama 100, 300 és
500 volt, mig a torrentek szédma rendre 50, 100 és 200. Ami a savszélességeket illeti (amely
a folyam halozatban az élek kapacitasat jelenti), mindegyik héalozatban véletlenszerten
valasztottunk értékeket, egyenletes eloszlassal, mégpedig a feltolts élekre a [128,2048)
intervallumbél, mig a letolts élekre az [512,4096] intervallumbol. A grafok méretét az
1. tablazatba foglaltuk 6ssze. Vegyiik észre, hogy minden grafban a pontok szama jelents-
sen t6bb, mint a felhasznéalok és torrentek szama. Ennek a magyarazata, hogy bemenetként
nem paros grafot kell megadnunk, hanem a 2. fejezetben emlitett harmas grafot, amelyben
elsgsorban a koztes (L halmazba tartozo) csticsok szdma lesz magas.

A valos BitTorrent kozosségekbdl szarmaztathato grafok az itt vizsgaltaknal joval na-
gyobb méretiiek, ugyanakkor nem feltétleniil reprezentélnak olyan eseteket, amelyeket itt
vizsgaltunk. A kisebb méret tovabbéa lehetévé teszi, hogy kivarhato idén beliil legyen meg-
oldasunk.

5. Eredmények

5.1. Tesztkornyezet leirasa

A halozat Osszetételének, valamint a megoldas soran alkalmazott matematikai modell-
nek a megoldo (solver) program hatékonysagéara gyakorolt hatasat szerettiik volna meg-
allapitani, ezért kiterjedt numerikus tesztelést végeztiink. A 4. szakaszban bemutatott ti-
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1. tablazat. A teszteléshez haszndlt grifok csucsainak szdma (n) és éleinek szama (m)

egyenletes tulkereslet talkinalat
user-torrent n m n m n m
100-50 653 10447 307 3850 827 24229
100-100 1172 21734 513 8111 1561 48 872
100-200 2135 40206 919 16 201 2992 99 686
300-50 3279 255412 963 37082 2571 218375
300-100 5837 523330 1603 75338 4664 433011
300-200 10748 1015084 2710 142701 14782 2407987
500-50 1913 85316 1597 101097 4252 598 766
500-100 3395 175709 2626 204077 7827 1203877
500-200 6376 357693 4690 411916 14818 2417266

zenkettd modell-vdltozat, a 4. szakasz huszonhét tesztesete és kettd professziondlis megoldo
minden lehetséges kombinécidjara hdrom futtatdst végeztiink.

Az algoritmus-variansok AMPL nyelven voltak kédolva. A Gurobi és a MOSEK sol-
vert vettiik géresd ala, mivel ez a két altalanos nemlineédris megoldo allt rendelkezésiinkre,
amelyek a szoban forgd modellek optimalizalasi feladatait kivarhat6 idén belil meg tud-
tak oldani. Mindkét megoldot az alapértelmezett paraméterekkel miikodtettiik. A tesztek
egy 24 magos Intel Xeon 2,27 GHz-es szamitogépen futottak, ahol 24 GB memoria allt
rendelkezésre.

5.2. Gurobi

A 2-4. tablazatok a Gurobi megoldéval elért atlagos futasi idSket mutatjak a kiilon-
bo6z6 feladat-osztalyokra. Megjegyezziik, hogy bizonyos modell-teszteset—megold6 kombi-
naciokra, valoszintleg a feladat bonyolultsagabol adodd nagy tarigény miatt, mindharom
futtataskor szegmentaléasi hibaval allt le az AMPL. Ezeket az eseteket ,n.a.” jeloli a tabla-
zatokban.

A megértés segitésére minden tovabbi tablazatra vetitettiink egy, az adatokbol késziilt
hétérképet is, a kovetkez§ szinskala alapjan:

0 50 500 5000 50000 500 000

Tovabba minden oszlopban alahtizéssal jeloltiik a minimumot.

Mindenekel6tt szembedtls, hogy a halozat felépitése rendkiviili mértékben befolyasolja
a megoldd sebességét. Az egyenletes tipust halozatokra lehetett a leggyorsabban kiszami-
tani a max-min méltanyos eréforras-elosztést, a futési idg atlaga itt 475 méasodperc volt. A
tulkeresletet mutaté halézatokban az atlagos futéasi id6 egy nagysagrenddel nagyobb, 5 380
masodperc volt, mig a tulkinalatot mutatoé héalozatokon dolgozott legtovabb a megoldo,
atlagosan ismét egy nagysagrenddel tovabb, 41 940 masodpercig.

Mindhéarom tipust halozatban a 3.5. alszakasz elémegolddjat megualdsito 6t algoritmus
varians (a referencia, és a 8-11.) produkalta a legrovidebb atlagos futési idéket, a 8. és 10.
varians hasonl6 idével a két leggyorsabb volt. A referencia algoritmus atlagosan 58%-kal
gyorsabban futott, mint a 3. szakaszban bemutatott modositasokat nélkiil6z6 5. varians,
habar egyetlen esetben 16%-kal lassabb volt annal (az 500 felhasznalot és 200 torrentet
tartalmazo példan a tulkinalatos teszthalmazban). Osszevetve a referencia algoritmust az
1. varianssal, tovabbé a 8. és 7., 9. és 6., 10. és 4., valamint a 11. és 5. variansok futasi idejét,
az elémegoldo beépitése 32-88%-kal (atlagosan 61%-kal) gyorsitotta meg a végrehajtast.
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2. abra. Futdsi idd dtlaga Gurobi megolddval a tilkeresletet mutatd hdldzatokra (mdsodperc)

S (=] [=] (=] S =)
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[} [} (=] (=] o o o [} e}

o (o] =] [=] [=] (=] (=] (=] (=)

™ ™ - 7] 0N 7] 0 0 0

ref 10,07 18,19 4594 32574 673,29 1646,35 1571,61 4156,12 10037,23
1 2470 52,59 163,54 100558 2893,92 10131,24 6372,63 22021,62 | 74 968,79
2 2428 57,54 178,90 1032,78 na.  11193,77 6662,24 24129,19 = 81453,34
3 2437 5531 171,21 1014,39 na. 11223,16 6696,87 26537,26 n.a.
4 19,95 3452 106,72 637,97 1550,51 440624 341754  9616,70 24960,11
5 1940 36,94 119,00 624,85 1611,28 488442 354483 981269 2671523
6 1925 36,23 109,95 599,36 1982,60 6648,88 3290,78 847957 22512,50
7 16,08 27,04 90,44 574,74 1880,20  6200,34 3089,95 7892,06 20627,51
8 8,68 14,76 42,13 304,23 696,97 185449 1626,95 4081,75 10172,45
9 9,15 17,78 59,14 34847 78558 222894 1699,07 4561,72 12356,00
10 9,23 14,57 52,28 302,890 699,93  1849,76 162243  4074,37 10322,80
11 924 19,13 6544 353,52 76538  2287,31 178571 458257 12446,04

Az 1-3. algoritmus-varidnsok minden tesztesetre a leglassabbnak bizonyultak, a 2. és 3.
varians tobb esetben szegmentaléasi hibaval allt le. Az 1. varians az 5.-hez képest atlagosan
59%-kal lassabban futott, a referencidhoz viszonyitva tehat atlagosan tobb, mint négyszeres
futasi id6t igényelt. Ugyanakkor a 8. varians a referencidhoz viszonyitva atlagosan 4%-kal
révidebb futési id6ket produkalt. Megallapithato tehat, hogy a 3.2. alszakaszban bemuta-
tott McCormick-dtirds alkalmazéasa az elémegoldas nélkiil jelentGsen, de az el6megoldéssal
egyiitt is kismértékben bonyolitja a feladatot.

A 8.4. alszakaszban felvdzolt kezddérték-adds, az 1. és 2. varians eredményeire alapozva,
az esetek 84%-aban javitott a futasi idon, atlagosan 6%-kal.

A 8.38. alszakasz kezddérték-addsa, a 2. és 3. varians Osszevetése alapjan a McCormick-
atirassal kombinalva tizenegy esetben, vagyis az Osszevethets esetek 50%-aban lassitott
némileg a megoldason. Ugyanakkor az 5. és 6. varians alapjan, tehat csupan a kezdGérték-
adas hatasat vizsgalva kedvezdbb a helyzet: az esetek 89%-aban gyorsabb volt a 6. varians,
atlagosan 6%-kal. Ugy titinik tovabba, hogy a halozat tipusatol fiigg a javulas nagysaga:
mig a tulkeresletet mutato példakban 1%-os lassulast eredményezett a kezdGérték-adas, az
egyenletes halozatokban 6%-kal gyorsabb, mig a tulkinilatot mutato halozatokban 12%-
kal gyorsabb volt a 6. varians. A 4. és 7., 10. és 8., valamint 11. és 9. varidnsok futasi idejét
is Osszehasonlitva, a 3.3. alszakasz kezdGérték-adasat implementalé modellek atlagosan
mintegy 3%-kal voltak gyorsabbak a kezdéérték-adast mell6z6, minden egyéb tekintetben
megegyezd varidnsoknal.

A 3.1. alszakaszban bemutatott redunddns korldt hozzdaddsa a 4. és 5. varidns Ossze-
hasonlitasaban 7 esetet leszamitva segit a Gurobinak, atlagosan mintegy 4%-kal futott
gyorsabban a 4. varidns. Ebben a tekintetben azonban igen nagy a szoras, a legjobb eset-
ben 30%-kal is gyorsabb volt a 4. varians, a legrosszabb esetben azonban 13%-kal lassabb.
A 10. és 11. varians az el6megolddt is implementalja, ebben a kontextusban nagyobb hasz-
not hozott a plusz korlat: atlagosan 9%-kal gyorsabban futott a 10. varians. A 6. és 7.,
valamint a 8. és 9. varianst is figyelembe véve atlagosan 6%-os javulast eredményez a fu-
tasi idG tekintetében a 3.1. alszakaszban targyalt modositas. Erdemes megfigyelni, hogy
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130,11 238,36 520,75 567,47  1281,63  3038,54
125,07 264,64 623,30 657,11 136529  3352,50
4,44 9,52 20,73 136,39 254,63 618,02 654,93 130340 335522
3,40 6,87 14,39 103,26 199,23 492,47 449,93 141148  2837,84
6,88 14,69 101,57 201,26 707,21 454,40  1241,90  2699,43
3,07 6,72 15,03 93,24 200,98 590,48 449,03  1179,65  2359,24
3,03 6,61 15,03 98,02 198,27 590,40 442,46  1096,27  2488,53
1,55 3,26 7,83 50,19 107,44 230,83 217,54 750,42  1315,50
1,59 3,14 7,83 46,81 106,70 258,43 220,95 506,30  1125,56
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az egyenletes kinalatot mutatéd grafokra csak kis mértékid javulast, ill. bizonyos esetekben
lassulast eredményez ez a modositas.

A megoldas mindGségét tekintve nem volt jelentds kiilonbség az egyes algoritmus-varidnsok
kozott. A tobbszori futtatas eredményei is identikusak voltak, csak a futéasi idsk kiilonboz-
tek.

A futéasi idok variacios koefficienseit mutatja az 5-7. tablazat. A variacios koefficiens
tulajdonképpen az atlaggal normalt szoras szazalékos forméja. A tesztesetek eltéré mérete
miatt a szordst ebben az esetben nincs értelme dsszehasonlitani. A Gurobi altal igényelt
futasi idsk atlagos variacios koefficiense mintegy 19% volt a teljes adathalmazra.

5.3. MOSEK

A 8-10. tablazatok a MOSEK megoldoval elért atlagos futasi idéket mutatjak. A Guro-
bival osszehasonlitva ez a megoldo6 az esetek 65%-daban lassabb volt: a tulkeresletet mutato
halozatokra atlagosan 56%-kal, az egyenletes keresletet mutaté halézatokra 151%-kal, mig
a tulkinalatot mutato halozatokra atlagosan 20%-kal tobb id6t igényelt, mint a Gurobi.

A halozat felépitésétdl itt is nagy mértékben fiiggétt a megoldd sebessége. Az ara-
nyok a Gurobihoz hasonloak voltak: az egyenletes tipust halozatok max-min méltanyos
eréforras-elosztasat atlagosan 884 masodperc alatt lehetett kiszamitani, a tulkeresletet
mutato hélozatokra ugyanez 3 966 masodpercig tartott, a tilkinalatot mutaté halézatokra
pedig atlagosan 34 649 méasodpercig.

Erdekes, hogy a 4-7. algoritmus-variansok produkaltak a leggyorsabb futasi iddket,
ugyanakkor a MOSEK ezekre a modellekre jelent&sen eltér$ optimumot talalt mind a ha-
rom teszthalmazban, mint a Gurobi. A t6bbi esetben nem volt jelent&s eltérés a kiilonb6z6
variansok &altal talalt optimumban. Felmeriil a kérdés, hogy egyaltalan itt mir6l is van szo.
Az algoritmus végeredményként egy valos szamokbol 4llo vektort ad meg, amelynek hossza
megegyezik az Ep letolts élek halmazanak méretével. Mivel a hasznalt programok lebe-
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4. dbra. Futdsi idd dtlaga Gurobi megolddval a tilkindlatot mutats hdldzatokra (mdsodperc)
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ref 44,62 99,71 394,93 1767,19 3602,11
1 164,46 437,85 1816,25 11773,90 23278,35 ELLENIIICR) 393 350,03
2 203,01 410,63 1885,52 11005,87 W 369862,33 400560,57
3 204,05 417,74 1743,20 11535,95 n.a.
4 13354 281,15 1359,30 6527,94 19146,21 41315,39
5 133,68 332,27 1596,19 7481,82 20126,71 43926,90
6 118,68 312,86 1350,50 6805,64 18939,62 39201,74
7 87,75 321,38 138552 6197,48 17703,81 38955,36
8 52,84 8587 406,71 1741,15 3756,55 30590,76 7767,45 17273,40 2817877
9 59,06 125,65 516,26 184290 4019,89 34418,82 853570 1916541 34922,32
10 57,75 109,89 375,08 1981,35 4090,36 2954593 8203,24 16128,15 27372,15
11 60,25 124,50 454,04 2064,10 4357,51 = 37142,15 9126,37 18057,12 35088,72

gépontos miiveleteket végeznek, ezért kerekitési hiba eléfordulhat, amely befolyasolhatja
a végeredményt. Jelen esetben pontosan ezt tapasztaltuk, tehat a két megoldo a kerekitési
hibakra kiilénbozéképpen érzékeny.

A Gurobihoz hasonléan itt is az 1-3. algoritmus-varidnsok voltak a leglassabbak, mind-
harom produkalt szegmentélasi hibat is a legnagyobb feladatokon.

A 8.4. alszakasz kezddérték-addsa, a 3.3. alszakasz kezddérték-addsa, és a 3.1. alszakasz
redunddns korldtja atlagosan mintegy 4%, 3%, ill. 5% lassulast eredményezett a MOSEK
megoldéval kombinalva.

A referencia atlagosan 65%-kal gyorsabban futott, mint az 1. algoritmus-varians, raada-
sul ebben az dsszehasonlitasban (tehat a McCormick-atirassal kombinalva) minden esetben
t6bb, mint 50%-o0s gyorsulast eredményezett a 3.5. alszakasz elémegolddja. Ugyanakkor a
8-11. algoritmus-varidnsokat az el6megold6t nem implementald parjaikkal dsszehasonlitva
atlagosan 67%-os lassulast tapasztaltunk a MOSEK esetében.

A futési id6k variacios koefficienseit a 11-13. tablazat tartalmazza. A MOSEK altal
igényelt futasi idok atlagos variacios koefficiense a Gurobitol nagyobb, atlagosan 30% volt
a teljes adathalmazra.

5.4. Konkluzio

A 14. tablazat tartalmazza egy-egy algoritmus-varidns atlagos futéasi idejét az egyes
teszthalmazokra. A 300 felhasznéalot és 100 ill. 200 torrentet, tovabba az 500 felhasznalot
és 100, ill. 200 torrentet tartalmazoé teszteseteket mell6ztiik az atlagszamités soran, hogy
a szegmentalasi hiba miatt hidnyz6 adatok (1d. az 5.2. alfejezet eleje) ne torzitsdk az
eredményt.

A cikkben ko6zolt tesztek eredményei alapjan a kovetkezd tanulsadgokat vonhatjuk le:

e A halozat felépitésétdl rendkiviili mértékben fiigg a megold6 sebessége. Az egyen-
letes tipust halozatokra a leggyorsabb, a tulkinalatot mutaté héaldézatokra pedig a
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5. abra. Futdsi idd varidcios koefficiense Gurobi megolddval a tilkeresletet mutatd hdléza-
tokra (szdzalék)
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ref 37,03 33,80 18,61 27,12 20,64 25,82 18,35 23,75 22,83

1 3434 37,36 16,41 21,98 20,05 21,80 17,62 20,01 25,10

2 27,51 40,27 18,49 21,23 n.a. 23,50 20,42 22,06 26,76

3 25,44 33,19 13,69 21,14 n.a. 19,76 21,31 21,88 n.a.

4 3566 30,57 34,26 22,45 26,29 20,16 20,74 22,31 23,46

5 35,38 26,25 32,78 19,59 22,42 22,45 21,55 21,47 22,68

6 3745 27,75 28,32 20,41 26,28 17,84 22,44 22,52 21,89

7 1444 1,34 21,07 20,94 23,22 17,96 20,95 23,24 22,52

8 18,46 4,78 2,70 22,50 25,10 21,53 22,45 22,38 22,57

9 20,80 5,30 17,75 25,92 27,02 21,58 19,57 21,48 22,57

10 2947 1,15 36,84 21,31 27,73 21,35 22,01 21,49 22,81

11 27,70 12,88 34,04 25,58 24,55 23,15 22,32 21,50 22,78
leglassabb kiszamitani a max-min méltanyos eréforraselosztast. A sebesség nagyja-
bol aranyos az alkalmazott speciélis harmas graf reprezentacié cstucsainak és éleinek
a szamaval.

e A Gurobi altalaban gyorsabban oldotta meg a feladatot, és kevésbé volt érzékeny a
kerekitési hibakra, mint a MOSEK. Ugyanakkor a Gurobi tobb tesztesetre produkalt
szegmentélasi hibat.

e A Gurobi kedvez&bben reagalt a cikkben szereplé modell-atirasokra.

e A fix also korlat hozzaadasa az alkalmazott megoldotol és a feladat tipusatol fliggGen
eltérs hatéast gyakorolt, az Osszes teszt atlagdban +0,66% javulast eredményezett a
megoldas sebességében.

e A McCormick-atiras alkalmazéasa minden esetben lassitotta a megoldast. Ez meg-
lep6 és egyben pozitiv eredmény, amellyel kimutattuk, hogy a tesztelt megoldok
kénnyebben boldogultak a kisebb meéretdi nemlinearis feladattal, mint a nagyobb
méreti linearis valtozattal.

e A binéaris valtozokra vonatkozo kezdGérték-adas hatasa az alkalmazott megoldotol és
a feladat tipusatol fliggéen valtozott, az Osszes teszt atlagaban elenyészs, mindossze
+0,06% volt.

e A mesterséges valtozokra vonatkozo kezddérték-adas hatasa az alkalmazott megol-
dotol és a feladat tipusatol fliggéen valtozott, az Osszes teszt atlagaban +1,01% volt.

e A cikkben szerepld modell-atirdsok koziil az elémegoldd hatasa a legkedvezGbb, az
Osszes teszt atlagaban +9,75% javulast eredményezett.

e Nem volt olyan algoritmus-varians, amely minden teszthalmaz esetén egyértelmiien

a legjobb lett volna, még azonos megold6 esetében sem.
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6. abra. Futdsi idd varidcios koefficiense Gurobi megolddval az egyenletes keresletet mutato
hdlézatokra (szdzalék)

o (=] (=] (=] (] o

(=} o o o o o o o =)

0 L N 0 ™~ N 0 L N

) =) ) ) ) =) =) =) )

o o [=] [=] [=] (=] (=] o o

™ ™ i 7] 7] 7] 0 0 0

ref 17,45 23,02 6,03 28,77 13,98 8,29 12,43 13,99 23,03
1 238 16,00 12,12 35,90 3,83 5,72 19,80 18,73 11,56
2 21,91 2319 14,36 19,28 11,32 8,95 32,06 11,79 10,56
3 2274 24,15 9,63 35,74 7,22 5,22 35,39 11,63 4,09
4 501 22,50 13,23 25,50 2,37 16,45 5,09 49,64 9,21
5 2,22 2577 9,78 23,76 1,37 62,09 6,06 19,17 24,89
6 2928 2443 20,24 13,04 3,44 24,36 10,39 13,00 5,52
7 1,65 21,93 16,55 15,11 5,51 22,92 7,18 18,24 13,47
8 1,08 22,63 2586 13,38 9,50 10,33 2,90 64,26 13,00
9 4,36 13,10 18,96 3,19 10,35 24,54 5,61 12,18 3,64
10 3,81 21,62 20,45 22,44 9,01 10,38 21,32 14,35 6,54
11 0,65 11,80 24,34 18,98 5,57 23,60 2,00 14,04 6,74

6. Osszefoglalas

Jelen cikkben egy komplex, nagymeéretii linearis és vegyes-egészértékd nemlinearis op-
timalizalasi feladatokat is felvonultatoé probléma kapcsan elemeztiik a matematikai model-
lezés soran felmeriils atirasi lehetGségek hatasait. Kiterjedt numerikus tesztelést végeztiink
tizenkét modell-valtozat, huszonhét teszteset és ketts professzionalis megoldé minden le-
hetséges kombinacidjaval.

Az elvégzett kisérletek szamos érdekes eredménnyel szolgaltak. Egyrészt megallapithat-
juk, hogy nem talaltunk olyan modell-valtozatot, amely minden esetben a leggyorsabban
oldotta meg a feladatot. Lattuk tovabba, hogy a tesztelt korszert megoldok szaméra nem
jelentett problémat a bilinearis felirds hatékony megoldasa. Végiil ismét kiemelendd az
elémegoldo (presolve) technikak hasznalatanak jelentds elénye.

Tovabblépésként tervezziik megvizsgalni a modellek halozati folyam alaku felirasanak
hatasvizsgalatat, amelyre az AMPL nyelv lehet&séget ad. Ezutan pedig az elvégzett kisér-
letek egyfajta megforditasa kévetkezhet, amelyben a bemenetként megadott grafok szer-
kezetének mélyebb elemzésével kimutatjuk, hogy az egyes algoritmus varidnsoknak mely
grafok a legkedvezdbbek a megoldas hatékonysaganak szempontjabol.

Ko6szonetnyilvanitas
Vinké Taméast az MTA Bolyai 6sztondija tamogatta.
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7. abra. Futdsi idd varidcids koefficiense Gurobi megoldéval a tilkindlatot mutatd hdléza-
tokra (szdzalék)

=} =] (=] (=] (=} (=}

o 3 S o 3 S o 3 S

0 Ll N 0 L N 0 Ll N

S S - o - o o S S

(=) (=) o o o o o =} =}

™~ ™ - o) o] o] 0 0 0

ref 17,10 20,36 22,37 16,83 4,78 41,50 20,69 34,38 31,64

1 26,17 25,838 9,06 16,56 11,01 30,07 9,71 18,32 37,32

2 27,29 15,03 6,16 1,56 n.a. 42,28 1,98 15,26 36,69

3 25,43 20,85 12,53 11,36 n.a. n.a. 5,83 20,39 n.a.

4 11,80 20,69 17,55 6,55 4,23 31,12 7,09 21,16 26,06

5 26,36 12,10 13,78 7,30 15,90 23,56 14,22 23,00 31,46

6 37,25 11,84 16,64 16,64 10,66 19,74 13,09 27,30 31,68

7 26,02 1837 17,01 9,26 9,25 21,96 11,15 27,84 23,61

8 42,45 11,62 25,16 18,88 21,21 20,88 13,95 22,66 27,23

9 29,26 25,73 28,06 7,49 8,20 17,65 8,08 21,25 29,25

10 20,47 24,51 19,52 15,42 18,49 17,27 13,57 14,44 35,02

11 11,00 3334 32,51 18,38 14,41 30,56 23,31 16,11 29,43
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8. abra. Futdsi idd dtlaga Mosek megoldoval a tilkeresletet mutats hdlozatokra (mdsodperc)

..,
© 0N wa N RS

-
[ =]

o =) o o o =

o =] =] o =] =) =) =] <]

2 i a ? by a 9 i a@

= =] o o (=] o o =] =]

=] =] =] =] =] =] =] =] =]

— — — ™ ™ ) 0 0 0
24,37 31,81 100,39 786,25 2322,84 2832,95 3142,39 8264,79  15530,16
53,75 114,94 538,45 1994,33 5640,38 8206,87 7911,81 n.a. 4384291
52,79 196,94 393,44 2004,40 4371,85 8574,19 7814,97 n.a. = 44410,97

48,31 157,22 431,42 2032,38 3753,17  7766,67 706946 n.a. n.a.
12,85 9243 79,79 852,03 263,57 3769,14 2492,32  6322,74 12820,44
1744 6343 116,95 784,68 162,88 334178 282370  7433,14 12754,80
19,24 53,13 124,65 762,61 162,81 342815 2820,49  7370,58 12542,12
14,04 66,16 38,96 764,09 262,85  3600,78 2460,55 662507 12327,43
18,92 46,49 132,20 703,70 1522,22  3123,00 2942,77  7480,00 1291544
20,01 49,45 11592 706,56 148822  3179,90 2970,85  7754,06 12472,33
19,77 40,55 116,00 837,10 1487,42 2918,84 292390 7171,64 13249,78
17,87 34,08 96,26 853,30 1484,55  3002,99 3007,52 699345 12526,17
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[14]

[15]
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matical Programming. Springer-Verlag, 2001, 99-106 o.
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9. &bra. Futdsi idd dtlaga Mosek megoldoval az egyenletes keresletet mutato hdlozatokra
(mdsodperc)

100-100
100-200
300-50

300-100
300-200
500-50

500-100
500-200

ref 4,43 31,50 26,48 104,31 277,44 507,66 849,05 1348,94 3 086,97

1 11,99 66,68 80,08 330,60 131899 282221 182059 3997,72  8825,78
2 14,00 5581 6527 364,01 158955 142326 176854 3850,90 849337
3 16,88 33,09 54,80 28229 1003,68 1204,61 149253 3557,27 811597
4 3,99 2559 15,79 51,63 120,08 187,58 158,41 475,96  2112,55
5 471 22,75 16,51 44,06 78,10 173,78 438,64  1491,71  1116,60
6 4,46 22,98 22,46 50,81 80,89 155,47 526,75  1339,68  1035,96
7 4,10 24,42 20,00 74,23 70,36 153,03 164,91 383,88  1959,77
8 5,59 9,60 2023 156,57 276,25 490,52 622,67 129438  3048,18
9 564 18,10 17,07 116,46 337,68 454,45 811,89  1376,10  2860,50
10 582 19,40 17,03 111,70 428,71 475,50 890,35  1301,00  2786,75
11 6,43 12,59 16,00 104,67 370,40 467,71 672,61  1286,03  3057,83

6701 Szeged, P.O. Box 652
tvinko@inf .u-szeged.hu

COMPARATIVE ANALYSIS OF SEVERAL MODELS OF THE SAME
MIXED-INTEGER NONLINEAR PROGRAMING PROBLEM

ELVIRA D. ANTAL AND TAMAS VINKO

Our study was inspired by modeling questions emerging in connection to compu-
ting max-min fair bandwidth allocation in BitTorrent communities.

We analyze several reformulation and solution techniques, including the McMor-
mick reformulation of a MINLP, and a standard LP presolve technique, in point of
running time and reached optimum value. Our extensive numerical investigation in-
volves twelve different models of the same problem, twenty-seven test cases, and two
professional solvers.
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10. abra. Futdsi idd dtlaga Mosek megoldéval a tulkindlatot mutats hdldzatokra (mdsodperc)

o o (=] o =] =
=) =] =] o =] =] =) =] =]
2 i a 2 by aQ R i a@
o o =) =) o =) =) =) =)
=] o o [=] [=] [=] o =] =
— — — ™ ™ ] 0 0 0
ref 89,05 151,76 444,85 4507,05 6306,93
1 233,39 385,46 1486,71 11195,84 18563,54
2 234,78 414,23 1393,63 12414,49 20058,58
3 238,75 384,34 1239,84 11223,46 17062,86
4 125,17 203,71 743,85 5685,84 8438,62 23689,90 20777,48
5 103,52 223,73 719,30 4924,70 5386,52 24691,29 12603,89
6 71,94 231,58 610,23 5289,23 5521,25 24371,14 12235,95
7 79,34 234,52 800,96 5645,32 8211,28 24576,94 23 006,69
8 71,63 189,45 520,43 4347,72 6983,93 21785,44 39517,99
9 78,30 152,02 501,05 4381,32 6500,54 21597,08 37839,99
10 83,25 137,53 527,78 4974,26 6469,97 20479,21 37763,42
11 89,08 134,40 461,94 5126,51 6951,19 20635,79

11. abra. Futdsi id6 varidcids koefficiense MOSEK megolddval a tulkeresletet
l6zatokra (szdzalék)

mutatd hd-

o o o o [} e}

(=] (=] [=] [=] [=] (=] (=] o o

e i N 9 i N 2 i N

o (=] =] (=] (=] (=] (=] (] o

(e} o o o o o o (=} =}

™ ™ L ] ) 2] 0 0 0

ref 6526 23,93 49,54 31,92 73,51 22,95 10,98 29,21 24,87
1 41,64 6523 107,28 28,85 66,07 23,65 7,97 n.a. 31,11
2 3994 111,42 83,50 29,34 35,13 24,31 7,20 n.a. 32,89
3 4445 103,21 100,73 35,36 24,82 30,37 7,70 n.a. n.a.
4 3308 11595 135,16 27,09 22,69 23,61 12,82 17,03 18,87
5 40,93 112,76 126,79 26,06 24,67 27,89 9,64 9,47 20,25
6 56,65 103,42 129,77 21,47 21,36 29,63 9,27 16,56 20,53
7 4787 93,97 97,79 19,17 19,97 30,95 10,72 17,79 14,93
8 3989 7325 8344 17,28 24,93 31,32 7,85 14,84 8,09
9 4595 81,40 68,19 16,28 22,77 44,87 8,47 12,12 8,64
10 42,73 62,07 69,34 41,11 22,03 36,62 6,68 6,41 10,67
11 28,01 39,27 48,05 44,45 21,88 36,85 10,25 3,92 8,53
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12. abra. Futdsi idd varidcids koefficiense MOSEK megolddval az egyenletes keresletet mu-
tatd hdldzatokra (szdzalék)

(] [=] [=] (=] (] o

=} o (=] (=] o (=) o (e} =)

0 Ll [4\] 0 — [4\] 0 Ll N

> =) ) ) ) ) ) ) >

o o =] [=] [=] (=] (=] o o

™ ™ il [~r] 7] ] 0 0 0

ref 7,33 141,23 38,84 13,61 44,22 22,02 30,54 11,74 11,63
1 6,40 119,65 59,99 20,47 88,08 85,49 4,73 6,23 4,04
2 2465 100,17 62,14 6,99 102,51 1,67 2,62 11,90 4,30
3 44,02 56,41 43,35 18,98 71,41 7,01 3,40 19,66 5,79
4 36,18 93,00 49,05 11,96 87,76 6,42 8,46 29,16 18,54
5 3686 61,39 26,39 16,12 50,71 10,28 18,36 17,86 24,11
6 30,77 5255 71,77 16,70 65,96 13,72 42,35 8,51 8,91
7 2332 90,66 85,02 58,06 49,42 7,78 3,81 11,45 7,64
8 13,79 56,88 53,72 31,80 25,18 10,77 9,58 8,64 7,92
9 1231 69,97 32,70 2,56 58,58 13,61 40,86 10,11 9,09
10 11,36 71,84 2341 15,93 89,39 5,57 32,99 11,13 3,53
11 2253 4354 41,41 20,89 56,87 8,02 8,90 9,63 4,86

13. abra. Futdsi idd varidcios koefficiense MOSEK megoldoval a tilkindlatot mutaté halo-
zatokra (szdzalék)

[} o o o [} e}

(=] (o] [=] (=] =] (=] (=] [e=] o

10 7 aQ 1 7 q 10 7 q

(=] S (=] (=] (=] (=] (=] (o] o

o o o [=] [=] (=] (=] o o

™ ™ — ) ) [ o) 0 0

ref 29,25 7,57 24,14 2,59 10,76 27,78 14,36 15,56 17,52
1 2250 16,73 8,48 5,56 8,55 20,15 12,72 7,10 19,83
2 1362 2359 17,34 6,83 14,59 21,13 10,53 5,21 31,88
3 27,39 41,50 2506 6,65 14,30 31,39 12,56 5,85 28,28
4 9,77 24,58 21,49 5,30 5,71 28,74 10,37 9,90 22,38
5 1464 18,95 26,74 13,33 13,24 20,51 8,89 4,65 20,40
6 2250 2060 10,38 12,79 6,53 21,00 9,60 4,35 19,19
7 1493 16,78 16,81 16,00 8,24 20,33 13,32 12,91 26,02
8 1759 22,36 3358 11,17 15,05 25,69 19,84 15,08 29,04
9 1860 12,54 20,73 9,91 5,63 30,06 7,03 10,64 32,64
10 40,88 16,28 28,19 8,60 5,59 27,76 12,40 18,82 31,31
11 32,82 7,70 20,34 17,81 8,25 25,50 14,45 17,84 34,86
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14. abra. Egy-egy modell-vdltozat dtlagos futdsi ideje (mdsodperc)

Gurobi MOSEK

talkereslet egyenletes tulkinalat tulkereslet egyenletes tulkinalat

ref 394,31 60,95 2481,61 817,04 203,15 5349,53
1 1523,81 145,57 = 16 206,43 2122,66 461,99 13311,69
2 1591,15 163,32 16 183,00 2092,51 453,53 = 13602,79
3 1592,43 165,20 15128,01 1947,76 375,94 = 12222,58
4 843,34 115,57 9923,46 705,88 51,08 6 089,69
5 869,00 116,17  10694,17 761,24 105,33 6132,51
6 811,11 113,42 9557,88 756,02 125,49 6114,82
7 759,65 113,03 9 389,50 668,76 57,55 6267,42
8 399,35 56,07 2010,80 768,83 162,93 5382,91
9 426,72 56,06 2215,91 772,56 193,83 5341,95
10 400,28 61,44 2145,46 787,46 208,86 5240,41
11 446,61 54,56 2 365,85 801,81 162,48 5289,54
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