Halmazok direkt szorzata: \i

Formalisan -

Hy = 2 Ay 2 '3}

" - &2k 1;}

=2 (2), ()0,
Vagyis két halmaz direkt szorzata R2), (2.4), (%)
o s st a8 B, Gy

masodik halmaz eleme.

Kovetkezmeny: w,xt, < 4 x 1,

Altalanosan:
d-_-__-—-\-—_-_——-—_
Legyent, , H, halmaz

P oWy direkt szorzata « HxHp =S (3, ) | el e '

Specialis Eset:

Legyen K egy halmaz.
HxH =§ (hy ) ) hi)hy éHB < H 6nmagéval vett direkt szorzata.

Relaciok :

ScHH Q egy H feletti kétvaltozos relacio
Legyen OfM )%L> e HxH . HO\ (\fu)hz ) & ? ) akkor
hg 6o g egymassal ¢ relacidban van.

Egyszerlbben: € a H halmaz 6nmagaval vett direkt szorzatanak
valamilyen “szabaly” alapjan vett részhalmaza.




' pelda - | |2

Legyen H=% 4,20

Ekkor HxH = 2(N4),(42), (49,
@,4)}(9\\9\)\(2)?))
6i1162),6,3)7

Legyen =

Ekkor ¢ — E (4;4)1(7\;‘4))(2,1) )(314)3(3)1) ;@ ;’b%
Vagyis @,4)63 ~ DL ~ >~

Altalanosan
\__—\__N

GM)V)Q\)GQ ~ W9 hp\)

Relaciok Szorzata :
—-__—'-_-_'_—-—--

Legyen H egy halmaz, tovabba &, ) £ S HxH
Ekkor § . - '
S)/I ?2 - g(hA )\’]9\) } th €H : \')/[ g,f \f\-b 2o h&%\ﬁ&}

Legyen 94: g (‘/1,2) | (2]?)) }(?J )1>j
$o= 3 (24), (’b)ﬂj

N .2
84-—: 4./(1 1= /

5 A \.3

g[ 'S>l= . /‘Z 9" . S)l-'; 3614);(214))@)”3

@ f\_.fb




Indoklés : » ! M

(4)4) € S)ar ‘ gg\ )W\Q\ft g,l)eg OED (21/‘) 55)7\1

l n

hq: \}:\5 Wy hy,
ymert (1\3)694 ’5(1)’6@9@
@]4\ 621 * ?;L ) W)S?ft (?7;’1) & &, O‘\O(QM) < 9_1‘
by b

(1) eg, -0,

Specialis Eset :

$:8= 30t ha) [ Thy t by Sy o by gy}
Egyszerilbben -

(Vv )\'\1.) € ¢+ 9 halétezik h,-dl h-le vezetd 2 hosszl ut S-ban

Altalanosan :

Q% EE(\«M)I heH | ha %=o
g%-"/{. g
hoao & >0

Egyszerlbben

)

(h,”\ﬂ;)\) < gqh \ ha létezik \,-0d2 h-be vezetd k hosszu Ut S-ban

oL 2 '9:
9= /Q gt 3™ /Qy
A ,5 | 4 "




_Rielécié tranzitiv lezartja: , 1{
+ L.
$=0) 8 =guRus>u9...

&> 4
¥ ° 0t _ & .
9 Ug F@\L:Og ::g USUSD\UQG)...
(2) 2.[2

o /r/m ‘- /‘/AQ

\@ G\%@

O —_—
Abécé = Szimboélumoknak egy tetszbleges véges, nemuires halmaza
Pe.: 2V gq)\ox
2} feletti s26 . Egy Q.. Qg alakl sorozat, ahol % >0 o},
Qaye Gy € |
Q. )y Qg € 2)

ob ) 0alo ) Ao | -
b =0 eoek ¢ Uresszd . Jele bY

*
2 = 2 feletti szavak halmaza.

Formalisan -

. &
2" 204 | 220 ) Aoy Qi SR X

27 25



Konkatenacio : l 5

Z'*Xz)*—e'2¥

Legyen u,v & Z*. Ekkor az u és v szavak konkatenacidjan
értjuk az u és v egymas utan irasabdl keletkezett szét.

Pelda: Legyen 2___ go\ b?j
|

Y= aloalo
\/ = QQ\OQQ
U = o
V2, = X
Ekkor

U_,,\/,] = alob O\Q\OO\,Q

VaVy = oo

U/f U;L = O\OOLb\OO\

V4Uy, = adboao be,

Y2,U4 =apolbo

V2 Vo =\

U2 Uy = \oloo,

Sz6 Hossza:

—

Legyen e ¥

| o] = go )\r\O\ Co= N
)y & o=y volmely a e &b ved*
Példa

|x=0

laclobabba = 44 |ablbabos =24 | boadoo = B+ lbabia |

=hilabbal =5+ | ba| = G Hlal = +]ol =S4 Ix=¢
=




Nyelv : '—6‘

2¥ tetszbleges részhalmazat < feletti nyelvnek nevezzik .

Generativ Nyelvtan :

G =(NZ @) S ) négyes, ahol
* N egy nemterminalis abécé
*2) egy terminalis abécé, amire N N3 — %)
* Se N akezdb vagy start szimbdlum
* P pedig J — alaku atirasi szabalyok véges
halmaza, ahol o, P> € (N Uz) * 65 J-lsaws van

legalabb egy nemterminalis bet(

Példa :

G-(£9)A%,5abY) 9> afl)af >aahby A=yt | S)

Kdzvetlen levezetés (derivacio):

Tetszbleges Y | I e (Nug)* esetén

= ¥ , ha van olyan
d-=Pep szabaly, és vannak olyan | <
)

») < (WUg)* szavak

amelyekre fennalnak, hogy X\.: 4 ob?D) )O}«: oLl”mb)
Példa :

aaAbaa, =2 0aa Abloac. => aaga i bbbaa. =

(}N QO\\()QQ % N “/ >




Ly_q_\

G = (N 2, P\g) altal generalt nyelv:

Le)=guez?| s=¥

Példa: Legyen G_F__,(ES)A'X)qub%lgsaqf_}\o)qg—ao\qg\o)
SEIN | S)
2= ahfb => aafAbb == aaq
i \f \ EQQQQE\\\O\O == ...
G- © G 0bb G_\/Qo@\\obb

Vegytk észre, hogy | (¢ ) =2 o™ | =47

Példa 2 -

G':(ES,B)EW‘O?S)ES*B%) S>aS%a | 5> LbSh 4, 5)
O = A
S
€:>GQSQ => oQ
G

- 30 —=
@O Saa _-.>C; QOO

:>G_ng%\o<l& ::,_-EO\Q\OQSQbﬁQ = .o

—‘==>GO\Q bloo.a
= albbSbboa=> ...
G G-
Sr—-g_io S5b = 1baSab => el
G G-

= obSbab = balblao
G- G

L(G) =5 wor' | cwe gak* §




Példa 3:
kS

Legyen | =§ o2+4 | hzog c2” | 2 -5k

Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant, amelyre L = L(G) !

61:-‘(255)303128—70) S=c S@TS,QD
Példa 4:

Legyen G ={{S, A, B}, {a, b, c}, {S—A, S—=bBb, A-aAaa, A-c,
B-bBb, B— X}, S}

L(G)={a"ca®|n>0} U {b™|m>1}
Feladatok:

1.) Legyen | = 5374 | vrso )Y‘->M) =50 ) 20 =50,4
Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant, amelyre L = L(G) !
2.) Adiukmega G-=(§5, a,0Y )gg\\o\c“s) %S =cSe,
'S—>/—\} 6-315) H-—-bQQC\O\)

generativ nyelvtan altal generalt nyelvet !

) Adiuk mega G = ('§ g} ]%Qt\o?),gséq%bb)sgﬁp)

generativ nyelvtan altal generalt nyelvet !

. _ ¥
h ) Legyen | = Sal” >0 T )2 =Sabh
Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant, amelyre L = L(G) !
J.)Adjukmega G =(55%,%a%,§ S=h)S>A, 5505k,
A%Abb) A-—:XB ) S)
generativ nyelvtan altal generalt nyelvet !
. - 2
G) Legyen | = & Q™% vwso ) w0k gz‘*]}_‘}:gq,bﬁ
Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant, amelyre L = L(G) !
\i.) Legyen L ={a"b"*("%2) | n=0} 92*)2»%&;&%

Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant, amelyre L = L(G) !
Megjegyzés: (N%2) == n 2-es maradéka



EX
9) Legyen | =S SPL,"™ I N, >0 %mm)%i:o} Qﬂfﬂ%@

Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant amire L = L(G) !

) Legyen L=Saled™e |n2om22 e 19 g b/
Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant amire L = L(G) !

— ¥
40-) Legyen |- S | & 9 5 =05 €2 | 2=50,42,3,4 564,83}
Megjegyzés: Co a cu sz6 10-es szamrendszer beli értéke.
Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant amire L = L(G) !

M) Legyen -y y*|n20 deFa ki) Z e ol

Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant amire L = L(G) !

A2-) Adjuk meg a (»1:(%5 015 10)DY | a0y 1594, 55D)
(F= DQQQ)%%b@b)A‘?C \ B> )
C =\Clo )'D DODQ)C—ac )'D ‘_DC,/L‘S g)

generativ nyelvtan altal generalt nyelvet !

/15-) Adjuk meg a G-:CES‘Q‘B,C,S‘%Q\b(h’%%aQAQ)A%QQ)
Q)-—:,QC@)C%CMO\)A—EObO\)Tb%b)

generativ nyelvtan altal generalt nyelvet !

'/{LT') Legyen | =S & et "QQZM]%QOEC:f 2 =2alb lC}

Adjuk meg azt a G generativ nyelvtant amire L = L(G) !



L/fg

Nemdeterminisztikus Automata:

H=(Q }2735“ Yo )F> ahol
e (3 nemdires, véges allapothalmaz
® > input Abécé |
*Jo € (J akezdballapot
® [~ C Q avégallapotok halmaza
® I Qx5 —pP(Q) leképezés az atmenetfiiggvény

Ismétlés .

Ha H egy halmaz, akkor P(H) a H 8sszes részhalmazanak
a halmaza

_Példa 1 automatara -
M= (E%)Oﬂ Y2 )OGFK 301\03 é")o(o)%q,, !%:B)) ahol
J(Oro ) Eof/ll Org:)j &N(q”o ) g Q’o}

dTOM J (Q’/l )b) EOQ;B
(o >= 5 @9‘ b) = S )Qr?i
o (OY?J )Q) =Q C)(Org,)\o) Q |

IVIaS|k megadasi modok

[ b

Yo | %Y | $G0]
8] fau)
RV gorxi)q’aqj
%\ ) Q

=)

@6f




1

M konfiguraciéinak halmaza:

C=Qxz*
A (O() Qi s oo QV\,) konfiguracié azt jelenti, hogy
M a g allapotban van és az O 4 .-- Qui sz0t kapja inputként

Atmeneti Relacio:

(O()W))(O(I)W>)e C esetén (OF)W)*L;(O(\)WU)M

W=0ow valamely ae S -va o O(‘G.J(q,&)

Példak (Tekintsuk az el6z6 oldalon 1évd automatat):

G0y oboals) — (00 1 loaob ) — i B4 o)
) bboa H(Or ) oo ) Y (Gro.)c;o\b)i~H (C@)Ot@
y
(%0 )oabb)i (a6 )0idb) (F410) 5 (4 o)

elfogadd végkonfiguracio
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L(H) = EW eﬂ*l (O(o)w> }__:‘ (Om)\) valamely g eF-fve:’I

M= (Gk )ﬂ )J] Oro \\:) automata altal felismert nyelv:

Legyen M a 10. oldalon lévd automata.
L) = "o [ n=0 ,weSo, 1]

Példa 2 automatara:

(M) = % 2 2o mza |

Példa 3 automatara:

L * a r@@\o\1
S
/o\”

L(H)=g oo \mm>0} U™ bQW‘Ml )M>O]

DQ\‘O

N~——
o



o
Példa 4 automatara:

Legyen L=5abo!™ | nym 20 | (nim) %2 =0}
Készitsink egy olyan M automatat, amelyre L = L(M)!

\y Q
M - ”’b\’

Példa 5 automatara:

Legyen L= gwe go—cﬁ* ) W 9% 5= o:k

Készitsink egy olyan M automatat, amelyre L = L(M)!




Feladatok: } /fH

45) Legyen | = gwegq . )q}* ] w 10-es szamrendszerbeli
értékére teljesul, hogy a szamjegyek 6sszege
oszthato 4-el 3

Adjunk meg olyan M- (G} 2 )O}‘) O(O)F) automatat,
amelyre L=L(M) !

16.) Legyen | = $alb™ ) N >O?S <2 * ' 2) =% a/by

Adjunk meg olyan M- (G} 2 )O}‘) OfO)F> automatat,
amelyre L=L(M) !

A%, ) Legyen | =% atcccls™ | nm>0f %Om\oml 20y

Adjunk meg olyan M- (G} 2 )3‘) Q(O)F> automatat,
amelyre L=L(M) !

/(3) Legyen |_= Z anmc,e’, " W\}Q_é/(k Qi‘xé}’gq‘b]e}
Adjunk meg olyan M- (@}2 )6“) Q(O)F) automatat,
amelyre L=L(M) !

AQ) Legyen | = ggimb(bm\ v =2A )WIEOB §2¥ )2 = gQ\\Ojj

Adjunk meg olyan M- ((}}2 )6“) Q(O)F) automatat,
amelyre L=L(M) !

Q»O.) Legyen |_= g \x/ego )/@* w 2-es szamrendszerbeli
értéke oszthatd 2-vel :’j

Adjunk meg olyan M- (@}2 )6“) Q(O)F) automatat,
amelyre L=L(M) !



|45
2/ > Legyen | = % X\“CX‘M\WW\>A ) Pe go\\;}ﬁ C2¥ )2 rsgo&o%

Adjunk meg olyan M- (G2 )o“) Orof) automatat,
amelyre L=L(M) !

QQ.) Legyen L,.:%ng\o]%m’k UEQ%H\OQQM l% 0> ’5

Adjunk meg olyan M- (G2 ,O}) Orof) automatat,
amelyre L=L(M) !

1'5-) Tekintsik a kovetkezd M automatat:

- OEw
o a
(yJc

Adjuk meg az M altal felismert nyelvet |

2h ) Tekintsiik a kovetkezd M automatat:

O DT

Adjuk meg az M altal felismert nyelvet !



!/f S
Determinisztikus Automata:

M = (Q ]2 )d‘) Yo )p) automata, ahol minden &€ Q
és 0. ¢ Z) esetén a J@(}Q) halmaz legfeljebb egy elemi.

Nemdeterminisztikus Automata determinizalasa:

Bemenet : M= (Q lil, &”,o{ p) nemdeterminisztikus automata
Kimenet - Ml=(q 2y U \:) determinisztikus automata

amelyre: L. (M) =] (M )
tovabba: Q = P( &)

Oﬂ;\): gofox
Fl =$5calsnF +0Y

)
d': ®‘><2-—>®‘ az a leképezés, amelyre
tetszbleges D€ Q! és a ¢S esetén

J' (Q)Q) qre,s J(o(,q)

Példa 1 determinizalasra:

y ”&

NN




Példa 2 determinizalasra: J,_/[L

Dl )

o\

M - [$90 @D
OM

NI

g%
4

Teljes Automata:

M= (@ 2, d] o )\:) automata, ahol minden Y& &
és o€ 5) eseténa Iy, 0. halmaz legaldbb egy elemd.

Automata teljessé tétele:

Bemenet: M= (Q 2 ]oh % ]\:) Automata
Kimenet H‘.—:(Q‘ \ﬁ)d")om )\3) Teljes Automata
amelyre: |.(M) :]_(M‘)

r ’ \
tovabba: = Q Ug .. , ahol o ¢Q
minden gre& és a &%) —vor.

) J(qa), ha M)+
J(QHO\) = gqc'&g ha &(g,0) =



Példa Automata teljessé tételére:

P
@

s

Nyelvek konkatenacioja:

Legyenek L, /. nyelvek

Ll =Suv|uel, }Vebj}

Példak:
L, = gqbbo\)bb?g Ly =30b,aY La=& Ly = gﬁ
baly = Eab\ocmb)q\o\oqq)\gbab bba,

Lale = &
Lyby =1y

Legyen | egy nyelv. Ekkor | * =3y o) Gllulll ..,



Regularis Kifejezés: , A9

Egy Z) abéce feletti regularis kifejezések halmaza a

(Z) U g,@’) ()4, *})* halmaz legsziikebb olyan

U részhalmaza, amelyre az alabbi feltételek teljesulnek:
Ay @ el

~) Yo el ae U
2.) Ha Ry R € U, akkor

(Q/‘)*(Q:L)\(QA(Q;L)) (Q,;)* is ¢ U

Példak Regularis Kifejezésre:

Legyen 27=ng b}
L= @O L) {0 He)(w)
Ry = ((0200) ") ()

Egyszerlbben (a zardjelezést megfeleld mddon elhagyva):
AN SN

Us e+ Q= o) 0= @+o)* +ab
0, = (o) +o*

Regularis Kifejezés altal meghatarozott nyelv:

Legyen R egy ﬂ abécé feletti regularis kifejezés. Ekkor
az R altal meghatarozott nyelven azt az [p,| < 9 * nyelvet
értjuk, amelyre a kdvetkezok teljesulnek:

Ay Ha Q=o0.¢g] , akkor ) =Sak

4) Ha Q=2 (mint szimbolum) | akkor |R}=&

2)Ha R=(R)HRa), akkor |RI-,lUIRs ]
Q= () (%) akkor &) =)R,l]R, |
Q=(p.)* | akkor |&|=|Q4*
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Példak Regularis Kifejezés altal meghatarozott nyelvre: L

e

Qi = labo)* + b*
4] = Jpla)¥| U] 6] = [abal* U |ol*
ol =£0% ol = guY%_ ¢ 3 b, b bbb ... §
ool = fabllal =lallolla)= ¥y § =
= §abygaYf =gakak
|abol = Sabol ¥ ) ) ala aloalea ) abaakaaia .. §

8]=3X%)0, bbbl ... 4 USX jaba, abadin, -

Q= OL)* +foa)* +o¥b
IR, = ] Ulbod¥ U lo¥ o] =]abl ¥ Uleal* U lo¥ bl

bl =]allbl= 0¥ bk =Say
ool ¥= S gk £ A db,abab jakalab ..
ool =|vllal = Eb’ﬁﬁcﬁ =% o}

Jool* =Sy * =§ X o balba, babaka, - -
lo¥b) =)ot bl =1al¥) b
lal =%y |al* - SQE%G;%)\)Q)QQ\QQO&).“B /

o=k
lQl¥lb\ = 2>\} Q\QQ, "'ngk =Eb)0b)mb)m0b)QQQQb) ...}
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25) Adjuk meg az (g*b* 4_\,30\*) regularis kifejezés altal
meghatarozott nyelvet !

Feladatok:

L6 ) Adjuk meg a ((\C)Q)N(Qb)) regularis kifejezés altal
meghatarozott nyelvet !

2% Adjuk meg az (g*b‘*@\*) reguléris kifejezés altal
meghatarozott nyelvet !

28} Adjuk meg az (%o, + ook ) regularis kifejezés altal
meghatarozott nyelvet !

A3 ) Adjuk meg az (Q*+@¥)*+b> regularis kifejezés altal
meghatarozott nyelvet !

30-) Adjuk meg az (o, 4 \o* + o) regularis kifejezés altal
meghatarozott nyelvet !

O

Pumpalé Lemma Regularis Nyelvekre:

Minden | C57* Regularis Nyelv esetén megadhaté olyan
L-t6l figgd >0 egész szam, hogy minden
We | vy ha | >, , akkor vannak olyan W, }Wz)%62¥
szavak, melyekre teljestinek az alabbi feltételek:

/!.> W = W, W Wk

L) C4lW, | &6

5) ¥ n20-velr Wy WMy el



Példa 1 a Pumpalé Lemma hasznalatara: )-&

o p——

Bizonyitsuk be, hogy az |.= gc\“b‘” ] wZQ'B nyelv nem regularis !

Bizonyitas (indirekt médon):
AANAN N T T N

/f-) Tegyuk fel, hogy L regularis.
Ekkor van olyan k > 0 egész szam, amelyre a
Pumpalbé Lemma feltételei teljesiinek.

;1.') Tekintsik az Q%L)ng | szot.
Nyilvanvalo, hogy Jol®| = 95, > ¢

3‘) Ekkor a Pumpal6é Lemma miatt vannak olyan
Y4 ) Wy Wy € Soyiy* szavak, hogy
Q) o¥b®= vy, Wa
D) Ox ) £k,
C) ¥ 20 -voo WWQ"‘% el

h-) Vizsgaljuk meg W, elhelyezkedését ol \oom

1.eset : \y, csak a bett tartalmaz.
Ekkor Vv W42V ~com tbb az a beti
mint b, ezért W/‘wp}\,v& ¢ ) /7
¥

2.eset ! W) csak b bett tartalmaz.

ANANANAAAA

Hasonldképpen az 1. esethez: VW4 W;f’\,vs ¢ L
3. eset + W) aés b betlit is tartalmaz.

Ekkor WojUv, -4, - oua. b betiit fog kovetni

a betli, ezért Vvt wa &) %

5.) Tébb eset nincs. Mivel nem talaltunk olyan W y Wi\ W,
szavakat, amelyek kielégitik a Pumpalé Lemma

feltételeit, ezért az indukcids feltevés hamis, vagyis
L nem regularis.



Példa 2 Pumpalé Lemma hasznalatara:

| 2%

Bizonyitsuk be, hogy az ng Qp ] o p\r?\m’B nyelv nem regularis !

Bizonyitas (indirekt médon):
/\/\/\/\/\NWWVW\

/(-) Tegyuk fel, hogy L reguléaris.
Ekkor van olyan k > 0 egész szam, amelyre a
Pumpalé Lemma feltételei teljesiinek.

-2-) Legyen ¢ prim, és ¢ > &_
Tekintsik az a%e | szét. [QQ] >Q.

3-) Ekkor a Pumpal6é Lemma miatt vannak olyan
Y, Wy (W € goﬂj* szavak, hogy
Q) o = vy wh W,
D) O« W) 2,
C) ¥ 20-vou MWQV‘% el

11-) Legyen Wil | >O
Wy W | = Q-
VAV W | = 2w + e = €+ (-4 )

Legyen vi= @44

Bkkor v v | = € +m. L =0 (44w)
Mivelm >0, ezért 1 + m = 2.

Tehat vy Vo, Wy | nem prim. JZ

b. ) Ellentmondasra jutottunk, vagyis az indukciés feltevés
hamis. Tehat L nem regulrais.
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A ) Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkez6 nyelvek nem regulréisak !

) L=% ca’"e[nzoY
o) L=% qt | o
C) L=3a"pb™8 Y |, 0%
d) L =5 "™ n>ol
e) | = gowb'zf‘ } n >0

§) L= %Qbﬂcfh/ﬂ JV‘EOT]

Feladatok:

C.) L= S A | vy m o]
§) L= $a"" ™™ | ny mzok
pp") L = gc\“bmc',“‘m' f W >0y

Q) L= EOFL)M\ nywm 20)W>m}

m) L= %qmbmcﬁﬂlmj ’ N=0 M= /fj



Bizonyitsuk be, hogy az L = { a® In> 0)cr T={a) Nyelv nem Regularis !

1.) Tegyiik fel, hogy L. Regularis. Ekkor van olyan k > 0 egész szam, amelyre a

Pumpal6 Lemma feltételei teljesiilnek.

2.) Tekintsiik az ak’ e L szét!

Nyilvdnval6, hogy | a** I = k> > k.

3.) Ekkor a Pumpdl6 Lemma miatt vannak olyan wy, w,, w; € Y szavak, hogy
a)w=ak = w,wow;
b)0<Iwy <k

c.) V n>0esetén w;w, w3 € L

4.) Legyen | wy | =m.
Ekkor | wyws | =k —m.
A Pumpélé Lemma miatt | w,w,"ws | is négyzetszam kell legyen.
| wiwo’ws =l wiws |+ 1w,’ [=k* —m +2m =k + m.
Viszont k” utdn a kovetkezd négyzetszdam a (k + 1) =k° + 2k + 1
A harmadik 1€pésben viszont kikotottiik, hogy | wy | < k.
Vagyis: m <k. Tehat nyilvanval6, hogy m <2k + 1.
Tehitk® < K*+m < kK +2k+1=(k+ 1~
Mivel k> + m két négyzetszam kozott van, ezért nem lehet négyzetszam.

Vagyis ellentmondasra jutottunk!

5.) Tehat az indukci6s feltétel hamis!

Vagyis L nem Reguldris.



Bizonyitsuk be, hogy az L = { a? |n>0) c X X={ a } Nyelv nem Reguldris !

1.) Tegyiik fel, hogy L Regularis. Ekkor van olyan k > 0 egész szdm, amelyre a

Pumpdl6 Lemma feltételei teljesiilnek.

. .e k ,
2.) Tekintsiik az a® e L sz6t!

Nyilvanvalé, hogy | a2 | = 2 > k.

3.) Ekkor a Pumpdl6é Lemma miatt vannak olyan wy, w,, w; € Y szavak, hogy

Sk
a)wW=a* =w;wyws
b)0<Iwy <k

c.) V n>0esetén w;w, w3 € L

4.) Legyen | wy | =m.
Ekkor | wyws | =2 —m.
A Pumpalé Lemma miatt | wyw, ws | is kettd hatvany kell legyen.
Iw1w22w3 | =1 wws | +IW22I:2k—m+2m:2k+m.
Viszont 2° utdn a kovetkez6 kettd hatvany a 2" = 2x2* = 2F 4 2
A harmadik 1épésben viszont kikotottiik, hogy | w, | <k.
Vagyis: m <k. Tehdt nyilvanvald, hogy m < 2".
Tehdt 2° < 25+m < 2%+2°=20"
Mivel 25 + m két kettd hatvany kozott van, ezért nem lehet kettd hatvany.

Vagyis ellentmondasra jutottunk!

5.) Tehat az indukcids feltétel hamis!

Vagyis L nem Reguliris.



Bizonyitsuk be, hogy az L = { a"b" | n,m>0,n>m} cX X={a, b} Nyelv nem
Regularis !
1.) Tegyiik fel, hogy L Regularis. Ekkor van olyan k > 0 egész szam, amelyre a

Pumpal6 Lemma feltételei teljesiilnek.

2.) Tekintsiik az a**"b" sz6t!
Nyilvanvald, hogy | a**Vb* 1 = 2k + 1 > k.

Es mivel a széban valahdny a bet(i utdn kevesebb b jon, ezért a*b* e L.

3.) Ekkor a Pumpdl6é Lemma miatt vannak olyan wy, w,, w; € Y szavak, hogy

a) w=a*p*

b)0<lw,l<k

= WiWrW3

c.) ¥V n>0esetén w;w, ' wz € L

4.) Vizsgiljuk meg w, elhelyezkedését a**"'b* —ban.
a.) wp-ben csak b betli van

Ekkor viszont W1W22W3-bal’1 nem lesz tobb a mint b.

Ekkor viszont w;w, ws-ban a betii fog jonni b utdn.
c.) Wp-ben csak a bet{i van

Ekkor vizsgiljuk meg a w w, ws sz6t! Ha a®*Vb"

—bdl akar csak egyetlen
egy a betlt is elhagyunk — marpedig mivel a w,-t 0-szor vessziik, ezért
most pont ez torténik — akkor megint csak nem lesz tobb a betli a szoban,

mint b.

5.) Minden eset ellentmondasra vezetett. Tehat az indukcids feltétel hamis!

Vagyis L nem Reguldris.



Bizonyitsuk be, hogy az L = { A"\ n>0m>1}cX X={a b, c) Nyelv nem
Regularis !
1.) Tegyiik fel, hogy L. Reguléaris. Ekkor van olyan k > 0 egész szam, amelyre a

Pumpdlé Lemma feltételei teljesiilnek.

2.) Tekintsiik az a™b*cc szot!

Nyilvanvald, hogy | a*b*cc | = 3k + 2 > k.

Z. . Zk e rr P 7
Es mivel ~ = 2 db ¢ betii j6n a b betik utdn, ezért a*b*cc € L.

3.) Ekkor a Pumpélé Lemma miatt vannak olyan wy, w,, w3 € Y szavak, hogy

a)w= a™b"

b)O0<Iwy <k

CC = W 1WrW3

c.) Vn>0esetén wiw, w3 € L

4.) Vizsgiljuk meg w, elhelyezkedését a*b*cc —ban.
a.) wy-ben csak c betii van
Ekkor viszont w1w22w3-ban tobb c lesz mint az a €s b betiik hanyadosa.
b.) wy-ben csak b betfi van
Ekkor viszont w;w, ws-ban k-ndl t5bb b betii lesz. Es 2k és egy k-ndl nagyobb
szdm hanyadosdnak als6 egészrésze kisebb lesz, mint 2, vagyis tobb ¢ betiink

lesz a kelleténél.

Ekkor vizsgédljuk meg a wiw, &

ws szoOt! Ha csak egy a betlit is (k+1)szer
veszek, akkor az a betiik szdma tuti nagyobb vagy egyenlé lesz, mint 3k. Es
egy 3k-ndl nagyobb vagy egyenld, és k hanyadosdnak als6 egészrésze
nagyobb lesz, mint 2, vagyis kevesebb c betlink lesz a kelleténél.

Ekkor viszont nyilvan a betiik sorrendje nem lesz jo.

5.) Minden eset ellentmondasra vezetett. Tehat az indukcids feltétel hamis!

Vagyis L nem Regularis.



Kbérnyezetfiggetlen Nyelvtan: ) '2/5

A G ———( N2 -)916) nyelvtan kérnyezetfuggetlen,
ha minden P-beli szabaly A~y alaku, ahol AeN | | e(Nu)*

Tehat mig egy generativ nyelvtanban lehettek ilyen alaku
szabalyok: a/aa — bhaa ) Aq—?OAOL) VoA - Baaf )
AT — Aolol addig a kérnyezetfiiggetlen nyelvtanokban

a szabalyok jobb oldalan mar csak egyetlen egy szimbolum
allhat, méghozza egy netmterminalis szimbdlum.

Példa Kérnyezetfuiggetlen Nyelvtanra:

G =(£5%)50,0% 155> 0% | 52090520, 55§ )
L(G) = Swypw™ ]weialbﬂs*) 296%1\\93}

}\-‘ mentesség :

A G _—_(\\)\ﬂ )Plgv kérnyezetfiiggetlen nyelvtan X\ -mentes.
ha P nem tartalmaz A-—> A\ alaku szabalyokat, kivéve esetleg
az S—= N alaku szabalyt. Ha azonban S =)\ & € , akkor

S nem szerepelhet semmelyik P-beli szabaly jobb oldalan.



Tétel : Tetszéleges G- (VS ,Pl%) cf nyelvtan- @_
hoz megkonstrualhato vele ekvivalens )\-mentes

\ .
G =(W9),¢ ¢ ) cf nyelvtan, amire |G =L (¢')

Az algoritmus:

Bemenet: (- =(Nlﬂ,p;%> cf nyelvtan

| W-‘ G'= (N\ \Q )p“ g)\) A -mentes cf nyelvtan

1) Legyen H=SAcp |A=*\Y

2.) Legyen P1 az a legszikebb halmaz, amelyre
a kdvetkezd teljestlnek:

¥ A=y eP-re ha J =+ \, akkor
¥ olyan A=d, €64 | ahol ol 4 # )\
és o, Ugy keletkezik 4 -bol, hogy

toréljuk beldle a H-beli nemterminalisok
0 vagy tébb eléfordulasat.

5.y Ha N¢L(G), akkor G»‘:(N@‘PMS))
kalonben G'=(NUESY ), 003555 5X )



Példa )\-mentesitésre: )21

Legyen G:(g%] Q\'Q)\C"\D V= )C’k \%0\\0@;0\\@\8\ %\\ﬂ-k| px 6)
ahol P= %5;90\5&] 5= 15> 5=>cAc O=E,
A“\’CCACC)A‘E‘)\)A% WLDCeee
D — 80§ y O— A )
EﬁgE%%-)E'—bP)
F == hhFhh, \:~=>>\3

Nyilvanvald, hogy G kérnyezetfuggetlen.

Legyen H-ban minden olyan nemterminalis szimbolum, amibél
levezethetd N\

H=55)~C)D)E)F Y

Ekkor ©4= g S=0a20 5200 525 1 5= b )
S—=>cAcS=cc ) S—=EyA-=>cc Acc
A= cccc y A== 1DDCec y A—=>10Ceee
A= DDeece yA=>Deee D= o\o\"b) \Cb‘-‘j’é)—)
C —=Cec0 \C‘,—? e ]Déng ) D—E%-)

E—= %E%% \ E-—a%%g) E=F ) F=\hFhn i —a%h\ofw}
Mivel A& L. (G) | ezért

G'=(VUgeY 7], B U £S89 g0 D)
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Egy nyelvtanban az A — 7, alaku szabalyokat
lancszabalyoknak nevezzik.

Chmosky-normalforma:

Egy &= (U;S’,Plg) cf nyelvtan Chomsky-normalfor-
maju, ha \- mentes és P-ben csak &>X | A>T
A->ao. alakl szabalyok vannak, ahol 3,A/b,C e M)

oesg)

Tetel: Minden G =(1,4,0,9) cf nyelvtanhoz van
vele ekvivalens Chmosky-normalformaju

G =(N'2),p\s) cf nyelvtan, amire L(¢) =L (')

Az algoritmus:

Bemenet: G. - (U ,5}‘ P.5) cf A- és lancszabalymentes nyelvtan

Kimenet : G - (L)‘]Q)p“%) cf Chmosky-normalformaju nyelvtan

1) Legyen G, = (i ,ﬁ)PAlg)] ahol
Np=NULg dlaeg)§
p,\ a legszUkebb halmaz, amire:
* ha S=>XEP, akkor 55X &P
* ha A—>QQP) akkor A=>0.C 4
¥ ha Ae)ﬁ---\(\nep) ahol w=2. ) akkor
A-> K%, ey  ahol

) Xc) ha X.&N
- oy ha X =on&%)

* 40\62)" ra Q\'—>O\ ep/[



2
;2) Legyen (>-'= (N]\Q)P\\%) ) ahol Li

©' alegszlkebb olyan halmaz, amelyre a
kévetkezOk teljestilnek:

x ha S=Xef, , akkor S ato)

ha A-0.GP,, akkor Ao eP!

ha A->BC ce ) akkor AstCep!

ha A=A, .. A, (w>2) ce, | akkoraz

A Ay AT
[AL...A\/\]%AL IAB"‘AV\—])

A
»*
*

[/-Ah.n Ah—] —> A4 An

szabalyok f'_ben vannak, ahol

A AST ..  CAnsALT Gj nemterminélisok
N = N, U § 4j nemterminélisok ¥
Példa Chomsky-normalformara hozasra:
Legyen G- = (iS\Q\QD COEFY ‘iolblc\d,elglq?g)P\ %))
ahol P=¢ o5 ARCD ) A=00Q A ) A4 ) T;ab\oﬁ)

E>eeE \E—q |F- 0F\Foqgt

Na=Nuga dicidie’ 89
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PAZEA—%O( ) o> C=0) Ee@r) F“E’Cf’)
S%Q%CD)A%d&o\\A)'\b-aB\c}"b)C—adC)
D-=>ddd'd'DyD=>4'EF yE-=> = )lr:_pg‘p)
O\\—-“-)Q \bl-——:a\o \d-—ac ‘d\~—>o\ ,e\--)@,}g‘—ag)o(\—aq/js

P\JEA”?O(} L= Co% B =0 )F“:j'or)

O 2>ACDl ) [octl=ned] | [co]=cD )

A —=a (oAl y [l Al =al{a] | [a'A] =)
L=b'l¥t] (BTl yC =clCy

D —>d'[ddd DT ) fiid' 01> o' [dlo!B1 (0] e,
J:d‘Dj-ao\‘D) D=qlEF] | [eFI>EF, E-seeE],

€ El=¢E) Fs g |

o =0 }bl———:a\o < =>c ) d=d ,Q@Q}g\“?g)q\@q’l

N' = Ny UF [0 | ook, Lo | [, C861 | da o],
[dd' D], [d'01 | (EFT | [eE1"Y

G :O\)] }2) p\\c\‘))



Veremautomatak

P= (Q \Q)V )CY‘ Yo )\Zo) F) , ahol

o(Q véges allapothalmaz

02 input abc
o T‘ verem abc

°G, & Q akezdéallapot

o Vs & |1 akezdd veremszimbolum

o< () aveégallapotok halmaza

0 d 7t @ )((Z’ Ug)&)x I —e% (Qxﬁ*) az atmenetfgv.

Tetszbleges € }QG@ U§>\73>és Y, e esetén
FOr10 ) = § Q) (G ) , 3001 201 88
QYM"J%VL cQ és d/“-u )oLV\ S \q*

A C=Q xi)* X ]‘4* halmazt a P konfiguracioi halmazanak
nevezzuk.
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Egy (q)w)y\)ec konfiguracio jelentése:

Q o Cfe Q allapotban van ) & WGQ* sz6t kapja
Inputként és a vermének tartalma 8\

A konfiguraciot (Ch QW) Zb)“> alakban is megadhatjuk,
hol Q) ag(Z UgNy)ywe d* Zel' pel™

Veremautomata mikodése:

—~
Q[ —=> Input sz6
v allapotok
X\ e
=T
e
d m —

Atmeneti relacio:

Jele : '_5
“;, C CxC . TetszBleges Pgqe QL ae@ Ub%) )
WE 2*) el ) és Ly e o

(CY)O\W)YX‘) H (P)\X/)OLXQ ) ha (P)OL)G‘CY(OHQ\V\)

——



Legyen P= (Q \Q)V' )Q)‘) o ]\ZO )F) egy veremautomata Bl

P altal végallapotokkal felismert nyelv:

H2(P)=5 we 2% (Go vy ) 1 o 2y ), s g Fpe T

P altal Gres veremmel felismert nyelv:

b (P) = § wed¥| (%o )W o ) 5 (%) 3 %) janol qe QY

Példa 1 veremautomatara:

O (20004 £00) 5%, 5,3 g0 2 | )21
(4010%0) = £ (G0 ) Tyt
*(90)0020) =5 (g, 2% 7)Y
T (%00 %)- (2,
(%) 03%) -5 (q, 3]
()M B) =S (. )
C}(O‘(O)) WO)’"E(%)%D} .

(9 10000H0, %o ) 5 (G 08000 B )15 (0 bbby k75

o () 900y 2g202% )5 (24 292 % )1 (0 o 2 )
5 (@4)%)2@ Y (q”|)>‘\>‘>




Veremautomataval végallapotokkal felismerhetd nyelvek B&
osztalya megegyezik a veremautomataval Ures veremmel
felismerhetd nyelvek osztalyaval, azonban egy konkrét P
veremautomatara altalaban ) o(P)+],(P)

Vagyis:
agyis g[_ l L"‘"Lg, (O) valamely P veremautomatara 1

ZL ) L= LQ('p) valamely P veremautomatara :Lg

La(0,) = S| naol
¢ (DA ) = (& y mert nincs is végallapota

Példa 2 veremautomatara:

Legyen L~=§Wc;\x/"’) W& gq.bg‘@

Adjunk meg egy olyan % veremautomatat, amelyre Lg (pp\):'-L

- (E% AR I AV Ay LR s ) oo, @ ) an
d\(OrO')QIQO):.g(Qo -
C‘)N(OVO)\O"QO):’g(‘z)ro )’%’;3%
I (G0N ) - E(C%o)ﬂo?aﬂ
@‘(QrO)QiQ‘O)‘—‘g(%)ZQEb)E
3 ( o 10,45) = g (OrOJSZ\oYoy}i
O\(%)b))zb): Cé(sar@')‘z‘o%‘o)3
&(qo) C) 52\07—? 2 (Or/() E\o)/g
S (Foyc)Ra) = € (Quq)%a)y
(A 12.) =& (4., W
()02 - § (A,
d”(% )CIQ“D> =% (OVO)X)}




Masik megoldas: Bé—

= (?«q@}‘) gQ\blCB; EZ);ZQ ,%B)J)qol% )Q)‘) , ahol

(%)% =§ (G0 %1
(e }le®)= 4 CQO)‘ZOYQB
dH(CVO 1C|QOD==§ (%,)x)ﬁ
I (o ) 0,25 ) =¢ (G0, M)Y
O\"(%)Ql%)»i(ﬂro;)ﬂ

Példa 3 veremautomatara:

e——

Legyen | =7 3% | 20

Adjunk meg egy olyan P:b veremautomatat, amire LQ(%):Z

%= (faofu £8% 5225 310 %, 9)

e I(%0)0)% )= § (9 .2
991101 % )= (40 %)
IGo)2)%)-§(q, TaZe) S
d\(%)b)\z‘l}:i (Or,z)%)g
o (%) 0a) = ¢ (ag ;M)
I (yh %)= ¢ ()N



Példa 4 veremautomatara: Bﬁ

TW L= garkr [n/\mr\m\mz@}

Adjunk meg egy olyan PH veremautomatat, amelyre Lg ( F}ﬂ;— L

Bh= (390,009 falod §%RaT 37 00 %, 0,5)
O (A0,0% )~ § (G0, Tl
¢(901q(%)= z (%)qr%zﬁ)g
o (OrO)b)DO\> = 2 (Om)%)qj

0% ?.(q/u)\)fh

Feladatok:

‘b.’)\) Adjunk meg egy-egy olyan veremautomatat, ami dres
veremmel és egy-egy olyat ami végallapotokkal ismeri
fel a kdvetkezd nyelveket:

E? t:g;“g"‘\:}ism]wm;zo} S5 19 -Caky
“ = ZWIW@%&QJQQ 1=zl

) Wl = 1w, c Q¥ ngo,b’g
d)L= E’anmcn\mvwzo'ﬁ C Q*)Q Sa bk
QY| - %Qh\omcmm )m]mzo}g_;z)x)ﬁ -$albicl
#) - § Bt [ 20 rom o me T Fact
Ty sl imze jntml e H¥ g gq b




Qb) L”?,C{HM\OWC,M ‘V‘W"‘?—Oggﬂx 1S =2 alock BE
L) L= § g [n=0Y € 9% Do a1
§) 1= wl we 2ah¥) 2wl = . [wl, Y€ Sa,bt*
%L> = § R | o2 ‘n>O§C gom D S bk
@>L R L I e
L th\om ntHn, l mm>og Q* 2 qub,cg
ML e m=0k ¢ 9% D gl
O) ] - EC\QW\OYL \ml N \m“>0~3 CS /2 gqlb;c:‘g
?) L= Sarngn | mwm 20y € 9% 4 - Sabick
O() | = gqnbmcz(mm) | \n\W\}OE ;2¥ )Q :gQ\bjck
rr)l—’ Ec\"‘b"’“"’"@m | nym2oY ¢ ¥ )8 = gq‘b’cg
Syb= gangiemiem [mmzey € 5% 9 _ 2 ajbcy
E) | = gqhbw)clh-w:] ( \mm?oa QQ;L)Q = thbICE
UYL = zqmbfniﬂl \nzoﬁ 92#)5):20}[03
)L gaﬂ M\O[(th) fl‘wwmo’ﬁ C‘.g* S-2alock
)L EQCM\D[]Y\ W)I/Lj’h‘ >03C£" 4 th [Ck
)= S npo Y C 0¥ ) -5 5
3) |- %qn.b&fn)ﬂlv)>oﬁj CQ*)Q - Sa, bk
) | = ganbMQEH4M)/Lj lm1m203££ ) 2_%1 )Ck



Tétel: Minden cf nyelv felimserhetd veremautomataval

e e,

Bizonyitas: el6adason

— — e ——

Az algoritmuys;
Bemenet: (5 ,(}\) Z) | ng) cf nyelvtan

Kimenet : O - (Q Sﬂ )T—H(ﬁ %)70 )F—) veremautomata

amelyre :

iy —

Q=:qY

M= pu

Yo =%

Y% =9

F=

d: ¥ AeN-e : Ji (Or)A)A)zg(or)ob)}A‘?&éQ}
¥ aez-vi I(g 0= NI

Avégeredmény: | _(p)_ | (@)

Példa cf nyelvtanhoz veremautomata készitésére:

Legyen G- = (35,A%)§Q0|C%199 > alodlm,
O>A )69 CAc)
A=>cc B ) % )

LCG) E (@) (1oa) ]vs>/| e g QLLﬂj'B

P = (39 salocl, §9)0 \0\\\0\63 J q)%)(7§> ahol
(o)1)= 5 (4 | doSba) | (@)4), ere)s

SRR M i(onccﬁ’ o\(a,,b)\o) S (@MY
chn&) £ (@MY (i) =5 (@)Y
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Futtassuk le az el6bb elkészitett P veremautomatat az

olocbveelmo input szén !
S~ T N~

(o yakabe c\oq\ocx)Q) b5 (O()Qbabccbob&)gb%bq) s
(Or )Egbmqu)?SM) 5 (o yalo cclonloa )%ba) H

(o()g\occbq\oo\ 3b6b0\bg) kS (or)kccbam)k%baba) =

! (qr)CCbQ\oo\)qu\cn)%; (O(}C,C\OQ\O&)A\OOLbO\) =
(or)gcbq\m)g\c\oq\oq)ﬁ; (& iloaloo, )Clealoa )
(Gr)\oalo. )be)*é (0 ooy alent) 1 (& oo o)
(G19,9) }'?o)(or)% )Xﬂ

Feladatok:

ol Készitsuk el az alabbi cf nyelvtanok altal generalt nyelveket
) ures veremmel felismerd veremautomatakat, és futtassuk le
egy L(G)-beli szén !

Q) G 5(35(13) EQM&)ZS-@QS‘O%& )%'7>\3 ) 6&
D) G = (£5,PBY, S aldy§ ©=ASD, SEY
A‘BQ%\O)A*-’)\)
) b>ablobskot, 6
)G = (‘25’3)‘{@%)is-—pq%be)gabgg%)g—a)%,%)
d) 6 = (373 0Y, L 5205k S2A A2 bhayA=0Y 9)

e G = ($5)AB §3abick )3 954 ) S2e) A=A,
A2y oo, By §)




| ko

Tétel: Minden veremautomataval felismerhetd nyelv
kérnyezetfuggetlen.

Bizonyitas: eléadason

— — w—

Az algoritmus:
AN NN NN

Bemenet: . (@ P )ﬁ J %o o )\;’.’) veremautomata
Kimenet: G . (U)Q }O\|S) cf nyelvtan

amelyre ¢
4 = U) szimbolum

N =36%0s 17 [qveQ \z ey
R, szabalyok olyan legszlkebb halmaza, amire:
(1) YoreQ-vo 5—9[:0(0700(‘] R
(M) ¥oreQ joe Py ), Zevon ) o
(50)524 ---Y&L) fal J‘(O”Q ,2)) ahol %>/ )és
Y4 )‘--)‘2@1 el ) akkor minden SAJ..,)SQL@Q

sorozatra legyen forz Se 1> O, [50 7,501 ... [:Sg,_ M S |

szabaly R-ben.
(5) ¥qeQ \ae (4us XB) y2&l-vo ) ha

(% ))\) C d“@jﬂgl‘z) ]akkor legyen fqlSoj~7QGQ



Példa Veremautomatahoz cf nyelvtan készitéseére: J h/’

Legyen P: (5%,% \qz’g IE q\bff\ 13%24‘7-2/3 \Cyl %)70)@ > )

ahol 37(00,0% ) = ¥, 2oLy (A)
@(qz ) O )74} = %(QA )‘Zﬂo‘zzbﬁ (2)
(% b iT)=§ () ()
(b o)=L (2 Ny (h)
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Minden [_< 37* kérnyezetfuggetlen nyelvhez
megadhatok olyan L-t0l figgd p, g > 0 egész
szamok, hogy minden coel esetén, ha v/ >p

akkor vannak olyan w; ,w, ,w; Wiy W5 & ﬁ*

@_ar—HiIIeI Lemma

szavak, melyekre teljesiinek az alabbi feltételek:
A W= N wn Wk V5
2) v, | £
) VAV #
Ay Ynzo-ra Wi VG wh it wee L

Példa 1 Bar-Hillel Lemma hasznalatara

Bizonyitsuk be, hogy az | = $oviyn . [wso | nem cf.

A ) Tegyuk fel, hogy L kérnyezetfliggetlen.
Ekkor vannak olyan p, g > 0 egész szamok,
amelyek teljesitik a Bar-Hillel Lemma fel-
tételeit.

2.y Tekintsik az P Pel- szot.
PP’ =2p >0,
3') Ekkor vannak olyan W4 ,ws s i, Wi cs)*
szavak, hogy: 4y vo- wywwswi W5
) 1w, | £ o

DIVAED
Ay Wnzo-ra WA W wh vt wie L



b

N yVizsgaljuk meg v, W}, elhelyezkedését
az oPWcP szoban.

O ) Ha w2 vagy W, tébbfajta betit is tartalmaz,

akkor felborul a bettk sorrendje. Tehat
Wy e\, is csak egyfajta betlt tartalmaz-

hat.

b yHa w2 vagy W, az ires sz6, és a masik
nem az, akkor csak egyfajta betll szama
fog ndvekedni és igy nem lesz ugyanannyi
az a-k, b-k és c-k szama.

C.) Ha W, e Wy is tartalmaznak pontosan
egyfajta bet(t, akkor legfeljebb csak két
fajta betl szam fog névekedni.

5-) Minden lehetdség ellentmondasra vezetett, tehat
L nem kérnyezetfiiggetlen.



Példa 2 Bar-Hillel Lemma hasznalatara: E*-Li

Bizonyitsuk be, hogy az |_- g Is primY( € Ecﬂﬁ
nyelv nem koérnyezetfliggetlen.

A ) Tegyuk fel, hogy L kérnyezetfliggetlen.
Ekkor vannak olyan p, g > 0 egész szamok,
amelyek teljesitik a Bar-Hillel Lemma fel-
tételeit.

= ) Tekintsik az el sz6t, ahol

@ prim, és £> .
Nyilvanvalé, hogy [o%-¢ >¢.

3') Ekkor vannak olyan Wz Wy \ws \wj, Wi eﬂ*
szavak, hogy: AY V= oy wi b W5
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Feladatok:

V) ) Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd nyelvek
nem kornyezetfuggetlenek !

Q) L=%a¥ | n=oy ¢ 9% 5)=8ak
P) =S vzl cgF D sak

) L= 2o s w C 9% ) sk
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Turing-gep: M
H:(Q ){}) F)Oro) S'\P_) rendszer, ahol
o (3 véges allapothalmaz
ol? munka abécé >)bel"

°5) input abécé )2’ T - § 1> v
° %o € & a kezdballapot
o F € Q a végallapotok halmaza

°J Qx[T>QxT'x D egy parcialis fiiggvény,
az atmenetfiiggvény, ahol D=¢—,—= < a
kovetkezO mozgasi iranyokat jelentik: — :helyben
maradas | — lepes jobbra, <— |épés balra
Kikotes = 3 (p ) = (o 'o)d ), akkor o=

e NN
d:-—?

M konfiguracioi:
P>d. vagy g pa(b alaki szavak, ahol
Peqyoacsg), Jpelt™

Kezdo konfiguréci_()_‘-.
g, > X alaku, ahol x& <) ¥

Vég konfiguracio *
C=pt>d, vagy C= Dopa o alaku, ahol pek és
nincs rakdvetkezo konfiguracio




M felismeri az x € <) * szét, ha Qo> J,—*'Q)
ahol C végkonfiguracio.

M altal felismert nyelv:

L (M) =S x € 9% | qubx ++C végkonfigurécié

Definiciok:
Egy L nyelv rekurzivan felsorolhatd, ha L = L(M)
valamely M Turing-gépre.

Egy L nyelv rekurziv, vagy eldontheto, ha L = L(M)
valamely M Turing-gépre, €és M minden input szon

megall.
Tuing-gép:
ITTT 1o alaInl . input sz6
0
A C§H(O(O)\O) =(a4 y C )">>

A szalagrol olvas és
ir a Turing-gep !
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A szalag jobbra végtelen !

Y

Példa 1 Turing-gépre:
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Példa 2 Turing-gépre: l)j—a
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Feladatok:

% Adjunk meg olyan Turing-gépeket, melyek az
alabbl nyelveket ismerik fel.

Q) b=f o~ \n>03 C Zay*

0) L= C e | necl © Sajbck*
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Legyen L={a"b"c"™ In,m>1}c{ab,c} 5()
Adjunk meg egy olyan M = (Q, X I, qo, 6, F) Turing-gépet, amire L = L(M)

D>, s,
30 odz g bl o

A gép mukodése:

1.) Atlépjiik a I> szimbélumot, majd a legelsé a betit atirjuk d-re.

2.) Megkeressiik a legelsé b betiit, ehhez atporgetjiik az 6sszes a betlit, majd ezt a b-t atirjuk e-re.

3.) Megkeressik a legels6 c betlit, ehhez at kell porgetni az 6sszes b betlit, és az 6sszes f bet(it.

4.) Ezt a legels6 c betdit atirjuk f-re, majd visszaléplink 1-et.

5.) Visszafelé menve atlépjlk az Gsszes f bet(it.

6.) Ha b bet(ihoz érkeziink, akkor megkeressiik a legelsG, még at nem irt b bet(t, majd atirjuk e-re, majd ezutan
ugras a 3.)-as ponthoz.

7.) Ha nem b bet(ihoz érkeztlink, akkor az azt jelenti, hogy egyszer figyelembe vettiik az 6sszes b betlit, vagyis
atirtuk 6ket e-re, ezért most vissza kell irni 6ket b-re. Vagyis visszafelé lépkedve az 6sszes e bet(it atirjuk b-re.

8.) Ha most a bet(ihoz érkeziink, akkor megkeressiik a legelsG, még at nem irt a bet(t, majd atirjuk d-re, majd
ezutan ugras a 2.)-es ponthoz.

9.) Ha nem a bet(ihoz érkeziink, akkor az azt jelenti, hogy az Osszes a betdt figyelembe vettilk, vagyis a b betlk
szamat a betlik szamaszor figyelembe vettlk, vagyis elvileg végeztiink. Ennek ellenérzéséhez atporgetjik az
Osszes b és f betlit, és ha igy eljutunk a szé végéhez, akkor valéban nxm db c betlit volt a széban, ezért

atmegyink végallapotba.



k-Szalagos Turing-gép

M dtmenetfiiggvénye &: QxI™* — Qx(I'xD)* alaki. Vagyis M k db jobbra
végtelen szalagon szamol.

Ha M egy adott p dllapotban van, €s a szalagokrol pedig az ay, ..., ax € I’
betiiket olvassa, akkor az egyes szalagokra az irast €s az azokon valo
elmozdulast a

8 (p, a19 ceey ak) = (q’ b19 dl’ sy bk9 dk)

érték hatarozza meg, ahol by, ..., by e I'ésdy, ..., dy € D. Az 1.-ik
szalagon a; helyére b;-t ir, €s d; irdnyban mozdul el.

Példaul a d(qgs, a, b, a, ¢c) = (q;, b, =, ¢, ¢ a, — b, —») dtmenet jelentése,
hogy, ha a Turing-gép a q; allapotban van, €s az elso szalagon €ppen egy a
betlit, a masodikon egy b betiit, a harmadikon egy a betlt, €s a negyedik
szalagon pedig egy c betlt olvas, akkor dtmegy a q; 4llapotba. Tovabba
elsd szalagon 1€v0 betlit atirja b-re, majd jobbra mozog az els6 szalagon, a
masodik szalagon 1év0 betlit atirja c-re, majd balra mozog a masodik
szalagon, a harmadik szalagon 1év0 betlit atirja a-ra, és helyben marad a
harmadik szalagon, a negyedik szalagon 1évd betlt pedig atirja b-re, és
jobbra mozog a negyedik szalagon.

laabcachB .. DlaabcbcecbB..
* *
DPlabcccB... PlaccccecB...
2 —_
DlccaB .. DlccaB ..
T T
DlabbacbbB .. DlabbabbbB ..
T T

A w = aacbcbba input sz6 esetén a kezddkonfiguracio:

aacbcbbaB

B ..

2 |V|=2V

= 4\
m



LegyenL={wlwe {a b}, 2wh=Iwh+1}c{ab}
Készitiink egy olyan 3-Szalagos M Turing-gépet, amire L. = L(M).
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A gép mukodése:

1.) El6szor mindhdrom szalagon 4tlépjiik a > szimb6lumot.

2.) Utédna olvassuk az inputot.

3.) Mikozben b-t olvasunk rairunk egy b-t a 3. szalagra.

4.) Mikozben a-t olvasunk rairunk 2 db a-t a 2. szalagra, méghozza ugy, hogy
mikodzben irjuk az elsé a-t a 2. szalagra nem porgetjiik at a betiit az inputon,
hanem csak mikdzben a masodik a-t irjuk a 2. szalagra.

5.) Ha végig értiink az inputon, akkor még rairunk egy db b-t a harmadik
szalagra.

6.) Ezutan egyszerre elkezdiink visszafele menni a 2. €s 3. szalagon.

7.) Es ha egyszerre ériink mindkét szalag elejére, akkor ugyanannyi a volt a

szOban, mint b.



Legyen L = { a"b" I m, n > 1 és m osztja n-t maradék nélkiil } c {a, b}

Készitiink egy olyan 2-Szalagos M Turing-gépet, amire L. = L(M).

LSO

A gép mikodése:

1.) Mindkét szalagon atporgetjiik a > szimbdlumot.

2.) Olvassuk az a betiiket, és ekdzben rairunk egy a betiit a masodik szalagra.

3.) Ha b betiit olvasunk, akkor az inputon helyben maradunk, a mésodik szalagot
pedig az elejére tekerjiik.

4.) Ezutan elolvasunk egy db b-t az inputrdl, és egy db a-t a masodik szalagrol.

5.) Ha végigértiink a masodik szalagon, akkor azt djra eloretekerjiik mikézben az
input szalagon egy helyben maradunk.

6.) Ugras a 4.)-es ponthoz.

7.) Ha egyszerre ériink az input sz6 és a masodik szalag végére, akkor az a betiik

szdma osztja a b betlik szdmit.



LegyenL={ah™In>1}c{ab}"
Készitiink egy olyan 2-Szalagos M Turing-gépet, amire L = L(M).

A gép mikodése:

Hasonl6 az el6z6 gép miikodéséhez, csak itt van egy harmadik szalag amit arra
hasznédlunk, hogy ha ahogy az el6z0 gépnél az 5.)-0s pontban végigértiink a
masodik szalagon, akkor itt rdirunk egy a betiit a harmadik szalagra. Tehat
gyakorlatilag itt is oszthatésdgot vizsgédlunk, csak a 3. szalagon szdmoljuk, hogy
az a-k szdma hanyszor van meg a b-k szaméban.

Es amikor az input és a mdsodik szalag egyszerre a végére ér, és a masodik és
harmadik szalagon ugyanannyi a betll van, akkor az azt jelenti, hogy az a betiik
szdma a betiik szamaszor van meg a b betlik szdmdban. Vagyis nxn db b betll van
az a betuk utan.

Es ezt természetesen tgy ellendrizziik le, hogy egyszerre elkezdjiik visszatekerni
a masodik €s harmadik szalagot, €s ha egyszerre ériink mindketto elejére, akkor

megegyezik a masodik és harmadik szalagon 1év6 a-k szdma.



LegyenL={a’lpprim}c{a}
Készitiink egy olyan 2-Szalagos M Turing-gépet, amire L = L(M).

le\‘?
DIb>j=

A gép mitkodése:
Lesz egy gy dllapotunk, amibe akkor megyiink, ha biztosan tudjuk, hogy nem primszam
db a-bdl 4ll a sz6. Es innen nem megyiink sehova toviabb. Es lesz egy q; 4llapotunk,
amibe akkor megyiink, ha meggy6zddtiink réla, hogy primszam db a-bdl 4ll a sz6. Ez
lesz a végéllapot, és innen sem megyiink sehova tovabb.

1.) Mindkét szalagon atporgetjiik a > szimb6lumot.

2.)Ha 0, 1 vagy 2 db a-bdl all a sz6 azt kiilon lekezeljiik.

3.) Ha 2-nél tobb a van a szoban, akkor rdmésolunk 2 db a-t a mdsodik szalagra.

4.) Visszaporgetjilk mindkét szalagot az elejére, és a masodik példdhoz hasonlé médon
megvizsgaljuk, hogy a mésodik szalagon 1év0 a-k szdma osztja-e az input szalagon
1évo a-k szamat.

5.) Ha igen, akkor dtmegyiink q,-ba, mivel 1-en és p-n kiviil taldltunk egy szdmot, ami
osztja p-t.

6.) Ha nem, akkor a mésodik szalagot a végére tekerjiik, és még rairunk egy a betiit.

7.) Ugrés a 4.) ponthoz.

8.) Ha a 4.)-es pontban egyszerre ériink az input és a masodik szalag elejére, akkor az
azt jelenti, hogy p-I-re is megvizsgéltuk, hogy osztja-e p-t és most éppen p db a van
a masodik szalagon. Ezért is €riink egyszerre az input €s a masodik szalag elejére.
Erre mar nem kell az oszthatésdgot megvizsgdlni, ezért dtmehetiink g;-be, mivel
semmilyen i-re (2 <1i < p-1) nem taldltunk olyan szdmot, ami osztand p-t. Vagyis p
tényleg primszam.



