
















































Bizonyítsuk be, hogy az L = { ��
�

 | n ≥ 0} ⊆ Σ
*
   Σ = { a } Nyelv nem Reguláris ! 

 

1.) Tegyük fel, hogy L Reguláris. Ekkor van olyan k > 0 egész szám, amelyre a 

Pumpáló Lemma feltételei teljesülnek. 

 

2.) Tekintsük az ��
�

 ∈ L szót! 

Nyilvánvaló, hogy | ��
�

 | = k
2
 > k. 

 

3.) Ekkor a Pumpáló Lemma miatt vannak olyan w1, w2, w3 ∈ Σ
*
 szavak, hogy 

 a.) w = ��
�

 = w1w2w3 

 b.) 0 < | w2 | ≤ k 

 c.) ∀ n ≥ 0 esetén w1w2
n
w3 ∈ L 

 

4.) Legyen | w2 | = m. 

Ekkor | w1w3 | = k
2
 – m. 

A Pumpáló Lemma miatt | w1w2
2
w3 | is négyzetszám kell legyen. 

| w1w2
2
w3 | = | w1w3 | + | w2

2
 | = k

2
 – m + 2m = k

2
 + m. 

Viszont k
2
 után a következő négyzetszám a (k + 1)

2
 = k

2
 + 2k + 1 

A harmadik lépésben viszont kikötöttük, hogy | w2 | ≤ k. 

Vagyis:  m ≤ k.  Tehát nyilvánvaló, hogy m ≤ 2k + 1. 

Tehát k
2
   <   k

2
 + m   <   k

2
 + 2k + 1 = (k + 1)

2
. 

Mivel k
2
 + m két négyzetszám között van, ezért nem lehet négyzetszám. 

Vagyis ellentmondásra jutottunk! 

 

5.) Tehát az indukciós feltétel hamis! 

Vagyis L nem Reguláris. 



Bizonyítsuk be, hogy az L = { ��
�

 | n ≥ 0} ⊆ Σ
*
   Σ = { a } Nyelv nem Reguláris ! 

 

1.) Tegyük fel, hogy L Reguláris. Ekkor van olyan k > 0 egész szám, amelyre a 

Pumpáló Lemma feltételei teljesülnek. 

 

2.) Tekintsük az ��
�

 ∈ L szót! 

Nyilvánvaló, hogy | ��
�

 | = 2
k
 > k. 

 

3.) Ekkor a Pumpáló Lemma miatt vannak olyan w1, w2, w3 ∈ Σ
*
 szavak, hogy 

 a.) w = ��
�

 = w1w2w3 

 b.) 0 < | w2 | ≤ k 

 c.) ∀ n ≥ 0 esetén w1w2
n
w3 ∈ L 

 

4.) Legyen | w2 | = m. 

Ekkor | w1w3 | = 2
k
 – m. 

A Pumpáló Lemma miatt | w1w2
2
w3 | is kettő hatvány kell legyen. 

| w1w2
2
w3 | = | w1w3 | + | w2

2
 | = 2

k
 – m + 2m = 2

k
 + m. 

Viszont 2
k
 után a következő kettő hatvány a 2

(k+1)
 = 2×2

k
 = 2

k
 + 2

k
. 

A harmadik lépésben viszont kikötöttük, hogy | w2 | ≤ k. 

Vagyis:  m ≤ k.  Tehát nyilvánvaló, hogy m ≤ 2
k
. 

Tehát 2
k
   <   2

k
 + m   <   2

k
 + 2

k
 = 2

(k+1)
. 

Mivel 2
k
 + m két kettő hatvány között van, ezért nem lehet kettő hatvány. 

Vagyis ellentmondásra jutottunk! 

 

5.) Tehát az indukciós feltétel hamis! 

Vagyis L nem Reguláris. 



Bizonyítsuk be, hogy az L = { a
n
b

m
 | n ,m ≥ 0, n > m} ⊆ Σ

*
   Σ = { a, b } Nyelv nem 

Reguláris ! 
 
1.) Tegyük fel, hogy L Reguláris. Ekkor van olyan k > 0 egész szám, amelyre a 

Pumpáló Lemma feltételei teljesülnek. 

 

2.) Tekintsük az a(k+1)bk szót! 

Nyilvánvaló, hogy | a(k+1)bk | = 2k + 1 > k. 

 És mivel a szóban valahány a betű után kevesebb b jön, ezért a(k+1)bk ∈ L. 

 

3.) Ekkor a Pumpáló Lemma miatt vannak olyan w1, w2, w3 ∈ Σ* szavak, hogy 

 a.) w = a(k+1)bk = w1w2w3 

 b.) 0 < | w2 | ≤ k 

 c.) ∀ n ≥ 0 esetén w1w2
nw3 ∈ L 

 

4.) Vizsgáljuk meg w2 elhelyezkedését a(k+1)bk –ban. 

a.) w2-ben csak b betű van 

 Ekkor viszont w1w2
2w3-ban nem lesz több a mint b. 

b.) w2-ben a és b betű is van 

 Ekkor viszont w1w2
2w3-ban a betű fog jönni b után. 

c.) w2-ben csak a betű van 

Ekkor vizsgáljuk meg a w1w2
0w3 szót! Ha a(k+1)bk –ból akár csak egyetlen 

egy a betűt is elhagyunk – márpedig mivel a w2-t 0-szor vesszük, ezért 

most pont ez történik – akkor megint csak nem lesz több a betű a szóban, 

mint b. 

 

5.) Minden eset ellentmondásra vezetett. Tehát az indukciós feltétel hamis! 

Vagyis L nem Reguláris. 



Bizonyítsuk be, hogy az L = { a
n
b

m
c

[n/m]
 | n ≥ 0, m ≥ 1} ⊆ Σ

*
   Σ = { a, b, c } Nyelv nem 

Reguláris ! 
 
1.) Tegyük fel, hogy L Reguláris. Ekkor van olyan k > 0 egész szám, amelyre a 

Pumpáló Lemma feltételei teljesülnek. 

 

2.) Tekintsük az a2kbkcc szót! 

Nyilvánvaló, hogy | a2kbkcc | = 3k + 2 > k. 

 És mivel 
��

�
� 2 db c betű jön a b betűk után, ezért a2kbkcc ∈ L. 

 

3.) Ekkor a Pumpáló Lemma miatt vannak olyan w1, w2, w3 ∈ Σ* szavak, hogy 

 a.) w = a2kbkcc = w1w2w3 

 b.) 0 < | w2 | ≤ k 

 c.) ∀ n ≥ 0 esetén w1w2
nw3 ∈ L 

 

4.) Vizsgáljuk meg w2 elhelyezkedését a2kbkcc –ban. 

a.) w2-ben csak c betű van 

 Ekkor viszont w1w2
2w3-ban több c lesz mint az a és b betűk hányadosa. 

b.) w2-ben csak b betű van 

Ekkor viszont w1w2
2w3-ban k-nál több b betű lesz. És 2k és egy k-nál nagyobb 

szám hányadosának alsó egészrésze kisebb lesz, mint 2, vagyis több c betűnk 

lesz a kelleténél. 

c.) w2-ben csak a betű van 

Ekkor vizsgáljuk meg a w1w2
(k+1)w3 szót! Ha csak egy a betűt is (k+1)szer 

veszek, akkor az a betűk száma tuti nagyobb vagy egyenlő lesz, mint 3k. És 

egy 3k-nál nagyobb vagy egyenlő, és k hányadosának alsó egészrésze 

nagyobb lesz, mint 2, vagyis kevesebb c betűnk lesz a kelleténél. 

d.) w2-ben többfajta betű is van 

Ekkor viszont nyilván a betűk sorrendje nem lesz jó. 

 

5.) Minden eset ellentmondásra vezetett. Tehát az indukciós feltétel hamis! 

Vagyis L nem Reguláris. 





















































Legyen  L = { a
n
b

m
c

nm
 | n, m ≥ 1 } ⊆ {a, b, c}* 

Adjunk meg egy olyan M = (Q, Σ, Γ, q0, δ, F) Turing-gépet, amire L = L(M) 

 

A gép működése: 

1.) Átlépjük a � szimbólumot, majd a legelső a betűt átírjuk d-re. 

2.) Megkeressük a legelső b betűt, ehhez átpörgetjük az összes a betűt, majd ezt a b-t átírjuk e-re. 

3.) Megkeressük a legelső c betűt, ehhez át kell pörgetni az összes b betűt, és az összes f betűt. 

4.) Ezt a legelső c betűt átírjuk f-re, majd visszalépünk 1-et. 

5.) Visszafelé menve átlépjük az összes f betűt. 

6.) Ha b betűhöz érkezünk, akkor megkeressük a legelső, még át nem írt  b betűt, majd átírjuk e-re, majd ezután 

ugrás a 3.)-as ponthoz. 

7.) Ha nem b betűhöz érkeztünk, akkor az azt jelenti, hogy egyszer figyelembe vettük az összes b betűt, vagyis 

átírtuk őket e-re, ezért most vissza kell írni őket b-re. Vagyis visszafelé lépkedve az összes e betűt átírjuk b-re. 

8.) Ha most a betűhöz érkezünk, akkor megkeressük a legelső, még át nem írt a betűt, majd átírjuk d-re, majd 

ezután ugrás a 2.)-es ponthoz. 

9.) Ha nem a betűhöz érkezünk, akkor az azt jelenti, hogy az összes a betűt figyelembe vettük, vagyis a b betűk 

számát a betűk számaszor figyelembe vettük, vagyis elvileg végeztünk. Ennek ellenőrzéséhez átpörgetjük az 

összes b és f betűt, és ha így eljutunk a szó végéhez, akkor valóban n×m db c betűt volt a szóban, ezért 

átmegyünk végállapotba. 
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k-Szalagos Turing-gép 
 

M átmenetfüggvénye δ: Q×Γ
k → Q×(Γ×D)k alakú. Vagyis M k db jobbra 

végtelen szalagon számol. 

Ha M egy adott p állapotban van, és a szalagokról pedig az a1, …, ak ∈ Γ 
betűket olvassa, akkor az egyes szalagokra az írást és az azokon való 
elmozdulást a 

δ (p, a1, …, ak) = (q, b1, d1, …, bk, dk) 

érték határozza meg, ahol b1, …, bk ∈ Γ és d1, …, dk ∈ D. Az i.-ik 
szalagon ai helyére bi-t ír, és di irányban mozdul el. 

Például a δ (q3, a, b, a, c) = (q1, b, →, c, ←, a, −, b, →) átmenet jelentése, 
hogy, ha a Turing-gép a q3 állapotban van, és az első szalagon éppen egy a 
betűt, a másodikon egy b betűt, a harmadikon egy a betűt, és a negyedik 
szalagon pedig egy c betűt olvas, akkor átmegy a q1 állapotba. Továbbá 
első szalagon lévő betűt átírja b-re, majd jobbra mozog az első szalagon, a 
második szalagon lévő betűt átírja c-re, majd balra mozog a második 
szalagon, a harmadik szalagon lévő betűt átírja a-ra, és helyben marad a 
harmadik szalagon, a negyedik szalagon lévő betűt pedig átírja b-re, és 
jobbra mozog a negyedik szalagon. 

 

A w = aacbcbba input szó esetén a kezdőkonfiguráció: 

 



Legyen L = { w | w ∈ {a, b}*, 2|w|a = |w|b + 1 } ⊆ { a, b }* 

Készítünk egy olyan 3-Szalagos M Turing-gépet, amire L = L(M). 

 

A gép működése: 

1.) Először mindhárom szalagon átlépjük a � szimbólumot. 

2.) Utána olvassuk az inputot. 

3.) Miközben b-t olvasunk ráírunk egy b-t a 3. szalagra. 

4.) Miközben a-t olvasunk ráírunk 2 db a-t a 2. szalagra, méghozzá úgy, hogy 

miközben írjuk az első a-t a 2. szalagra nem pörgetjük át a betűt az inputon, 

hanem csak miközben a második a-t írjuk a 2. szalagra. 

5.) Ha végig értünk az inputon, akkor még ráírunk egy db b-t a harmadik 

szalagra. 

6.) Ezután egyszerre elkezdünk visszafele menni a 2. és 3. szalagon. 

7.) És ha egyszerre érünk mindkét szalag elejére, akkor ugyanannyi a volt a 

szóban, mint b. 



Legyen L = { ambn | m, n ≥ 1 és m osztja n-t maradék nélkül } ⊆ { a, b }* 

Készítünk egy olyan 2-Szalagos M Turing-gépet, amire L = L(M). 

 

A gép működése: 

1.) Mindkét szalagon átpörgetjük a � szimbólumot. 

2.) Olvassuk az a betűket, és eközben ráírunk egy a betűt a második szalagra. 

3.) Ha b betűt olvasunk, akkor az inputon helyben maradunk, a második szalagot 

pedig az elejére tekerjük. 

4.) Ezután elolvasunk egy db b-t az inputról, és egy db a-t a második szalagról. 

5.) Ha végigértünk a második szalagon, akkor azt újra előretekerjük miközben az 

input szalagon egy helyben maradunk. 

6.) Ugrás a 4.)-es ponthoz. 

7.) Ha egyszerre érünk az input szó és a második szalag végére, akkor az a betűk 

száma osztja a b betűk számát. 



Legyen L = { an
�
�
�

| n ≥ 1 } ⊆ { a, b }* 

Készítünk egy olyan 2-Szalagos M Turing-gépet, amire L = L(M). 

 

A gép működése: 

Hasonló az előző gép működéséhez, csak itt van egy harmadik szalag amit arra 

használunk, hogy ha ahogy az előző gépnél az 5.)-ös pontban végigértünk a 

második szalagon, akkor itt ráírunk egy a betűt a harmadik szalagra. Tehát 

gyakorlatilag itt is oszthatóságot vizsgálunk, csak a 3. szalagon számoljuk, hogy 

az a-k száma hányszor van meg a b-k számában. 

És amikor az input és a második szalag egyszerre a végére ér, és a második és 

harmadik szalagon ugyanannyi a betű van, akkor az azt jelenti, hogy az a betűk 

száma a betűk számaszor van meg a b betűk számában. Vagyis n×n db b betű van 

az a betűk után. 

És ezt természetesen úgy ellenőrizzük le, hogy egyszerre elkezdjük visszatekerni 

a második és harmadik szalagot, és ha egyszerre érünk mindkettő elejére, akkor 

megegyezik a második és harmadik szalagon lévő a-k száma. 



Legyen L = { ap | p prím } ⊆ { a }* 

Készítünk egy olyan 2-Szalagos M Turing-gépet, amire L = L(M). 

 
A gép működése: 

Lesz egy qh állapotunk, amibe akkor megyünk, ha biztosan tudjuk, hogy nem prímszám 
db a-ból áll a szó. És innen nem megyünk sehova tovább. És lesz egy qi állapotunk, 
amibe akkor megyünk, ha meggyőződtünk róla, hogy prímszám db a-ból áll a szó. Ez 
lesz a végállapot, és innen sem megyünk sehova tovább. 

1.) Mindkét szalagon átpörgetjük a � szimbólumot. 
2.) Ha 0, 1 vagy 2 db a-ból áll a szó azt külön lekezeljük. 
3.) Ha 2-nél több a van a szóban, akkor rámásolunk 2 db a-t a második szalagra. 
4.) Visszapörgetjük mindkét szalagot az elejére, és a második példához hasonló módon 

megvizsgáljuk, hogy a második szalagon lévő a-k száma osztja-e az input szalagon 
lévő a-k számát. 

5.) Ha igen, akkor átmegyünk qh-ba, mivel 1-en és p-n kívül találtunk egy számot, ami 
osztja p-t. 

6.) Ha nem, akkor a második szalagot a végére tekerjük, és még ráírunk egy a betűt. 
7.) Ugrás a 4.) ponthoz. 
8.) Ha a 4.)-es pontban egyszerre érünk az input és a második szalag elejére, akkor az 

azt jelenti, hogy p-1-re is megvizsgáltuk, hogy osztja-e p-t és most éppen p db a van 
a második szalagon. Ezért is érünk egyszerre az input és a második szalag elejére. 
Erre már nem kell az oszthatóságot megvizsgálni, ezért átmehetünk qi-be, mivel 
semmilyen i-re (2 ≤ i ≤ p-1) nem találtunk olyan számot, ami osztaná p-t. Vagyis p 
tényleg prímszám. 


