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1. Bevezetés

A kvantumszamitégépek a szamolasokat kvantumalgoritmusok
segitségével végzik, melyek véges sok kvantumbites miiveletekbdl
épithetok fel. Ezeket az elemi miiveleteket és a miveleteket meg-
valosito fizikai eszkozoket is kvantum kapuknak nevezziik. A
kvantumszamitogép ezen kvantum kapuk rendszere. A kapuk
meghatarozott qubiteken hajtanak végre valtoztatasokat, ami az
egész Osszefonddott allapot megvaltozasat eredményezi. A qubit
hordozoéiként elvben minden olyan rendszer alkalmas, amelynek
két, jol megkiilonboztetheto allapota van. Ilyen a foton (a fény
részecskéje) két egymasra meréleges polarizacidja; alkalmasan
elokészitett kétallapotu atomok vagy ionok, és spinnel rendelkezo
részecskékbol allg folyadékok.

A kvantumszamitas lehetoségei belathatatlanok és a kozelmultban
elért fejlodés igéretes, a kvantumszamitogépek kereskedelmi szintii
elterjedése mégis messze van. A jelenlegi kvantumszamitogépek
csupan laboratériumi kisérletek targyai. Az els6é miikodo példanyok
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feltehetoleg bonyolult matematikai problémak megoldasa soran
jelentkezo specidlis részfeladatok megoldasara fognak majd szolgalni.

2. Vektorterek

A (G, -, e) rendszert csoportnak nevezziik, ahol G halmaz, a -
binaris GG feletti miivelet. - -ot szorzasnak nevezzik. A - szorzas
miuiveletre teljesil az alabbi harom feltétel:

1. - asszociativ.

2. e € G egységeleme G-nek: minden a € G esetén: a - e =
e-a=a.

3. Minden a € G esetén: létezik egy a
a-a-! 1

1 ¢ G tugy hogy

=a -a=e¢e.

Ha - kommutativ, azaz minden a,b € G esetén, a-b =0-a
akkor G Abel (kommutativ) csoport.

Az (F,+,0,-,1) rendszert testnek nevezziik ahol F' halmaz,
+ és - két valtozds muvelek. +-t osszeadasnak, --t szorzasnak
nevezzuk. Tovabba teljesiilnek az alabbi feltételek:

1. (F,+,0) Abel csoport.

2. (F—{0},-1) Abel csoport. 0 # 1.

3. aszorzas disztributiv az Osszeadasra: a-(b+c) = a-b+a-c.

A vektortér harom Osszetevobol all:

1. (V,+,0) Abel csoport. V elemeit vektoroknak nevezziik.

2. (F,+,0,-,1) test. I a valos szamok halmaza vagy a kom-
plex szamok halmaza. F' tetszoleges elemét skaldrnak nevezziik.

3. - muvelet, a skalarral valo szorzas mivelete. Minden ¢ € F



ésa € Vesetén, c-a e V.

Minden o, 5 € V', ¢, € F esetén,

c-(a+pB)=c-a+c-p,

(c+d)-a=c-a+d - a,

(c-d)-a=c- (- a),

l-a=a.

R a valos szamok teste, C a komplex szamok teste. R" a valos
szamok feletti n komponensii vektorok halmaza. C™ a komplex
szamok feletti n komponenst vektorok halmaza.

R" (és C") folott értelmezziik az Osszeadast:

U1 21 U1+ 21

() Z9 V9 + 29
+ = ,

Un, Zn Un 1+ 2n

R" (és C") folott értelmezziik a skalarral vald szorzast:

21 V21
29 V29
v =
Zn VZp
Legyenn > 1. Az {aq,...,q, } € R" vektorhalmaz linedrisan
fiiggetlen ha minden ¢y, ..., ¢, € R esetén,
ha cpoq + s + -+ - + ¢, = 0
akkorcy =cp=---=¢, =0.
Ha {aq,...,a, } € R" vektorhalmaz nem linedrisan figgetlen,
akkor az { az, ..., a, } vektorhalmazt linedrisan fiiggének nevezziik.

Hasonloan definialjuk a komplex szamok feletti vektorokra a line-
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arisan fliggetlenség fogalmat. Legyenn > 1. Az{aq,...,ap } €
C" vektorhalmaz linearisan fuggetlen ha minden ¢q,...,¢c, € C
esetén,

ha cpoq + s + -+ - + ¢, = 0

akkorc; =co=---=¢, =0.
Ha {aq,...,q, } € C" vektorhalmaz nem linedarisan fuggetlen,
akkor az { a1, . .., auy, } vektorhalmazt linearisan fiiggonek nevezziik.

Legyen A egy vektortér. Az S C V részhalmazt résztérnek
nevezzik ha S zart az osszeadasra és a skalarral valo szorzasra.
Azaz (a) két S-beli vektor Osszege eleme S-nek, és (b) minden
S-beli vektorra és minden skalarra, a szorzatuk eleme S-nek.

Allitas 2.1 Legyen A egy vektortér. Tetszoleges A-beli vek-
torhalmaz Osszes linearis kombinacidinak halmaza A-nak egy rész-
terét alkotja.

Bizonyitas. Minden ¢, ¢1, o, . .., €, €, Cy, ..., € € F esetén,
(craq + coag + - - + cppouy) + (Clag + chag + -+ - + € 00,) =
(1 + g+ (o +b)ag + -+ (e + )
c(craq + cotg + -+ + Cpayy) =
(ccr)aq + (cco)ag + -+ - + (cepm) o

[]
Tetszoleges A-beli U vektorhalmaz 0sszes linearis kombindcidinak

H halmaza A (a C reldciora nézve) legszitkebb olyan résztere

amely tartalmazza U-t. Azt mondjuk hogy U kifesziti a H

részteret. Ha U linedrisan fuggetlen vektorhalmaz kifesziti az

4



cgész A teret, akkor azt mondjuk hogy U az A-nak egy bazisa.
Azt mondjuk hogy A véges dimenzios ha van A-nak véges bazisa.

Allitas 2.2 Ha {b1,bo, ..., b} és {c1,¢0,..., ¢, } bazisai az
A vektortérnek, akkor m = n.

Legyen A egy véges dimenzios vektortér. A tetszoleges bazisanak
az elemszamat A dimenzidjanak nevezziik és dim(A)-val jeloljik.
Péld4ul az R? vektorteret kifesziti a { (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) }
linedrisan fiiggetlen vektorhalmaz. Ez a halmaz bézisa az R’
vektortérnak. Tehat dim(R?) = 3.

Példéul az C? vektorteret kifesziti a

1 1
REIORSEIE)

vektorokbdl allo vektorhalmaz. Mert tetszoleges (

felirhaté mﬂ@a + Lﬂ@ﬁ alakban.

e ) vektor
a9

2.1. Az n-dimenzids valos Euklidészi vektortér

Legyen n > 1, R" jeloli az n-dimenzios valos vektorteret.

Definicié 2.3 Az R" vektorteret n-dimenzios valos Euklidészi
vektortérnek nevezzilk ha minden o, 8 € R" vektorhoz hozza-
rendeliink egy (a, 8) valés szamot gy hogy az alabbi négy feltétel
teljesul:

L (0, 8) = (8,a)

2. (ca, B) =cl(a, B), c€R,
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3. (a+7,6)=(a,8)+(7.8), veR"
4. (a, ) >0 és
(ar, ) = 0 akkor és csak akkor ha o = 0.

Azt mondjuk hogy («, 8) az a és B vektorok belsé szorzata.
Az «a vektor hossza ||| = /(a,a). Az «a, 8 vektorok éltal

bezart szog a 6 valos szam:

0 = arccos (@, 5) .
e[| B]]
Ebbdl kisvetkezik hogy
(v, B)
cos = .
][] 8]

Legyen a« # 0 és 8 # 0. Ha (a,8) = 0, akkor cosf = 0.
Tehat 0 = 7. Azt mondjuk hogy o és  merdlegesek (azaz
ortogonalisak) ha («, 8) = 0.

Allitas 2.4 Egy n-dimenzios Euklidészi vektortérben ha az
{e1,..., e, } vektorhalmazra teljesiil hogy elemei paronként or-
togondlisak, akkor { ey, ..., e, } bazist alkot.

Egy n-dimenzids Euklidészi vektortérben ha az { ey, ..., e, } vek-

torhalmazra teljesil hogy elemei paronként ortogonalisak, akkor

{e1,...,e, } vektorhalmazt ortogondlis bazisnak nevezziik. Ha

még az is teljestl hogy minden vektor hossza 1, akkor { e, ..., e, }
vektorhalmazt ortonormalis bazisnak nevezziik. Az { ey, ... e, }

ortonormalis bazisra teljestil hogy (e;, e;) = Ohai # jés (e, e;) =
1 hai = j. Azaz (e;ej) = 9;j, ahol d;; a Kronecker delta

fuggvény:.



Allitas 2.5 Minden n-dimenziés Euklidészi vektortérnek van
ortonormalis bazisa.

Legyen {eq,...,e,} ortonormalis bazisa az n-dimenzios Euk-
lidészi vektortérnek. Tetszoleges o, 5 vektorokra, @ = aje; +
ases + -+ + ape, és B = bie; + byeg + -+ 4+ bye,.  Mivel
(e;,€;) = 0; j, kapjuk hogy (o, €;) = a; és (o, B) = > " | a;b;.
Legyenek V4 és Vi vektorterek ugyanazon F' test felett. Az
A V4 — Vg leképezést linedrisnak nevezziik ha teljesil hogy

Ala+ B) = Ala) + A(B) és Alca) = cA(a).

Definicio 2.6 Legyenek V4 és Vi vektorterek. Az A : V4 — Vg
linearis leképezést operatornak nevezzik.

Az AV x Vi — Vg leképezést bilinearisnak nevezziik ha
teljesiil hogy

1. Minden rogzitett 5 esetén, A(q; 8) az « linedris fuggvénye.

2. Minden rogzitett « esetén, A(a; 5) a B linedris fliggvénye.

Allitas 2.7 Legyenek A és B vektorterek ugyanazon F' test
felett. Az A @ V4 x V4 — Vg leképezés bilinearis akkor és
csak akkor ha

Alac + ba; B) = aA(a; B) + bA(d; B)

/

€S

Ala; e +dp’) = cA(a; B) + dA(a; B')

Azt mondjuk hogy az A bilinearis figgvény szimmetrikus ha

Al B) = A(B; ).
Példaul, az Euklidészi tér felett két vektor belso szorzata szim-
metrikus bilinearis fiiggvény.



Legyen A : V4 x V4 — Vg szimmetrikus bilinearis leképezés.
Az A" Vi — Vg leképezést az A'(a) = A, a) egyenloséggel
definidljuk. Az A’ fliggvényt kvadratikus alaknak nevezziik. Az
A'(ar) jelolés helyett az A(a; a) jelolést hasznaljuk. Az A(a; a)
kvadratikus alakot pozitiv definitnek nevezziik ha minden o # 0
vektorra A(a; ) > 0. Az A(a; o) kvadratikus alakhoz hozza-
rendeljiik az A(a; ) bilinearis alakot. Az A(a; ) bilinedris
fuggvényt az A(a; o) kvadratikus alakhoz rendelt poléaris alaknak
nevezziik. Igazolhato hogy A («; ) bilinedris alakot egyértelmiien
meghatarozza az A(q; a) kvadratikus alak.

Allités 2.8 A(«; o) kvadratikus alak egyértelmiien
meghatarozza az A(«; B) bilinearis alakot.

Az BEuklidészi tér egy masik, ekvivalens definicidja: Az Euk-
lidészi tér egy olyan vektortér ahol egy A(a; ) pozitiv definit
kvadratikus alak van értelmezve. Az A(a; ) kvadratikus alakhoz
hozzérendeljiik az egyértelmii A(q; ) bilinearis alakot. Az «, 8
vektorok belso szorzata az A(q; ) bilinearis alak értéke.

2.2. Operatorok és matrixok

Legyenek V4 és Vg vektorterek ugyanazon F' test felett. Az A :
V4 — Vg leképezést linearisnak nevezziik ha teljesiil hogy A(a+

B) = A(a) + A(B) és A(ca) = cA(a).

Definicié 2.9 Legyen V4 egy vektortér. Az A @ Vy — Vj
linearis leképezést operatornak nevezziik.



Az I test folotti matrix egy olyan téglalap alaku tablazat ame-
lynek m sora és n oszlopa van.

a; aio ... ain
as1 A9 ... A9n
Aml Am2 - .. Gmp

A = |aj;] jelolést hasznéljuk.

Az A matrix linearis leképezést indukal az F™ n dimenzids vek-
tortérbol az £ m dimenzios vektortérbe. Ha az A matrixot
jobbrol megszorozzuk egy n komponenst oszlopvektorral, akkor
egy m komponensi oszlopvektort kapunk. Minden A linearis
leképezéshez van olyan M matrix amely az A linedris leképezést
indukalja.

Elemi sormtiveletek:

1. Két sor felcserélése.

2. BEgy sor valamely ¢ € F' konstanssal valo szorzasa: a sor
minden elemét megszorozzuk a ¢ € F' konstanssal.

3. Egy sor és valamely ¢ € F' szorzatanak egy masik sorhoz
valé hozzadasa.

Azt mondjuk hogy két matrix sor ekvivalens ha az egyik elall
a masikbol sormiiveletek véges sorozataval.

Legyen n = m. Az egység matrix az az [ = |a;;] matrix
amelyre teljesul hogy a; = 1,1 <1< n,ésa;; =0,1 <1<
7 < n. A permutacios matrixot az egység matrix sorainak és
oszlopainak a felcserélésével kapjuk.



Az A n x n matrix determinansat |A| jeloli. Ha felcseréljiik
A két sorat, akkor |A| eldjele ellentétesre valt. Az A matrix
transzponaltjanak a determinansa megegyezik az A matrix tran-
szponéltjdnak a determindnsaval: |A?| = |A|. Ha A-nak két
sora megegyezik, akkor [A| = 0.

Az A(B;~) bilineéris alakot 3,y vektoroknak az ey, es, ..., €,
ortonormalis bazishoz tartozo vetiiletének fiiggvényében fejezziik
ki. Legyen 5 = bieq + bseg + - -+ + bpe, és v = cie1 + coey +

c -+ cpen. Ekkor A(S;y) = A(brer + boes + - - - + byey; crer +
co€o + - -+ + cpey). Mivel A bilinedris fliggvény,

A(B; ’Y) Zzg 1 Alei; ej)bic;.
[tt Ale;;e;j) egy valds szam, amelyet a;;-vel jeloliink. Ekkor
A(B;7) = > i i1 aijbicj. Az A = [a;;] métrixot az A(3;7) bi-
linearis alak eq, e, ..., e, bazisra vonatkozé matrixanak hivjuk.

2.3. Az n-dimenzidés komplex Euklidészi vektortér

Legyen n > 1, C" jeloli az n-dimenzios komplex vektorteret.

Definicié 2.10 Az C", vektorteret n-dimenzios komplex Euk-
lidészi vektortérnek nevezzilkk ha minden «, 5 € C" vektorhoz
hozzarendeliink egy («, ) komplex szamot gy hogy az alabbi
hat feltétel teljestil:

L. (a,ﬁ) = (B, @)%,

B)=c(a.B), ceC,
+v B) = (o, 8) + (7, B),
Cﬁ)—C<Oé 5)7 CEC)
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5. (o, f+7) = (o, B) + (o, 7).
6. (a, @) > 0 és (o, ) = 0 akkor és csak akkor ha a = 0.

Azt mondjuk hogy («, 8) az a és 3 vektorok belsé szorzata.

Itt a ¢ = a 4 b komplex szam konjugaltja a ¢* = a — b szam.
Példaul, C™ felett definialjuk a belsé szorzatot az alabbi mdédon:

Y1 <1
Y2 29 n %
( : 9 : ) — Zizl Yi i =
Yn Zn
<1
k % k <
(y17y27"°7yn) ’
Zn

Legyen a # 0 és B # 0. Azt mondjuk hogy a és 3 merdlegesek
(ortogonalisak) ha («, ) = 0.

Az « vektor hossza (norméja) ||af| = /(a, ). A norméara
teljestil hogy

minden « vektor esetén, ||| > 0,

minden «, 8 vektor esetén, ||+ S| < [la|| + || 8],

minden ¢ € C és a vektor esetén, ||c- ol = || - |||, és

minden « vektor esetén, ||| = 0 akkor és csak akkor ha a = 0.

Allitas 2.11 Egy n-dimenzios komplex Euklidészi vektortérben
haaz{ey,..., e, } vektorhalmazra teljesiil hogy elemei paronként
ortogonalisak, akkor { eq, ..., e, } bazist alkot.
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Egy n-dimenzios komplex Euklidészi vektortérben ha az

{e1,..., e, } vektorhalmazra teljesiil hogy elemei paronként or-
togondlisak, akkor { eq, .. ., e, } vektorhalmazt ortogonalis bazisnak
nevezzilk. Ha még az is teljesul hogy minden vektor hossza 1,
akkor { ey, ..., e, } vektorhalmazt ortonormalis bazisnak nevezziik.
Az {e1,...,e, } ortonormalis béazisra teljestl hogy (e;,e;) = 0
hai # j és (e;,e;) =1 hat = 7. Azaz (e;,e;) = 9, ahol J; ; a
Kronecker delta figgvény.

Allitas 2.12 Minden n-dimenzids komplex Euklidészi vektortérnek
van ortonormalis bazisa.

Legyen {eq,...,e,} ortonormalis bazisa az n-dimenziés Euk-
lidészi vektortérnek. Tetszoleges «, 5 vektorokra, @ = aje; +
ases + -+ + ape, és B = bie; + boey + -+ 4+ bye,.  Mivel
(e;,€;) = 0; j, kapjuk hogy (o, €;) = a; és (o, B) = > " | a;b;.

Legyenek A és B vektorterek ugyanazon F' test felett. Az
A V4 — Vg leképezést linedrisnak nevezziik ha teljesil hogy
Ala+p) = Ala)+ A(B) és A(ca) = cA(a). Az AV ixVy—
Vi leképezést bilinearisnak nevezziik ha teljestl hogy

1. Minden rogzitett 5 esetén, A(«; 8) az « linedris figgvénye.

2. Minden rogzitett v esetén, A(a; 3) a B lineéris fiiggvénye.

Allitas 2.13 Legyenek A és B vektorterek ugyanazon F test
felett. Az A : V4 x V4 — Vg leképezés bilinearis akkor és csak
akkor ha

Alaa + bd'; B) = aA(a; B) + bA(d/; 5)

/

€S
Ala; e +dp’) = cA(a; B) + dA(a; B')
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Definicio 2.14 Az A bilinearis format Hermite-félének nevezziik
ha Ala; ) = (A(B; )"

Allitas 2.15 Az A bilineéris forma Hermite-féle akkor és csak
akkor ha tetszéleges ey, es, ..., e, bazisra vonatkozd A = |a;]
matrixara teljesul hogy a;; = a7;.

Legyen A egy bilinedris forma. Legyen A'(a; ) = (A(B;a))*.
Azt mondjuk hogy AT az A adjungaltja.

Allitas 2.16 Az A bilinedris forma métrixa legyen A, az Al

bilinedris forma matrixa legyen AT. Ekkor teljesiil hogy AT =
(AT,

1 1—5 141 " L
Példaul a ( 43 Ti ) matrix adjungaltja a
1+5: 1— 3¢ At
1—1 —=Ti '

Az A bilinedris formét normalisnak nevezzilk ha AAT = ATA.

Allitds 2.17 Ha A bilinedris forma Hermite-féle (6nadjungélt),
akkor A normaélis.

Definicio 2.18 Az U n X n-es matrixot unitérnak nevezzik ha
U'U =UUT = I, ahol I, az n X n-es egység matrix, azaz
10...0
e[
00...1
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Masszoval a komplex U unitér matrix olyan négyzetes matrix,
melynek transzponalt konjugéltja (f-rel jeldlve) egyben inverze
IS.

Allitas 2.19 Legyen U n X n-es unitér matrix. Tetszoleges
a, B € C"esetén (Ua,UB) = (o, B).

Definicié 2.20 Legyenck A és B operatorok. A és B kom-
mutatora: az |[A, Bl = AB — BA operator.
A és B kommutativak (felcserélheték) ha [A, B] = 0. Itt a 0

operator minden vektorhoz a nulla vektort rendeli. Azaz A és B
kommutativak ha AB = BA.

2.4. Az n dimenzidés Hilbert tér

Tekintstuk a komplex szamok feletti n dimenzios vektorteret. A
| || : C — R nemnegativ leképezést normanak nevezziik ha
kielégiti az alabbi feltételeket:

Az o vektor norméja ||a|| = /(, @). A norméra teljestil hogy

minden « vektor esetén, ||| > 0,

minden «, 3 vektor esetén, ||+ S| < [lal| + || 8],

minden ¢ € C és a vektor esetén, ||c- ol = || - |||, és

minden a vektor esetén, ||a|| = 0 akkor és csak akkor ha av = 0.

A komplex szamok feletti n dimenzios vektortér belso szorzata
segitségével definialtuk a vektor hosszat ami kielégiti a fenti fel-
tételeket, ezért a belsO szorzat altal szarmaztatott normanak
nevezzuk.

Definicié 2.21 Az n dimenzios H,, Hilbert tér fogalma.
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e H, a komplex szamok feletti n dimenzios vektortér belso
szorzattal és a belso szorzat altal szarmaztatott normaval,

e H,, erre a normara nézve teljes, azaz minden H,,-beli Cauchy-
sorozat konvergal.

[gazolhato, hogy H,, izomorf a C" vektortérrel. Az n dimenzios
‘H,, Hilbert tér belso szorzata az elozoekben mar megadott belso
szorzat. A belso szorzat altal szarmaztatott norma a fentiek sz-
erint definialt.

Allitas 2.22 Tetszoleges n dimenzios ‘H,, Hilbert térnek létezik
egy ortonormalis bazisa.

Tekintsiik az alabbi ortonormalis bazist, ahol az ortonormalis
bazis elemeit irhatjuk ket vektorokként:

{|O>7‘1>7"'7|i>7"'7|n_1>}'
a

0=,
L0
(03

-1,
L0
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n
=1,

Lo

0
(0
n-1)=1,

L1

Az ortonormalis bazis elemeit irhatjuk bra vektorokként:

{<0‘7<1’7"' 7<i|7"' 7<n_1’}'
Ol=@010...0...0,=01...0...0),...,34 =
00...1...0),...,{n—1=00...0...1).

Vegyiik észre hogy (i| = |i)1, 1 < i < n.
Tetszoleges |1) ket vektor elddll az ortonormalis béazis ket vek-
torainak a linearis kombinaciojaként.
1) = al0) + aq|1) + -+ -+ a4li) + - -+ ap_gn — 1),
ahol aq,...,qy,..., 0,1 € C.
Minden |¢) ket vektornak a dudlisa a (| bra vektor.
) = ()T és (] = (J))T.
W] = ag(0] +aq (] + -+ af{i] + -+ ag_ (n = 1].
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(o)

w=| .
\ ot/
(Wl = (o af - af -+ a5,

2.5. A belsO szorzat az n dimenzids Hilbert térben

A |,), |1y vektorok belso szorzatat (i,|1y) jeloli. Azaz
(Itha), [¥0)) = (Walth). A (halthy) jelolés roviditése a (|1ha), [¥))

jelolésnek.

1. (Y|v) € R, (W|tp) =0 ha [y = 0 és (|yp) > 0 kiilonben.
Tehat egy tetszoleges vektor onmagaval vald belso szorzata egy
nemnegativ valos szam.

2. Konjugalt linearis az els6 argumentumban és linearis a
masodik argumentumban

Minden |¢q), |1s), |9c) € Hn, és a, b, c € C esetén
(clba)s [¥h)) = *(Waltn),

([tha) s clibn)) = c{Wal|thy),

(CLWCJ + blwb»v |¢c>> — a*<|¢a>7 |wc>> + b*(\%% ¢c>)7
([the; (altpa) + Olaby))) = altbe|tha) + b{(We|tbn)

3. {¢lv) = (W|o)".
Példak: Legyen [1,), [1hy) € Hy. Ekkor

1) = apl0) + a1|1) + a9|2) + asl3)
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o) = Bol0) + B1[1) + B2]2) + Bsl3)

(Va|thy) = (af af a5 a3) 3 = oo+ i b1+ a5 8+ a5 B3

[gy (Yaltha) = afan + afar + ajas + ajas

= |ao|? + |a1]” + [aal* + |as|*

Legyen

[¥a) = (1 +9)[0) + (2 = 34)[1)

) = (1 = 20)[0) + (34 20)|1)

Ekkor (1h]t) = (1 — 4)(1 — 20) + (2 + 30)(3 + 2i).
Definicié 2.23 Legyen |¢,) és [iy) két vektor a H, Hilbert
térben. Azt mondjuk hogy [v¢,) és |1y) merdlegesek egymasra
(azaz ortogonalisak) ha a bels6 szorzatuk 0.

2.6. Tenzor és kulso szorzat

Definicié 2.24 A H,, és H,, Hilbert terek tenzor szorzata a
‘H,.m Hilbert tér. Azaz, H, @ H,, = Hum. Itt ® a tenzor szorzat
jele.

Az A m X n-es matrix és a B p X g-es matrix A ® B tenzor
szorzata az alabbi médon definialt.

ail a2 ... Ain

Definicié 2.25 Legyen A = a?l a:22 o a?n

aAmi1 Am2 ... AQmn
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bn b12 blq

B— b21 522 ce bgq
byt byy ... by,
Ekkor
CLHB CngB Cl,lnB
A 2 B — GQ?B GQ?B ce CLQ??B

am B a,2B ... a,.B

Minden 1 < 7 < n, 1 < 57 < m esetén a;;B egy rész
matrix amelyet Ugy kapunk a B matrixbol hogy B minden elemét
megszorozzuk a;j-vel. Igy az A® B matrix egy mp X ng-es matrix.

Példaul az ( “ ) és ( ¢ ) vektorok tenzor szorzata az

b d
ac
a C ad
(b)®<d): he vektor.
bd

favalo) = () salw=(1)

vektorok tenzor szorzata a |0) ® |1) = (

o =
N—
&)
VR
— O
N
|
o O = O
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vektor.

Egy H,-beli vektor és egy H,-beli vektor tenzor szorzata egy
H,-beli vektor. Az el6z6 példaban két Ha-beli vektor tenzor
szorzata egy Hy-beli vektor.

Egy m x 1 matrix (ket vektor) és egy 1 x n-es matrix (bra vektor)
tenzor szorzataként kapott m x m matrixot a két vektor kiilso
szorzatanak hivjuk. Példaul tekintsik a

QQ

ap

&%)

a3

‘¢a> —

s

Bo
| B
‘¢b> — 62

B

ket vektorokat. A |1,) ket vektor és (1| bra vektor [1),) (1]
kiilso szorzatara teljestil hogy

o oy By by a3
a1 (B B Bt B) = By sonfy oy s
%, Aoy 2Py b asfs
s azly ,asfy ,asfy asfs

‘¢a> <¢b‘ -
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3. Szemléletes példa a kvantum rendszerre

Tekintsunk egy egyenes szakaszt, amelyet egyenl6 kozokre osztjak

az { To, T1,...,Tn_1 } pontok. Azaz, x1 = xg+ 9, xo = 1+ 9,
e, Tpo1 = Xp_o + 0. Itt n nagy és 0 kicsi. Egy szubatomi
részecske az egyenes szakaszon fordul el6, és az { xo, x1,..., 2,1 }

pontokban észlelheto. Amikor a részecske az x; pontban van,
akkor az |x;) allapotban van. Az |z;) allapotokat alapallapotoknak
hivjuk. Az |z;) allapothoz a kovetkez6 mddon rendeljitk hozza

egy oszlopvektort a C" vektortérben.
1

) | 1|

H

1) = ;

O3

0/
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(%)

0

0
\1/
A részecske allapotat egy n dimenzids komplex szamok feletti
szlopvektorral adjuk meg. Minden oszlopvektor C" vektortérben
a részecske valamely allapotat irja le. Tetszoleges [¢) allapot
az |xo), |x1), ..., |xa_1) allapotok valamely cg, ¢1, . .., ¢,—1 kom-
plex szamokkal képzett linearis kombinacidja. A co,cq, ..., Ch_1
szamokat komplex amplitudénak hivjuk. Itt [1))-t komplex hullam-
nak tekintjiik. (Az amplitidé id6ében véaltozd mennyiségek leg-
nagyobb eltérése az egyensilyi allapottol. Pl. inga, rugéra fiiggesz-
tett rezgd test esetén az amplitudo az egyensulyi vagy nyugalmi
helyzettol szamitott legnagyobb kitérést jelenti.)

W> — Co’$0> + C1|371> + -+ cn_l\xn_1>.

‘fn_4> —>

Eképpen
€o
C
oy = | )
Cn—1

p(x;) annak a valészintisége, hogy miutan megfigyeljiik a részecskét
az az x; pontban lesz.
_ e

p(ai) = == (1)
loll* > lel?
Figyeljik meg, hogy p(x;) valds szam és 0 < p(z;) < 1. Amikor
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megfigyeljiik [1)-t, mindig valamelyik bazis allapotban talaljuk.
Jelolés:
) — |z
Tekintstik a 2[1)) allapotot. Mi a valdszintisége, hogy a részecskét
az x; helyen pozicion talaljuk?

22 2¢)?

P(T) = [ifp = 5P =

M2 el

Al el
Tehat a 2[y) allapotvektor ugyanazt a fizikai rendszert irja le
mint a |¢) allapotvektor. Figyeljitk meg, hogy 2 helyébe tetszoleges
¢ € C komplex szamot irva ugyanazt az eredményt kapjuk.
Tehat [¢) allapotvektor hossza nem szamit a fizikai rendszer
reprezentalasakor.

Legyen |¢) normalizalt ket vektor! Ekkor a (1) egyenldségben

a nevezd 1 és az egyenldség p(x;) = |c;)? alakra egyszertisodik.

ap bo
Definicié 3.1 Legyenek ¢ = “U 1 and ) = b} NoI-
an—1 bn—l

malizalt allapotok. A |@) és |¢) kozotti — mérés utani — d&tmeneti
amplitudot a kovetkezo modon definialjuk. ¢ a kiindulési allapot.
Mériink. A végallapot pedig (¢| lesz. A ¢ és 9 kézotti — mérés
utani — atmeneti amplitidé a (¢ |¢) belso szorzat.
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(lo) = (bo by - - n—l) : = bia;
Ap—1
Ha két allapotvektor merdleges egymasra, akkor a mérés utani
atmeneti amplitudo koztikk 0. Ha egy elektron fel allapotban

van, akkor a mérés utan soha sem lesz le allapotban.
Tegytik fel, hogy a kvantum fizikai rendszernek van egy

{[01), - [bn) }

ortonormalis bazisa, és egy tetszoleges mérés utan mindig a
{1b0),|b1), .. |bn_1) } végéllapotok valamelyikében van a rend-
szer. De tetszoleges mérés utan soha sincsen a fenti allapotok
valamely szuperpoziciéjaban. Tegyiik fel, hogy normalizélt |1))
kezddéallapotban van a kvantum fizikai rendszer. Fejezziik ki |1))
kezddallapotot a { |bg), [b1), ... |bp—1) } ortonormalis bazisban!

) = bolbo) + b1[b1) + -+ + [by—1|bn-1). (2)
bo
, b1
Tehat A [y) = |
bn—l
Figyeljiik meg, hogy tetszoleges i esetén,
bo
b1
bi ) =00 - 1---0) 7 |=0s
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Mivel |¢) normalizélt, 1 = (¢ | ¥) = |bo|? +|b1]* + - - - + |bp_1]*.
Tehat |b()|2 + ‘b1|2 + -+ |bn—1‘2 = 1.

A fentiek alapjan természetes a (2) egyenloségre ugy tekinteni,
hogy hogy minden ¢ esetén |b;]* a valészinfisége annak hogy a
mérés utan a kvantum rendszer a |b;) allapotban van.

3.1. A fizikai mennyiség

A fizikai mennyiség értéke egy kvantummechanikai mérés soran
meghatarozhato, s ezek az értékek, mint kvantumszamok jellemzik
az illetd kvantummechanikai rendszer allapotat.

A kvantumfizikai rendszer egy allapottérbol és a fizikai men-
nyiségek halmazabdl all. Az allapottér azon allapotok halmaza,
amiket a kvantumfizikai rendszer felvehet. A fizikai mennyiségek
halmaza az allapottér minden egyes allapotaban megfigyelheto
fizikai mennyiségek halmaza.

Posztulatum 3.2 A fizikar mennyiség az dllapottér feletti
Hermite operdtorként nyilvanul meg.

A fizikai mennyiség egy linearis operator amely allapotokat allapo-
tokba képez. Ha az 2 fizikai mennyiséget alkalmazzuk a |i))
allapotvektorra, akkor a €2|) allapotvektort kapjuk eredményiil.
Emlékezziink, hogy a Hermite operator sajatértékei valos szamok.

Posztulatum 3.3 Az dllapottér tetszoleges ¥ dllapotaban meg-
mérve a fizikai mennyiséget, a hozzdarendelt €} Hermaite operdtor
valamely sajatértékét kapjuk eredményul. Az ) sajatvektoras
az dllapottérnek eqy bazisdt alkotjdk.
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A 3. fejezet szubatomi részecske példajaban a pozicidé a leg-
nyilvanvalobb fizikai mennyiség. A pozicid megmondja, hogy
hol van a szubatomi részecske. A pozicidhoz rendelt Hermite
operatort P-vel jeloljik. Hogyan hat P a bazis allapotokon?

P(|i)) = wilzi). (3)
P alkalmazasa a pozicioval vald szorzast eredményezi. Mivel

az alapallapotok bézist alkotnak, kiterjesztjik (3) egyenloséget
tetszoleges allapotokra is.

P( Z cilxi)) Z T;Ci| ;). (4)

A P operator standard bazis feletti matrix reprezentacioja:

Pt
0o 0 0 ... Tn—1

A P matrix atlojaban az x; koordinatak vannak. P Hermite és
a sajatértékei az x; értékek. A normalizalt sajatvektorok pedig
az |xo), |T1), ..., |r,_1) alap allapotvektorok.

Tetszolegesen adott iranyban két alap spin allapot van. A
figgdleges tengely esetén ezeket az allapotokat spin fel | 1) és
spin le | |) névvel illetjiik. Az altalanos allapot a fel és le szu-
perpoziciodja, azaz

) = col 1)+l 1)

Itt a részecske ¢y az amplituddoval van a fel allapotban és ¢ az
amplitudoval van a allapotban.
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3.2. A mérés

Posztulatum 3.4 Legyen ) eqy fizikai mennyiség és |1) eqy
dllapot. Mérjik meg Q2-t a |1p) dllapoton! Ha $2 megmérésekor
a A\ sajatértéket kapjuk eredményil, akkor a mérés utin az
allapot mindig eqy a A\ sajdatértékhez tartozo sajdatvektor lesz.
—1 —1
v 1
Szamoljuk ki €2 sajatértékeit és a hozzajuk tartozo sajatvektorokat!

A sajatértékek A\ = —v/2 and Ay = V2. A megfelel§ sajatvektorok

rendre |e;) = (:% %%32@> és leg) = <—00,932832@) Tegyiik fel.
1

1
értéket figyeliink meg. A kvantum fizikai rendszer |¢) allapotbdl
az |e1) allapotba roskadt.

Példa 3.5 Tekintsik az ) = ) fizikal mennyiséget!

hogy megmérjik -t a [¢) = % allapoton és A\; mérési

3.3. Kvantum fizikal rendszerek osszeszerelése

Egy korabbi példaban egy egyenes szakaszt tekintettiink, amelyet
egyenl6 kozokre osztjak az { g, x1,...,2,-1 } pontok. Azaz,
x1 =20+, x0=x1+90, ..., Tp_1 = Tp_o+ 0. Itt n nagy és o
kicsi. Egy szubatomi részecske az egyenes szakaszon fordul el6,
és az { xg, T1,...,T,_1 } pontokban észlelheto.

Most két részecskét tekintiink, — amelyek a fenti példahoz ha-
sonldéan — egy-egy racson ¢észlelhetok.
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Az elso részecske az { xg, x1, ..., x,_1 } pontokban észlelheto.
A masodik részecske az { o, y1, - - -, Ym—1 } pontokban észlelheto.

Posztulatum 3.6 Legyenek Q) és Q' Tekintsiink két eqymdstol
fuggetlen kvantum fizikar rendszer, amelyeket rendre a V és
V' vektorterek reprezentdlnak. A Q és Q)" eqyesitésével kapott
kvantum fizikai rendszert a VRV tenzorszorzat reprezentdlja.

Mivel a vektorterek tenzorszorzata asszociativ, egyre nagyobb és
nagyobb kvantum fizikai rendszereket épithetiink fel egyesitéssel:

Vi Vi®- - &® V.

A fentieket a példankon szemléltetjik. n - m darab alapallapot
van:

|z0) ® |yo) azt jelenti, hogy az elsé részecske az xy pontban
van, a masodik részecske az vy, pontban van.

|20) ® |ym—1) azt jelenti, hogy az els6 részecske az xy pontban
van, a masodik részecske az v,,599_1 pontban van.

lz,-1) ® |yo) azt jelenti, hogy az elsd részecske az xy pontban
van, a masodik részecske az 1y, pontban van.

|z, 1) ®|ym_1) azt jelenti, hogy az elsd részecske az xy pontban
van, a masodik részecske az y,,_1 pontban van.
Az altalanos allapotvektort a fenti alapallapot vektorok szuper-
poziciojaként irjuk fel:
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1) = coolmo)@yo)++ - -+cij| i) ®ly;)+ - n10-1]Tn-1) @lYm—1)
1) egy vektor az n - m dimenzios C™™ vekortérben.

Példa 3.7 Legyenn = 2 ésm = 2 a fenti két részecske példaban.
Eképpen a C* vekortért tekintjiik, az

o) © lyo), [zo) @ [y1), |21) @ [yo), |21) @ [yn) }

bazissal. Tekintsuk a

) = i]x0)®|yo) +(1—1)|20) ®|y1)+2|21) ®|yo) +(—1—1)|21)D|Y1)

allapotvektort! Mennyi a valdszintisége annak, hogy az elso
részecskét az xq pontban, a masodik részecskét az y; pontban
talaljuk? Az egy részecskébol allo rendszerhez hasonloan jarunk
el:

| — 11— 2
Py = o T P pP A =T 0

Példa 3.8 Legyen n = 2 ésm = 2 a fenti két részecske példaban.
Eképpen a C* vekortért tekintjiik, az

{ |70) @ [yo), |w0) @ [y1), |21) @ [yo), |x1) @ [y1) }

bazissal. Tekintsuk a

V) = |z0) @ |y0) + |71) @ |11)

allapotot! Azaz
V) = |z0) @ |yo) + 0|zo) @ |y1) + 0]21) @ |yo) + |21) @ |Y1)
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Vajon fel tudjuk-e frni |¢) allapotvektort a két rendszer egy-egy
allapotvektoranak tenzor szorzataként? Latni fogjuk, hogy nem.
Indirekt bizonyitast adunk. Tegytik fel, hogy |¢)) allapotvektort
fel tudjuk irni a két rendszer egy-egy allapotvektoranak tenzor
szorzataként. Az elso rendszer részecskéjét reprezentald allapot-
vektor

colro) + c1|x1)

alaki. A masodik rendszer részecskéjét reprezentald allapot-
vektor

do|yo) + d1|y1)

alakl. Feltevéstink szerint

= (colzo) + cr21)) ® (dolyo) + dilyr)) =

codol|zo)|yo) + codi|zo)|y1) + crdo|x1) |yo) + crdi|zi)|yr).
Mivel |¢) = |xg) ® |yo) + |71) ® |y1), azt kapjuk, hogy

Codo — 1, Codl — O7 Cld() =0 és Cldl = 1.
Mivel cody = 0, igy ¢y = 0 vagy dy = 0. Ha ¢y = 0, akkor cody =
0. Ha dy = 0, akkor c;dy = 0. Mindkét esetben ellentmondasra
jutottunk.

Tekintsiik a |¢) dllapotvektort! Mi torténik akkor ha az elso

részecskét megmérjiik? 50% az esélye annak, hogy az |x) alla-
potban azaz az xy pozicién talaljuk és 50% az esélye annak

hogy az |r1) allapotban azaz az x1 pozicién talaljuk. Tegytik
fel, hogy az elsO részecskét az xy pozicion talaljuk. Mivel az
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[z0)|y1) kifejezés egyiitthatoja 0, igy a masodik részecske nincsen
az Y1 pozicion, azaz az Yy pozicion van. Tegyuk fel, hogy az
elsé részecskét az x1 pozicion talaljuk. Mivel az |x1)|yg) kifejezés
egyutthatdja 0, igy a masodik részecske nincsen az yg pozicion,
azaz az 1y pozicion van. A két részecskére szimmetrikus a )
allapotvektor.

Szeparalhato allapotnak hivjuk azt az allapotot, ami a két alkoto
rendszer egy-egy dllapotdnak tenzor szorzataként &ll el§. Ossze-
fonodott allapotnak hivjuk azt az allapotot, ami nem all el6 a két
alkoto rendszer egy-egy allapotanak tenzor szorzataként all elo.

3.4. Kvantum allapotok

Az allapot egy kvantum fizikai rendszer teljes leirasa. A kvantum
allapotot egy olyan H,, Hilbert térbeli |1,) vektorral abrézoljuk
aminek a normaja 1.

V) = al0) + g |1) + -+ ayft) + - - + a1|n — 1).
A hagyoményokat kovetve feltessziik hogy a |v,) allapotvektorra
(Va|the) = 1. Ezért

Z?:_ol ai* = 1.
Tekintsiik a [1),) és [1hy) ket vektorokat, amelyekre teljesiil hogy
[14) = c|tby) és ¢ komplex szam abszolit értéke 1. Azt mondjuk
hogy |14) és [1hy) ugyanazt az allapotot abrazoljak. A zérd vektor
nem abrazolja a kvantum fizikai rendszer egyetlen allapotat sem.
A |1by) és |y) allapot vektorok belsé szorzata a két dllapot altal
bezart altalanositott szoget abrazolja. A (1,|1p) = 0 egyenloséget
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ugy értelmezziik hogy [1,) és |¢p) egymésra merdleges (orto-
gonalis) allapotokat reprezentaljak. A (i,|1p) = 1 egyenlséget
ugy értelmezziik hogy |1,) és |¢,) ugyanazokat az allapotokat
reprezentaljak.

Definicié 3.9 Azt mondjuk hogy egy allapot linearis kombinacioja
mas allapotoknak ha az Ot reprezentald [i,) ket vektor linearis
kombindcidja az ezen allapotokat reprezentald |¢) ket vektoroknak.

4. Kvantum fizikai valtozo

A kvantum fizikai rendszer mérheto tulajdonsagat kvantum fizikai
valtozonak nevezzilk. A kvantum fizika formalizmusa a kvan-
tum fizikai véltozot egy onadjungalt (més szoval Hermite-féle)
operatorral irja le. A fizikai valtozé megmérésekor az operator
valamely sajatértékét kapjuk eredményl.

Definicié 4.1 Az U operator a ‘H,, Hilbert térben
e Hermite-féle (6nadjungdlt) ha U = U

Ez ckvivalens azzal hogy U-nak az U matrixara igaz hogy

U =U.
e unitér ha UUT = UU =1

Ez ekvivalens azzal hogy U-nak az a U matrixa unitér. (Az U
n X n-es matrixot unitérnak nevezzitk ha UUT = UTU = I,,,
ahol I,, az n X n-es egység matrix.)

e normédlis ha [U, Ul = UUT — U'U =0
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Itt UT az U adjungaltja, I az azonossag operator.
Allitas 4.2 Minden Hermite-féle operator normalis.

Az U unitér operator H,,-beli allapot vektorokhoz H,,-beli allapot
vektorokat rendel hozza. Ezt az alabbi két egyenloséggel irjuk le.

‘¢b> — U|¢a>

<¢b| — <¢a‘U
Az U unitér linearis operatorra:

U<a‘¢a> + blwb» — aU|¢a> + bU‘wb>
A |1p,) allapot vektort a { |0), ..., |7),...,|n—1) } bazis dllapotok
kinedaris kombinaciéjaként tudjuk kifejezni az alabbi modon:

60) = Y aul),
itt a;, 0 < 7 < n — 1 komplex szamot allapot amplitudonak
nevezzuk.

[gazoljuk hogy a; = (j|1ba). Képezziik a belso szorzatot a (7]
bra allapot Vektorral

Jla) = Gl i O‘z‘ ) = Z?_ol a; (7)) = a.

Az alabbi feladatnak tobb, egymassal ekvivalens megoldasat
adjuk.

Feladat: adott egy A operator amely az n dimenzids Hilbert
térbol képez az k dimenzids Hilbert térbe. Hatarozzuk meg a
hozza tartozo Ay, matrixot.

A kiils6 szorzatot operatornak fogjuk fel, definicioé szerint. Vegyiik
észre hogy S0 [i) (i| = I,yxp, ahol I, az identités (azonossdg)
leképezés az n dimenzids Hilbert tér felett. Ezért

A= IkaAInxn —
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= >0 2o ) AL G| =

(most megeseréljiik a |7) ket vektor és a (j|Ali) komplex szam
sorrendjét)

=Yy 2y Gl Gl

Ez az A matrix kiils6 szorzattal valo megadasa. Az A matrix
j-edik soraban és i-edik oszlopaban a (7] A |¢) komplex szam van.
A |7)(i] kiilsé szorzat eredménye egy olyan matrix amelynek j-
edik soraban és i-edik oszlopaban 1 van, az osszes tobbi helyén
0. Tehat az A operatorhoz tartozé matrix A = |a;;| alakd, ahol
Feladat: adott egy U operator amely n dimenzios Hilbert térbol
képez az k dimenzids Hilbert térbe. Hatarozzuk meg a hozza
tartozo Ujx, matrixot.

Tekintsiik a két dimenzids Ho Hilbert teret a |0), 1) bazissal.
Tekintsuk az alabbi fiiggvényt:

()50‘0> + (){1‘1> — 041‘0> + Oé()‘l>
Tehat U operétor feleseréli az allapot vektor |0)-ra és |1)-re vald

vetuletét.
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Tovabba,

<¢b| — <¢a‘U
Tehat (of, af) U1

10
Feladat: adott egy U operator amely n dimenzios Hilbert térbol

képez az k dimenzids Hilbert térbe. Hatarozzuk meg a hozza
tartozo U}y, matrixot.

Most megadunk egy masik képletet is. Figyeljik meg hogy I,,«, =
Z;:g 17){j].  Szorozzuk meg balrél mind két oldalt az U, «,

= (o ap) = a7 (0] + ag (1]

matrixszal. fgy azt kapjuk hogy
n—1, - . n—1 . .

U=Ul= U(ijo 7)) = Z]‘:o(U|J>><]|-

Tehat
n—1 . .

U =2 i-Ull

Sokszor ezt a képletet fogjuk hasznalni a tovabbiakban.
Bevezetjiik a projekcié operator (projektor) fogalmaét.

Definicié 4.3 Tetszoleges [1),) allapot vektor énmagaval vald
kiilsé szorzatat projekcid operatornak (projektornak) nevezziik.

‘¢a> <¢a‘ — Pl/Ja'

Szemléletesen tetszoleges |iy) vektornak a |i,) allapotvektor
altal kifeszitett résztérre valo vetiletét adja eredménytl a Py,
projekcid operator alkalmazasa a 1)y, vektorra.

Emlékezziink hogy tetszoleges |1, ) allapotvektor hossza 1. Ezért
tetszoleges |1, ) allapotvektorra (1,|v,) = 1. A projekcid operator
az alabbi tulajdonsaggal rendelkezik:

P(P%V = [Va) (Yal [a) (Pal = 0a) (Yalt0a) ($a| = [9a) (el =
77/} .

a
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Azt mondjuk hogy a P és Py projektorok merdlegesek egymasra
(ortogonalisak) ha a Hilbert tér minden |¢,) € H,, allapotéra
P.P;|1y,) = 0. Ez ekvivalens azzal hogy a projekcioknak ren-
dre megfelelo P és P, matrixok szorzata olyan matrix amelynek
minden eleme 0. Azaz PiP, = 0.

4.1. A fizikai valtozo6 spektralis felbontasa

Definicié 4.4 Legyen |¢)) egy vektor és legyen U egy normalis
operator H,-ben. Azt mondjuk hogy |¢) az U sajatvektora és
A az U-nak a [1)-hez tartozd sajat értéke ha

Uly) = AlY).

Az I azonossag operator sajatértéke az 1 szam. I|y) = 1|)).
Az Uy = Aop) egyenléség az alabbi alakban is irhato:
Uly) = M |Y). Azaz, (U — X)|) = 0. Legyen

{ |60>, ‘€1>, cee |6¢>, Ceey ]en_1> }

egy ortonormalis bazis H,,-ben, és legyen

) = S iles). Ekkor az (U — X)|ib) = 0 egyenl6ség az
alabbi alakban is 1rhaté:

(U= AD)| 0 e} = 0
Legyen U = w;;. Tudjuk hogy I = 9;;. Tehat

Z?:_Ol(uw —Nij)vi=0,e=1,2...,n— 1.
Adott A sajatértékhez tartozo sajatvektort ugy kapjuk meg hogy
megoldjuk a fenti n ismeretlenes n egyenletbol allo egyenletrend-
szert.
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Posztulatum 4.5 Tekintsik a H,, Hilbert teret. A fizikai valtozo
egy olyan Hermite-féle operator amelynek a sajatvektorai bazist
alkotnak.

Posztulatum 4.6 1. A fizikai vdltozo sajdatértéker valos szamok.

2. Kulonbozo sajdatvektorokhoz kilonbozo sajatértékek tar-
toznak. A fizikat vdltozo két kilonbozo sajatértékéhez tartozo
sajdtvektora meroleges eqymdsra.

3. A fizikai vdltozo sajdtvektorai ortonormdlis bazist alkot-
nak H,,-ben.

4. Tetszdleges két kommutativ (felcserélhetd) fizikai vdltozo
sajdtvektorainak a halmaza megeqyezik eqymassal. Ezt sajdt-
vektor bazisnak nevezzik.

A fenti 1. 2. 3. pontokat tjra megfogalmazzuk.

Posztulatum 4.7 A H,, Hilbert térben minden U fizikai val-
tozonak van n sajdtvektora: |u;), 0 < i < n — 1. Tovabbd
{uo), |ur), ..y |ui), ..., |un_1) } eqy ortonormdlis bdzis H,-
ben. Az |u;) sajdtvektorhoz tartozik a \; sajdtérték wvalos
szam, Ulu;) = Nlu), 0 <i<n—1. Minden1 <i<j<mn
esetén, \j # ;.

Minden |v,) € H,, allapot vektort felirhatunk az
{|ug), |u1), ..., |u),...,|n—1)} ortonormalis béazissal.

[Ya) =2 01 O‘Z|UZ>
Tovabba > I, |ozz\2 = 1.

Ulte) = Z o@z|ui> = Z O&ZU‘U’Z> = Z —0 047)‘ |u;).
Tekintsuk a
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= |u;)(u;], 0 <i<n-—1

projekcio operatorokat. Alkalmazzuk a P; projekcid operatort a
,) allapotvektorra.

Pilha) = Jui) (wil Y2520 eglug) = 2070 aglus)((uslug)) = aslus)
mivel <uz|u]> — 5@‘ 0 S Z,] é n — 1.
P;|1,)-t helyettesitjik a;|u;) helyébe az U|1),) bal oldali egyenlé-
séghen:
Ultha) = 3215 i|ui) = Z?:_()l AiPi|ta).
Tehat U = ZZ:O AP
A fenti képlet az U fizikai valtoz6 spektralis dekompozicidja (fel-
bontasa). A fenti képlet teljestil minden [1,) allapotvektorra.
Az U fizikai valtozo spektralis dekompozicidja fiiggetlen a béazis
megvalasztasatol. Az U fizikai valtozo spektralis dekompozicioja
az U fizikai valtozd kimerito (teljes) mérését adja meg.

Példa n = 2. Tekintsuk az U fizikai valtozot a A, és A
sajatértékekkel és az ortonormalis |a), |b) sajatvektorral. Itt |a),
|b) sajatvektorok a Hy tér bazisat alkotjak.

a) = apl0) + 1) — (g?)

b) = Bol0) + Bi[1) (gi})

A fenti sajatvektorokhoz tartozo projekcié operatorokat az alabbi
modon irhatjuk fel:

@ agl? apa’
Pa — ’CL><CL‘ — 0 <CV8CV>{) _ ‘ 0‘* 0 %
“ a1 oy
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2 *
P, — [b)(5] — (gﬁ) (B367) = (E“B‘O o )

Az U fizikai valtozo matrixa:

0= (20 ) + 3 () (3360,
B |ap)? Oé(ﬂf) ( 80| 5()@)
U (041043 a2 )" A B85 16117 )

4.2. A fizikai valtozé megmeérése

A fizikai rendszer mérheto tulajdonsagat fizikai valtozonak nevezzik.
A kvantum fizika formalizmusa az U kvantum fizikai valtozot
az U onadjungalt (més széval Hermite-féle) operatorral irja le.
Az U fizikai valtozdé megmeérésekor az U operator valamely \;
sajatértéket kapjuk eredményul. A fizikai valtozok megmeérése
utan azonnal a kvantum allapot U-nak az |u;) sajatallapota
(sajatvektora) és a megmért érték a A; sajatérték. A kvantum-
fizika allitja hogy a paronként egymast kizard mérési végeredmények
megfelelnek valamely { Py, Py, ..., } paronként merdleges pro-
jekeid operatoroknak.

Definicié 4.8 A ‘H,, Hilbert térben egy
{Po,Py,...,P;,.... P 1}

ortogonalis projekcid operatorok halmazardl azt mondjuk hogy

teljes ha S ' P =1

Itt I az identitas matrix.
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[gazolhaté hogy a fenti definicioban m < n. A kvantum operator
spektralis felbontasa alapjan amikor az U fizikai valtozot megmérijiik,
akkor a
{Po,Py,...,P;,.... Py 1}
teljes ortogonalis projekcié operator halmazt mérjik meg. A \;
sajatértéket a P; projekcidval tarsitjuk, 1 < ¢ < n. Annak
a valoszintisége hogy A;-t kapunk a mérés eredményéiil, amikor
,) allapotban volt a fizikai rendszer kozvetleniil a mérés el6tt:
Prob(te, A:) = (tal PIi6,).
Mivel a projekcio halmaz teljes,
S Prob(e, A) = 1.

Ha \; a végeredmeény, akkor a mérés utan kapott allapot:
Piwa>

<¢a|Pz‘Wa>

1.3. Két foton viselkedésének véletlen megegyezése,
kisérlet

A kisérletet az 1. abran mutatjuk be.

Két fotont generalnak egyidejlileg két kiilonbozo sugarban. Mind
a két sugarat egy-egy viszavero tiikor alkalmazasaval ugyanahhoz
a fényosztohoz (beam splitter) iranyitjak. Amikor a fényosztohoz
ér, minden egyes fotonnak 50% esélye van arra hogy athaladjon
és 50% esélye van arra hogy visszaverddjon.

A klasszikus fizika vilagaban két lehetséges végeredmény van:

1. A két fotonnak kiilonbozo a sorsa: az egyik visszaverodik, a
masikat atengedi a fényoszto. Mind a két foton a D1 érzékelonél
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1. abra. Két fotont generalnak egyidejiileg két kiilonbozo sugarban.
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kot ki vagy mind a két foton a D2 érzékelonél kot ki. Amikor az
U tukorbol érkezo fotont visszaveri a tényoszto és az L tiikorbol
érkezo fotont atengedi a fényoszto, akkor mind a két foton a D1
érzékelonél kot ki. Forditva, amikor az U tikorbol érkezo fotont
atengedi a fényoszto és az L tiukorbol érkezo fotont visszaveri a
fényoszto, akkor mind a két foton a D2 érzékelonél kot ki.

2. A két fotonnak ugyanaz a sorsa: mind a kettot visszaveri
a fényosztd vagy mind a kettot atengedi a fényoszto. Ebben az
esetben mind D1 érzékelo mind D2 érzékelo egy fotont érzékel.
Amikor mind a két fotont atengedi a fényoszto az akkor az U
tikorbol érkezo foton a D2 detektornal kot ki, és az L tiikkorbol
érkezo foton a D1 detektornal kot ki. Amikor mind a két fotont
visszaveri a fényoszto akkor az U tukorbol érkezo foton a D1
detektornal kot ki, és az L tikorbdl érkezo foton a D2 detektornal
kot ki.

A valdosagban a masodik végeredmény nem fordul el6. Gondo-
san elvégzett laboratoriumi kisérleteknél a masodik végeredményt
mintegy 10~ valészintiséggel észlelték.

Amikor egy fotont bocsatunk ki akkor ugyanannyi a valdszintisége
hogy D1 érzékeli mint annak a valoszintisége hogy D2 érzékeli.

4.4. Kétrés kisérlet

Ketto darab kétrés kisérletet tekintink. Az elsében golydk, a
masodikban viz hullamok szerepelnek.

Az elso kisérletben egy puska 16 golyokat véletlenszertien,

Két rés van a falon 1 és 2. A golyok atmennek a két résen,
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2. sbra. Kétrés kisérlet puskaval [7]

t |

3. abra. Kétrés kisérlet puskaval, elso rés nyitva van [7]

!-h\\ f/,!
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4. dbra. Kétrés kisérlet puskaval, masodik rés nyitva van [7]

5. abra. Kétrés kisérlet puskaval, mindkét rés nyitva van [7]
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némelyik megpattan a rések falan. Mindegyiket felfogja a hatso
fal. Harom alkalommal végezziik el a kisérletet. Az elso al-
kalommal az 1 (els6) rés van nyit-va. A madsodik alkalommal
a 2 Egy elektron puska elektronokat 16 ki. (maésodik) rés van
nyitva. A harmadik alkalommal mind a ketto rés nyitva van.
Mind a harom kisérletnél egy mozgathato érzékelot helyeziink el
a hatsofal aljandl, (a hatsofal alja az x = x,,;, helyen van), és
n golyot lovunk ki. Majd megszamoljuk hogy hany golyo érte el
az érzékelot. Utana az érzékelot egy 1j helyre mozgatjuk, és n
golyot lovink ki, majd megszamoljuk hogy hany golyo érte el az
érzékelot. Ezt az eljarast addig folytatjuk amig a hatso fal tetejét
el nem érjiuk. A hatso fal teteje az x = x4, helyen van.

I(x), Ix(x), és I11o(x) jeloli az x helyen egységnyi ido alatt
érzékelt golyok szamat rendre amikor az 1 nyilas nyitva van,
amikor a 2 nyilas nyitva van, és amikor mind a két nyilas ny-
1tva van.

Megfigyeljiik hogy minden x,,,;, < < Tpa, esetén, I, o(x) =
Li(x) + Ix(x). Az x helyen egységnyi ido alatt érzékelt golyok
szamat elosztjuk az egységnyi id6 alatt kilott golyok szamaval.
Az igy kapott szamok Pj(x), Ps(x), és Pyio(x) jelolik annak a
valoszintiségét hogy x helyen golyot érzékeliink amikor egy golyot
kiloviink, rendre amikor az 1 nyilas nyitva van, amikor a 2 nyilas
nyitva van, és amikor mind a két nyilas nyitva van. Megfigyeljik
hogy minden ,,;, < & < Tpap esetén, Pyoo(x) = Pi(x)+ Py(x).
A valdszintiségek Osszeadodnak.

A masodik kisérletunknél egy hullamforas hullamokat kelt a
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vizen, lasd 6, 7, 8 és 9 abrak.

Detector

rj:‘g

6. abra. Kétrés kisérlet vizzel 7]

A hullamok elérik az akadalyfalat, athatolnak a réseken és
elérik a mozgo érzékelot. A masodik fal elnyeli a hullamokat. Az
érzékelo a masodik fal mogott van. fgy elkertiljuk a hullamvissza-
verodést.

Ha nincsen akadalyfal, akkor az érzékelot x helyen elérd viz
magassaga egyenlo az alabbi kifejezés valos részével:

magas(t) = Be! = B( coswt + i sinwt).

[tt 8 jeloli az amplitudot, w a hullam szogfrekvenciaja, t az
ido. A fenti fuggvény az x helytdl fiigg, és komplex szamot vesz
fel értékiil. A hulldm intenzitdsa: I = |S|?, azaz a komplex szam
abszolut értékének a négyzete.
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7. abra. Kétrés kisérlet vizzel, els6 rés nyitva van [7]

8. abra. Kétrés kisérlet vizzel, masodik rés nyitva van [7]
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9. sbra. Kétrés kisérlet vizzel, mindkét rés nyitva van 7]

Harom alkalommal végezziik el a kisérletet. Az elso alkalommal
az 1 rés van nyitva. A masodik alkalommal a masodik rés van
nyitva. A harmadik alkalommal mind a ketto rés nyitva van.
1. kisérlet: Az 1 résen keresztil jovo viznek a detektornal a
magassaga [3,e“" és az intenzitdsa I} = |B,]*. 2. kisérlet: A 2
résen keresztil jové viznek a detektorndl a magassdga [Bpe™! és
az intenzitdsa Iy = |B,/*.

3. kisérlet: Amikor mind a két rés nyitva van, az érzékelot eléro
viz magassdga (B, + B)e™“! és az intenzitdsa I o = | B, + Bs)*.
Itt

‘Ba + 56‘2 — ‘5a|2 + ‘Bb|2 + ‘Ba”ﬂd oS 0

ahol 0 a faziskulonbség 5, és By kozott. Eképpen,

Lo =1+ Iy + 2v/I, 15 cosd.

és

1 142 7£ 1 1+ 1 9.

Ebben a kisérletben az 1 és 2 résen athaladé hullamok inter-
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ferencidjat figyeltiik meg.
Kisérlet elektronokkal, lasd az 10, 11, abrakat.

double-
slit screen

electron
beam gun

electron
I | = - |

interference
pattern

10. ébra. kétrés kisérlet elektronokkal [10]

I,

HZ

L1

Elec’rrun\
>un

ZHNN

pattern

wall barrier
11. dbra. kétrés kisérlet elektronokkal [2]

Egy elektron puska elektronokat 16 ki. Az 1 rés nyitott és az
elektronok athaladhatnak az 1 résen.

A 2 rés nyitott és az elektronok athaladhatnak a 2 résen

Mind a két rés nyitott és az athaladhatnak mind a két résen.

A hatsofalon Geiger-szamlaloval érzékeljiik az elektronokat. Az
elektronok egyenként, a golyokhoz hasonléan érkeznek a Geiger
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szamlalohoz. A Geiger szamlalo kibocesét egy hangot (katt) amikor
megérkezik egy elektron a Geiger szamlalohoz, a kattanas erossége

aranyos az elektron elektromos toltésével. Kiilonall6 kattanast

hallunk. Minden kattands egyforman erds. Ez azt jelenti hogy az

elektronok egyenként érkeznek a szamlalohoz, nem pedig csap-

atosan sem pedig toredék darabokban.

Az elso alkalommal az 1 rés van nyitva. A masodik alkalommal
a 2 rés van nyitva. A harmadik alkalommal mind a ketto rés
nyitva van.

Li(x), Iy(x), és I1,o(x) jeloli az x helyen egységnyi id6 alatt
érzékelt elektronok szamat rendre amikor az 1 nyilas nyitva van,
amikor a 2 nyilas nyitva van, és amikor mind a két nyilas nyitva
van.

Megfigyeljik a kisérlet soran hogy I, # I; + I5. Bizonyos
helyeken azt latjuk hogy I1,0 < I; és I1 1o < Is.

Magyarazat: Az elektronok ugy érkeznek meg mint részecskék.
Ezeknek a részecskéknek az érkezése gy oszlik meg mint a hullamok
intenzitasa. Mintha minden egyes elektron mindkét résen egy-
szerre haladna at, és azutan sajatmagaval interferalna az érzékel6hoz
valo megérkezésekor.

Az érzékelt elektronok szamabdl kiszamithatjuk a valoszintisé-
geket. Az x helyen egységnyi ido alatt érzékelt elektronok szamat
elosztjuk az egységnyi ido alatt kilott golydk szamaval. Az igy
kapott szamok Py (x), Py(x), és P o(x) jelolik annak a valosziniiségét
hogy x helyen elektront érzékeliink amikor egy elektront kilovink,
rendre amikor az 1 nyilas nyitva van, amikor a 2 nyilas nyitva van,
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¢s amikor mind a két nyilas nyitva van. Megfigyeljik hogy

P o(x) # Px)+Po(x), Tmin < & < Zipge esetén, A valoszini-
sé¢gek nem adodnak ossze.

A kvantum kisérlet soran valamely esemény bekovetkezésének
a valoszintisége: P = |a]?. Itt a egy komplex szam, a-t valészinii-
ségl amplitidonak nevezziik. Amikor egy esemény tobb kiilonbozo
alternativ modon torténhet meg, akkor az esemény valoszintiségi
amplituddja egyenlo az egyes modok valoszintiségi amplitudojanak
az osszegével. Tegyiik fel hogy P; = |aq|? és Py = |a|?, ahol ay
és i komplex szdmok. Ekkor Py o = o + awo|* # Py + P,

4.5. Stern-Gerlach kisérlet

Az atommag kortil forgo elektron elektromos aramlatot kelt. En-
nek az aramlat hatasara az atomnak magneses mezeje van. A
Stern-Gerlach kisérleti elrendezésben egy magnes, asszimetrikus
polusok segitségével, egy inhomogén (nem egységes) magneses
teret kelt. Az egyik polus kozel sik, mig a masik formaja ék
alakn. Ez az elrendezés olyan inhomogén magneses teret kelt,
melynek z komponense meroleges a majdnem sik alaku polusra.
A magneses mezo x és y tengely menti komponensei elhanyagol-
hatdak.

Semleges eziist atomokat loviink at a magneses mezon a magneses
mez6 gradiensére (iranyvektorara) merélegesen. Minden egyes
atom menet kozbeni elhajlasa az atom magneses nyomatékatol és
a magneses mezotol fiigg. Azt vartak hogy az atomok magneses
nyomatéka véletlenszeriien minden iranyban iranyitottak. Ezért
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azt vartak hogy az atomokat a magneses mez6 mindenféle szoghen
eltériti, és az ezlist atomok egy folytonos eloszlasat kapjuk az el-
hajlasi szog fliggvényében. Ehelyett csak diszkrét (egymastol
elkiiloniilo) szog halmazban térnek el az atomok. A semleges
eziist atomokat két sugarra valasztja a magneses tér. Az egyik
sugar felfele, a masik lefelé tér el. Az érzékeloként hasznalt
fényérzékeny lapon két egymastol elkilonilo folt keletkezik, ame-
lyek kozott nincsen semmi. Ha az atomok klasszikus részecskékként
viselkednének, akkor a kép egyetlen nagy folt lenne.

Classical
prediction )
What was Silver atoms

/actually observed /

SN

* :
&\ Furnace

Inhomogeneous
magnetic field

s

12. ébra. Stern-Gerlach kisérlet elrendezése [15]

A kisérletet megismételték olyan hidrogén atomokkal amelyeknek
csupan egy elektronja mozgott az atommag kortul. A hidrogén
atomok két sugarban (iranyban) tértek el a roppalyajuktél. Az
egyik sugart felfelé téritette el, a masik sugart lefelé téritette el a
magneses mezo.

Magyarazat. A hidrogén atom elektronjahoz hozzarendeliink
egy fizikal mennyiséget, a spint. A spin az elektron sajat, belso
impulzusmomentuma. Az elektron magneses nyomatékanak két
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13. ébra. Stern-Gerlach kisérlet: eziist atomok reptilnek inhomogén magneses
mezon keresztiil, felfelé vagy lefelé tériilnek el a spinjiik szerint; (1) ttizhely,
(2) eziist atomok sugara, (3) inhomogén magneses mez6, (4) klasszikus elmélet
alapjan vart eredmény, (5) megfigyelt eredmény [23]
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komponense van. Az elektron atommag kortuli forgasa okozza az
egyik Osszetevot. A masik Osszetevot az elektron belso forgasa,
a spin okozza. Az elektron bels6é magneses nyomatékat okozza a
spin. Az elektron spinje az elektromos toltésének keringése. Ez
a mozgas magneses mezot gerjeszt amely parhuzamos a keringés
tengelyével. A spin véletlenszeriien oszlik el a térben.

A kisérlet soran a magneses mezo iranyvektora lefelé mutatott
és az elektronok kezdeti iranya vizszintes volt. Az inhomogén
magneses tér a magneses tér iranyaval parhuzamos erovel hat az
elektron bels6 magneses momentumara. Az erd nagysaga aranyos
a tér gradiensével (iranyvektordaval) és a magneses momentum-
nak a tér gradiensének iranyara eso vetiletével. A kisérlet soran
azok az elektronok tértek el felfelé amelyek spinjének fiiggdleges
komponense felfelé mutatott. Azok az elektronok tértek el lefelé
amelyek spinjének fiiggdleges komponense lefelé mutatott.

A Stern-Gerlach kisérletben a mérés tengelyét azaz a spin meg-
meérésének a tengelyét az alkalmazott magneses mezo iranya és
a részecskék haladasi iranya hatarozta meg. A kisérletben sem-
leges eziist atomokat hasznaltak. A semleges eziist atom elek-
tronjainak magneses nyomatéka paronként nullara osszegzodnek
(paronként semlegesitik egymast) a kimarado egyetlen (par nélkiili)
elektron magneses nyomatéka lesz az eredo magneses nyomaték.
Ennek az elektronnak a spinje az egész eziist atom spinje.

A semleges eziist atomokat két sugarra valasztja a magneses
tér. Az egyik sugar felfelé, a masik lefelé tér el. Az érzékeloként
hasznalt fényérzékeny lapon két egymastol elkiiloniilo folt keletkezik,
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amelyek kozott nincsen semmi. Ha az atomok klasszikus részecs-
kékként vislekednének, akkor a kép egyetlen nagy folt lenne. A
két folt megfelel a spinnek a z tengely mentén 1évo két megengedett
értékének, amiket spin fel és ’spin le’ kifejezésekkel jelolhetiink.
Az atom vagy a részecske spinjét leirja az s spin kvantum
szam. Itt s lehet egy pozitiv egész szam vagy egy pozitiv egész
szamnak a fele. Tegytik fel hogy az atomnak vagy a részecskének
a spinje s. Vetitsiik a részecske spinjét egy tetszoleges tengelyre!
A vetiilet értéke lehet: a
—s5,—s+1,...,0,...,s—1,s
2s + 1 darab szam b?rmelyike. Az elektron spinje s = % A spin

vetilete lehet —% ¢s 5. A —% érteket . spin le’ a % értéket ., spin

fel” -nek nevezziik.

5. A qubit fogalma és fizikai megvaldsitasa

A kvantum bit (réviden qubit) egy vektor a két dimenziés Hilbert
térben. Ebben a vektortérben a v vektort

w = Oé()|0> + 041’1>
alakban frjuk fel, ahol g, a; komplex szamok |cpl? + |a]? =
ajag+ajay =1ésa0), [1) vektorok ortonormalis bazist alkot-
nak a Hs térben. Azt mondjuk hogy 1 a |0), |1) bazis vektorok
linearis kombinaciéja. Amikor megmériink egy qubitet akkor a
0) eredményt kapjuk |apl? valészinfiséggel és az |1) eredményt
kapjuk |a]? valdszintiséggel.

A qubit a |0) és |1) kozott végtelen sok allapotben lehet, amig
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meg nem mérjitk. Példaul a qubit lehet a 1]0) +¥2|1) dllapotban
és a qubit megmérésekor i valoszintiséggel a |0) bézis vektort
kapjuk eredményiil és % valoszintiséggel a |1) bazis vektort kapjuk
eredménytl. Azt mondjuk hogy egy kvantum rendszer zart amig
nincs kolecsonhatasban a kiilvilaggal, azaz amig nem végzink
mérést a rendszeren.

Valaszthatunk mas ortonormalis bazist is. Példaul tekintsiik a

10)+[1)
+) =5

‘_> __10)—[1)
V2

bazis vektorokat.
Ekkor a |1)) qubitet az alabbi médon reprezentalhatjuk:

:O{QO + 0 1) = |+>+| ) + o -1 >
) = agl0) + 1) = gL 4 0, 1
Tehat

) = 2034 4 2|y,

A Pauli matrixok altal reprezentalt operatoroknak a qubitre
gyakorolt hatasat tanulmanyozzuk a kovetkezokben.

1. Az I egység matrixszal balrél valo szorzas sajat magat ren-
deli mindkét bazis vektorhoz. oy operatort rendeljik hozza az [
egység matrixhoz.

2. Az X maétrixszal balrdl valé szorzas a |0) qubithez a |1)

qubitet rendeli és az |1) qubithez a |0) qubitet rendeli. Ezt gy
irhatjuk fel:

=)t + o= (5 )0 1+ () o

Eképpen
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01 00 01
X"(oo)‘%(lo)“(lo)'
ox operatort rendeljik hozza az X matrixhoz.
3. Az Y maétrixszal balrdl valé szorzés a |0) qubithez a i|1)

qubitet rendeli és az |1) qubithez a —i|0) qubitet rendeli. Ezt
igy irhatjuk fel:

: . 1 (0
Y = —i|0)(1| +|1){0] = —1 (O) (0 1)+74 ( 1) (1 0).
Eképpen
(01 (00 0 —2
Y“%ﬁo)+%ﬁo>_(io)
oy operatort rendeljuk hozza az Y matrixhoz.
4. A Z matrixszal balrdl valé szorzas a |0) qubithez a |0)

qubitet rendeli és az |1) qubithez a —|1) qubitet rendeli. Ezt gy
irhatjuk fel:

z=10 - al= () a o= (7)o

Eképpen
1 0 0 0 1 0
Z“<0—1>“<01>“(0—4>'
oz operatornak a matrixa a Z matrix.

A Hadamard matrixot sokszor fogjuk hasznalni.

1 1
— L
=71 2
Tekintsuk at az egyes matrixokra hogy a balrdl valé szorzas a

Y = ap|0) + aq|1) allapothoz milyen ¢ allapotot rendel hozza.
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041’1>.
2. ¢ = ox|) = (? é) <Z?> = <Z;) Tehit ¢ =
@1’0>+O&0‘1>

—7:041|O> + ZCM()|1>

4 ¢ =ozl) = (é _01) (Zﬁ) = (_&21) fehat ¢ =
040\0> —@1‘1>.

A qubit reprezentalhato a foton polarizacidjaval.
A qubit egy masik reprezentalasa az elektron spinje: az allapot
fel vagy le.

5.1. A qubit abrazolasa a Bloch gomb felszinén

Legyen 1) = ap|0) 4+ a1|1) egy qubit. A qubit allapotat a 0, ¢ és
v valds szamok felhaszndldsdval fejezziik ki. ¢ = €"[coss |0) +
e sin% |1)] ahol

oy = e”wsg

] = e”e“bsing.
Itt €7 komplex szamot atfogd fazis faktornak hiviuk. e értéke
nem mutathatd ki kisérleti eszkozzel, és ezért -t altaldban fi-
gyelmen kiviil hagyjuk. A ~ kiilonbozo értékeihez tartozd qubitek

nem kilonboztethetok meg és a Bloch gombfelszinnek ugyanazon
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pontjaval reprezentaljuk oket.

[gazoljuk hogy || + |a1]* = 1!

a|? + |au]? = |eTcost|® + \6”62'%7271 ? =

€77 2cos?L + |e"|2]e'?|?sin*s = cos® + sin®s = 1.
[tt felhasznaltuk az Euler-képletet. Euler képlet: minden x valds
szadmra, e = cosx + 1 sin x.

Ezért ]e”|2 e]? = 1.

11)
14. ébra. Bloch gémbfelszin [19]

A fenti reprezentéaciot lerajzoljuk, lasd 14. és 15. abrak. A ||
qubit az origobdl kiinduld egy 1 hosszia 7 vektor. Az r és a z
tengely altal bezart szoget 6-val jeloljik. Az r vektornak az xy
sikra esO vetiilete és a x tengely altal bezart szoget ¢-vel jeloljuk.

Példa: Tekintsiik a 16. &brat. Eloszor tekintsiik a |[4+) =

w qubitet amely a \O) |1) béazis vektorok linedris kom-

binacioja. Most ag = a1 = 7 Most
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15. 4bra. Bloch gémbfelszin [1]

16. &bra. Bloch gombfelszin, [6]
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@0—005Q=i:>

_ T _
: = 0

4 2

[\ ISa
=

€s
ap = e%mg \/- Mivel 5 0 = 7, igy Sing = % Tehat kapjuk
hogy €'* = 1. Ezért ¢ = 0.

Maésodszorra tekintsiik a |—) = Lf'» qubitet amely a |0),
1) bazis vektorok linearis kombinacidja. Most ag = \}5 és ap =
—%. Most

aozcosgzﬁégzgéezg
és

] = e“bsin% = —%. Mivel g = 7, gy Sing = % Tehat

kapjuk hogy e® = —1. Ezért ¢ = 7.

Figyeljik meg hogy a ¢ és 1 qubiteket a Bloch gombfelszin
atellenes pontjai reperezentaljak.

A Bloch gomb felszinének barmely pontja altal kijelolt allapotot
felveheti értékéul a qubit. A Bloch gomb felszine tartalmazza a
két bazis allapotot: |0), |1)-t is. Szamitasink sordn a qubit kiin-
dulasi allapota mindig valamelyik bazis allapot.

5.2. A qubit megmeérése

Tegyiik fel hogy van egy qubitiink egy ismeretlen 1 = ag|0) +
ap|1) éallapotban. A qubitetet a kvantum rendszer egy fizikai
valtozoja valositja meg. Amikor megmeérjik a qubitet akkor ezt
a fizikai valtozot mérjik meg. A fizikai valtozo megvalasztasa
meghatarozza a mérés leirasanak a keret rendszerét. A fizikai
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valtozd megvalasztasa meghatarozza a Hilbert tér egy bazisat
mint példaul a { |0}, |1) } bazist. A meghatarozott bazis vektorai
a megmért fizikai valtozé sajatvektorai. A mérés egy projekcid
(leképezés) a qubit allapotabdl a bazisba.

A rendszer véletlenszertien valtozik a ¥ = ag|0) + a1 |1) vektor
altal leirt kezdeti allapotbol

|cvo|? valészintiséggel a |0) dllapotba megy &t vagy

la1]? valdszintiséggel az |1) 4llapotba megy At.

A mérés hatasara egy valos szamot kapunk végeredményként.
A kapott valds szam a Mg, A1 (A\g # A1) sajatértékek valame-
lyike. Itt a Ag sajatérték a |0) sajatvektorhoz tartozik, és a
A1 sajatérték az |1) sajatvektorhoz tartozik. Amikor Ap-t ka-
punk végeredményként, akkor a rendszer a |0) allapotba megy
at. Amikor A\i-t kapunk végeredményként, akkor a rendszer az
1) allapotba megy at.

Tekintsuk at a ,, A fizikai valtozo megmérése” fejezetet!

Legyen [¢) = apl0) + aq|1) egy qubit. Megmérjiik a |)
qubitet. A méréshez két projekcio operatort rendelink hozza. A
M projekci6 operdtor a |0) allapotvektorra vetit, és a My pro-
jekcié operdtor az |1) dllapotvektorra vetit. |0)(0] = Py = M.
1)(1] = Py = M,

A megfelel6 matrixok:

M=10001= (3 ) 10 = (g ¢ )

és
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M=pai= () o= (g7)

Annak a valoszintisége hogy a k-adik (k = 1,2) végeredmény
lesz a mérés eredménye: p(k) = (Y| M gM ). A két lehetséges
végeredmény valdsziniiségének az Osszege:

S p(k) = Zzzlw\Mng)W) = 1. A mérés hatdséra a
qubit megvaltoztatja az allapotat. Ha kozvetlentl a mérés elott
1 allapotban volt a qubit akkor a mérés utan a |¢y) allapotba
kertl, ahol

k=0vagy k=1 ¢és

_ M)
I My )
M{ = M,,
it =t = (5 ) (50) = (00 ) = o
€S
M{ = M,

00 00 00
MEMFM(’MF(O 1) (o 1):(0 1):M1

Annak a valdszinlisége hogy a mérés utan a |0)-nak megfeleld
végeredmeényt kapjuk:

po = (Y| My Mo|h) = (| My|).

Most kiszamitjuk az M, operatornak a |¢)) qubitre vald alka-
y , o 10 7)) o 7))
Imazéasanak a hatasat. My|y) = (O O) <a1> = < 0 )
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A kiindulasi ¢ vektor dudlisa a (| = (of «f). Tehdt py =
(WI(Mol)) = (of af) = ool

Mivel Myl|y) = 060 = ay|0), kapjuk hogy az My mérési
operator alkalmazas utan a qublt allapota:
o) = My|v) _ al0) _ 010
Ve 1ol o

Most kiszamitjuk az M; operatornak a |¢)) qubitre vald alka-

Imazasanak a hatasat. Mi|y) = <8 (1)) <ZO> = (o(z) )
1 1

A kiindulasi ¢ vektor dudlisa a (¢| = (o «f). Tehat p; =
(WI(Mi[¥)) = (af ) (M) = ||
Annak a valdszintisége hogy a mérés utan az |1)-nak megfeleld
végeredményt kapjuk:

= (Y| M M) = (| Mi|p). Az My mérési operdtor alka-
Imazas utan a qubit allapota:

M) _mll) _ oayg
o1 gy e ol
A teljességi feltétel teljesiil, mert pg + p1 = |ag|* + |aq|* = 1.

5.3. Két qubit altal alkotott par, osszefondédas

Tekintstik a H4 Hilbert teret és a [00), [01), [10), |11), bézis
vektorokat. A |¢) édllapotvektor el6all a bazis vektorok linearis
kombinacidjaként:

Y = 0400‘00> + ()101‘01> + 041()|1O> + 0411|11>,
ahol aq, ag1, aqg, @11 komplex szamok. Amikor megmériink két
qubit altal alkotott |¢)) part, akkor a kvantum rendszer [1) dllapotat
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ravetitjik a négy bazis allapot valamelyikére. Eredményul kapjuk
a |00), |01), |10}, |11) vektorokat, rendre |agol?, |cor|?, |eviol?,
|11 |? valészintiséggel.

‘0400‘2 + |0401\2 + |0410|2 + ‘@11‘2 = 1.

Mi torténik akkor ha csak egy qubitet mérink meg? Most
mérjiik meg csak az elsé qubitet. Az elsé qubit |0) lesz

ph = |ao]? + |aor |* valdszintiséggel. Az els6 qubit |1) lesz

P = |ai|* + |a1|* valdszintiséggel. A fentiek alapjén: pj +
pi=1

Tekintstik azt az esetet amikor a mérés utan az elsé qubit |0)
lesz. ) jeloli a mérés utani allapotot. Tekintsiik azt az esetet
amikor a mérés utan az elso qubit |1) lesz. 17 jeloli a mérés utani

allapotot.
) = ap|00)+a1|01)

v laoo*+laor[?
) = ajg|10)+aq[11)

V1o +Han 2
Most mérjiik meg csak a masodik qubitet. A masodik qubit

0) lesz

Py = |ago]® + |l valdszinfiséggel. A masodik qubit |1) lesz

P! = |ag1]? + |a11|* valdszinliséggel. A fentiek alapjan: pf +
p] =1

Tekintsik azt az esetet amikor a mérés utan a masodik qubit
|0) lesz. 1 jeloli a mérés utani allapotot. Tekintsiik azt az esetet
amikor a mérés utan az elsé qubit |1) lesz. ¢} jeloli a mérés utani

allapotot.
‘¢6,> _ agp|00)+aq0|10)

V/ |ago[2+ag)?

65



) = ap1|01)+ay[11)

Vlao P+Han?

Tekintiik az két qubitbdl allo rendszernek azt a specialis allapotat
amikor

oy = vy] = % és apgp = a9 = 0. Ezt az allapotot Bell
allapotnak nevezziik és a qubit part pedig EPR parnak hivjuk.
Tegytk fel hogy a két qubitbdl allo rendszer ebben az allapotban
val. Amikor megmeérjuk az els('i qubitet a két lehetséges eredmény:
]O) valdszintiséggel és |1> = valdszintiséggel. A két megfeleld

meres utani allapot:

h) = [00)
€S
uh) = 1)

Amikor megmérjik a mésodik qubitet, a két lehetséges eredmény:
0), 5 valdszintiséggel és [1), 3 valdsziniiséggel. A két megfelelé

meres utani allapot:

44) = |00}
1) = 11}

A két mérés oOsszeflige egymassal. Amikor az elsd qubitet
mérjiuk meg ugyanazt az eredményt kapjuk mint amikor a masodik
qubitet mérjik meg. A két qubit lehet killonbozo helyen, mégis
amikor megmeérjiik a masodikat tudjuk hogy az elso milyen allapotban
val.

A Bell allapotok.

Neégy specialis allapotot hivunk Bell allapotnak. A Bell allapotok
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egy ortonormalis bazist alkotnak. A Bell allapotok:

1. |Boo) = _\00)211)7
2. 601> — ‘01>\j—§‘10>7
3. 610> _ ‘00)\;%11}7
4 501> _ \01}\;5\1(».

A Bell allapotokat meg tudjuk kiilonboztetni egymastol. Mind
a négy allapotot maximalisan osszefonddott allapotnak hivjuk.
Az EPR par az elso Bell allapot.

A qubit két kvantum allapotat akkor és csak akkor tudjuk
megkiilonboztetni mérdeszkozeinkkel, ha azok ugyanabban a bazis-
ban vannak reprezentdlva. Meg tudjuk kiilonboztetni a |0)-t és
1) kvantum allapotokat. Nem tudjuk megkiilonboztetni |0)-t és

\@(I()) — |1)) kvantum &llapotokat.

A kvantum &llapot egy ekvivalencia osztalyt alkot. e“7-val valé
szorzas nem valtoztat meg egység vektort.

A két qubitbol allé rendszer lehet szuperpozicio allapotban
vagy osszefonodott allapotban. A szuperpozicié allapotban min-
degyik (mind a kettd) qubitnek jol definidlt allapota van. Az
osszefonddott allapotban a két qubitbdl allo rendszernek jol definialt
allapota van, de egyik qubitnek sincsen jol definialt allapota.
Példaul tekintsiik azt az esetet amikor az els6 qubit az |1) dllapotban

van, a masodik qubit pedig a \/g(\(» + |1)) allapotban van.
Ekkor a rendszer allapota eloall a két qubit allapotanak a tenzor
szorzataként.
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VA0 + 1)) = 1 /3(10) +[12))

Tekintsiik a \/g(|00> + |11)) 6sszefonodott allapotot. Ezt az

allapotot nem lehet két qubit allapotanak a tenzor szorzataként
felirni. Altalaban is igaz, hogy az osszefonddott allapotot nem
lehet két qubit allapotanak a tenzor szorzataként felirni. Ugyanis

tegyik fel, hogy
a1

@l ras (o) = (0 )s( 5 ) = [ 2] -

&2?
(/5
0| = /00y + 1)
%y

Ekkor 04151 = \/g, Ctlﬁg — O, 04251 = O, @252 — \/g Tehat
ar # 0, 81 #0, ay # 0, By # 0. Viszont ekkor a3 # 0, ami
ellentmondas.

Altaldban az n qubitbol allo rendszert a 2" dimenzios Hon
Hilbert térben egy 1 (egység) hosszt vektor reprezentélja. Tel-
jesil hogy Hon a tenzor szorzata n darab két dimenzios Hilbert

térnek.
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5.4. A qubit mint részecske fél spinnel

A kvantum részecske (mint példaul az elektron) nem rendelkezik
definialt forgas tengellyel. Az elektron toltése valtozd térbeli
eloszlassal rendelkezik. Ennek a toltés eloszlasnak az idobeli
valtozasa tarsul az elektron benso forgasaval a térben véletlenszert
iranyokban. Az elektron benso forgasahoz rendeliink egy fizikai
mennyiséget, a ,spin szog mozgas-mennyiséget”. A spin egy
szam amely leirja az elektron bensé szog mozgasmennyiséget.
A kisérletek azt igazoltak hogy az elektron spinje +% vagy —%
értéket veszi fel a mérés tengelye mentén, fiiggetleniil attél hogy
hogyan valasztjuk meg a mérés tengelyét.

A |0) és |1) qubit allapotok megfelelnek a spin fel | 1) és spin le
| 1) allapotoknak egy altalunk valasztott tengely mentén, ilyen
lehet példaul a z tengely. A spin allapotokat ortogondlis egység
vektorokkal reprezentaljuk:

m=11={o)sm=11=(1)

Tekintsuk az x,y, z tengelyekkel rendelkez6 3 dimenzios ko-
ordinata rendszert. Azx,y, z tengelyek mentén rendre megmérjiik

az elektron spinjét. Sx, Sy, Sz jeloli rendre a harom mérést leird
mérési operatorokat.

Allitas 5.1 SX:%OX=%<(1) é)
0 —i
se=tov=4(7 3')
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1 0
SZ:%O_Z:%<O _1>7

1. A Sy spin operator: sajatérték —

5(7)

1
. 7 / / 1 / / ./ 1
Sajatertck +5 a hozzatartozo sajatvektor 7 ( | )

2. A Sy spin operator: sajatérték —% a hozzatartozo sajatvektor

A
i\ —i )

1
.« 7 V Ve 1 / / 7/ ]_
Sajatertek +3 a hozzatartozo sajatvektor 7 ( . >

3. A Sz spin operator: sajatérték —% a hozzatartozo sajatvektor

(o)

Sajatérték +% a hozzatartozo sajatvektor ( | )

1

5 a hozzatartozo sajatvektor

Mind a harom operatorra teljesul, hogy a hozza tartozé a
sajatvektor par egy bazist alkot a Ho Hilbert tér szamara. Az
elektron allapot vektora a bazis vektorok linearis kombinaci6jaként
all elo. Az egyiitthatok segitségével megadhatjuk annak a valoszini-
ségét hogy a kisérlet a 'spin fel” (azaz %) vagy ‘spin le’ (azaz _71)
sajatértéket ad-e.
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5.5. A qubit mint polarizalt foton

A foton két allapotui kvantum rendszer amelyet a qubit meg-
valésitasara hasznalnak. A fotonnak két fiigegetlen polarizacioja
van.

A fotonnak nincsen tomege és 1 spinje van. A fotont a vek-
tor momentuma (mozgasmennyisége) és a polarizaciéja hatarozza
meg, A fény elektromagneses sugarzas amely elektromos mezoje
oszcillal. A fény a z tengely mentén halad. Az erre meroleges
xy sikban oszcillal az elektromos mez6. Amikor az elektromos
mezo fiiggolegesen oszicillal a haladasra meroleges sikban, akkor
azt mondjuk hogy a tény x polarizalt.

17. abra. Huzalracs polarizator, hatasara az elektromos mezo fiiggolegesen osz-
cillal. [14]

Amikor az elektromos mez0 vizszintesen oszicillal a haladasra
meroleges xy sikban, akkor azt mondjuk hogy a fény y polarizalt.
Lasd

18 abrat. Amikor az elektromos mezonek tetszoleges az irdanya
az xy sikban, akkor az iranynak van x és y komponense. Ha
ezek a komponenesek fazisa 90 fokkel tér el egymastol akkor az
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18. abra. Fliggblegesen és vizszintesen polarizalt fény
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elektromos mezo6 forog és a fény elliptikusan polarizalt. Amikor
az r ¢s y komponenesek egyenloek egymassal és a komponenesek
fazisa 90 fokkel tér el egymastol akkor fény kor alakban polarizalt
lasd 19. abra [4].

19. ébra. K01 alakban polarizalt fény [4]

Polarizaciés szlir6t hasznalunk. A sziir6 egy sik lap. A szlir6
tengelye meghatarozza hogy milyen allapoti fotonokat enged at
és milyen allapotu fotonokat nyel el. A fény fotonokat a fenti
két polarizacios allapotba kényszeriti majd megsziri a kovetkezo
modon.

1. Beallithatjuk a sziiré tengelyét ugy hogy a sziiré az y po-
larizalt fényt engedje at. Ekkor a |v) allapotban 1év6 fotonokat
elnyeli a sziir6, és csak a |h) allapotban 1évé fotonokat engedi at.

2. Beallithatjuk a szliro tengelyét ugy hogy a sziir6 az x po-
larizalt fényt engedje at. Ekkor a |h) allapotban 1év6 fotonokat
elnyeli a sz1r6, és csak a |v) dllapotban 1év6 fotonokat engedi at.

Tekintsiik azt az esetet amikor a sziirot elforgatjuk. Ekkor a
fény fotonokat az x' vagy vy’ polarizacios allapotba kényszeriti
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majd megsziri a kovetkezo modon.

1’. Beallithatjuk a sziiré tengelyét tugy hogy a szir6é az y
polarizalt fényt engedje at. Ekkor a |v") allapotban 1év6 fotonokat
elnyeli a sziir6, és csak a |h') dllapotban 1é6v6 fotonokat engedi at.

2", Beallithatjuk a szird tengelyét ugy hogy a szliré az &’ po-
larizalt fényt engedje at. Ekkor a |h') dllapotban 1évo fotonokat
elnyeli a szir6, és csak a |[v') allapotban 1évo fotonokat engedi at.

Tekintsiik az alabbi kisérletet 20. abra.

/

20. abra.

A polarizacios sziirot 6 szoggel elforgatjuk tuggy hogy a sikja
hogy 0 szoget zarjon be a beérkezo fény haladasi iranyara meroleges
sikkal, azaz a fény koordinata rendszerének x,vy tengelyei altal
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meghatarozott sikkal, lasd 20. abra. A sziir6bol kijovo fénysugar
y' iranyban polarizéalt, ahol y és vy’ 0 szoget zarnak be, lasd 21.
abra.

Ekkor a szlir6bdl kijovo fotonok |h') allapotban lesznek. Ezt
az allapotot a |h) és |v) bazis dllapotok linearis kombindcidjaként
irhatjuk fel:

|h') = cosO|h) + sinB|v).

A kisérlet masodik részében ezek a fotonok |h’) allapotban
(azaz az y' tengely mentén polarizaltan) mennek keresztiil a masodik
polarizacios sziirén. A masodik sziiro tengelyét tugy allitjuk be
hogy a sziiré az y polarizalt fényt engedje at azaz csak a |h)
allapotban 1év6 fotonokat engedi at. Megbecsiiljik annak a valdszi-
niségét hogy a |h') allapotban 1évé fotont a szr6 |h) allapotba
kényszeriti.

(h|h') = cosO({h|h) + sinf(h|v)

itt |h) és |v) ortonormalis bazist alkotnak. Tehat (h|h) =1 és
(hlv) = 0. Tehat annak a valdszintisége hogy a |h') allapotban
1év6 fotont a szlir6 |h) dllapotba kényszeriti:

[(h|W)|? = cos?0.

A polarizacios szlirot 6 szoggel elforgattuk a fény haladasi iranya-
nak a tengelye kortil, ekkor |h) allapotot a (h') allapotba transz-
formaltuk, és a |v) allapotot a (v') allapotba transzformaltuk.

|h) — |h") = cosB|h) + sinf|v).

V) = |v') = —sinb|h) + cosd|v).
cos  sind )

Ennek a transzformacionak a matrixa: .
—sinb cosb
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21. abra. Fluggolegesen és vizszintesen polarizalt fény
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A matrix sajatvektorai és sajatértékei:

1. Az |R) = % ( i ) sajatvektorhoz az e sajatérték tartozik.
Ezt a sajatvektort jobb polarizacio allapotnak hivjuk.

2. Az |L) = L i
tozik. Ezt a sajatvektort bal polarizacié allapotnak hivjuk.

Tekintstk a o, = (S _OZ ) forgatési operatort. |R),|L) en-
nek a matrixnak is a sajatvekorai rendre a 1, —1 sajatértékekkel.

Mivel a sajatértékek 1, —1, ezért azt mondjuk hogy a fotonnak
egész spinje van.

sajatvektorhoz az e~ sajatérték tar-

5.6. Osszefonodas

Tekintsiik azt a rendszert amely két elektronbdl all amelyek an-
tiszimmetrikusak és amelyek spinje antiparallel. Azaz a fenti két
elektron spin vektora parhuzamos de ellentétes irany.

Az elektronok spinje:
11

2 2
vagy
_ 11

2 2
A két elektron spinjének az osszege 0.

A fenti kvantum rendszer a két elektront ellentétes iranyban
bocsatja ki a kvantum rendszer széthullasa utan.

A szog momentum megmaradasa miatt a fenti két elektron spin
vektora parhuzamos de ellentétes iranyu. Ezért ha megmérjik
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az egyik elektron spinjét valamely irany mellett és azt talaljuk
hogy az elektron ,spin felfel¢” allapotba van, akkor ezen irany
mentén a masik elektron . spin lefel¢” allapozban van. Amikor
megmérjik az egyik részecske spinjét, akkor az allapotvektorat
a mérés bazisanak egy vektoraba kényszeritjiuk. Ugyanekkor
a masik részecske allapotvektora automatikusan lesz az eleme
ugyanannak a bazisnak.
Tegyiik fel hogy a fenti rendszeren az alabbi kisérletet

hajtjuk végre. Eloszor megmérjik az elso részecske spinjét, az xz
tengely valamely vektora mentén és azt talaljuk hogy a részecske
,spin lefele” allapotban van. Akkor a masik részecske ugyanazon
irany mentén . spin felfele” allapotban van. Ezutan megmeérjik
a masodik részecske spinjét egy olyan vektor mentén amely 6
szoget zar be az elso iranyvektorral. Azt talaljuk hogy a masodik
részecske a ,spin lefele” és a ,,spin felfele” allapotok kombinaciojaban

van rendre a cos*(4) és sin?(%) valdszintiségekkel.

Tegyik fel hogy 82Lz elso részecske mérése utan azt talaljuk hogy
a részecske . spin felfele” allapotban van. Akkor a masik részecske
ugyanazon irany mentén ,spin lelfele” allapotban van. Ezutan
megmeérjik a masodik részecske spinjét egy olyan vektor mentén
amely 0 szoget zar be az elso iranyvektorral. Azt talaljuk hogy a
masodik részecske a ,,spin lefele” és a ,, spin felfele” allapotok kom-
bindcidjdban van rendre a sin?(%) és cos?(4) valészintiségekkel.

Most mérjiik meg az elsO részecskét majd a masodikat. A
két mérés két iranyvektora zarjon be 6 szoget egymassal. Most

0

sin®(5) annak a valdszintisége hogy a két mérés ugyanazt azt
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eredményt adja: ,,spin felfele” és ,,spin felfele” vagy ,.spin lelfele”
0

és ,spin lelfele”. Tovabba cos*(5) annak a valészintisége hogy a
két mérés ellenkezo eredményt adja: ,,spin felfele” és ,spin lefele”
vagy ,.spin lefele” és . spin felfele”.

Azt mondjuk hogy a fenti két részecske 0ssze van fonddva. Az
nem befolyasolja a mérések eredményét hogy milyen messzire
kertltek egymastol.

A fenti valoszinliségeket tobbszoros mérés eredményeként kapjuki
meg. Nagy szamu részecske part készitink azonos modon, és
ezeken a parokon végezziik el a méréseket. A méréseket fiiggetleniil
végezzik el az egyes parokon.

A meérési tengely megvalasztasa megadja a vektor bazist mind
a két elektron szamara. Amikor az elso részecskét megmérjik
valamely iranyvektor mentén akkor a masodik részecske allapota
ugyanazon irany mentén ,,spin lelfele” vagy . spin felfele”. Tegyiik
fel hogy a vizszintes tengely a 0 binaris szamot a fiiggdleges
tengely az 1 binaris szamot reprezentalja. Kivalasztunk egy
mérési tengelyt a mérés szamara majd mérunk. Ezzel lehetové
valik a 0-k és 1-ek tovabbitasa nagy tavolsagokra ,azonnal”.
Azért irtuk hogy ,azonnal”’, mert az informacio tovabbitasanak

a sebessége nem haladja meg a fény sebességét.

5.7. Nagy stlirtiségili kédolas (superdense coding)

Alice és Bob rendelkeznek két qubittel, amelyek a
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osszefonodott allapotban vannak. Alice-ndl van az elsé qubit.
Bobnal a méasodik. DBob elutazik és magaval viszi a masodik
qubitet. Alice 2 hagyomanyos bitbol allo tizenetet kiild Bobnak
a kovetkezo modon. Alice az lizenetnek megfelelo operatort al-
kalmazza az els6 qubitre majd Alice qubit csatornan elkildi az
els6 qubitet Bobnak. Ilyen moédon két hagyomanyos bitet tud
elkiildeni Bobnak. Alice a kovetkezo mddon jar el.

1. Ha '00’-et akar elkiildeni Bobnak, akkor semmit sem csinal a
qubitjével. A négy eset egységes targyalasa végett, azt mondjuk
hogy az Ioyo egység matrixhoz tartozo operatort alkalmazza a
qubitjére. Képezziik a két Inyo egység matrix tenzor szorzatat.
At igy kapott matrixhoz tartozé operatort alkalmazzuk a két
qubit altal alkotott rendszerre. A két Isyo egység matrix tenzor
szorzata:

1
10 10\ |o
(01)®<01)_ 0

0001

Alkalmazzuk az operatort, azaz balrol szorzunk az eredménytil
kapott I4.4 egység matrixszal.

o = O

0
0
1

o O O

80



1000 1 1
0100 1 O _ 1 O _|00>—|—|11>
oo1o0v2]lo0}| v2lO0]  v2 °
0001 1 1

Tehat az operator alkalmazasa utan a két qubitbol allo rendszer
marad a kiindulasi allapotban. Ezutan Alice qubit csatornan
elkildi az elso qubitet Bobnak.

2. Ha ’01’-et akar elkiildeni Bobnak, akkor a o operatort alka-
Imazza a qubitjére. Azaz Alice a Z matrixhoz tartozo operatort
alkalmazza a qubitjére.

7= (04

és a oy operatornak a matrixa a Z matrix.

Képezzik a Z és az Irxo egység matrix tenzor szorzatat. Az
igy kapott matrixhoz tartozé operatort alkalmazzuk a két qubit
altal alkotott rendszerre. A két matrix tenzor szorzata:

10 0 0
1 0 10y [01 0 O
(0—1>®(01)_ 00 -1 0
00 0 -1

Alkalmazzuk az operatort!
10 0 O 1 1
01 0 O N 0
00—-1 0 |v2{0] 2| 0

00 0 —1 1 —1
Tehat az operator alkalmazasa utan a két qubitbol allo rendszer
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allapotba keriil. Ezutan Alice qubit csatornan elkildi az elso
qubitet Bobnak.

3. Ha '10-at akar elkiildeni Bobnak, akkor a NOT kvantum
kaput alkalmazza a qubitjére. A NOT' kapu felcseréli az in-
put qubit komponenseit. Azaz Alice az X matrixhoz tartozo
operatort alkalmazza a qubitjére.

01
X = ( ! )
Képezzik az X és a Iryo egység matrix tenzor szorzatat. At igy

kapott matrixhoz tartozé operatort alkalmazzuk a két qubit altal

alkotott rendszerre. A két matrix tenzor szorzata:
0010

01 10y 10001
(1())@(01)_ 1000
0100
Alkalmazzuk az operatort!
0010 1 0
0001 | ,10) 4 (1
Tooo |v2lo0] v2|1
0100 1 0
Tehat az operator alkalmazasa utan a két qubitbol allo rendszer
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0
a1 | 10)+o1)
V2|1 V2

0
allapotba kerill. Ezutan Alice qubit csatornan elkiildi az elso

qubitet Bobnak.

4. Ha ’'11’-et akar elkiildeni Bobnak, akkor az 1Y matrixhoz
tartozo operatort alkalmazza a qubitjére.

yz<gy).

Eképpen

. 0 1
zY—(_l O)’

Képezzik az 1Y és a Iyyo egység matrix tenzor szorzatat. At igy
kapott matrixhoz tartozo operatort alkalmazzuk a két qubit altal
alkotott rendszerre. A két matrix tenzor szorzata:

O 0 10

0 1 10y 0O 0 01
(—10>®(01)_ ~10 00
0 —100

Alkalmazzuk az operatort!

0O 0 10 1 0
o001, lo| [ 1

—1 00020  v2| =1

0 —100 1 0
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Tehat az operator alkalmazasa utan a két qubitbol allo rendszer

0
a % _11 = |01>\;§‘10> allapotba keril. Ezutan Alice qubit
0

csatornan elkiildi az els6 qubitet Bobnak.
A kovetkezo 4 allapotot kapjuk Alice altal elvégzett transz-
forméacio eredmenyeke;apen:
allapot: 00)+]11)

Allapotor: |¢) '00> ﬁ“”

dllapotyy: [1)) — HEL

Allapotyy: |1) — %

Mint korabban lattuk, ez a négy kapott allapot, a 4 Bell allapot.
A Bell allapotok egy ortonormalis bazist alkotnak a 4 Hilbert
tér szamara. Megtelelo méréssel megkiilonboztethetok egymastol.
Bob a Bell bazisban méréssel eldonti hogy melyik allapotban van
a két qubitbol allo rendszer. Ha az allapotgy-ban, akkor Alice a
00 biteket kuldte. Ha az allapotg;-ben, akkor Alice a 01 biteket
killdte. Ha az allapotig-ban, akkor Alice a 10 biteket kiildte. Ha
az allapoti1-ben, akkor Alice az 11 biteket kildte.

Kisérlettel megvaldsitottak a nagy stirtiségi kodolas egy valtozatat.

Egymasba fonddott fotonokat hasznaltak fel a kisérlet soran.
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6. Kvantum kapu és kvantum aramkor

A kvantum kapukbdl épitjik fel a kvantum szamitogépet. A
kvantum kapu az inputjat az outputba transzformalja at az igaz-
sagtablaja alapjan. A kvantum kapu a kvantum rendszer allapotat
transzformalja &t egy 1j allapotba. A kvantum kapuk (és a
beldliik felépitett kvantum aramkorok) altal megvaldsitott allapot
transzformaciokat Hermite-féle operatorokkal irjuk le. Az allapot
transzformaciot leiré métrixot transzfer (athelyezd) matrixnak
nevezzik.

Az athelyez6 (transzfer) matrix unitér és az altaluk indukalt
transzformaciok megfordithatok. Az unitér transzformacio megfelel
egy hossz megorzo és informacié megorzo forgatasnak a vek-
tortérben.

A kvantum kapunak a bemenete és a kimenete ugyanannyi
véges sok qubitbol all. Tehat a bemenet allhat 1, 2, 3 stb qubitbdl,
a kimenet is ugyanannyi qubitbdl all mint a bemenet. A bemeneti
allapotot ¢és a kimeneti allapotot egy-egy Hilbert térbeli vektor-
ral irjuk le. A Hilbert tér dimenzidjanak a szama 2 hatvanya
ahol a kitevd a bemeneti qubitek szama. Azaz a Hilbert tér
Ho amikor a bemenet 1 qubitbol all, H, amikor a bemenet 2
qubitbdl all, Hg amikor a bemenet 3 qubitbol all, stb. Az n-
qubites kvantum kapu bemeneti allapota az egyes input qubitek
‘Ho-beli allapotvektorainak a tenzor szorzata. Hasonloan az n-
qubites kvantum kapu kimeneti allapota az egyes output qubitek
‘Ho-beli dllapotvektorainak a tenzor szorzata. Példaul ha ¢ és ¢ a
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2-qubites kvantum kapu bemeneti qubitjeinek az allapotvektorai
akkor ¢ ® 1 a kvantum kaput inputjanak az allapotvektora. Az
n-qubites kvantum kapu elemzésekor hasznalt ortonormalis bazis:

1. |0) és |1) Hs -ben amikor n = 1.

2. 100), |01), |10), és |11) H4 -ben amikor n = 2.

3. 1000}, [001), |010), |011), [100), [101), |110) és [111) Hsg
-ban amikor n = 3.

sth.

Tegytik fel hogy [V') a kvantum rendszer kezdeti dllapota amely
a kapu inputja. A kapu altal indukalt allapot transzformaciot a
G operator irjale. A G operatort a G = [g;;] matrix reprezentalja.
Ezen feltételek mellett a kvantum rendszer az eredményul kapott
[W) kimeneti allapotara teljesiil hogy

W) =Glv).

6.1. Klasszikus logikai kapuk és aramkorok

A Boole valtozok a 0 és 1 értéket veszik fel. NOT., AND,
NAND., OR, NOR, és XOR a Boole muveletek.

A logikai kapuk Boole miiveleteket valositanak meg, lasd 22.
abrat.

[tt hét klasszikus logikai kaput latunk. Minden kapura az input
Boole fiiggvényeként adjuk meg az outputot. Megadjuk minden
egyes Boole fiigevény igazsag tablajat. Az igazsag tabla megadja
az output értékét a bemeneti valtozok input értékeinek minden
egyes kombinaciojara.

@ jeloli az osszeadast modulo 2; az output 1 amikor a két input
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Kapu

AND (8s)

OR
(megengedd
vagy}

NOT
(negalas)

hagyomanyos jel szogletes jel miivelet Igazsagtabla

bemenet kimenet

I

B AANDB
0 0
1 0
0 0
1 1

bemenet kimenet

B |ACRB
0 0
1 1
0 1
1 1

bemenet kimenet

A
0
A-B|H
1
1
A
=it e E
;
:
P | 1

v ¢

MNOT A
1
0

A NOT kaput az elektronikaban nevezik még invertemek is, hiszen gyakorlatilag megforditja
idegen szdval invertalja a bemenetként kapott igazsagértéket.

NAND
(negalt &s)

NOR (negalt
vagy)

XOR, EXOR
vagy MOD2
(kizard vagy,
antivalencia)

XNOR vagy
EXNOR
(negalt
kizard vagy,
ekvivalencia)

bemenet| kimenet

"

B |ANANDB
0 1
1 1
0 1
1 0

bemenet kimenet

A

=1

i

P— A B

B ANORB
0 1
1 0
0 0
1 0

bemenet kimenet

A

— A¢ B

P R B = |

B |/AXORB
0 0
1 1
0 1
1 0

bemenet| kimenet

A

>~ A3 B

22. 4bra. Logikai kapuk [12]
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kulonbozik egymastol, és 0 amikor a két input egyenld egymaéssal.
Ha y = 0, akkor xpy = x. Az 0sszeadas modulo 2 igazsagtablaja
megegyezik az X O R igazsagtablajaval.

Ismert hogy a NAND kapu univerzalis. Ez azt jelenti hogy
minden logikai fiiggvény kifejezheté N AN D kapuk felhasznalasaval.
Tehat tetszoleges logikai fuggvényt kiszamito logikai aramkort
fel tudunk épiteni NAN D kapuk felhasznalasaval. Minden f :
{0,1}" — {0,1}™ n,m > 0 leképezés kiszamithaté olyan
hagyomanyos logikai aramkorrel amely NAN D kapukbol épiil
fel.

A 22. abran szereplo osszes két Boole valtozos kapu nem meg-
fordithato. FEz azt jelenti hogy nem teljestl a kovetkezo: ha
tudjuk az outputot akkor meg tudjuk allapitani hogy mi az in-
put. Példaul ha tudjuk hogy az AN D kapu outputja 0, akkor
nem tudjuk hogy mi az input. A NOT kapu megfordithato. Két
NOT kapu egymas utani alkalmazasa kiadja az elsé inputjat.
A klasszikus logikai kapuk nem megfordithato tulajdonsaga azt
eredményezi hogy informaciot veszitiink az alkalmazasukkor.

Most egy példat adunk a logikai aramkorre. Az egy-egy bitet
osszeado logikai aramkort tekintjiik. Az aramkornek harom in-
putja van: a, b, és Carryin, és két outputja: Sum és Carryout.
Az egy-egy bitet Osszeado logikai aramkor igazsag tablaja:

88



Carryin | Sum | Carryout
0 0

—_ = =)=k, OO OO OO
—_ O O = = O O o
OO, O ) =) O
_ = O = O O

1
0
|
0
1
0
|

'._L

1 1

Az igazsag tablabol lathato hogy
Sum = abCarryin ®abCarryin® abCarryin® abCarryin.
Carryout = ab ® aCarryin & bCarryin
A fenti kifejezés alapjan kapjuk a
23 abran lathato klasszikus aramkort.

6.2. Egy qubites kvantum kapuk

Egy qubites kvantum kapunak nevezziik azt a fekete dobozt amely
a |v) = apl0) + aq1|1) input qubitet attranszformalja a |¢) =
a;,|0) + af|1) output qubitté. A G egy qubites kvantum kaput
megadjuk a 2 X 2 athelyez6 (transzfer) matrixaval.

O — ( gi1 gi2 )
921 922
Emlékezziink vissza hogy a normalizacios feltétel megkoveteli

hogy
[l + |a]? = 1 6s |ap|? + |af|* = 1. EbbSI kivetkezik hogy
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Carryln

i
o

{1

v
22}
\l/,f

CarryQOut

23. sbra. A kimend maradékot kiszamito klasszikus aramkor
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G unitér méatrix, azaz G1G = GG = Ihy9, ahol Iry9 a 2 X 2-es
egység matrix.

arF — (91:1 95;1 )

912 Y22

Tehat

cic - ( 9n9n + g5, 91‘1912+9§1gzz) -

912911 + 9229215 Giag12 + 922922

Tehét G invertalhatd, G inverze G szintén unitér matrix. Tehat
a kvantum kapuk megfordithatok. A kvantum kapu altal meg-

valositott transzformacié: |¢p) = G|y). Az egy qubites kvantum
kapura a fenti egyenloség az alabbi alakot olti:

046 _ [ 911 412 Q|
o g21 G22 a )

Eképpen
Q) = g1100 + gro0
S

Q) = ga10p + gooay.

Az alabbiakban megvizsgalunk néhany fontos 1 qubites kaput
és megadjuk a hozza tartozo athelyezo matrixot.

1. Az I azonossag kapu. Ez a kapu valtozatlanul hagyja az
input qubitet, azaz az output qubit megegyezik az input qubittel.

2

2. Az X, vagy masképpen, a NOT kapu. Ez a kapu felcseréli
az input qubit komponenseit.
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01

10
3. Az Y kapu. Ez a kapu felcseréli az input qubit kompo-

nenseit. A csere soran az elso input konponenst i-vel a masodik
input komponenst —i-vel szorozza meg.

0 —2
Y= i 0

4. Az Z kapu. Ez a kapu a masodik input komponenst —1-gyel
SzZOr0ozza meg.

1 0
2= 0 —1
5. A Hadamard kapu.

H:%G —11>
\@:MW=%(1Q)(3):

0) +11)) + A(0) = [1)).

Alkalmazzuk a Hadamard kaput a |0) és az |1) allapotokral
H|0) = —5(|0) + |1)).
H1) = (10) = 1)).

Tehat ha x = 0 vagy «x = 1, akkor

H|z) = Z5(]0) + (=1)7]1)).

X:

ﬂii

Sl
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6.3. A Hadamard kapu, fényosztok, sugarosztok

Felidézziik hogy amikor a foton a fényosztohoz ér, 50% esélye van
arra hogy dthaladjon és 50% esélye van arra hogy visszaverédjon.
Mas tipusu részecskékhez is épitettek sugarosztot amely megosztija
a részecskék sugarnyalabjat.

Tekintsiink egy 50% — 50% sugdrnyalab osztét. Az osztéhoz
érkez0 részecske ugyanannyi valoszintiséggel halad at mint amen-
nyi valoszintiséggel visszaverddik. Ismert hogy a fénysugar-oszto
segitségével megvalositjuk a Hadamard transzformaciot lasd 24.
abra.

A Hadamard kapu a [¢p) = ap|0)+aq|1) input qubitet attransz-
formalja a |¢p) = af|0) + 1) output qubitté. Felidézziik hogy

o=t =3 (1 1) () -

AU0) + 1)) + A(0) = 1)) =
%(OZO + ()41)‘0> + %(OJO — 051>|1>
Annak a valészintiségi amplitudoja hogy az osztot elhagyo részecske
a |0) bazisallapotban hagyja el az osztét (az abran a felfelé haladd
sugarnyalabban talaljuk):

%(ao + ay).
Annak a valészinliségi amplitudoja hogy az osztot elhagyd részecska
az |1) béazisallapotban hagyja el az osztot (az dbran a lefelé halado
sugarnyalabban talaljuk):

%(ao — Q).
Hogyan teljesiil, hogy az osztéhoz érkezo részecske ugyanannyi
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|10) _ 1o
PR SUGA g OS2TC
[1) [1)

24. abra. Fénysugar-osztod segitségével megvalositjuk a Hadamard transz-
formaciot
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valoszintiséggel halad at mint amennyi valoszintiséggel vissza-
verodik? Legyen oy = —aq. Ekkor

%(ao +aq) = %(C\fo — ) és

%(OZO — al) = %(&0 -+ 041>.
Két fényoszté egymas utani alkalmazasat tekintjik. Most az out-
put:

|¢) = H x H[).
Az A és B matrixok szorzatat A x B jeloli. Igazoljuk hogy

H x H = I! Valéban,

1 1 1 1 2 0
— 1 1 1 _

Tehdt |¢) = [1)).
A fenti eredményt altalanositjuk. Ha a [¢)) allapotban 1év6

qubitre n = 2k darab fényosztot alkalmazunk egymas utan,
akkor a végeredmény megegyezik a kiindulasi értékkel. |¢p) =
).

Ha a |¢) allapotban 1évé qubitre n = 2k + 1 darab fényosztot
alkalmazunk egymas utan, akkor a végeredmény megegyezik az-
zal a végeredménnyel amit egyetlen fényoszté alkalmazasaval ka-
punk:

o) = HI[v).

6.4. Két qubites kvantum kapuk, a CNOT kapu

Most a CNOT kaput irjuk le, lasd a 25. abrat 26 abrat.
22].
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| 2= = A B v J
o 0 0 0
XOR 01 0 1
ly= L 1 D 1 1
ol
L. T [:L 0

25. 4bra. A CNOT kvantum kapu [22]

22]. A CNOT (controlled-not) kapunak két inputja és két out-
putja van. Az els6 inputot iranyitd (més széval kontrol) inputnak
nevezzuk, a masodik inputot cél inputnak nevezziik. A kontrol
output megkapja a kontrol input értékét. A cél output értéke
megegyezik a cél input értékével ha a kontrol input 0 és a cél
output értéke a cél input értékének a negaltja ha a kontrol input
1.

A kvantum CNOT kapunak szintén két inputja van. A kontrol
input egy qubit amely a [¢) allapotban van. A cél input egy
qubit amely a |¢) allapotban van. A kvantum CNOT kapu a
kontrol inputot kozvetleniil athelyezi a kontrol outputba. Azaz a
kontrol output qubit értékiil kapja a kontrol input qubitet. A cél
output megegyezik a cél inputtal ha a kontrol input |0). Tegytik
fel hogy a kontrol input |1). Ha a cél input ag|0) 4+ a1|1), akkor
a cél output aq]0) + apll).

A kvantum CNOT kapu input qubitjeit és output qubitjeit egy-
egy vektor reprezentalja a négy dimenzios H4 Hilbert térben. A
kontrol input egy qubit amely a |¢) dllapotban van. A cél input
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Before After
Control  Target Control Target
0) | 10y | 100 | [0}
0} 1) | |0} 1)
1) 0) | 1) 1)
1) 1) | 1) | |0)

26. sbra. A CNOT kvantum kapu [24]

egy qubit amely a |¢) allapotban van.
) = a[0) + aa[1).
|6) = Bo]0) + Bil1).

A kvantum CNOT kapu input vektora:

oS

eron) = ot = (1) o (1) = | 0
o151

A CNOT kvantum kapu az alabbi transzformaciot hajtja végre
amikor az input qubitek a |0) és |1) bazisvektorok.

100) — |00) |01) — |01)

[10) — |11) [11) — |10)
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A CNOT kvantum kapu athelyezési marixa egyenlo az output
vektorok és a nekik megtelelo input vektorok kiilsé szorzatainak
az Osszegével.

Geonvor = 100)(00[ + |01) (01] 4 |11) (10] 4 |10) (11|
Most kiszamoljuk a Goyor operator matrixat. Eloszor kiszamoljuk
a |00), |01), [10), |11) béazisvektorokat.

00) = 10) @ |0) = ((1)) ®((1)> B

_ O OO O OO0 OokFrr o OoOooo
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1 1000
0 0000
100) (00| = 0 (1000) = 0000
0 0000
0 0000
1 0100
01)(01] = 0 (0100) = 0000
0 0000
0 0000
0 0000
[11)(10] = 0 (0010) = 0000
1 0010
0 0000
0 0000
[10)(11] = | (0001) = 000 1
0 0000
A fenti matrixok osszeadasaval kapjuk meg a kvantum aramkor

Gonor athelyezd matrixat.
1000

Gonor =

o O O

10
0 0
01

O = O

Felidézziik hogy |Vonor) az input vektor és |Wenor) az output
vektor. FEkkor
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Wenor) = Genor|Venor) =

—_ O O O
O~ OO
/‘\
\_/
/\\
@D @
= O
N

o O O =
o O~ O

oo
o1
o151
a1

(04050

( ) (%)_ o

By a1

\ 151

Tehat Weonor = apf 00> + 04061|01> + &151‘10> + 01150|11>.

Tehat az input vektor elso két komponense rendre belemasolodik
az output elsd két komponensébe. Az input vektor harmadik
komponense lesz az output vektor negyedik komponense. Az in-
put vektor negyedik komponense lesz az output vektor harmadik
komponense.

A CNOT kapu megfordithato. Valoban,
GonorGenvor = 1.

1000 1000 1000
G o100 0100| [o0100
CNOT =1 0001 0001 0010

0010 0010 0001
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6.5. A Fredkin kapu
A 27. abran lathaté a Fredkin kapu.

a a
b ab ® ac
C ac ® ab

27. ébra. A Fredkin kapu

A 28. abran lathato a Fredkin kapu aramkori jele.

N
X

28. abra. A Fredkin kapu aramkori jele [21]
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A klasszikus Fredkin kapu igazsag tablaja:

alblcla b
0000010
001001
0/1{0]0[1/0
O/1(1]0]1 1
110{0] 110710
110[1]1[17]0
111{0[{110]1
111111

/

1. Az a kontrol inputot kozvetleniil athelyezi az outputba:
C =

C.

2. Amikor a = 0, akkor a két cél inputot modositas nélkiil
athelyezi az outputba: b = b, és ¢ = c.

3. Amikor a = 1, a két cél input értékét feleseréljik: b = ¢ és
d =0b.

Tekintsiik a kvantum Fredkin kaput! A harom qubitbdl allo
rendszert a nyolc dimenzios ‘Hg Hilbert térben reprezentaljuk. A
bazis nyolc vektorbol all:

1000}, |001), |010), [011),
1100), |101), |110), |111),
Kiszamoljuk a bazisvektorokat.
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vl

i
N—

N\

1000) =

N

N\

001) =

N —

—
O OO OO OO O OO OO oo oo —H oo ooo

010) =

———
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vl

-
N—

N\

011) =

N

N\

100) =

N —

O O —H OO OO OO OO 1 OO OO oo o oo —H oo

—

101) =

———
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0
")
0
10y = |
0
1
\8)
/oS
0
=
0
0

1
A bézisvektgrolgrendre megfelelnek az I egységmatrix oszlopainak.
Megkonstrualjuk a G pregrin operatornak G pregrin matrix reprezen-
taciojat.

A Fredkin kvantum kapu az alabbi transzformaciot hajtja végre

amikor az input qubitek a |0) és |1) bazisvektorok.
000) — |000) |001) — |001)
010) — |010) [011) — |011)
100) — [100) [101) +> |110)
110) — [101) |111) +— |111)
Eképpen
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G Fredrin = ]000)(000] + [001)(001] + [010)(010| + |001) (011 |+
1100) (100 + |101)(110] + [110)(101] + |111)(111].
(10000000

0 0
0

GF redkin —

o O O OO

O OO o o= O

o O o o+~ O
SO OO O+~ OO

OO =k OO O

_— O O O O O

O R O O OO

0
0
0
0

\00000001

A Hg térben a Fredkin kapu |Vieyeqrin) input vektora a bazisvek-
torok linearis kombinacidja az aggy, o1, @10, @011, X100, X101,
110, @111 kompex szam egyutthatokkal.

‘VFredk:in> = Cl{000|000> + 04001|001> + 04010‘010> + Q011‘011> +
()4100|100> + 04101‘101> + 04110|110> + &111‘111>.

‘ WFredkin> — GFredk:m | VFredkm> .

Allitas 6.1 A klaszikus Fredkin kapu megfordithato.

Bizonyitas. A klaszikus Fredkin kapu igazsagtablajanak kozvet-
len vizsgalataval.

[]

Allitas 6.2 Ha a klasszikus Fredkin kapu outputjara ismét al-
kalmazzuk a klasszikus Fredkin kaput, akkor visszakapjuk az elso
kapu inputjat.

Bizonyitas. A klaszikus Fredkin kapu igazsagtablajanak kozvet-
len vizsgalataval.
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6.6. A Toffoli kapu

A Toffoli kapunak két kontrol inputja van, a és b, és egy cél
inputja van, ¢. A kimenetek @’ = a, b’ = b és ¢, lasd 29. dbra.

a a
b b
C c® ab

29. abra. A Toffoli kapu.

Ha mind a ketto kontrol bit 1, akkor c értéke megvaltozik,
kilonben ¢ értéke nem valtozik. A Toffoli kapu univerzalis és
megfordithato. A klasszikus Toffoli kapu és a kvantum Toffoli
kapu igazsag tablaja megegyezik. Hasonldan, a klasszikus Toffoli
kapu és a kvantum Toffoli kapu athelyezo fiiggvénye megyegyezik.
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c & c® ab

30. abra. A Toffoli kapu aramkori jelolése.

a o a
b . b
1 I a NANDb

31. abra. A Toffoli kapu segitségével megvaldsitjuk a NAND kaput.
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32. abra. A Toffoli kapu megvalositja a FANOUT fuggvényt

A klasszikus Toffoli kapu igazsag tablaja:

al blcld|b |
0/0{0]0]010
0/0[1]0]0 1
0/1/0/0]1/0
O/1/1]011]1
110/0[1]01]0
110111071
171101 11
17111110

Az igazsigtabla kozvetlen vizsgalatdval kapjuk hogy ¢ = ¢ @
(aANDb). Ha ¢ = 1 akkor ¢ = a NANDb. Ha ¢ = 0 akkor
' =aANDYWb.

A Toffoli kapu megvalositja a NAND fuggvényt, lasd a 31 abrat.
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A FANOUT fiiggvényt a FANOUT (x) = (x, x) egyenloséggel
definidljuk. A 32. dbra mutatja megvaldsitjuk a FANOU'T figgvényt:
amikor a = 1 és ¢ =0, akkor ¢ = 0@ (1ANDb) = 0D b =b.
Azaz a mésodik input bitet masoljuk ¢-be.

A Toffoli kapu univerzalis. Ezt azt jelenti, hogy barmely
f(xy,...,x,) Boole fiiggvényhez létezik olyan Toffoli kapukbol
allo aramkor amelynek

az inputja x1, To, ..., T, és valamennyi segédbit

az outputja x1, T, ..., T, f(21, ..., Ty) éstovabbi bitek (szemét).
Ez azt jelenti, hogy Toffoli kapukbdl fel tudunk épiteni egy tetszoleges
Boole fuggvényt kiszamold aramkort.

A kovetkezokben a kvantum Toffoli kaput vizsgaljuk. Az a, b,

c inputnak megfelel6 qubiteket rendre |¢), |@) és |() jeloli.
) = ao|0) + aq|1)

&) = Bol0) + Bi|1)

¢) =/0) +71)

Az input allapot a fenti harom qubit tenzor szorzata.
Viosois) = [) @ |9) ®|C) =

apB070]000) + aBy1001) + g B170|010) + cpB1y1|011)+

@160’}/0‘100> -+ &150’}/1‘101> + &151’}/0‘110> + &15171‘111>
Az input allapotot leiré vektor:

\vToffom:( ) (%) ( ):
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( 08070 \

aoBov1
oo 0405170
a3 o0 = o171
a1 5o 7 a1 500
a1 51 a1 8071
0415170

\ 1517 )

Most megkonstrualjuk a Gy o operator Grg o matrixat. A
Toffoli kvantum kapu igazsagtablaja alapjan a a Toffoli kvan-
tum kapu az alabbi transzformaciot hajtja végre amikor az input
qubitek a |0) és |1) bazisvektorok.

000) — |000) |001) — |001)

010) — |010) |011) — |011)
100) — [100) [101) + |101)
110) +— [111) |111) — |110)
Eképpen
G'roffori = |000)(000] 4+ [001)(001] + ]010)(010| + [011) (011 |+
1100)(100| + |101)(101| 4+ [110){111| + |[111)(110].
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(10000000
01000000
00100000
o 00010000
folfol = 00001000
00000100
00000001

\ 00000010

Wroproti) = Groffoti| Vo foli) -

6.7. Kvantum aramkorok

Definicié 6.3 Kvantum szamitogépnek nevezzilk az n qubitbdl
allo rendszert amelyre az alabbi miiveletek hajthatok végre:

1. Minden qubitnek a kezd6értékét beallithatjuk a |0) értékre.

2. Minden qubitet megmérhetiink a { |0), |1) } bazisban.

3. Véges sokszor, tetszés szerint alkalmazhatunk kvantum ka-
put a qubitek tetszoleges, rogzitett nagysagu részhalmazara.

4. A qubitek kizardlag a fenti transzformaciok szerint fejlodnek.

A kvantum kapuk osszekotésével épitjik fel a kvantum aramkoroket.
Megszoritasok:

1. Az daramkorok nem tartalmaznak kort. Nincsen
visszacsatolas.

2. Nem tudunk ismeretlen qubitet értékének megorzésével
masolni.
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6.8. NNem tudunk ismeretlen qubitet értékének megor-
zésével masolni (klénozni)

Allitas 6.4 Nem tudunk ismeretlen qubitet értékének
megOrzésével masolni (klénozni).

Bizonyitas. Tegyik fel hogy van egy olyan két qubites kapu
amely képes valamelyik inputjat értékének megorzésével masolni.
A kapu linaris transzformaciot hajt végre. A |V') input vektort
a |W) vektorba transzformalja at: |W) = G|V}, ahol G a kapu
athelyez6 matrixa. G jeloli a kapu altal megvaldsitott unitér
transzformaciot.

Legyen 1) és |¢p) két egymara meréleges qubit allapot. Az elsé
input elobb a |1) és azutan a |¢) allapot lesz, mindkét esetben
a masodik input a |0) qubit allapot lesz.

Feltettiik hogy a kapu klonozza az elso inputjat. Tehat

AG( V) ®10) = |[V)|¥).
G(|¢0)) = |vy).

Hasonldan:

AG( ¢) ®10)) = |9)|®).
G(|¢0)) = |og).

Most tekintsiik a |£) = %(\@D) + |¢)) allapotot. |£) legyen a
masold kapu els6 inputja és |0) qubit a masodik inputja. Mivel
G linearis transzformacio,

G([€0)) = G(5(1¥) + [#))]0)) =
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LIG(160)) + G(60)] = = (10) + [60)).
[smét |€) legyen a masold kapu els6 inputja és |0) qubit a masodik
inputja. Ekkor G(|£€0)) = |€€). G és |€) definicidja szerint:
G(|€0)) = 16€) = (1) +18) ® 5(1¥) + 19)) =
S(|0w) + [ve) + [d0) + |99)) # F5(|vw) + |9)).

Ellentmondas.
A fenti bizonyitast természetes modon altalanosithatjuk tetszo-
leges kvantum szamitogépre.
[]
Szemléletesen: a kvantum rendszer allapotanak két példanya
szigoruan tobb informaciot tartalmaz mint egy példany. Ezért
nem lehet masolni az ismeretlen kvantum allapotot.

6.9. A qubit felcserélése és az osszeadas aramkorok

A 33. abran két bit osszeadasara szolgald aramkort latunk. Az
aramkort megfordithato kapukbdl épitettiik fel. Az aramkor egy
Toffoli kapubdl és egy CNOT kapubdl all. A CNOT kapu koveti
a Toffoli kaput. A Toffoli kapu két kontrol inputja a és b. A
Toffoli kapu cél inputja ¢ = 0. A Toffoli kapu cél outputja ¢ =
a ANDb. Ez az éllapot jelenik meg az dramkor outputjan. ¢’ =
d =aANDYb.

A CNOT kapu a’ = a kontrol inputja valtozatlanul keriil ki az
outputra: a” = o’ = a. A CNOT kapu cél inputja ¥ = b. A
CNOT kapu cél outputja:

b = (' XORUV) = (a XORD).
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CL//:CL

v = Sum = aXORb
" = CarryOut = aANDB @ ab

33. sbra. Két bitet Osszeadd aramkor.
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Tehat az aramkor két outputja az a, b inputok osszege és az
osszeadas kimeno maradéka.
A 34. abran lathato aramkor felcseréli a két input qubitet.

|a> ° D ° ‘b>

|b> b o ® ‘CL>
34. abra. Két qubitet felcserélo kvantum aramkor

Az aramkor harom CNOT kapubdl all.

Az els6 qubit értéke rendre: |a), |a), |a @ (a & D), |b).
A masodik qubit értéke rendre: |b), |a @ b), |a © b), |a).
Felhasznaljuk hogy

a®(adb)=(ada)db=0>
bd(bBa)=0bdb)Ba=a

a®a=0
s
0D b=0b.

A 35 abran két qubit osszeadasara szolgald kvantum aramkort
latunk. A két qubit osszeadasakor bejovo maradékot figyelembe
vesszik és a kimeno maradékot kiszamoljuk. Az aramkor Tof-
foli és CNOT kapukbol all. b a bejové maradék, x és y az
osszeadadno bitek, k& a kimeno maradék. A felso harom qubit:
b), |z), és |y) a kontrol qubitek az dramkér minden kapujan. Igy
valtoztatas nélkil az outputra mennek. Az 1 pontban a CNOT
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b) Ce e e )
) ° ° ° )
y) . . T y)
O> P ‘31> ¥ ’82> o 0>
0) k)

& o) & o) &

35. abra. IKét qubit Osszeadasara szolgald kvantum aramkor

transzformacié eredményét |s1) jeloli. A 2 pontban a CNOT
transzformaci eredményét |sq) jeloli.

|s1) = |c®0) = o),

|52) = [s1 B @) = |c D ),

0) =|s2®y) =[(c®r)DY).

Allitas 6.5 |(c ® ) @ y) = |zyc + 27c + yTc + cTy).

Bizonyitas. Ehhez elegendo belatni hogy

(c® x) ®y = xyc+ xYc + yxTc + cTY.

1. A bizonyitas torténhet mindkét oldal igazsag tablajanak a
megkonstrualasaval majd a két igazsag tabla Oszehasonlitasaval.

2. A bizonyitas torténhet gy hogy a bizonyitas soran fel-
hasznaljuk hogy

TDY =2y +2Y
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r+y=2xy
STY=T+7Y

[]

A 6.1 alfejezetben igazoltuk hogy a A 6.5 allitasban szereplo
egyenloség jobb oldala a két bit osszege.

Az elsé Toffoli kapu cél qubitje a |c3) output értéket veszi fel a
3 pontban.

Az méasodik Toffoli kapu cél qubitje a |cq) output értéket veszi
fel a 4 pontban.

lc3) = 0@ (zy)) = |zy)

c1) = |es @ (b)) = [(xy)

|Carryout) = |cs & (by)) = [(zy) ® (bx) & (by))

Kénnyen lathaté hogy (xy) @ (bx) & (by) = xyb+Tyb+ xyb+
zyb.

Tehat |k) = |zyb + Tyb + ayb + xyb).

A 6.1 alfejezetben igazoltuk hogy ha eltekintiink a vektor repre-
zentaciotol, akkor a fenti egyenloség jobb oldala a kimeno maradék.

Tekintsik a 36. abran lathato kvantum aramkort és kon-
strualjuk meg a transzfer matrixat!

A legfels6 |a) qubit a CNOT kapu kontrol qubitje. Eképpen
valtozatlanul kertil ki az outputra: |a’) = |a). A masodik qubit
nem modosul: [b') = |b). A harmadik qubit ellenkez6 értékre
valtozik ha |a) = |1), kiilonben nem véaltozik. Az aramkor
igazsag tablaja:
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a) . a’)
b) o)
c) g c')

36. abra. 3-qubites CNOT kapu

alblcla b
0000010
0/0[1]0]0 1
0/1{0]0[1/0
O/1(1]0]1 1
110{0[ 1101
110[1]1107]0
111{0[1 /11
171111110

A kvantum aramkor az alabbi transzformaciot hajtja végre
amikor az input qubitek a |0) és |1) bazisvektorok.
000) — [000) ]001) +— [001)
010) — [010) |011) — |011)
100) — |101) [101) + |100)
110) — [111) |111) — |110)

Eképpen Gsconor = 000)(000| + [001)(001| + [010)(010| +
011)(011]+

1100) (101] 4 |101)(100| 4 |110)(111| + |111)(110].
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Miutan kiszamitjuk a kiilso szorzatokat és 0sszeadjuk a matrixokat
kapjuk hogy

(10000000
01000000
00100000
o _|o0o0o010000
100000100
00001000
00000001

\ 00000010

6.10. Unitér transzformaciok és forgatasi matrixok

Tekintsiik az alabbi operatorokat!
1. A Hadamard (H) operator.

(11
=17 (1 —1)
A fazis (S) operator.
L0
-(01)
g (T) operétor.
A g zogge? valo fazis eltolas (FPy)

B 10 0
— 0 629

>
Q,_L/-\o

huqxvqoocow
|
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I 0

1 0
6. Minden k£ > 0 szamra, Ry = ( oi )

0 e2r
Emlékezteto:
(01
Ox — 10 )
()
1 0
(10
2=\ 0 -1)

A qubit a Bloch gomb felszinének barmely pontja altal ki-
jelolt allapotot felveheti értékéul. Azaz a qubit allapotat egy
egységvektor irja le amely a Bloch gomb felszinének valamely
pontjara mutat. Amikor egy transzformaciot alkalmazunk a qubit
allapotara akkor a neki megteleld vektort szintén transzformaljuk.
Kiilonosen érdekel minket a vektornak az x, y, 2 tengelyek kortili
0 szoggel valo elforgatasa. A fenti harom elforgatést R, (0) R,(0)
R.(0) jeloli. A fenti harom elforgatést a oy, oy és oz Pauli
matrixok segitségével valositjuk meg.

0 SN

Rac(0) = cos()T — isin(%)oy — ( cos(y) —ising )

—ising cos(3)

)}

9y _gin(4
R,(0) = cos(4)I — isin(g)gy _ ( COS<%> gg) )7

sin(s) cos(3)

()
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R.(0) = cos(3)] — isin(

DD
D

—10

ez 0)
Oz = 7 )
)Z <O 629>

A rotacios matrixok kielégitik az alabbi feltételeket:
Ry(61)Ry(02) = Ry (61 + 62),
R.(01)R-(02) = R (01 + 0),
oxRy(0)ox =R, (—0),
oxR:(0)ox = R:(-0),

Allitas 6.6 Minden U unitér 2 x 2 -es métrix az alabbi alakban
irhato fel:
U =e“"R.(B)Ry(7)R:(9),

valamely a, 3,7y, 0 valos szamokra.

Szemléletesen, itt e'“ komplex szdm &atfogd fazis faktor, és e’
értéke nem mutathaté ki kisérleti eszkozzel és ezért e'“-t a tovab-
biakban figyelmen kivil hagyjuk.

Allitas 6.7 Minden U unitér 2x 2 -es matrix esetén, meg tudunk
adni olyan A, B, C unitér 2 X 2 -es matrixokat hogy

1. ABC' =1 és

2. U = Ang(TXc.
[tt ox a korabban definialt Pauli matrix.

Bizonyitas. A megelozo allitas szerint:
U = Ra(B)R,(1)R.(0)

valamely (3,7, 0 valos szamokra.
Legyen
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b= Ry<_%>RZ(_6+Tﬂ>
C =R.(52).
Lassuk be hogy ABC' = I. Valéban,

ABC = R-(BR(3)Ry(=3)R-(—5)R-(5)

A forgatasi matrixok tulajdonsagainak a felhasznalasaval:

Ry(%ﬂzy(_%) — Ry(% - %) — Ry(()) = 1.

Tovabba

RABRA-BOR.(F) = R.(B - B+ 58 = R.(0) = T
Szamoljuk ki Aoy BoxC-t! Mivel oxox = I, beszirjuk oxox-
et AoxBoxC' kifejtésébe.

AoxBoxC = A(oxR,(—1)ox)(oxR.(—2L)ox)C

9
Mivel

O'XRy(—g)O'X = Ry(%),d
oxR.(—F)ox = R.(50),
gy

AoxBoyC = R.(B)R,(7)R.(8) = U.

6.11. Egyetlen qubit altal iranyitott miiveletek

A 37. abran lathato altalanos kvantum aramkor az alabbi modon
szamol.

1. ha a |c) kontrol qubit értéke |0), akkor a |t) cél qubit
kozvetlentl az outputra kertl.

2. ha a |c) kontrol qubit értéke |1), akkor a G altal meg-
valositott transzforméciot alkalmazzuk a [t) cél qubitre.
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) )

) G H(Gt))

37. abra. iranyitott G' miivelet

Az irdnyitott-Z mivelet.

) )

) 7 ) (Z]1)

38. abra. iranyitott Z miivelet

A 38. abran lathatjuk az iranyitott-Z miivelet kvantum aramkorét.
Emlékezziink hogy a Z kapu a masodik input komponenst —1-

gyel szorozza meg. A kapu altal megvalositott transzformacio
matrixa:

1 0
ZZO‘Z:<O _1).

Eképpen

0) = 10)

1) — —[1).

A fentiek alapjan az iranyitott-Z kapu az alabbi transzformaciot
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hajtja végre amikor az input qubitek a |0) és |1) bazisvektorok.
00) — ]00) [01) +— |01)
110) +— [10) |11) — —]|11).
Szamitsuk ki az iranyitott-Z kapu athelyezo matrixat!
Gz’ranyit—Z — |00><OO| + |01><01| + |1O><1O| o |11><11| —

100 0

010 O
001 0
000 —1
I, O
Giranyit—Z — ( 02 0. )
) 7z ) (Z1t))
) o )

39. abra. Felcseréltiik az iranyito qubit és a cél qubit szerepét az iranyitott Z
miiveletben
Nyilvanvalé hogy a 39. abran lathaté aramkor ekvivalens a 38.

abran lathaté aramkorrel.
Tekintsiik az ekvivalens qvantum aramkoroket tartalmazo 40.

és 41. abrakat.
G, jeloli a 40. abran lathaté aramkor athelyezési matrixat.
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1. szakasz 2. szakasz = 3. szakasz

vyl Ju2) i)

’§b> H |¢1> <>‘¢2> H ‘¢3>

40. abra. Az iranyito és a cél qubit szerepének felcserélése, elsé abra

/aA)
>

41. bra. Az iranyito és a cél qubit szerepének felcserélése, masodik abra
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€) =) @), |&1) = |n) ® |é1) = H® H|E), [&2) = |1h2) &
92) = Genorl&), 163) = [¥3) @ |¢s) = H ® H[E) = Gol§).

Az iranyito qubit és a cél qubit szerepét meg tudjuk cserélni a
bazis megfelel6 megvaltoztatasaval a 40. abran lathaté maédon.
Az dbran harom fejlodési szakaszt jeloltiink be.

Két mddszert ismertetiink. Az els6é modszer nem elég altalanos.

1. modszer: megfigyeljiik az egyes qubitek értékének alakulasat
az egyes szakaszokban.

Elészor |¢)-nek, az els6é qubitnek, az értékének az alakuldsat
tekintjik. Az elso fejlodési szakaszban a

)= ) +ait) = (2
qubitre alkalmazzuk a Hadamard kaput.

== (34 (o) - (00

A masodik szakasz nem valtoztatja meg az elsé qubit allapotat,
mivel az elsé qubit a CNOT kapu iranyito qubitje. Tehét |io) =
[401). A harmadik szakasz az alabbi modon valtoztatja meg az
elsO qubit allapotat:

s )3 (2)
Tehét |v3) = |1).

Most |¢)-nek, a masodik qubit értékének, a fejlodését kovetjiik
NyOImon.
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) = 31]0) + B1]1) = (gg)

Az els6 fejlédési szakaszban |¢) = B1|0) + [1|1) = (go )
1

qubitre alkalmazzuk a Hadamard kaput.

11\ /(B Bo +
‘¢1>:HW>:%<1 _1> (5?):%(58—51)

A masodik szakaszban |¢9) értéke az iranyitoé qubittdl fiigg. Az
1. médszer most nem miikodik.

A kovetkezokben egy altalanosabb maddszert kovettink.

2. modszer: megkonstrualjuk minden egyes fejlodési szakasz
athelyezési matrixat, a G, G9 és (3 matrixokat, majd Osszes-
zorozzuk oket. I/gy megkapjuk az egész aramkor athelyezési matrixat.
Tekintstik az elso fejlodési szakaszt.

1 1 1 1
o _ 1 1 _

1 1 1 1
11 -1 1 -1
211 1 -1 -1
I —1 —1 1
A masodik szakasz athelyezési matrixa:
1000

Gy = Geonor =

o O O

10
0 0
01

S = O
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T

Az elso két szakasz athelyezési matrixa;

1000 1 1 1 1
10100} 1-1 111}
Ce=1o001 |21 1117
0010 1 -1 -1 1
1 1 1 1
1|1 -1 1 -1
211 -1 -1 1
1 1 -1-1
A harmadik fejlodési szakasz athelyezési matrixa
1 1 1 1
1 -1 1 -1
— 1
Gs=H®H =4 U1 1 1
1 -1 -1 1

Az egész aramkor athelyezési matrixa
1 1 1 1 1 1 1

1
Go=GstGi=1( 1 | 4 4 1 —1 —1

1

I -1 1 -1 I -1 1 -1

1

I -1 -1 1 I 1 -1 -1

S O DO =
_ O O O
S = O O
S O = O
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1000
) 10001
Tehat G, = 0010
0100
o
. ) Q Bo oS
A t allapot |&) = [V)R|p) = -
z input allapot |£) = ) R|@) (&1) (31) a1 B
101
A rendszer allapota a harmadik fejlédési szakasz utén:
1000 o v Bo
B o001 afr | | aafh
0 =CGdO=1 0010 || sy | = | auto
0100 o1 B o

Tekintsik a 41. abrat. Az itt lathaté kvantum aramkor az
alabbi transzformaciot hajtja végre amikor az input qubitek a
0) és |1) bazisvektorok.

100) — [00) |01) — |11)

[10) — [10) [11) — |O1).

Az dramkor athelyezési matrixa: G, = [00)(00] + |11)(01| +
110)(10] + [01)(11]. Tgy G =

~——

o o O
o O OO
o O OO
o O OO
o O O O
_ O O O
o O O O
o O O O
o O O O
o O O O
O = O O
o O O O
o O OO
o O OO
o O OO
o O = O
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1000
000 1
0010
0100
Tehat

1000

000 1
G=10010

0100

Azt kapjuk hogy G, = G,

Ezzel belattuk hogy a 40. abran és a 41. abran szereplo kvan-
tum aramkorok ugyanazt a leképezést valositjak meg. Azaz ek-
vivalensek.

6.12. Az iranyitott 4 miuvelet

) )

) H ) (H]t))

42, sbra. Az iranyitott H miivelet

Tekintsuk a 42. abrat! Itt az iranyitott H muveletet megvalosito
kvantum aramkort latjuk. Az itt lathato kvantum aramkor az
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alabbi transzformaciot hajtja végre amikor az input qubitek a |0)
és |1) bazisvektorok.
00) — |OO> 01) — |01),

[10) = [1)75(10) + (1)), [11) = [1)-5(|0) = [1)).

Az dramkor athely62681 matrixa; V2
= 100)(00|+
01)(01|+
1>?(|O> +[1))(10]+
1) 70000 = [1){L1]
Igy Giranyit—H —
1000 0000) (0000} (000 0 )
OOOO+0100+00?0+000(1) _
0000 0000 OOWO OOOE
0000 0000 KOO%O) \OOO—%)
(10 0 0 )
01 0 O
00 1L L
V2 V2
0o
Tehat
(10 0 0 )
G B 01 0 O _([2())
iranyit—H 00 ? %21 0 H |
\00 % 7
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6.13. Az iranyitott R; miuvelet

1 0
Minden £ > 0 szamra, Ry = ( 2mi )
0 e2”

) )

) Ry, 1) (Ry[t))

43. abra. iranyitott Ry miivelet

A 43. 4abra mutatja az iranyitott Rj; muveletet megvaldsito
kvantum aramkort. Az itt lathato kvantum aramkor az alabbi
transzformaciot hajtja végre amikor az input qubitek a |0) és |1)
bazisvektorok.

100) — [00) |01) — |01)

omi
110) — |10) [11) — e2"|11)
Az aramkor athelyezési matrixa: Gipanyit—r, = [00)(00] +
omi
01)(01] + [10)(10| 4 e2F |[11)(11].
lgy

Giranyz’t—Rk, —
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o O O O

- O O O~
—_

-

— 10

\ 0

6.14.

00
00
00 |T
00
00 0
10 0
01 0
i
00 e2k

o O O O
o O O O
O = O O
o O O O
_|_

—
o O o O
o O o O
o O o O

o O o O
O O = O
oo o O
o O o O

~

I Y

Az iranyitott P, miivelet

w‘§© o O

g

N—

A 44. dbran lathatjuk az iranyitott P, miivelet kvantum aramkorét.

A 45 abran lathatjuk a fazis eltolas kvantum aramkorét.

)

)

)

) (Palt)

Fa

44. abra. Az iranyitott P, miivelet

Legyen o tetszoleges valos szam. P, a fazis eltolas transz-

formaci6. Az athelyezési matrixa: P, =

e 0
0 e@

)

T, a fazis transzformaco. Az athelyezési matrixa:
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) T, Talc)

) )

45. abra. A T, muvelet

1 0

T, = 0 eiv |

A 44. abran lathatjuk az iranyitott-P aramkort. Az itt lathato
kvantum aramkor az alabbi transzforméaciét hajtja végre amikor
az input qubitek a |0) és |1) bazisvektorok.

100) — [00) |01) — |01)

110) > €'@|10), |11) = e@[11).

Az aramkor athelyezési matrixa: Gy, = |00)(00| + |[01)(01| +
e’ [10) (10] 4 €' [11) (11

lgy

Giranyit—P:

1000 0000 00 0 O 000 O
OOOO+0100+OOOO+OOOO
0000 0000 00 e 000 O
0000 0000 00 0 O 000 e
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10 0 O
01 0 O
00 e 0
00 0 e°
Tehat
10 0 O
010 0
Giranyz’t—P — 00 e 0
00 0 e

Tekintstk a 45. abrat! Itt o tetszoleges valos szam. T, a fazis
transzformacio. Az athelyezési matrixa:

1 0
fa = 0 e
A 45. abran lathato kvantum aramkor athelyezési matrixa:
10 0 0
1 0 10 01 0 0
G, =1a® 1= (0 em) “ (o 1) “lo00e 0
00 0 e

Tehat Giranyit—p = Gr,. A két kvantum aramkor ekvivalens.

Legyen U egy tetszoleges egy qubit iranyitott kvantum kapu.
Az A, B és C forgatasi matrixokat a 6.10 fejezetben adtuk meg
U-hoz. Felidézziik hogy

1. ABC =1 és

2. U = AngO'XC.

[tt ox a korabban definialt Pauli matrix.
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) )

) U H)(Ut))

46. abra. Az iranyitott U miivelet

Tekintsuk a 46. és 47. abrakat!

) )

t)—A—X—B—X—C—t)(Ult))

47. abra. Az iranyitott U miivelet utanzasa

A 47. abran lathato aramkor utanozza az 46. abran lathato
aramkort. Az elso kapu a C' kapu, masodik kapu a B kapu és a
harmadik kapu az A kapu. Az X matrixszal balrol valo szorzas a
|0) qubithez a |1) qubitet rendeli és az |1) qubithez a |0) qubitet
rendeli. Az X matrixhoz rendeltuk a oy transzformaciot.

Ha az irdanyité qubit |¢) = |0), akkor a cél qubit

1) — ABC|t) = I|t) = |t).

Ha az irdanyité qubit |¢) = |1), akkor a cél qubit

‘t> —> A(TxBUXC|t> = U|t>
Tehat a 46. ¢és 47. abrakon lathaté két aramkor ugyanazt a
transzformaciot szamolja ki.
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6.15. Tobb qubit altal iranyitott miveletek
Tekintsuk a 48. abrat!

|co) @
|c1) @
|ck-1) °®
lto) —
|t1) U S

48. abra. n darab iranyito qubit, k darab cél qubit, az U unitér transzformaciot
alkalmazzuk a k darab cél qubitre

[tt azt a kvantum aramkort latjuk amely az U unitér transz-
formaciot hajtja végre a

‘CO>7 ’Cl>7 S |Cn—1>
input iranyito qubittel és
‘t0>7 ‘t1>7 R ‘tk‘—1>

input cél qubittel. A 49. dbran a k = 1 eset lathato. Tekintsiik
a 49. abrat! Az U unitér operator U matrixat az alabbi modon
adjuk meg:
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|co) @

|c1) ®
|C—1) ®
t) U

49. abra. . darab iranyité qubit, 1 darab cél qubit, az U unitér transzforméaciot
alkalmazzuk a cél qubitre
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Upp U1
U = .
Uip Uil

Az itt lathato kvantum aramkor az alabbi transzformaciot hajtja
végre. Tegyiik fel hogy minden egyes iranyité input qubit a |0) és
1) bazisvektorok valamelyike. Ha az Osszes iranyito input qubit
értéke |1) akkor az U operatort alkalmazzuk a t = ap|0) + aq|1)
cél qubitre. Tovabba az iranyito qubitek kozvetlentil az outputra
kertilnek.

Hacy ANDci AND ... AND c,_1 = 0akkor az input qubitek

kozvetleniil az outputra keriilnek.

Allitas 6.8 A kvantum dramkor athelyez6 matrixa az alabbi
20+l s 27 méretii métrix.

I 0 ... 0 0 O
( o 1 ... 0 0 0 \
0 0 ... 0 Upo uUp1
\ 0 0O ... 0 Ui u11)

Bizonyitas vazlat 1. Tegyiik fel hogy az Osszes iranyito input
qubit értéke |1). Ekkor az irdnyité input qubitek tenzor szorzata:

(0\

11...1) =

\1/
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Ezért at = agp|0) +aq|1) cél qubittel vald tenzorszorzas elvégzése
utan kapjuk hogy az input

0

o /

Most a V' matrixszal balrél megszorozuk az input vektort. A
V' matrisszal valo szorzas tényleg 49. abran lathaté U transz-
formaciot hajtja végre a cél qubiten. Az iranyito qubitek értéke
nem valtozik.

11...1¢) =

2. Tegyiik fel hogy az utolso iranyité input qubit értéke |0), és
a tobbi irdnyité input qubit értéke |1). Ekkor az irdanyité input
qubitek tenzor szorzata:
[0
0

11...10) =

1
\0)
Ezért at = ap|0) +aq|1) cél qubittel valé tenzorszorzés elvégzése
utan kapjuk hogy az input
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11...10¢) =

Q]
0
\ 0/
Most a V' matrixszal balrél megszorozuk a fenti vektort, azaz a
lco)|c1) - .. |eno1)|t) tenzor szorzatot leird input vektort. Eredmé-
nyil megkapjuk a fenti input vektort. Tehat a V' matrisszal valo
szorzas tényleg 49. abran lathato aramkorhoz tartozé transz-
formaciot hajtja végre.
3. Altaldnos eset: tegyik fel hogy az iranyité input qubitek
kozott van |0) qubit. Tekintsiik az iranyito input qubitek

‘Co>‘61> “ e |Cn_1>

tenzor szorzatat leiré vektort. Annak az utolsé komponense 0.
Ezért a |co)|c1) ... |cp_1)|t) tenzor szorzatot lefrd

B )

A

Bon+1_4

6271—1—1_3
0

\ o)

142



vektor utolsé két komponense 0. Most a V' matrixszal balrél
megszorozuk a fenti vektort, azaz a |co)|c1) ... |c,_1)|t) tenzor
szorzatot leird input vektort. Eredménytl megkapjuk a fenti in-
put vektort. Tehat a V' matrisszal valo szorzas tényleg 49. abran
lathato aramkorhoz tartozo transzforméaciot hajtja végre.

[]

Tekintsik a 48. abrat! Az itt lathaté kvantum aramkor az
alabbi transzformaciot hajtja végre amikor az input qubitek a |0)
és |1) béazisvektorok. Ha az Osszes irdnyité qubit értéke 1) akkor
az U operatort alkalmazzuk a |to), |t1), ..., |tk—1) cél qubitekre.
Tovabba az iranyité qubitek kozvetleniil az outputra kertilnek.

Hacy ANDci AND ... AND c,_1 = 0 akkor az input qubitek
kozvetlentl az outputra kertilnek.

Tekintsiik a 50. abrat! Az abran lathaté kvantum aramkor
Toffoli kapukbdl all, n = 6 iranyité qubitbal all:

[c1), [e2), |es), |ea), |es), [cs) és egy cél qubitbdl: |t). Az dramkort
altalanosithatjuk tetszoleges n szamu iranyito qubitre. Az aram-
kornek van még n—1(= 5) munka qubitje: |w1), |we), |ws), |wy),
lws), mindegyik a |0) kezd6 allapotban. Az aramkor szamitasanak
a végén mindegyik munka qubit értékét visszaallitjuk a |0) kezd6
allapotba.

Az daramkor elemzésével megmutatjuk hogy az aramkor ugyanast
a transzformaciot valdsitja meg mint a 49. abran lathaté kvan-
tum aramkor. Azaz a két kvantum aramkor ekvivalens. Mind a
két kvantum aramkor linedaris transzformaciot valosit meg. Ezért
elegendo belatni hogy a 50. abra aramkore ugyanazt a tran-
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szformaciot valdsitja meg mint a 49. abran lathato kvantum
aramkor amikor az input iranyité qubitek a |0) és |1) bazisvektorok.
Ezért feltessziik hogy az input qubitek a |0) és |1) bazisvektorok.

A 50. abran lathato kvantum aramkort harom fejlodési sza-
kaszra osztjuk. Az elso fejlodési szakasz kiszamitja a
lc1), [e2), |es), |ea), |es), [cg) irdnyitd qubitek logikai szorzatét:
lc1) AND |co) AND |c3) AND |cy) AND |c5) AND |cg) és betolti
az eredményt a ws munka qubitbe. A masodik szakasz végrehajtja
az egyetlen qubit iranyitott U transzformaciot a t cél qubiten. A
harmadik szakasz visszaallitja a
[w1), [we), |ws), |wy), |ws) munka qubitek értékét az eredeti érté-
kiikre, |0)-re.

Most igazoljuk hogy az elso szakasz kiszamitja a
lc1), [e2), |es), |ea), |es), [eg) iranyito qubitek logikai szorzatat. Az
elsé Toffoli kapu kiszamitja |c1) AN D |co)-t és wy értékét |0)-
0l |c1) AN D |co)-re valtoztatja. A kovetkezo Toffoli kapu ws
értékét |0)-18l |e1) AND |es) AND |es)-re véltoztatja. Es igy
tovabb. Az 6todik Toffoli kapu |ws) értékét |0)-r6l
lc1) AND |co) AND |cs) AND |cy) AND |c5) AND |cg)-re
valtoztatja.

A harmadik szakaszban visszaallitjuk a munka qubitek értékét
0)-ra. A harmadik szakasz els6 Toffoli kapuja |ws) értékét

‘Cl> AND |CQ> AND |03> AND ‘C4> AND |C5> AND |C6>
10l

lc1) AND |co) AND |c3) AND |cy) AND |cs5) AND |cg)D
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|Cl> AND ‘C2> AND ‘Cg> AND |C4> AND |C5> AND ‘C6> — ‘O>

-re valtoztatja. A harmadik szakasz mésodik Toffoli kapuja |wy)
értékét

|Cl> AND |CQ> AND ‘63> AND ‘C4> AND |C5>

10l

‘Cl> AND ‘CQ> AND |Cg> AND |C4> AND ‘C5>EB
|Cl> AND ‘CQ> AND ’Cg> AND |C4> AND |C5> — ‘O>
-re valtoztatja. Fs igy tovabb.

6.16. Univerzalis kvantum kapuk

Megmutatjuk hogy a Toffoli kaput meg tudjuk valositani az ira-
nyitott nem (CNOT) és a H, S, T, T eqy qubit kapukkal.
Figyeljik meg hogy a 50. abra kvantum aramkorben Toffoli ka-
puk vannak. A 50. abrat tetszoleges n-re tudjuk altalanositani.
fgy azt kapjuk hogy tetszoleges n qubit iranyitott 1 cél qubites
kvantum aramkorhoz meg tudunk épiteni egy vele ekvivalens
n qubit iranyitott kvantum aramkort amely csupan iranyitott
nem (CNOT), Hadamard (H), fazis (S), T és TT kvantum ka-
pukat hasznal. Tovabbi altalanositassal kapjuk hogy tetszoleges
n qubit iranyitott k cél qubites kvantum aramkorhoz meg tudunk
épiteni egy vele ekvivalens n qubit iranyitott k cél qubites kvan-
tum aramkort amely csupan iranyitott nem (CNOT), Hadamard
(H), fazis (S), T és TT kvantum kapukat haszndl. Emlékezteté:
1. A Hadamard (H) operator.
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C1) —e o |c1)
2) —o o [2)
c3) o o |c3)
c4) . . cy)
cs5) . c5)
c6) c6)
wy) =1[0) ¢ o o |0)
wy) = |0) . . 0)
ws) = [0) . 0)
wy) = |0) ; ; 0)
ws) = |0) L 0)
R U
1. szakasz 2. S7. 3. szakasz

50. abra. Az U unitér transzformacio — 1 cél qubiten, 6 iranyité és 5 munka
qubittel — megvaldsitasa Toffoli kapukkal
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T

(11
V21 =1 )

2. A fézis (S) operétor.

:(ég).

3. A T operator.

(10
N0 et )

4. A T operator adjungéltja a TT operator.
1 0
= .W
7= (o)

Allitas 6.9 A 51. 4bran lathaté kvantum aramkor ekvivalens a
Toffoli kvantum kapuval.

)

~

1 2 3 4 5 6 78 9 10 1112 13

e e T

ATt T T H

51. abra. A Toffoli kapu megvaldsitéasa H, S, T, TT és CNOT kapukkal
Azaz ugyanazt a transzformaciot valositja meg mint a Toffoli
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kapu. Mas szavakkal: a Toffoli kvantum kaput megvalositjuk a
51. dbran lathaté modon csupan Hadamard (H), fazis (S) és T

kvantum kapuk felhasznalasaval.

Bizonyitas. Emlékezziink hogy

1
( 0
0
GToffolz' — 8
0
0
\ 0
ahol

O:

(01
°X=\10
A 51,

0

S OO O o o
o OO O OO
SO OO O+~ OO
O OO = O OO

0

0

0

O O R OO oo
_— O O O O o O
S =R O O O

0

0
0
0

© O O N~

O O~ O

o ~Q O

o o O

abran 1évo kvantum aramkort 13 fejlodési szakaszra

osztottuk fel. Példaul a 3. fejlodési szakasz a 2-vel cimkézett és
a 3-mal cimkézett egyenes vonal kozott van. G jeloli az i-edik

fejlodési szakasz athelyezési matrixat.
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HO0O0O0
0 HOO
(1) _ _
G IQI®H 00 H o
0 00H
T 0O0O
07 00
(5) _ _
G IQIQT 00T o0
000T
T 0 0
0T 0 0
(9) _ f _
G IQT QT o 0 T o
0 0 O0euT
H 0 0 o0
0 e™H 0 0
(11) _ i _
G IQT @ H o o H o
0 0 O0 e H
10 0 O
0i 0 O
(13) — _ -
G TRSRI 00 o5 0
00 0 ieidl

Tobb fejlodési szakasznak megegyezik az athelyezési matrixa.

G(2):G(6):]®GONOT:[®([ 0 ) —
OO'X
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I 000
0oy 0 O
00O
0 0 0oy
" 0 0 0
07 0 O
(3) _ (7) _ f_
G G IQIRT 00 T o
0 0 0 77
I00 O
07 0 O
4) _ ~(8) _
G G 000y O
00 0 oy

71000
I 0 0700
G G Gonor®I1 ( )@1 000 I

0 Ox
0070
A kovetkezékben kiszamitjuk G ... G t6bb rész szorzatét.
TTH 0 0 0
0 TioyH O 0
(4)(3) (2) (1) _ X
GEEIEEGE 0 0 oyT'H 0
0 0 0 oxTlovH
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0 ITToxT 0 0
(8)((7) (1(6) (1(5) _ X _
GUENGEYG 0 0 oxTTIT 0
0 0 0 oxTloxT
I 0 0 0
0 TloxT O 0
0 0 9oy 0
0 O 0 oxTloxT
G(12) (1) (10) 7(9) —
THIT 0 0 0
0 e “BIHIT 0 0 B
0 0 e iTHIT 0 -
0 0 0 e S THIT
HT 0 0
0 e 2HT 0

0
0
0 0 e HT 0

0 0 0 e THT

Gietjes = GP) .G =
GI(GEPRGIHGWGOYGEEGNGO GO GUWEBGRGW) =
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Tehat Gierjes = Groffori- Azaz a 51. abranlathaté kvantum
aramkor athelyez6 matrixa megegyezik a Toffoli kapu athelyezo
matrixaval. Ezért a 51. abran lathato kvantum aramkor ek-
vivalens a Toffoli kapuval. Azaz ugyanazt a transzformaciot

valésitja meg mint a Toffoli kapu.
[]

Tekintsik a b2. abrat és a 53. abrat!

U

52. abra. 2 qubit iranyitja az U transzformaciot

Igazoljuk hogy a 52. abran lathato ketto qubit iranyitott kaput
megvalositjuk a 53. abran lathaté modon egy qubit iranyitott
kapuk kombinaciéjaként!

Allitas 6.10 A 52. 4brdn lathaté kettd qubit iranyitott kapu
ugyanazt a transzformaciot valdsitja meg mint a 53. abran lathato
egy qubit iranyitott kapukbol felépitett kvantum aramkor.

Bizonyitas. Megkonstrualjuk az adott U operator U athelyezési
matrixat a szokasos modon: tekintjuk a Hilbert térben rendre
minden egyes bazisvektort és rendre kiszamoljuk a hozza ren-
delt vektort. Képezziik a megtelelo kiilso szorzatokat és a kapott
matrixokat Osszeadjuk. fgy megkonstrualjuk az U athelyezési
matrixot.
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l.sz. 2.8z. 3.sz. 4.sz. b.sz.

® ® ®
S ® D

L e

53. abra. Az egy qubit altal iranyitott kapukbdl felépitett kvantum aramkor
megvalositja a 52. abran lathatd ketto qubit altal iranyitott kaput
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Uil U2

U = .
U271 U222
Az U segitségével megkonstrualjuk a Gretqupitirany matrixot:
1 000
0/00
ertqubitirany — 007 O
000U

ahol I 2 X 2 méretll egység matrix.

Tekintstuk a 53. abrat. A kvantum aramkorben ketto CNOT
kaput és harom egy qubit iranyitott kaput latunk. Mindegyik
kapunal a cél qubitre a V' vagy VT operaciét hajtjuk végre ha az
iranyito qubit |1). Az 52. és 53. abrakon lathato U és V kvantum
kapuk U és V athelyezd métrixai kozotti kapesolat: V2 = U.

A 53. abra egyes fejlodési szakaszainak az athelyezési matrixai

rendre GEQ, GEZC), G%, Ggé) és GE?

I 000
w |0V 0o
Gic = 00170
000V
1000
2) (4) 0700
G = Gy = 000 ]
0070
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Mivel V2 = U, a 52. dbra dramkorének az athelyezési métrixa
egyenld a 53. abra aramkorének az athelyezési matrixaval.

]

6.17. A Walsh-Hadamard transzformacio kvantum
aramkorrel valé megvaldsitasa

Emlékeztet6. A Hadamard (H) operator:
I 1
— 1
H=7(11)
A H operatort a Hadamard kapuval valdsitja meg. A Hadamard
kapu a |0) allapotban 1év6 input qubitet a
(10)+]1) _ (0)+(=1)%]1))

V2T V2
allapotba transzformélja at. A Hadamard kapu az |1) allapotban
1évo input qubitet a

(0=1) _ (O+=DH1)

V2 V2 |
, e . : 0)4+(—=1)"1 .
gll‘fpotba transzformalja at. Azaz H(|i)) = (10 (\/§>| D=
A H operator onmaga inverze. Ha a H operatort kétszer alkal-
mazzuk a |0) qubitre, Gnmagat kapjuk vissza. Ha a H operatort
kétszer alkalmazzuk az |1) qubitre, onmagat kapjuk vissza.

Definicié 6.11 A Walsh-Hadamard transzformaciot rekurzivan
definialjuk.

W, =H,

Wya=HW,, j7=12 ...
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A 54. abran latjuk a Walsh-Hadamard transzformaciot meg-
valosito kvantum aramkort.

70) jo ko)
71) H k1)
‘jn—1> H |kn—1>

54. abra. A Walsh-Hadamard transzformaciot megvalésito kvantum aramkor

Alkalmazzuk a Walsh-Hadamard transzformaciét n darab |0)
allapotban 1évo qubitre.
(H®H® H®...® H)(|0)|0)[0)...]0)) =

= =[(10) + 1) @ (10) + 1)) ® ... @ (|0) + [1))]

NS

Allitas 6.12 A Walsh-Hadamard transzformécié athelyezési mat-
rixa a Ggn 2" X 2" -es matrix. A G gn matrix elemei:

gim = (Jg)"(=1" = F(=1)" 0<jm<2—1

[tt a 5 - m roviditést az alabbi modon értelmezzik. A 7 és m
szamok binaris alakjat tekintjik

)= j02n_1 + j12n_2 + -t Jn22 + jn—lQO-

m=m2" 1+ m2" 2+ +m, 22+ m, 12"
Most
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J-m = jJomgy+ J1my + -+ Jp_oMmpy_2 + Jn_1Mp_1.

Bizonyitas. n szerinti teljes indukcidval.

n = 1. A H transzformécio matrixa a G matrix. A G
2 X 2 -es matrix kozvetlen vizsgalataval.

Indukcids lépés:

Wn_|_1 — H ® Wn
1

A (ﬁ)”+1 szorzotényezo nyilvanvalo. W, 1-nek G a1 matrixa
négy példanyban tartalmazza W,-nek G g» matrixat.

o W, 1-nek G nr1 matrixanak bal fels6 negyedében megmarad-
nak a G g» matrixbeli el6jelek.

o W, . 1-nek Gyni1 matrixanak jobb felso negyedében meg-
maradnak a G g» matrixbeli el6jelek.

o W, . 1-nek G yni1 matrixanak bal alsé negyedében megmarad-
nak az elojelek.

o W, 1-nek G jn1 matrixanak jobb also negyedében atfordulnak
a G gn» matrixbeli eldjelek.

Vesstik ossze a fenti megfigyeléseket az allitasban szereplo
képlettel! Vajon ugyanazt kapjuk? Igen.

o W, 1-nek G jnr1 matrixanak bal fels6 negyedében megmarad-
nak a Ggn» matrixbeli elojelek. Mert a sor koordinata binaris
alakjanak az értéke valtozatlan marad és az oszlop koordinata
binaris alakjanak az értéke valtozatlan marad. A sor koordinata
binaris alakja a 2" helyiértékkel bovil, és a 2" helyiértékre 0-
t irunk. Hasonloan az oszlop koordinata binaris alakja a 2"
helyiértékkel boviil, és a 2" helyiértékre 0-t frunk. A 2" helyiértéken
allo bitek szorzata 0 -0 =0, igy 7 - m nem valtozik.
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e IV, . 1-nek matrixanak jobb felso negyedében megmaradnak a
(G g matrixbeli elojelek. Mert a sor koordinata binaris alakjanak
az értéke valtozatlan marad. A sor koordinata binaris alakja a
2" helyiértékkel bovil, és a 2" helyiértékre 0-t irunk. Hasonléan
az oszlop koordinata binaris alakja a 2" helyiértékkel boviil, és a
2" helyiértékre 1-t irunk. A 2" helyiértéken allo bitek szorzata
0-1=0,igy j-m nem valtozik.

o W, . 1-nek G ;rn1 matrixanak bal alsé negyedében megmarad-
nak az elojelek. Mert az oszlop koordinata binaris alakjanak az
értéke valtozatlan marad. A sor koordinata binaris alakja a 2"
helyiértékkel boviil, és a 2" helyiértékre 1-t irunk. Hasonldan az
oszlop koordinata binaris alakja a 2" helyiértékkel bovil, és a
2" helyiértékre 0-t irunk. A 2" helyiértéken allé bitek szorzata
1-0=0,igy 5 - m nem valtozik.

o W, 1-nek G ;nr1 matrixanak jobb also negyedében atfordulnak
a GG gn matrixbeli el6jelek. A sor koordinata binaris alakja a 2"
helyiértékkel boviil, és a 2™ helyiértékre 1-t irunk. Hasonloan az
oszlop koordinata binaris alakja a 2" helyiértékkel bovil, és a
2" helyiértékre 1-t irunk. A 2" helyiértéken allo bitek szorzata
1-1=1,1gy 5 -m l-gyel no.

[]
Legyen |j) az input allapot vektora és |k) az output allapot vek-
tora a H4. abran lathaté kvantum aramkornek. |7) az alabbi
alakot olti:
7) = 170)®|j1)®12) @+ - - ®|Jn—2)@|jn-1) = |Jo J1J2 - - - In—2Jn—1)-
k) = Gun|j) =(HOH®H®...Q H)(|jo) @ |j1) ® [j2) ®
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@ |Jn2) @ |Jn1)) =
H([jo)) @ H(|j1)) ® H(|j2)) ® ... @ H(|jn-1))) =

~10)+ (1P @[0) + (— 1P )] -2 )+ (1 |1)] =
(5

—Z 10]mg) @ (=17 ) @ - - @ (= 1)1 )

A fentl osszeghen az egyes kitevokben az m szam binaris alakjanak
a bitjeil allnak, azaz

m = m02”_1 + m12”_2 + - 4+ my 92+ mn_120.
Indoklas: A tenzor szorzat osszeadasra valo disztributivitasa alap-
jan az (5)-ben szereplo tenzor szorzat egy Osszeg. Minden egyes
tagja megtelel egy tenzor szorzatnak. Minden egyes ilyen tenzor
szorzat megtelel egy binaris szamot leir6 0-k és 1-k n hosszu

mo, M1,y ..., Mp—1

sorozatanak, amit a fenti m szam binaris alakjanak tekintink.
Minden 0 < ¢ < n — 1 szam esetén egyik tagot kivalasztjuk a
[[0) + (=1)1|1)] tényez8bSl. my = 0 jelenti hogy a |0) tagot

valasztjuk ki és tenzor szorozzuk; és my = 1 jelenti hogy a
(—1)7¢1) (0 < £ < n — 1) tagot védlasztjuk ki és tenzor szoroz-
zuk. Ezért osszegezhetiink az m = 0,1,...,2" — 1 szamok sz-

erint felhasznalva azok binaris alakjat. Amikor my = 0 és az
(-edik tényez&bdl azaz a [|0) + (—1)7|1)] tényez6bdl a |0) tagot
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valasztjuk ki, akkor
(—1)ime = (—1)0 = (—1 = 1

-el szorozzuk a |0) qubitet. Amikor m; = 1 és az f-edik tényez6bdl
azaz a [|0)+(—1)|1)] tényez&bél az |1) tagot valasztjuk ki, akkor

(_DJ’@ — <_1)j€m£
-el szorozzuk az |1) qubitet.
Tehat akar a |0) tagot akar a |1) tagot valasztjuk ki az f-edik

tényez6bdl azt (—1)7™-el szorozzuk meg.
Kapjuk hogy

LS oo (—)m (=1t ) @ |my) @ - - ®

: ZQn o (=1)"m)
Itt az |mg) @ |m1) ® - -+ ® |m,,_1) tenzor szorzatot roviden |m)
jeloli.
k) =Gunlj) = (HO@HRH®...® H)(|j0) ®|j1) @ |j2) ®
® dn—2) @ lfn-1)) = 55 Yopusg (= 1)) .

7. A kvantum szamitégép matematikai modellje.

A kvantum szamitogép bemeneti és kimeneti kvantum vezetékekbdl
és kvantum aramkorokbol all. A kvantum aramkorok kvantum
kapukbol éptilnek fel. A kvantum kapu g darab input qubitet
képez g darab output kvantum bitbe. Ez a megfordithatosag
sziikséges és elegendo feltétele. A kvantum kapu athelyezo matrixa
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egy G unitér marix amely 29 darab sorbol és 29 darab oszlopbdl
all. A kvantum kapu a |V') input vektort a |W) vektorba tran-
szformalja at: |W) = G|V).

Minden qubit ag|0) 4+ a1|1) alaki, ahol |0) és |1) ortonormalis
bazisvektorok Ho-ben. A kvantum kapu input vektora a Hog
Hilbert tér allapota. Hasonloan kvantum kapu output vektora a
‘Hoq Hilbert tér allapota. Mind az input vektor mind az output
vektor ¢ darab qubit tenzor szorzata.

Tekintsunk egy n-qubites kvantum szamitogépet amely a Hon
Hilbert tér felett mukodik. Hon a tenzor szorzata az n darab
qubitekhez tartozo Ho Hilbert tereknek.

Legyen b = bybibs - - - b,—1 egy bindaris sztring (sz6). A |Vy,),
Vi), oo |V, ;) Ha-beli vektorok rendre megfelelnek a by, by, b,

.., by—1 klasszikus biteknek. (Ha by = 0, akkor |V;,) = |0), ha
by = 1, akkor |Vj,,) = |1).) A tenzor szorzata a fenti vektoroknak:

Vi) = [bobiba ... bp—1) = [Vi) @ [Vy) @ ... @[V}, ).

Definicié 7.1 Minden 0 < 7 < 2" — 1 esetén, ha a j szam
binaris alakja

j — j02n_1 T j12n_2 Tt jn—22 T jn—1207 akkor 1egyen

uj = 1Jo) ®1j1) ® -+ ® |jn—1)-

azaz

lug) = |000...000), |u;) = [000...001), us = |000...010),
ug = 000...011), ..., uon_o = [111...110), ugn_1 = [111...111).

Allitas 7.2 Az |ug) = [000...000), |u) = [000...001), uy =
1000...010), uz = |000. .. 011), ..., ugn_5 = [111 ... 110), ugn_; =
[111...111) vektorok a Hon Hilbert tér bazis vektorai.
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A kvantum szamitogép athelyez6 matrixa egy G unitér marix
amely 2" darab sorbol és 2" darab oszlopbdl all. A kvantum
szamitogép inputja k hagyomanyos bitbdl allo binaris sztring,
ahol k£ < n. Ezt az inputot kiegészitjuk n hosszi hagyomanyos
bindris sztringre, az els6 n — k bitet O-ra allitjuk. Legyen b’ =
00...0bgby . ..bx—1. Tekintsiik a fenti sztringnek megfeleld |Vy)
‘Hon Hilbert térbeli vektort. A kvantum szamitégép outputja

2"—1

W) =GlVy) = Z%l]

Az o; komplex szamot, 1 < 4 § 2” — 1 valésziniiségi am-
plitudénak nevezzik. Az «; komplex szamok kielégitik a

2"—1

> oy =1
=0

feltételt.

Ha megmérjiik a kvantum szamitégép outputjat akkor az |u;)
eredményt kapjuk |o;]* valdszintiséggel, 1 < 7 < 2" — 1. Az
lu;) eredménynek megfeleltetjiik a j szam 2-es szamrendszerbeli
alakjat, 1 <7 < 2" — 1. Lasd a 7.1 definiciot.

A kvantum szamitégép minden kapuja amelyet ¢ < n qubi-
tre alkalmazunk egy transzformaciot valdsit meg a Hon Hilbert
tér felett. Példaul tekintsunk egy két qubites kaput amelynek
4 x 4 nagysagu athelyezési matrixa van. Ennek a kapunak a
tevékenységét leird athelyezési matrix egyenlo a G és n — 2 darab
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egységmatrix tenzorszorzataval, ahol minden egység matrix egy
kimaradé qubitet transzformal.

Allitas 7.3 Tekintsiink egy tetszoleges hagyomanyos logikai aram-
kort, amely valamely f(x) fliggvényt szamit ki. Fel tudunk
épiteni egy megfordithaté kvantum aramkort amely szintén az
f(x) figgvényt szamitja ki.

A megfordithaté kvantum aramkornek sziiksége van munka qu-
bitekre. Ezek a munka qubitek tartalmazzak a szamitas soran
kapott részeredményeket. Példaul a 50. abran lathaté kvantum
aramkor ot qubitet hasznal fel hogy tarolja az iranyitoé qubitek
szorzatanak részszorzatait. Veégul betoltjik az oOsszes iranyito
qubit szorzatat az egyik munka qubitbe. fgy ez a munka qubit
iranyitja azt a kaput amely attranszformalja a cél qubitet. A
munka qubitek kezd6értéke |0)-ra van allitva. A visszafordithatd
aramkor a kezd¢ allapotba allitja oket vissza mielott befejezi a
szamolast.

A Toffoli hagyomanyos kapu univerzalis. Ezt azt jelenti, hogy
barmely f(x1,...,x,;,) Boole figgvényhez létezik olyan Toffoli
kapukbol allo aramkor amelynek

az inputja x1, To, ..., T, és valamennyi segédbit

az outputja Ty, To, ..., Tm, f(T1,...,Ty) és tovabbi bitek
(szemét).

Tekintstik az 55. abrat! Az abran lathato két qubites kvantum
aramkor egy adott f(z) figgvényre az Uy @ |xy) — |x(y® f(x)))
leképezést valositja meg. Tehat az |x), |y) qubiteket rendre az
[z), |y @ f(z)) qubitekbe transzformalja at. Amikor |y) = |0),

164



akkor a transzformacié: |x0) — |z f(x)).

)

Y)

z)
y @ f(x))

Uy

55. dbra. Az abran lathaté 2 qubites kvantum kapu az Uy © |2)|y) — |2)|y &
f(x)) leképezést valdsitja meg.

Tetszbleges f(x) fiiggvényre meg tudjuk konstrualni a 55. abran
lathato kvantum aramkort ugy hogy csupan kvantum Toffoli ka-
pukat tartalmaz. Hangsulyozzuk hogy az f(x) fliggvény be van
huzalozva a kvantum aramkorbe.

Az altalanos esetben tobb iranyito qubitiink (|z)) és tobb munka
qubittiink (|y)) lehet. A kvantum aramkor altal megvaldsitott
transzformacio:

zy) — [f(2)g(x))
alaku. Itt f(x) az eredmény, a munka qubitekben kapott g(x)
melléktermék outputra nincsen sziikségiink, az |y) munkaqubitek
értékét vissza kell allitanunk. Itt |zy) jeloli |z) és |y) tenzor
szorzatat. Legyen m darab iranyité qubitiink:
|z) = |zoxy ... 2. .. xp_1) ahol x; € {0,1},7=0,1,...,m —
1.
Legyen k darab munka qubitink:
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v) = |yoyr ... yj...yp—1) aholy; € {0,1}, 5 =0,1,..., k— 1.
Minden munka qubit kezd6értéke |0). Ebben az esetben a kvan-
tum aramkor altal kiszamitott fliggvény

2oy ... 2. . Tp—100...0) = | f(z)g(2)).
Ezt tomoren az alabbi rovid alakban is irhatjuk
201 ... X Tp—10) = | f(2)g(2)).

Fokozatosan bovitjiik a kvantum aramkoriinket hogy visszafordit-
hato szamitast hajtson végre lasd az 56., 57., 58., 59. abrakat.

X)——  —f(x))
Uy

yr——  —gx))

56. abra. A kiinduld kvantum aramkor

El6szor az |x) inputnak elkészitjitk a masolatat egy CNOT
kapu segitségével. Ez a masolati példanyt nem fogjuk megvaltoztatni
a szamolas soran. Most az aramkor altal megvalositott transz-
formacio:

200) — | f(x)g(x)).

Megkonstrualunk egy kvantum aramkort amelynek négy input
regisztere van. Az elsO tartalmazza az |x) inputot. A masodik
eredetileg |0)-t tartalmaz és f(x) kiszamitasanak a végén az f(x)
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PS

\/\O/\/\/
=
03

-

<

57. abra. Az elsO 1épés eredményeként kapott kvantum aramkor

o

-)

\/\o/\/\/
=
o
X

y © f(x))

<

58. abra. A masodik lépés eredményeként kapott kvantum aramkor
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PS

\/\/\O/\/
£

-)

y @ f(x))

<

59. abra. A végeredménytl kapott kapott kvantum aramkor

végeredményt tartalmazza. A harmadik munka qubiteket tar-
talmaz |0) kezdoértékkel, a szamitas soran egy ponton a |g(x))
melléktermékként keletkezett eredményt tartalmazza. A negyedik
az |y) kezd6értéket tartalmazza eloszor. Ezzel a négy regiszterrel
az aramkor az alabbi transzformaciot hajtja végre:

z00y) — |z f(2)g(x)y).
A kovetkezo lépésben CNO'T kapukat adunk a kvantum aramkorhoz

hogy qubitenként hozzaadjuk a masodik regiszterben eloallott
| f(x)) -t a negyedik regiszterben 1évé |y)-hoz. Ily modon kapjuk

hogy

200y) = [ f(2)g(2)y) = |xflz)g(x)y © f(2)).
Emlékezziink hogy az | f(x)) kiszdmitésa visszafordithatd. Ezért
a masodik és a harmadik regiszter tartalmat visszairhatjuk |0)
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kvantum bitekre. fgy végiil kapjuk hogy

200y) = |z f(x)g(x)y) — [z f(z)g(x)ydf(x)) = |£00(yS f(x))).
A fenti eredmény igy rovidithetjik:

zy) = |x(y & f(z))).

Tehat elméletben, tetszoleges hagyomanyos aramkorrel kiszamithato
f(x) fiiggvényre meg tudunk konstrualni egy megfordithatd kvan-
tum aramkort amely az |x) inputon kiszamitja az | f(z)) fliggvényt.

8. Kvantum parhuzamossag

Tekintsiik a 60., 61. és 62. abrakat! Korabban lattuk hogy adott
f(x) egy valtozos fliggvényhez meg tudunk konstrudlni egy olyan
kvantum aramkort amely Toffoli kapukbdl &ll és az |z) és |y) (két
darab) input qubitet az |x(y ® f(x))) allapotba transzformalja
at, lasd az 60. abrat.

Az f(x) fiiggvény bele van huzalozva az aramkorbe. Amikor a
masodik input qubit |0), akkor az dramkor altal kiszamolt tran-
szformacio:

0) = |z f(z))
lasd a 61. abrat.

Most tekintsiik a 62. abrat!

A |0) qubit allapotra el6szor alkalmazzuk a Hadamard kaput.
Az outputra (Mﬂm)) alkalmazzuk a 62. abra aramkorét. A két
output qubit a
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J, )
) 'y @ f(x))

60. ébra. Az dbran lathaté 2 qubites kvantum kapu az Uy : |x)|y) — |x)|y &
f(z)) leképezést valdsitja meg.

U
0 T )

61. abra. Az abran lathaté 2 qubites kvantum kapu az Uy : |2)|y) — |2)|y &
f(x)) leképezést valdsitja meg.
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Uy

62. abra. Az els6 qubit a (]0) + |1)/+/2 allapotba keriil, a mésodik input qubit
LAO)+[1f(1))

0f(0ON+|0f(1))+
0). Az output: HOLHO)H
(J0)+1))
V2
és a
f((!0>+|1>)) _ (SO
V2 V2 '

A kvantum rendszer outputja ennek a két vektornak a tenzor

szorzata:
([0£(0))+|0f(1))+[1£(0))+[1£(1)))

5 .
Az output allapot informaciot tartalmaz f(0)-rél is és f(1)-r6l
is. Bzt a jelenséget kvantum parhuzamossagnak hivijuk.

X ) —|x)
Us

Yy y © f(x))

63. abra. Az abran lathaté 2 regiszteres kvantum kapu az Uy : |x)]y) — |x)|y @

f(x)) leképezést valositja meg.
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v, x)
0) 0@ f(x))

64. abra. Az abran lathato 2 regiszteres kvantum kapu az Uy : |x)|0) — |x)|0&
f(x)) leképezést valositja meg.

A kvantum parhuzamossagot kiterjesztjik m input qubitre.
Mindegyik a |0) allapotban van. Mindegyiket attranszformé&juk
a Hadamard kapuval.

(H® H® H®...H)(]0)|0)[0)...]0)) =

F(0+ 1)@ (0)+ 1) ®... @ (0) + 1)) =

Adjunk k qubites regisztert (azaz k qubitet) a kvantum aramkorhoz.
Mindegyik hozzaadott qubit a |0) allapotban van. Lasd 64. abra.

Tegytik fel hogy az Uy aramkor szamitja ki az f fuggvényt,
és az eredményt a masodik regiszterben kapjuk meg. Az elsé m
input qubit értéke kozvetleniil az outputra keriil (azaz az elsé m
output qubitbe)

Uyl Yoo |20)
2%} Zi o Up(j20)) =
Yo ef(@) .
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9. Deutsch problémaja

Tekintstink egy fekete dobozt amelyhez tartozo f : {0,1} —
{0,1} fiiggvény egy input bitet képez egy input bitbe. Feltessziik
hogy

o T ideig tart kiszamitani f(0) értékét és ugyanennyi ideig tart

kiszamitani f(1) értékét.

o A két eredmény osszehasonlitasa 0 idot igényel.
Doéntsiik el hogy f(0) = f(1) vagy f(0) # f(1)! Hagyomanyos
szamitogép felhasznalasaval kiszamitjuk f(0)-t és f(1)-et. Majd

a két eredmény osszehasonlitjuk. Ez 27" id6t igényel, lasd az 65.
abrat.

0— f0O) 1 f(1)

65. abra. Hagyomanyos szamolas

A Kklasszikus parhuzamos megoldas lathato az 66 abran, ahol
két példanyunk van a hagyomanyos aramkorbol. Az els6 aramkor
bemenetére 0-t, a masodik aramkor bemenetére 1-t tesziink. Az
eredményeket osszehasonlitjuk. Ebben az esetben 7' id6 alatt
kapjuk meg a valaszt, de a hagyomanyos aramkor két példanyat
hasznaljuk fel.
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66. abra. Klasszikus parhuzamos szamolas

A konstrukcionk szemléletes alapotlete: Tekintstink most egy
kvantum szamitogépet Uy athelyezo fuggvénnyel. A kvantum
szamitogép két input qubitet kap: az |x) és |y) qubiteket. A
kvantum szamitégép két output qubitet ad ki: |x) és y & f(x)),
lasd a 67. abrat.

Legyen |z) = (\0>\j§\1>) és |y) = (!0>\;§|1>)_

Most megmutatjuk hogy az elsé output qubit értéke | f(0) &
F(1)). Igy ha f(0) = f(1) akkor az elsé output qubit |0); ha
f(0) #£ f(1) akkor az elsé output qubit |1).

Pontos bizonyitas: A 68. abran lathatjuk a Deutsch problémajat
megoldd kvantum aramkort.

Az aramkort négy fejlodési szakaszra osztjuk fel. A 0,1,2,3
pontokban a rendszer rendre a &, &1, & és &3, allapotokban van.

Az input vektor:
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o &
Y) y @ f(x))

67. abra. Az abran lathaté 2 qubites kvantum kapu az Uy : |2)|y) — |2)|y @
f(z)) leképezést valdsitja meg.

——1H

0}
1)

£(0) + f(1))

Uy

1 2 3 4
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
x x x
| | |
| | |
| | |

[
[
[
T
[
[
[

68. abra. Deutsch problémajat megoldd kvantum aramkor. Az elso output qubit
[f(0)+f(1)). Ha[f(0)+ f(1)) = |0), akkor f(0) = f(1). Ha [f(0)+ f(1)) =
1), akkor f(0) #£ f(1).
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0

1 0 1 , , , .

=101) = ( )@( ) = Az els6 szakasz athelyezési
0

0 1
matrixa:
1 1 1 1
_ 1 1 B
Q_H®H—E(14)®ﬁ(14>_
1 1 1 1
] 1-1 1 -1
211 1 -1 —1
1 —1 —1 1
Most
1 1 1 1 0 1
1 —1 1 —1 1 —1
) =Gilé) =35, | | _ 0 =3
1 -1 -1 1 0 —1

Azaz |&) = £(]00) — |01) -+|1o>-]11 =

3[10)(10) = 1)) + [1)(]0) —
Alkalmazzuk Us-et a |£;) allapotvektorra'

& = Ur(5[[0)(J0) — 1)) +[1)(|0) — [1))]) =
T%{Hozﬂﬁ@f(@»—|1@f(0)>)+ 1) (108 f(1)) —[1& f(1)))]

‘O/> \0 -|-|1 |1 > )\/%D

bazis vektorokat‘ Itt [07), |1) a dudlis bazis. A

&2 = %HO> (10@£(0)) =1 f(0))) +[1) (0 f(1)) =1 £(1)))]
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egyenloséghol kapjuk az alabbiakat: Ha f(0) = f(1) = 0, akkor
& = 5(10) + [1))(j0) — [1)) = [07)]1").
Ha f( )= f(1) =1, akkor
= 10) + 11)(]1) — [0)) = — 017,
(O) =0és f(1) = 1, akkor
= 5(10) = [1))(J0) = [1)) = [1)]1).
Ha f ) =1¢és f(1) =0, akkor
L0) — [)(|1) — [0)) = —[17[17).
Figyeljiik meg: Ha az els6 output qubit [0") akkor f(0) = f(1).
Ha az els6 output qubit |17) akkor f(0) # f(1).
A 68. abran lathato utolsé Hadamard kaput az elsé output
qubitre alkalmazzuk, ez a Hadamard kapu atforgatja a dualis
bazisvektorokat az eredeti bazis vektoraiba: [0)-t |0)-ba |17)-t
[1)-be.

Megmérjiik az elso output qubitet. Ha az elso output qubit |0)
akkor f(0) = f(1). Ha az els6 output qubit |1) akkor f(0) #
f(1). Tehat megkapjuk f(0) ® f(1) értékét elsé output qubit
megmeérésével.

Egyszer szamitjuk ki f(x) figgvény értékét. Tehat T id6 alatt
dontottik el Deutsch problémajat.

10. A kvantum Fourier transzformacio

A kvantum Fourier transzformacié (QFT) egy operator amely a
‘H Hilbert tér felett a

C1OY, 1), o 19)s e JRY, IN — 1))
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ortonormalis bazist attranszformalja az alabbi modon.

. N—1 227rjk
) o> LY ).
A kvantum Fourier transzformécié (QFT) athelyezési matrixa:
( 1 | 1 e 1 \
I w w? L WV
Gorr = ﬁ 1 w? wt L WD
\ 1 WN-1 21 (V1) )

271

ahol w = eV az 1 szam N-edik gyoke. A Ggpr matrixnak N
sora €s N oszlopa van.

Allitas 10.1 A QFT a |0) Hy-beli allapotvektorhoz a
=g k)

allapotvektort rendeli hozza. Amikor N = 2", akkor ugyanazt
az allapotvektort rendeli hozza mint a Walsh-Hadamard transz-

formacio.
1
(1)

Bizonyitas. Gorr|0) = Gorr | ¢ | =
0

\0)

a Gorr matrix elsé oszlopa =
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(1)
= | =T R

1/

Tekintstik az N = 2" esetet. Most |0) =

[ 1)

0

0
\0)
N = 2" komponensti vektor (ami megfelel n darab qubitnek.)

Gorr|0) = LNZQ:(H@ =
(1N (0N DS

=
=
=
=

0 0 0 1

\o)  \o) \1)  \1)

Legyenek most |0) és |1) Ho-beli dllapotok Hy-beli allapotok

helyett, és hajtsuk végre a Walsh-Hadamard transzformaciot a
0) @ ---®10)

‘H y-beli allapoton! Eredményiil kapjuk:
—5(10) +11) ® 5([0) + 1) ® - - - ® F5(]0) + 1)) =
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S
R
—_ =
N————
Y
R
—_ =
N———
@
®
VR
—_ =
N————
|
-
—_ =

[]
[1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 w o W W W W W 1 w w? W Wt W W W
1 o? Wt Wb B Wl 2 4 1 o o o 1 o ot o
P 1 1 o Wb W w2 Wb W8 W2 1 1 & o w W oW WP
2= \/2_3 1 w! Wb w2 Wb W0 2 2| \/2_3 1 ot 1 o 1 w1 ot
1 & wl® Wb W0 B 0 1 of o o ot w wf WP
1 Wb w2 Wi w24 30 36 42 1 o o W 1 o ot W?
(1 o7 W W W WP W2 WY 1 W W W Wt WP WP w

69. abra. A QFT matrixa N = 8 esetén

—

20)

Tekintstik egy |v) édllapotat a kvantum rendszernek! A QFT
attranszformalja a |v) allapotot a |w) allapotba az aldbbi mddon:
v) — |w) ahol

N-1 .
v) = ijo vl

N-1
w) =D ko Wilk).
Minden £ =0,1,..., N — 1 esetén,
1 - 2 ik
i2mjk
Wy = —— Z vie N

Azt mondjuk hogy a wj, amplituddk a v; amplitidok diszkrét
Fourier transzformaltjai.
Tekintsuk az N = 2" esetet. Most a Hy Hilbert tér felett a

C1OY, 1), o 19)s s R, [N — 1))
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ortonormalis bazist n darab qubittel a

{10...0),]0...1),...,]1...1)}
alakban irhatjuk fel, ahol

0) =10...0) =10)...]0),

1) =|0)...01) = |0)...]|0)[1),

2) =0...10) =|0)...[1)|0),

IN -1 =|1...1) =|1)...]1).
Tekintstik a 7 és k egész szamok kettes szamrendszerbeli alakjat.
)= jOQ”_l + j12n_2 Sl o jn—221 + jn—120-
k= ]{02”_1 -+ k12n_2 + -+ kn_221 -+ kn_120.
Figyeljiik meg hogy
]> — ‘jOQn_1+j12n_2+' ) '+jn—221+jn—120> — |j0j1 T jn—2jn—1>
és
kY = ko2t + k202 oo+ k02 + K, 420 =
kOkl T kn—an—1>
és
kOZ”‘l 4+ k12n_2 4o kn—221 + kn—120 _ an_:l() kan—(erl)'
A fenti képletek felhasznalasaval a QFT definiciéjat az alabbi
modon irhatjuk fel:
’]> — ’jOjl T jn—2jn—1> — . )
QLg D 0,1 Dby=0,1 -+ + Dk 10,1 € b2 ks
kn—an—1>-

) = ldoj1 -+ Jn—2jn-1)

; —(m+1)
S0 S+ Sy @b g
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A fenti atalakitdasban a hatvanyozas e = e” - e’ azonossagat

hasznaltuk fel, a kitevoben 1év0 Osszeget szorzatta alakitottuk.
A kapott szorzat tényezoit egy tenzor szorzat tényezoibe tettilk
at tényezoként.

.. i m+1
7071+ * In—2Jn—1) H ® {Zk _0162 Jhm2” Vf )}

A k,, bit a 0 vagy 1 erteket veszi fel a fenti Osszegek minde-
gyikében. Tekintsik azt az esetet amikor k,, = 0. Ebben az
esethen e/2mikm2™ ") 00— Eképpen g2 km2” (" |k ) =
0). Tekintstik azt az esetet amikor k,, = 1. Ebben az esetben

€i27rjkm2 (m+1) |k >_ i2m g2~ (m+1) ‘1>

A fentiek alapjan:
. . i (m+1)
17) = |goJ1 -+ Jn—2Jn-1) =z ® (‘0> + 2 ),

Vegyiik észre hogy

o io—(m+1) 1 0 1
‘0>‘|—6 212 ‘1> = ( O ) -+ ( 6i27Tj2_(m+1> ) = ( 6i27fj2_<m+1) ) .

Tehat a QFT a |j) inputon az alabbi alak:

1 1 1 1
j}%%( mj)@( my’)@( 2 )@---@( 2m>

Bevezetjik az alabbi jelolést:

O°jmjm+1 . ~jn—1 — jm2_1 + jm+12_2 Tt jn—12m_n-
Szemléletesen, a bal oldalon egy kettes szamrendszerbeli tort
szam all. A tort O-val kezdddik majd a kettes pont kovetkezik
majd a felek, negyedek, nyolcadok, stb. A jobb oldalon latjuk a
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bal oldal értékét tortek osszegeként. Példaul: 0.101 = % + %.
[smert hogy minden x valds szam esetén e'* = cosx + isin .
foy e m =1 k=0,1,2,....

A fenti jelolés és egyenloség alkalmazasaval felirjuk a transz-
formaciot:

7) = ljogr -+ - Jn—2Jn—1) NP
L{[0) + e 1)} @ {]0) + e} - {j0) +
eiQWO.jojl...jn_1’1>}.

Indoklas: Tekintsiik az els tényezét a tenzor szorzatban: {|0) +
e?™-Jn-111)} . A benne szerepld e hatvany kitevojét tgy kaptuk,
hogy levagtuk a jo, 71, ..., Jn_o biteket. Azaz csak a 0.7,,_1 tort
részt hagytuk meg. Azért tehettiik ezt meg, mert az elhagyott
egész részt i2m-vel szorozzuk, és mert e =1,k =0,1,2,....
A masodik tényezoben az e hatvany kitevojét ugy kaptuk, hogy
levagtuk a jg, 71, .. ., Jn—3 biteket. Azaz csak a 0.7,_17,—2 tort
részt hagytuk meg. Azért tehettik ezt meg, mert az egész részt
i2m-vel szorozzuk, és mert e =1, k=0,1,2,....

A 70. abran lathatjuk a QFT-t megvaldsité kvantum aramkort.
Az aramkort a fenti kifejezés alapjan épitettiik fel. Elébb-utobb
minden egyes bazis vektort egy-egy Hadamard kapu segitségével
attranszformaljuk. Az igy kapott allapot athalad egy vagy tobb
iranyitott Ry (k > 1) kapun keresztiil. Emlékezztink hogy az Ry
kapu matrixa;
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Jo) \H Ry Ry—1-R, ko)

‘]1>4LH RQ Rn_g_Rn_l V‘C1>

|jn—2> ® ® H~R27 ‘kn—2>
‘jn—1> ® ® LH* ‘kn—1>

70. abra. A QFT transzformaciot megvalositd kvantum aramkor

0 e2k

Tehat az Ry kapu ugy transzformél at egy qubitet hogy az [1)
211

1 0
R, = ( ori > minden k& > 1 szamra.

bazis vektorra vetett vetiiletét megszorozza a e2r szammal.

Az elso qubitre alkalmazott Hadamard kapu az alabbi allapotval-
tozast eredményezi:

Joj1J2 - - Jn—1) = QL%<|0> +emN0(1)) |faga - Jo1)

_ : : i27j , / : - 21
itt eZQWO.jO — ¢ 2 =1 ha Jo = 0 és 6227r0.]0 — e 72 = —1 ha

70 = 1.
Az els6 qubitre alkalmazott minden egyes iranyitott Ry kapu
hozzairja az iranyito qubitnek megfelel6 bitet az e hatvanykitevo-
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jének a végére. Mas szoval, az elsé qubitnek az |1) bézis vek-
torra vetett vetiiletének a faziséhoz (azaz az |1) bézis vektor
egyiitthatojat e hatvanynak tekintve a hatvanykitevo végére) irja
az iranyito qubitetnek megfeleld bitet. Ha az irdnyito qubit |0),
akkor a 0 bitet irja hozza, és ekkor az e szam kitevojének az
értéke nem valtozik meg. ElOszor a |j;) iranyité qubithez tar-
tozo jy bitet. Masodszor a |jq) irdnyité qubithez tartozo jo bitet.
Fs igy tovabb. Eredményként az alabbi allapotvaltozas sorozatot
kapjuk:

Jogij2 - - Jn-1) QL%(|O> + e g2 n1)
— elso iranyitott Ry kapu —
L(]0) + €201 L )
— masodik iranyitott R kapu —»

(10) + e™=m90n2[1)) o . . . 1)

harmadik iranyitott Rz kapu +—>

(10) + e O0n2B 1)) o . . i)

N DO
. w|»—n|*‘ l w|~|*‘

— (n — 1)-edik (utolso) Ry kapu —

Qé(‘m + 2090017201 1)) Gy . . . )

A masodik qubitre alkalmazott minden egyes iranyitott R}
kapu hozzairja az iranyité qubitnek megfelelo bitet az e hatvany-
kitevojének a végére. Mas szdval, a masodik qubitnek az |1) bazis
vektorra vetett vetiiletének a fazisdhoz (azaz az |1) bazis vektor
egylitthatdjat e hatvanynak tekintve a hatvanykitevé végére) irja
az iranyito qubitetnek megtelel6 bitet. Ha 0 bitet ir hozza, akkor
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az e szam kitevojének az értéke nem valtozik meg. Eredményként
az alabbi allapotvaltozas sorozatot kapjuk:

— elso iranyitott Ry kapu —

1(10) 4 et [1)([0) + (1) [ o)
— masodik iranyitott Ry kapu —

—7([0) + 0Bt [1)(10) 4 2B 1)) [ - i)
— harmadik iranyitott R kapu +—»

Sy (10) 4 eI [1))(J0) 4 TR ) |Gy )
|—> negyedik iranyitott R; kapu +—»

(|O> + t2m0-J0J172-+-Jn— 11))(]0) + eiQWO-j2j3j4j5‘1>) 73+ - 1)
2’ 23

l% utolsé iranyitott Ry kapu —

(|O>+eZ2”0 J0J1J2++-In— 1‘1>D(’0>+622W0 J20304In=11 1)) |43 . . . J1).

A fenuek szerint folytatjuk minden egyes qubitre.
Az n — 1-edik qubitre alkalmazott iranyitott Ry kapu hozzair egy
bitet az n — l-edik qubitnek az |1) bazis vektorra vetett vetiilet
fazisahoz (azaz az e szam kitevijének a végére ir egy bitet).
Megkapjuk a végso allapotot:

QL%{|O>_|_6227TOJ()]1]n_1|1>}®{|0>_|_62271'0]1jn_1‘1>}® . ®{‘O>_|_
62’2770.jn_2jn_1‘1>}{‘0> T ei27r0.jn_1‘1>}.

Az atlathatosag kedvéért az 70. abran nem mutatjuk az out-
put qubitek sorrendjét felcserélo kapukat. Ezek segitségével meg-
forditjuk az output qubitek sorrendjét. Kapjuk:
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1 {10) + €291}  {[0) + €22 1)} @ - @ {[0) +
e/ F0.joitn-1|1)}
Az 70. abran lathato kvantum kapuk szama: 1+2+- - -4n = —=5.
Az elso és utolsd output qubitet cseréljik fel. A masodik és
utolso elotti output qubitet cseréljik fel. Fs igy tovabb. Tehat
legteljebb 3 darab csere van. Minden egyes cserct 3 darab CNOT
kapuval valositunk meg, lasd 34. abra.
A fenti aramkor N = 2" esetén szamitja ki a kvantum Fourier
transzformaciot. Kiilonben csupan a kvantum Fourier transz-

formacio kozelitését adja (azaz kozelité eredményt ad).

11. A Fourier transzformaciéo a véges Abel csoport
felett

Legyen (G,+) egy tetszleges véges Abel csoport! A csoport

miveletet + jeloli. |G| jeloli G elemeinek a szamét. Legyen C*

a nullatol kulonbozo komplex szamok halmaza! Tekintsik a
x:G— C"

figgvényt! Azt mondjuk hogy x egy irreducibilis reprezentacioja

(G-nek ha teljesiil hogy

x(g1+ 92) = x(91)x(g2)- (6)

Azaz, x egy csoport homomorfizmus a (G, +) additiv csoporthdl
a (C*, ) multiplikativ csoportba. Itt - a komplex szamok jol
ismert szorzas muveletét jeloli.
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Jelolje St az 1 abszolut értékit komplex szdmok halmazat! Fi-
oveljitk meg, hogy y értékkészlete részhalmaza S'-nek, tehét
X : G — S! leképezés. Mert ha x(g) komplex szdm |x(g)]
abszolut értéke nagyobb 1-nél, akkor

X(9)] <Ix(g+9)| <Ix(g+g+g)|<--
ellentmond annak, hogy G véges. Hasonléan lathaté hogy x(g)
abszolut értéke nem kisebb 1-nél. A (6) egyenloség az alabbi (A),
(B) és (C) kovetkezményeket eredményezi.

(A) (i) Minden g € G esetén, x(g) az egyik |G|-edik gyoke az
1 szamnak. Itt |G| jeloli G elemeinek a szamét.
Az (A)(i) allitas alapjan kapjuk hogy

(A) (ii) x : G — S esoport homomorfizmus a (G, +) additiv
csoporthél az (S, ) multiplikativ csoportba.

(B) Merolegesség (Schur lemmaja) Ha x; és x; két irreducibilis
reprezentacidja G-nek, akkor

ﬁ S xil9)x,(9) = 63 (7)

geiG

ahol a feltilhuizas a komplex szam konjugaltjanak a képzését jeloli,
azaz ¢ jeloli a ¢ komplex szam konjugaltjat.

(C) Pontosan |G| darab olyan x fliggvény létezik amely kielégiti
a (6) egyenloséget.
A (C) éllitas alapjan ezeket a fiiggvényeket meg tudjuk cimkézni
a G csoport elemeivel. Legyen { x,|g € G} tetszoleges ilyen
megcimkézés.

[gazoljuk (A) és (B) allitdsokat!

A H csoport elemeinek a szamat a H csoport rendjének nevezziik.
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Tétel 11.1 Lagrange tétele.  Részcsoport rendje osztoja az
ot tartalmazo csoport rendjének.

Allitas 11.2 x(e) = 1, ahol e a G egységeleme. Minden g € G
esetén X(Zz 1g) 1.

A (6) egyenloség alapjan x(e) = 1. Ugyanis x(e)
x(e)x(e). Tehdt x(e) = x(e)x(e). Ezért x(e) = 1.
Allitas 11.3 Tegyiik fel hogy g # e. Létezik £ > 2 tgy hogy
e = Zle g és

2 3 /—1
€, 9, 22:1 9, 27;:1 g, 22'21 g

kulonbozo elemeil G-nek.

/\
\_/

Bizonyitas Az e, g,5 7 16,50 g,..., 3" g sorozatban
eloszor ismétlodik valamely elem:

k
Zizlg — 2?21 g, k < n.

Mindkét oldalhoz hozzaadjuk a Zf‘;l g elem — Zle g inverzét.
Kapjuk hogy e = Z;Zk g. Legyen ¢ =n — k. O]

A fenti allitas alapjan {e,g, 23:197 Z?:L‘]» . ZZ 1g} a
G-beli osszeadas muveletével G-nek egy részesoportjat alkotjak.

A fentiek alapjan

X 9) = xle)=1.

Lagrange tétele alapjan kapjuk hogy ¢ osztéja |G|-nek. Tehat
G| = Z k és igy

(2 1g> X (1 9) = (x(e)F = 1.
Ezert X(ZZ 1g) 1
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A (6) egyenloség és a 11.2 allitas alapjan x(g) az egyik |G|-edik
gyoke az 1 szamnak, azaz x(g)!¢! = 1. Ezért x(g) abszolitértéke
1. Mivel x(g) abszolutértéke 1, az 6 konjugaltjanak is 1 az ab-
szolutértéke. A komplex szamok szorzatanak definicidja szerint

x(g)x(g) = 1.
x(g) = ﬁ)
Tovdbba 1 = x(e) = x(g9 + (=9)) = x(g) - x(—g). Tehdt
X(—g) = @
A fentiek alapjan:

x(9) = x(—9). (8)

Legyen x1 és o két irreducibilis reprezentacioja G-nek! Legyen
g,h € G tetszOleges, és g = h + g, ezzel az egyenlOséggel
bevezetett valtozoval szamolunk:

()  xilghal=9) =Y _xi(h+ g)xa(—g) =

gelG geG

ZX1 gx2((—=g) +h) =

gedG

D xa(@)xa(=xa(h) =

ged
)Y xa(@)xa(—3)
geiG
A fentiek alapjan, az osszegzés g futoindexe helyébe g-t frunk:

ZXl g)x2(— ZXl g)x2(—

g€ gelG
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ZX1 g)x2(— ZXl g)x2(—g)] =0

geG geiG
Eképpen (8) alapjan minden h € G esetén:

(X1(h) = x2(h)) Z x1(9)x2(g) =

geiG
Ha x1 # x2, akkor valamely h € G esetén x1(h) — x2(h) # 0.

Kovetkezésképpen
> xilg)xalg) =
gel

Tegyik fel hogy v1 = x2 = x. Akkor
2_x9x(9) = 3 _x(9)x(=g) = p_xle) =3 1=1d
geG geG geG geq
Ezzel igazoltuk (7)-t, azaz (B)-t (Schur lemmajat).

Definicié 11.4 A G feletti Fourier transzformacié athelyezo
matrixa az alabbi |G| x |G| méretit F matrix

1
(Forl = ——=x4(k) ¢,k e€G. (9)
VIG]
[tt feltessziik hogy G elemei meg vannak szamozva az 1,2, . . ., |G|

szamokkal és az F matrix i-edik sorat G 1-edik elemével cimkézziik
meg. Hasonldéan az F matrix j-edik oszlopat G j-edik elemével
cimkézzik meg. Ezutan a sorokra és oszlopokra a G-beli cimkéjiikkel
hivatkozunk.
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Latjuk hogy az F matrix g-edik sora az \/ﬁxg fuggvény

értékeinek a felsorolasa. A (B) allitds alapjan F matrix unitér
tetszoleges (G, +) csoport esetén. Emlékezziink hogy az U n X n-
es matrixot unitérnak nevezziik ha UTU = UU' = I,,, ahol I, az
n X n-es egység matrix.

Tekintsiik a |G| dimenzés H ¢ Hilbert teret! Cimkézzitk meg a
bazis elemeit G elemeivel! Tehéat a bazis: {|g)|g € G }. Minden
k € G esetén, tekintsik az

Uk): [b) = [b+ k) k,beG. (10)

léptetd fiiggvényt. Minden k, 1 € G esetén, U(k)U (1) = U(1)U (k)
mert (G, +) Abel csoport.

Definicié 11.5 Legyen

(Vk € G) |xi) =

\/EZXJC (11)

ged
Atjelolve a valtozokat:

(Vg € G) |xg) = ZXQ (12)
keG

(B) alapjan a |x) allapotok egy ortonormalis bézist alkotnak
a Hq Hilbert térben. Mert tetszoleges i, j € G esetén,

(Ixa)s X)) = (xalx) = |G|sz 9)(glg) = 6i; -

gedG

Most a Hon Hilbert teret tekintjik, azaz N = 2",
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Allit4s 11.6 A Hon Hilbert tér felett ( N = 27)
U0)(|xk)) = e xp) bk € G,

lgy a {|xy)|g € G} allapothalmaz az U(k), k € G léptetd
fuggvények kozos sajatvektor bazisa. Ezt a bazist Fourier bazisnak
is hivjuk. Az F Fourier transzformacié egy unitér operator a
H|c Hilbert tér felett. A (12) és (9) egyenldségek és (B) alapjan
kapjuk hogy

Flxg) = 19). (13)

Fzek szerint a Fourier transzformacio felcseréli a Hilbert tér
bazisat a Fourier bazissal.
Jelolje Z,, az egész szamok mod ¢ additiv csoportjat.

Allitas 11.7 Minden véges G Abel csoporthoz léteznek r, myq,

ma, ..., m, természetes szamok ugy hogy G izomort a Z,,, X
L, X -+ X Ly, direkt szorzattal definidlt Abel csoportal. Azaz

G=Zp XLy X -+ X Ly, (14)
Ugy is megadhatjuk az r, my, ms, ..., m, természetes szamokat

hogy m; osztdja m,.1-nek. Ekkor az m,; szamok egyértelmiien
adottak.

Tegyiik fel hogy a G Abel csoportot a (14) alakban adjuk meg.
Akkor explicit moédon meg tudjuk adni G irreducibilis reprezen-
tacioit, és megkapjuk G irreducibilis reprezentacidinak G ele-
meivel vald cimkézését.
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Eloszor tegytk fel hogy G = Z,,. Azt is irhatjuk hogy G =
Z,,. Most G elemei megegyeznek a {0,1,...,m — 1} halmaz
elemeivel. Tekintsiik a 7: G x G — S! leképezést, ahol

7 (a,b) — 2 (15)
AT :GxG — Stleképezés felhasznéldsdval csoport homo-
morfizmusokat definidlunk. Minden a € G esetén tekintsiik a
Yo | G — S fiiggvényt, ahol
Xa(b) = 7(a, b) = ¥ (16)
Allitas 11.8 Minden a € G esetén x, : G — S' kielégiti a (6)
feltételt.

A (C) allitas szerint |G| darab x olyan figgvény létezik amely
kielégiti a (6) egyenléséget. A 11.8 allitdas alapjan ezek a y, :
G — St a € @G, fiiggvények. fgy egy explicit képletet kaptunk
amely megadja az irreducibilis reprezentacioit G-nek. Most mar
be tudjuk bizonyitani a 11.6 allitast.

Masodszor tekintsiik az altalanos esetet:

G=2p XZp, X+ X 2L,
Tekintsiik a 7 : G x G — S leképezést:

b b rbr
r((an,. . a), (b, by)) s exp(2mi[ 2t 8222 (9

mi; Mg m, -
(17)
AT :GxG — S leképezés felhasznaldsaval csoport homomor-
fizmusokat definidlunk. Ismét minden g; € G esetén tekintsiik a
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Xg 0 G — S U fiiggvényt, ahol

X1 (92) = 7(g1, 92) (18)

Allitas 11.9 Minden g1 € G esetén y,, : G — St kielégiti a
(6) feltételt.

fgy egy explicit képletet kaptunk amely megadja az irreducibilis
reprezentacioit G-nek. A képletben G elemeit megadé (reprezen-
talo) r darab egész szambol allé sorozatok szerepelnek.

Példak.

1. Példa. Legyen n > 1. Tekintsikk a G = (Z3)" csoportot!
Ez n darab Zs csoport direkt szorzata. (Zs)"-t gy tekinthetjiik
mint a bitekbdl all6 n hosszi sztringek halmazat. A szorzast
bitenként hajtjuk végre. Definiadljuk tetszoleges 0 = s189...5, €
(Zo)" ésv = tity ... t, € (Zo)" szavakra, ao-v € {0, 1 } értéket:

o-V =St + Soto + -+ -+ s,t, mod 2.

A (17), (18) és (9) egyenldségekbol kovetkezik hogy

1
[Fa,y] — —Xg(V> o,V € G.
VIG]
Tehat |
oV
o] — 2T ——— , .
\Fou] \/27633]9(271'2) o,veG

Tehat

[F 0,1/] —

Tehat ebben az esetben a Fourier transzformacié matrixa meg-
egyezik a Hadamard-Walsh transzformacio matrixaval. Tehat
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ebben az esetben a Fourier transzformacio megegyezik a Hadamard-
Walsh transztormacioval.

2. Példa. Tekintsik a G = Zion csoportot! Legyen F G x G-s
matrix a Fourier transzformacié métrixa. Most a (15) és (18)
egyenloségek alapjan

1

F., Ya(b) a,beq.
Tehat
[Fas] = L 6atp(i27r—ab) a,b=0,1,2,...,2" — 1. (19
; /Qn 2n Y Y ) Y )

Ez a kvantum Fourier transzformacié matrixanak képlete N = 2"
esetén.

A Fourier transzformacié unitér matrixa |G| hosszu ( |G| darab
komponenshdl allé) vektorokat transzformél at |G| hosszu vek-
torokba. Egy ilyen |G| hosszi vektort megadhatunk egy

f:G—=C
fiiggvénnyel és a vektor pedig f = (f(g1), f(g2).-- -, f(91))
alakd. Az f Fourier transzformaltja egy |G| hosszu f vektor.

f=(f(g1), f(g2), .-, flgicy). A fenti jelolés felhaszndlasaval f-
et az alabbi alakban irjuk fel.

f(k) =) Figflg ), keG. (20)

Legyen H tetszoleges részcsoportja a GG csoportnak! H-nak az [
indexét a kovetkezo modon definialjuk:
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_ Gl
I = ik
Legyenek

kin+H, ke+H,...,ki+H
a H részcsoport osszes mellékosztalya. Itt
k+H={k+h|heH}.
[smert hogy G diszjunkt tinidja a fenti mellékosztalyoknak.
Eképpen G elemeit egyértelmiien irhatjuk g = k; + h alakban.
Amikor g értékiil felveszi (befutja) a G halmaz Osszes elemét,
akkor ¢ értékiil felveszi az {1, ..., } halmaz Osszes elemét. Min-
den¢=1,2,...,1 esetén, h értékiil felveszi H 0Osszes elemét.
Minden ¢ = 1,2,...,1 esetén, definidljuk az f; fiiggvényt!
Legyen
fi: H— C,ahol fi(h)= f(ki+h), h e H.
A (20) és (6) egyenloségek alapjén

> flolg ZZf (ki+h)yi(ki+h) =
m m

geiG 1=1 heH
(21)

ﬁzxw S fiha(h) (22

heH
A 11.8 allitas alapjan kapjuk a kovetkezo allitast. Minden [ €

Geseténay; : G — S'leképezés megszoritasa a H részcsoportra
kielégiti a (6) feltételt. Ezért minden [ € G esetén a x; :
G — S! leképezés megszoritésa a H részcesoportra irreducibilis
reprezentacidja H-nak. Ezért a (22) egyenléség belsejében 16vE
H feletti osszeg az f; fliggvénynek a H részcsoporton vett Fourier
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transzforméltjanak a kiértékelése. Igy a (22) egyenléség felbon-
tja a G csoporton vett Fourier transzformaciot I darab, a H
részcsoporton vett Fourier transzformacié kiértékelésére. (Ez
O(|H|? x I) darab mfivelet.) Az fgy kapott I darab részosszeg
linearis kombinacidjat vessziik: a x;(k;) egytitthatoval szorozzuk
az 1-edik részosszeget, ¢ = 1,...,1. Ezt minden egyes [ € G
elemre megesinaljuk. (Ez O(|G| x I) darab miivelet.) Tehat az
elvégzett miiveletek szama:

O(H)? x I +|G| x I) =O(|G|(|H| + I)). (23)
Itt felhasznaltuk hogy I = % Ez altalaban kevesebb mint

a O(|G| - |G]) darab miivelet amely a matrix szorzas koltsége
amikor hagyomanyos médon, matrix szorzassal szamoljuk ki a
Fourier transzformaciot a G csoporton. Példaul ha ugy valasztjuk
meg a H-t hogy I kicsi, mondjuk I = 2, akkor |H| = |G| és
lgy a (23) egyenlGség alapjan megkozelitoleg megfelezziik a futasi
idot.
Ezt az elonyt megnoveljik a konstrukecié ismételgetésével.

Tekintiink egy rész-csoportokbol allé tornyot és azon ismételgetjiik
a konstrukciot. Tekintsiik a leghosszabb

{0}CcH,C---CH,CH CG

részcsoport tornyot! A fenti eljaras ismételgetésével a Fourier
transzformaciot a G csoporton kifejezzik a H,, kicsiny részcsoporton
szamolt a Fourier transzformacioval.

Példa
Legyen G = Zion! Legyen n > 2 és
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Wy ={0,2,4,...,2" — 2} az Osszes paros szam Zign-ben!
Legyen Wyn2 = {0,4,8,...,2" — 4} az Osszes 4-gyel oszthato
szam Zion-ben!
Legyen Won3 = {0,8,16,...,2" — 8} az Osszes 8-cal oszthato
szam Zion-ben!
Es {oy tovabb.
Végiil legyen Wy = {0,2m 1 1

fgy kapjuk a

{O} CW2 C - CWQn—i% CWQn—2 CWQn—l

részcsoport tornyot. Itt 0 az egységelem.

Figyeljik meg hogy Wyu-1 izomort Zyn-1-gyel! Tovabba Won—2
izomorf Zign—2-vel! Fs igy tovabb. Végil kapjuk hogy W5 izomort
Zo-vell Ennek a megjegyzésnek a tiikrében beszélhetiink a W1
csoport paros elemeirdl. Ilyenkor mindig Z,n—2-re gondolunk,
mivel Won-1 csoport paros elemei alkotta részcsoport izomorf
Z5n—o-vel. Hasonlo a helyzet a paratlan elemek alkotta részcsoportra.
Beszélhetink a Ws,-1 csoport paratlan elemeirdl. Ilyenkor is
mindig Zsn—2-re gondolunk.

Tekintstik a fenti lancban az altalanos helyet: Wom-1 C Wom.
Jelolje F'Tym a Fourier transzformaciot Wom felett! Legyen w =

exp(ZL). Most Wom irreducibilis reprezent4cidi:

xi(k) = (W) 5, k=0,1,...,2"—1 (24)

Lasd (15) és (16) egyenléségeket.
Most a (21) els6 egyenléségében kifrjuk az g € G-Osszeget
explicit modon. fgy kapjuk hogy minden 57 = 0,1,...,2™ — 1
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esetén

: (k)
F) =" FlR)Ms =
- Ve
2 EL ]2m_1—1 EL
\ﬁ< 3 J2k)—F—s + ; 2k +1)——=s) (25

A fenti egyenloség jobb oldalanak az els6 tagja mutatja az

f figgvényt a Wom péros részosztélyan (azaz Waom péros ele-
mein), a masodik tagja mutatja az f fiiggvényt a Wom paratlan
részosztalyan (azaz Waom paratlan elemein).
Megjegyezziik hogy Wom-1 irreducibilis reprezentacioi a (24)-ben
megadott fiiggvények, azzal a modositassal hogy w helyébe w? =
exp(ﬁf_il)-t helyettesitiink. (Jegyezziik meg hogy ((ch)Qm_1 =1.)
Azaz Wom-1 irreducibilis reprezentacioi:

X€<k) — <<w2)£)k - (e$p<2%zﬂ—i1)£>k l,kE=0,1,... 72m_1 -1
Eképpen a fenti egyenloség jobb oldalanak két k-osszege rendre
az F'Tom-1 transzforméltja az f fiuggvény paros helyen felvett
értékeinek, és az F'T4om-1 transzformaltja az f fliggvény paratlan
helyen felvett értékeinek. Legyen ¢ az f fliggvény argumen-
tumaban 1évo valtozd! Mivel ¢ végigfut a £ = 0,1,...,2" —1
értékeken, végigmegyink a fenti egyenloség jobb oldalaban 1évo
két F'Tom-1 transziormacio osszesen 2" darab komponensén. Most

a{0,1,...,2" — 1} halmazt két részre osztjuk, az elsé részen ¢
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fut végig, a méasodikon ¢+ 2™~ fut végig. Ugy szoritjuk meg /-t
hogy ¢ végigfut a 0,1, ...,2™ 1 —1 értékeken, £+2"1 végigfut a
om=1 . om_1 értékeken. Most f(€) és f(€+271) el6fordulnak
a fenti egyenloség jobb oldaldban a két F'T5,-1 transzformacio ¢-
edik komponensében rendre az alabbi egytitthatokkal:

%, %wj  (ezek f(€) egyiitthatoi)

és
I 2 A (R Y f m—1 ; 4
w (= w’). (ezek f(€+ 27" egyiitthatdi)

V2! 2 . V2
Ugyanis, vegyuk észre hogy

%wj”m_l = %me_le = %(efﬁp(%»w_lw‘j = %e:ﬁp(ﬂﬁwj =
—%uﬂ'.

Ezért a (25) egyenloséget az alabbi alakban irhatjuk fel:

F) = —=(FT(fy0)jkomp + & - FT(fn)jkomp)

N

Fljram ) = %(FT(fpsM.komp—wf’-FT(fpm)j-komp) (26)

Azaz minden j =0,1,2,...,2" 1 — 1 esetén

Fliy = L ;. |
fG) = B ETUps) + ' FT(fyin) )

S 1 .

fG+2mh) = E(FT(JCPS)J' —w - FT(fpn);)
itt f,s vektor jelenti f-nek 2" ~1 darab péros helyen felvett értékét,
fps — (f(o)a f<2)a ORI f<2m_1 - 2))
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fotn vektor jelenti f-nek 2™~! darab pdratlan helyen felvett
értékét, forn = (f(1), F(3),. .., (2" = 1)),

11.1. A véges Abel csoport feletti Fourier transzforma-
ciéo megvaldsitasa kvantum aramkorrel

Most attériink a kvantum szamitasra. Az f(j),j =0,1,...,2"m—
1, adat értékeket, azaz az f = (f(1), f(2),..., f(2"—1)) vektort
az |f) allapotban taroljuk a kovetkezé modon. Az | f) dllapotot
m darab qubit Osszefonddasa eredményeként kapjuk, az f(j),
7 =0,1,...,2" — 1, adat értékek az elobbi m darab qubit am-
plitudoiban vannak tarolva. frjuk fel a 7 szamot m darab bit
sorozatakeént:

Im—1Jm—2 - -+ J1Jo

Azaz a 2-es szamrendszerben, azzal a modositassal hogy a szam
elott elegendd sok 0 all hogy a szam hossza m legyen. A qubiteket
jobbrdl balra szamozzuk meg. Most az | f) allapotot igy irjuk fel:

=D > o > fUmtdmea- - drjo)lim) - 151 o)

=01 1=01  jm-1=0,1
(27)

Figyeljiik meg hogy ha [jo), . .., |jm—1) sorra felveszik a |0) és |1)
értékeket, akkor a
[Jm—1) - - - |71)|jo) allapotvektor sorra felveszi a |0, [1), ..., |2 —
1) értékeket.

A qubiteket jobbrél balra megszamozzuk a 0,1,...,m — 1
szamokkal. Tekintsiik a (25) egyenloség jobb oldalat! Az itt
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szereplo Osszeg két tagjaban két F'Tom-—1 transzformécid szere-
pel. Az els6 a paros szammal szamozott, a masodik a paratlan
szammal szamozott komponenseken szamol. Fzt a két FTom-1
transzformaciot egyetlen F'15m-1 mivelettel hajtjuk végre az m—
I, m—2, ..., 2, 1 sorszamu qubiteken. Kimarad a 0 sorszamu
qubit. Ennek a qubitnek a |0) vagy |1) értéke hatarozza meg hogy
a paros poziciokon vagy a paratlan poziciokon szamolunk. Ha a 0
sorszamu — azaz az utolsé — qubitnek az értéke |0) akkor a paros
poziciokon szamolunk. Gondoljunk a tenzor szorzat definiciéjara.
(A poziciok sorszamozasa 0-val kezdddik, ezért a legelso dimenzid
paros sorszamu, a kovetkezo pozicid pedig paratlan sorszam.)

FTym-1(fps) allapotvektor i-edik komponense a (25) jobb oldalan
allo kifejezés 2i-edik dimenzidjanak az amplitudodja, azaz a jobb
oldalon &llé éallapotvektor 2i-edik komponenese. (Itt az f-edik
dimenzié a 2™ dimenzids Hilbert tér |¢) bazis vektora,
¢ = 0,1,...,2"7 1 Tehat az f-edik dimenzi6 amplitudéja a
2™ dimenzids Hilbert tér |¢) béazis vektordnak az amplituddja,
(=0,1,...,2m71 )

Hasonloan F'Tom-1( fymn) allapotvektor i-edik komponense a 2i+
1-edik dimenzié amplitudodja, azaz a jobb oldalon allo allapotvektor
2i + 1-edik komponenese. Ugyanis a 0 sorszamu |jo) qubit értéke
1),

Most végrehajtjuk a két F'T5,-1 transzformacié linearis ujra
kombinalasat. A (26) egyenloség mutatja hogy

(a) végrehajtjuk az aldbbi unitér operacidt
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A )

a (27,27 + 1) dimenzidkon j = 0,1,...,2"™" 1 Ezutén
(b) A visszakapott vektort djra rendezziik. A kovetkezo per-
mutaciot hajtjuk végre rajta.
(27,27 +1) = (j,5+2m Y, 5=0,1,2,...,2m 1 — 1.
ennek hatdsara f (7) a j-edik dimenzi6 amplitiddja lesz.
El6szor az (a) 1épést tekintjik. Megjegyezziik hogy

A 2)=m0a) w)=ms

B; matrixa:

1 0

0 w’
dimenziokral A 2j (péros) dimenziot véltozatlan marad. Az
w’ fézis eltoldst alkalmazza a 25 + 1-edik (paratlan) dimenzidra.
Ezt az osszes j értékre egyszerre végezzik el a kovetkezo modon.
A C, két qubites iranyitott kvantum kaput alkalmazzuk a 0
sorszamu qubitre és a p sorszamu qubitre mindenp = 1,2, ..., m—
1 esetén. A C), kapu az w? ' fazis eltolast valésitja meg a p
sorszamu qubitre ha mind a 0 sorszamu mind a p sorszamu qubit
értéke |1). Tehat mind a 0 sorszdmu qubit mind a p sorszamu
qubit iranyito qubit és a p sorszamu qubit egyuttal cél qubit is.
A 0 sorszamu és a p sorszamu qubit standard bazisa felett C),

A B, miiveletet alkalmazzuk a (27,25 + 1)-edik
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matrixa:

100 0
010 0
S=1oo01 o
000w
A C, mivelet m — 1-szeri alkalmazasa az W’ fazis eltolast
eredményezi a 2j+1-edik (paratlan) dimenziéra, j = 0,1, ..., m—

1. Ugyanis, az a kovetelmény hogy a nulladik qubit értéke legyen
1, kivalasztja a paratlan poziciokat. A C-ben szerepld w2 fazis
eltolds felépiti az w’ faziseltoldst egymds utdn tobb lépésben —
bitenként — a 7 szam binaris alakjaban szereplo minden egyes
olyan helyiértékre ahol 1 szam all. Tekintstik az osszes olyan 3
szamot amelynek a binaris alakjaban a p-edik helyen 1 &ll. (Ex-
ponencidlisan sok ilyen 7 szam van.) Ezek a j szamok egyszerre
vannak kezelve.

Végil a 0 sorszamu qubitre alkalmazott H Hadamard
transzformacio azt eredményezi hogy egyidejiileg alkalmazzuk a
H Hadamard transzforméciot minden egyes (27,27 + 1) alaku
parra ahol a fennmarado 1,...,m — 1 sorszamu qubitek Osszes
lehetséges értékei adjak 7 binaris alakjat.

Emlékezzink hogy a H - B; matrix és egy ket vektor szorzasat
ugy valositjuk meg hogy eloszor Bj-vel szorozzuk a ket vektort
majd H-val. Hiszen bal oldalon van a H - B; szorzat matrix és
jobb oldalon van a ket vektor.

Tekintsiik a (b) 1épés megvaldsitasat! A kovetkezo permutéciot
hajtjuk végre a Hilbert térbeli dimenzid sorszamokon.
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(27,27 +1) = (5,5 +2m Y, §=0,1,2,...,2m 1 — 1.

Azaz

2j 7,7 =0,1,2,...,2" 1 —1. (pdros dimenzi6 sorszdmokra)
27+1 1+ (54271 5 =0,1,2,...,2" 1 —1. (paratlan dimenzié
sorszamokra)

Ezt a permutaciot az alabbi ciklikus permutacioval valositjuk
meg. A Hilbert térbeli dimenzié sorszamot ciklikusan permutaljuk
a kovetkezo modon.

Tm—1tm—9 - - - 1120 M 20tm—1tm—2 - . - 11

Tehat az 2,,_1%,—2 . . . 1120 dimenzid sorszambol 202,,—12y—9 - . . 11
dimenzid sorszam lesz.

e Ha a dimenzi6 sorszam péros, (azaz ig = 0), akkor a fenti
permutacio eredményeként a fenti dimenzio sorszam értéke felére
csokken.

e Ha a dimenzi6 sorszam paratlan, (azaz ig = 1), akkor a
fenti permutacio eredményeként a fenti dimenzié sorszam értéke
a kovetkezo modon alakul. Amikor 2¢-t levagjuk a sztring végérol,
akkor 0-t irunk a sztring végére. A visszamaradt bindris sztring
részlet paros értékil, a jobbra csusztatas megtelezi az értékét és a
sz6 végi 0-t torli. Ezutan iy a baloldalra keriil, a binaris sztring
2-es szamrendszer beli értéke 2" 1-gyel né.

A fenti ciklikus permutaciot egyszeriien megvalositjuk: tjra
rendezziik az output vezetékeket. Lasd az 74. abrat.

Két qubit cseréjét 3 darab CNO'T kapuval valositjuk meg, lasd
34. abra. Az Osszes cserét 3(n — 1) darab CNOT kapuval
valositjuk meg.
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FT 27 )

71. abra. QFT 2m

H

72. dbra. QFT" 2

73. dbra. QT 4
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R e |
2 T C5 m =2
m—1__ pml C m — 1

74. dbra. QFT 2™

A fenti eljarast megismételjik: FThm-1-et szamitjuk ki F'Tom—2
felhasznaldsaval. Es fgy tovabb.

Jelolje Q(2) az F'T'(2™) transzformacidnak a fenti algoritmus-
sal valé megvaldsitasnak a miivelet szamat, m = 1,2,3,.... A
fentiek alapjan azt kapjuk hogy

QE™) = Q™) + O(m), m > 2

Ebbol azt kapjuk hogy

Q(2") = O(n?).

Az 74. abra megmutatja hogyan épithetjiik fel az F'T'(2™) tran-
szformaciot kiszamito kvantum aramkort, ahol m > 0 tetszoleges
természetes szam. m = O-ra hasznaljuk F'T(1) athelyezé matrixat,
lasd (19). A matrix képletének tanulmanyozéasa alapjan kapjuk
hogy ez a Hadamard transzformacié athelyezo matrixa. Ehhez az
athelyez6 matrixhoz megkonstrualjuk a kvantum aramkort. Ez
a Hadamard kapu.

Tegyiik fel hogy mar megépitettiik az F'T(2™ 1) transzforméciét
kiszamito kvantum aramkort, ahol m > 1 tetszoleges természetes
szam. Az F'T(2™) transzformaciot kiszamité kvantum szamitogép
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abrajat latjuk az 74. dbran. A téglalapban van az FT(2™71)
transztformaciot kiszamitd kvantum aramkor.

Allitas 11.10 Legyen M = 2™ A Z; monoid feletti kvantum
Fourier transzformacié az alabbi unitér operatort valositja meg:
‘QZ> — ﬁ ZyEZ.M wfcy|y>7
ahol w = exp(3) az 1 szdm M-edik gyoke.
Bizonyitas. Tudjuk hogy a QFT athelyez6 matrixa:
QFT;,.] = ﬁwbc b,c=0,1,2,...,2" — 1.
Lasd (19).
[]

12. Shornak a primtényezos felbontast kiszamolo al-
goritmusa

Definicié 12.1 Legyen H C R. Az f : H — R fiiggvényt
periodikusnak mondjuk, ha létezik olyan p > 0 konstans, hogy
minden x-re, ahol x € R, fenndll az x+p € H eleme relacio és az
f(x) = f(x + p) egyenlGség. Ha p a legkisebb olyan szam, ame-
lyre ez teljesiil, akkor a p konstanst az f fiiggvény peridodusanak
nevezzuk.

Ha a periodikus fuigegvény képét p hosszu vektorral eltoljuk, akkor
a fuggvény képe onmagaba megy at.

Egy periodikus fiiggvényt elég a periodusanak megfelel inter-
vallummal vizsgalni. Egy ilyen vizsgalatbol a fiiggvény minden
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jellemzoét megallapithatjuk.

Shornak a primtényezos felbontast kiszamolé algo-
ritmusa

Input: egy N természetes szam.

Output: az N természetes szamnak egy valodi osztéja.

Miiveletek szama: O((logN)?)

Vazlatos attekintés:
az algoritmus felhasznalja a q természetes szam modulo N multi-
plikativ rendjét kiszamito algoritmust. (Itt g és N relativ primek.)
Ez az algoritmus felhasznalja

e azt a hagyomanyos eljarast amely kiszamitja adott
qg € {0,1,...,N — 1} és = természetes szamra a ¢* mod N
értéket poly(logN) idében, és

e a periodus kiszamitasara szolgalo algoritmust.
A periodus kiszamitasara szolgalé algoritmus felhasznalja az Abel
csoport felett vett kvantum Fourier transzformaciot.

Definici6é 12.2 Legyenek N és p pozitiv egész szamok. Azt
mondjuk hogy p valédi osztoja az N szamak ha

1. N = pq valamely g pozitiv egész szamra,

2. p#1,¢s

3. p#N.

Példaul a 28 szam valédi osztoi a 2,4, 7, 14 szamok. A 48 szam
valodi osztol a 2,4, 6,8, 12, 24 szamok.

Definicié 12.3 Legyenek N és g relativ prim természetes szamok.
A g szam modulo N multiplikativ rendje az a legkisebb k pozitiv
egész szam amelyre

210



¢*=1 mod N.
Azaz g-nak a mod(N) multiplikativ rendje az a k pozitiv egész
szam, amelyre mint hatvanykitevére ¢-t emelve a ¢* szdm 1

maradékot ad N-nel osztva, és ha ¢’ is 1 maradékot ad valamely
t > 1 szamra, akkor k < t.

Példa. Szamitsuk ki a 11 szam modulo 21 multiplikativ rend;jét!
A k = 2 szammal kezdjik és a k = 3,4, 5, 6 szamokkal folytatjuk
az eljarasunkat.

k=2 117=121 =5 x 21 + 16.

Tehat 112 = 16 mod 21.

k=3 113 =11 x 11°

11 x 16 mod 21 =176 mod 21 =&.
Tehdt 11° =8 mod 21.

k=4 11"=11x11°=11 x 8 mod 21 =88 mod 21 = 4.
Tehat 11* =4 mod 21.
k=5 11°=11x11*"=11 x4 mod 21 =44 mod 21 = 2.
Tehat 11° =2 mod 21.

k=6:11=11x11°=11 x 2 mod 21 =22 mod 21 = 1.
Tehat 11° =1 mod 21.

Tehat a 11 szam modulo 21 multiplikativ rendje 6.

Sok szamolast igényel ¢” kiszamitésa amikor k sok értéket vesz fel.
Vegyiik észre hogy k-nal csupan bizonyos értékeire kell kiszamolnunk
¢"-t. Valoban irjuk fel k 2-es szamrendszerbeli alakjat:

k= km_12m_1 + km_QQm_2 + -+ k121 + ko
itt k; € {0,1},0<4i<m— 1. Ekkor

¢F = gFm12" T s ghme22" T L gk

X qlCO
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Athz hQOgy kiszamitsuk ¢*-t sziikségiink van a

@
szamokra. Példa. Széamoljuk ki a 17%” szdmot!
20=16+8+4+1=2"+23+22+20,
Eképpen
1729 = 1710 x 178 x 174 x 17%.

Megmutatjuk hogy az N szam egy valodi osztojanak a keresése
visszavezetheto valamely ¢ szam modulo N multiplikativ rendjének
a kiszamitasara. Itt a g szamot
véletlenszeriien vélasztjuk ki az {2,..., N — 1} halmazbdl. A ¢
szam modulo N multiplikativ rendjének a segitségével kerestink
egy r pozitiv egész szamot ugy hogy

1. N osztéja r? — l-nek és

2. N nem osztoja sem r — 1-nek sem r + 1-nek.
fgy N valamely valodi osztoja osztoja lesz r — 1-nek vagy r + 1-
nek. Tgy Inko(r — 1, N) vagy Inko(r + 1, N) valodi osztéja az
N szamnak.

Eloszor tekintsik azt az esetet amikor N sem nem paros szam
sem nem prim szam. Ebben az esetben kerestink egy r pozitiv
egész szamot ugy hogy

1. N osztéja r? — l-nek és

2. N nem osztoja sem r — 1-nek sem r + 1-nek.

Példaul amikor N = 21, akkor az r = 8 értékvalasztas megtelel?.
1. és 2. feltételek tejesiilnek. 72 — 1 = 63 = 3 x 21. Figyeljik
meg hogy r — 1 = 7 valodi osztoja N = 21-nek.

Valodi osztot kiszamolo algoritmus
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1. lépés: Ha N paros akkor visszaadjuk p = 2-t.

2. 1épés: ha N prim szam akkor visszaadjuk N-t, lasd Allftés
17.2.

3. 1épés: Egyenletes eloszlassal véletlenszertien valasszunk ki
egy q szamot, 2 < ¢ < N — 1. Ha p = Inko(q, N) > 1 akkor
adjuk vissza a p szamot. Kiilonben menjunk a 4. 1épésre.

4. lépés: Szamoljuk ki a ¢ szam modulo N multiplikativ
rendjét. Legyen k a ¢ szam modulo N multiplikativ rendje! Ha
k nem paros, akkor menjunk a 3. 1épésre.

5. 1épés: Legyen k = 2m alaki. Legyen r = (¢™ mod N).
Most 1 < r < N. Hatarozzuk meg az r szamot. Ha 1 < p =
Inko(r—1, N) < N, akkor adjuk vissza a p szamot. Ha 1 < p =
Inko(r + 1, N) < N, akkor adjuk vissza a p szamot. Kiilénben
(ha nem talaltunk N-nek valodi osztojat akkor) menjiink a 3.
lépésre.

Tekintsiik az 5. 1épést! Most ¢ = 1 mod N. Tehat N
osztdja a (¢ — 1)(¢™ + 1) szorzatnak. Az r szdm definicidja
szerint N osztéja az (r — 1)(r + 1) szorzatnak. Ha 1 < p =
Inko(r — 1, N) < N, akkor a p szam valodi osztdja N-nek. Ha
1 < p=lInko(r+1,N) < N, akkor a p szam valédi osztdja
N-nek.

A ¢ szam modulo N multiplikativ rendjének definicidja és az
r szam definicidja alapjan N nem osztéja az r — 1 szamnak.
Viszont IV osztoja lehet az r + 1 szamnak. fgy elofordulhat hogy
1 =Inko(r —1,N) és Inko(r + 1, N) = N. Ez 'pech’, mert igy
nem kapunk N-nek valodi osztojat. Ha 'szerencsénk van’, akkor
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k paros és N nem osztdja az r + 1 szamnak. Ekkor azt kapjuk
hogy
1 <lInko(r —1,N) < N és 1 <lInko(r+1,N) < N.
Mennyi annak a valoszintisége hogy ’szerencsénk van’? Le-

galabb 3. A [8] konyv 63. oldaldn taldlhaté Corollary 4.2.1
mondja ki az alabbi allitast.

Allitas 12.4 Legyen N paratlan szam és ne legyen primszam.
Egyenletes eloszlassal véletlenszertien valasszunk ki egy g szamot,
2 < g < N — 1. Legalabb % annak a valosziniisége hogy a
fentiekben kiszamolt k szam paros és N nem osztdja az r + 1
szamnak.

Legyenek N és g pozitiv egész szamok! Tekintsik az

f.(x) =q¢" mod N
fliggvényt!
Allitas 12.5 Legyenek N és q relativ prim természetes szamok.
e A ¢ szam modulo N multiplikativ rendje az f,(x) = ¢"
mod N figgvény a periddusa.

e Minden x,y € Z esetén, f(x) = f(y) akkor és csak akkkor
ha x — y tobbszorose az a periédusnak.

A fenti allitas tiikrében meghatarozzuk az
fi(x) =q" mod N

figevény a periddusat. fgy megkapjuk a ¢ szam modulo N mul-
tiplikativ rendjét.

214



A 5. 1épéshen tekintettiik az r = (¢" mod N) értékadast. A
f.(x) = ¢"mod N fiiggvény értékének a kiszamitasa bonyolult
lehet hiszen az x kitevo nagy lehet.

Allitas 12.6 Létezik hagyomanyos eljaras amely kiszamitja adott
x helyen az

f.(x) = q¢"mod N
fliggvény értéket poly(logN') id6ben.

Bizonyitas. x bindris alakjat tekintjik. Vegyiik észre, hogy
¢ - = q22+1. Ezért kiszamitjuk a

¢ mod Ni=12,...

szamokat ismételt négyzetre emeléssel és N-nel valo osztas maradé-

kanak a kiszamitasaval.
]

13. Adott fliggvény periddusanak a kiszamitasa felhasznalva a
kvantum Fourier transzformaciot

Z y jeloli az egészek mod N additiv Abel csoportjat.

Feladat. Adott egy N egész szam ésegy f:{0,1,2,..., } —
{0,1,2,..., } leképezés tigy hogy

1. létezik egy a < N periodusa f-nek, és

2. minden z,y € Z esetén, f(x) = f(y) akkor és csak akkkor
ha r — y tobbszorose az a periédusnak.
A fenti feltételek mellett talaljuk meg az a természetes szamot!

Megjegyezziik hogy a 2. feltétel szerint a { 0,1,2,..., } értel-
mezési tartomany tetszoleges a peridodus hosszi intervalluman
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(szakaszan) az f fliggvény injektiv.

A hagyomanyos megoldésa a fenti problémanak tekinti az osszes
(t,a) part, ahol t,a € { 0,1,..., N}, és minden egyes (t,a)
parra kiszamitja f(t)-t és f(t+a)-t és eldonti hogy f(t) = f(t+a)
teljestl-e.

Valasztunk egy M természetes szamot gy hogy majd a Zj,
Abel csoport felett elvégezzik a QFT-t. Tudjuk hogy a < N.
Legyen M = 2™ a legkisebb olyan 2 hatvény hogy N? < M <
N* Zy=10,1,..., M—1} jeloli az egész szamok additiv Abel
csoportjat modulo M. Legyen k a legkisebb olyan természetes
szam amelyre N < 2%,

Most ketto esetet kiilonboztetiink meg.

Els6 eset: az a periddus osztdja az M szamnak. (Ennek
igen kicsi a valdszintisége. Hiszen ekkor a a 2 szam hatvanya.)
Tekintsiik a 75 abran lathato quantum aramkort!

Eloszor tekintsiuk az elso m qubitet!

(HRH® H®...® H)([0)[0)|0)...]0)) =

(10 + 1) @ (0) + 1) ® ... & (|0) + 1)) =

QL%(ZE:O 1 ) .

Adjunk k qubites regisztert (azaz k qubitet) a kvantum aramkorhoz.
Mindegyik hozzdadott qubit a |0) allapotban van. Tehat az
aramkor 2. pontjan az elsé m qubit (az elsd regiszter) Zjy
0Sszes %lemének egyenlo egytitthatoval vett linearis kombinacioja:
o7 e 20).

Tegytik fel hogy az Uy aramkor szamitja ki az f figgvényt,
és az eredményt a masodik regiszterben kapjuk meg. Az elsd6 m

216



; ) ]

f0>7[~&!:}—1“ T QF |

Jf T HF- — zﬂ“"’ |

)t i |
%w’z | B ! MHL i
Ao v L[O)%' TM |

10> | qug - < |
QW [0+ = J (é: -
] )
|

/}VL*M] . /”"’VMQ - ( = /WLQ’/FQ/J O
' B
l B .
N A { v er—/r/\
10 >J{R~_ —7[ . Qﬂ(O e
+ [
f

75. abra. Az f fliggvény peridodusanak a kiszamitasa kvantum aramkorrel
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input qubit értéke kozvetleniil az outputra kertil (azaz az elsé m
output qubitbe).

| 9m_1 | 2m_1
Urog > |20)) = oz > lxf(@) .
=0 x=0

A 3. id6pontban megmérjik a méasodik regisztert (azaz az
utolsé k darab qubitet)! Az m + k darab qubit allapotvektora:

ﬁuw Fleta) +oot o+ (5 - Daylf(a)

valamely véletlen x € Zj; esetén. Ugyanis

fl@) = fle+a) == flz+ (L~ 1)a
és ha y — x nem tobbszorose a-nak, akkor f(x) # f(y). Tehét az
f figevény a 0,1,..., M — 1 szamok kozil pontosan az z, x +
a,...,z+ (2 —1)a helyeken veszi fel az f(x) értéket.
Az els6 m input qubit allapotvektora a 3. idopontban:

\/%(‘@4—|x—|—a>+---+\x+(%—1>a>>

Az \/% szorzotényezot hogyan kapjuk? Képezzik a

Z)y+ ]z +a)+- -+ |z + (E = 1)a)
vektor onmagaval vett belso szorzatat (a norméjat). Az eredmény:
%. Idézziik fel hogy a kvantum allapotot egy olyan Hj, Hilbert

térbeli vektorral abrazoljuk aminek a normaja 1.
Emlékezziink az alabbi allitasra, lasd (20), (24):
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Allitas 13.1 Legyen M = 2! A Zj; monoid feletti kvantum
Fourier transzformacio az alabbi unitér operatort valositja meg:

Z w™y)

EZM

27”) az 1 szam M-edik gyoke.

ahol w = exp(

A harmadik szakaszban elvégezzik a Zy; = Ziom Abel csoport

feletti QFT-t az elsé m darab biten. Legyen
2T 21
a’—-€$P(§;;)—-€$p(7@f)~

A QFT attranszformalja az els6 m qubitet a

M

fz wa—hya |y (28)

J=0 y€Zy
Ja M Ja ~1
EO o EIEC o HER IR
yeZy j=0 yelyy J=

allapotba valamely x € Zj,; véletlen szamra. Az elso formula
felirasakor felhasznaltuk hogy a QFT linearis leképezést valosit
meg ezért a QFT a



Osszegzés mogé bevihetd. Vizsgdljuk meg az |y) bazis allapotok
(y € Zyy) egytitthatéit! Mivel M tobbszorose a-nek, azt kapjuk

hogy ha w® +# 1 azaz ha
y ¢ {0, 2M - @ZDM - akdor

Y a) a
M 4 v
a
1 —w™Y
> () = =0
l — w®
J=0

Ebbol azt kapjuk hogy a (29) egyenléségben azon |y) bazis allapotok

egyiitthatoi (valdszintiségi amplituddi) ahol y nem tobbszorose
%—nek egyenloek 0-val.

Mivel M tobbszorose a-nek, azt kapjuk hogy ha w® =1 azaz
ha

y € {O,%,%,...,@}, akkor
M 4 M 4
a a M
ayyg — - —
DI SRR
7=0 7=0
Ezért a (29) egyenloséghben szereplo allapot az
M M
0). |/ ... _ 1=
(0. -2y

bazis allapotok linearis kombinacidja. Tovabba ezeknek a bazis
allapotoknak az egyiitthatoinak (valdszintiségi amplituddinak)
abszolut értéke egyenloek egymassal.

Az igy kapott allapotot megmeérjiik. Eképpen a mérés véletlensze-
rien egyenletes eloszlassal adja az
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ly) = | allapotot, ahol 0 < ¢ < (a — 1).

A kapott
M

a’

y) = M) dllapot cimkéje y = ¢

tovabba 0 < ¢ < (a — 1) véletlenszertien egyenletes eloszlassal.
Tehat

y C
M a

Egyszertisitsiik le a bal oldalt Inko(y, M )-nel! Kapjuk:
y ¢
M a

Tegyiik fel hogy Inko(c,a) = 1! Most y'a = M'c. Mivel
Inko(y', M") = 1 és Inko(a,c) = 1 kapjuk hogy ¢ = ¢ és a =
M'. Tehat a az ]\94—/, tort nevezoje. A fentiek alapjan a kovetkezo
modon jarunk el. Képeziink egy tortet aminek a szamlaloja a
mért allapot y cimkéje és aminek a nevezoje M. Majd egyszertsitjik
a tortet: az Inko(y, M) legnagyobb kozos osztéval osztjuk a
szamlalot is és a nevezot is. Az igy kapott tort nevezodje az a
értéke.

Tegytik fel hogy Inko(c,a) # 11 Most is a mért allapot y
cimkéjének és M-nek az Inko(y, M) legnagyobb kozos osztdjaval
osztjuk M-et; de az igy kapott hanyados nem lesz az a értéke.

Mennyi a valészintisége annak hogy Inko(c, a) = 17 A szamelmélet
szerint nagy a szamra az a-nél kisebb egyenlo, a-hez relativ prim

szamok szama megkozelitoleg:
_ a
e l—.
loglog a
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[tt v = 0.5772156... Euler konstansa. Ennek megfeleléen annak
a valdszinlisége hogy egy véletlentl valasztott ¢ relativ prim a-vel

megkozelitoleg
1

logloga

Emlékezziink hogy a < N! Tekintstink tetszoleges 1-hez kozeli p
valoszintséget. A fenti eljarast O(log log N )-szer elvégezve, p-nél
nagyobb a valdszinlisége annak hogy a méréssel véletlenszertien
kapott

e

ly) = |C%> allapototra teljestil hogy Inko(c,a) = 1

és 1gy sikerul meghatarozni az a szamot.

Masodik eset: a nem osztéja M-nek. Végezzik el djra a
fenti eljarast. Ha N > 100, akkor legalabb % a valoszintisége
annak hogy a kapott y cimkére teljestl hogy

|+ Vi —| < 537 Valamely 0 < ¢ < a esetén.

Tekintsunk a a—tol kiilonbozo + tortet amelyek nevezdje legteljebb
N. Mivel < nevezoje is legteljebb N, a két tort kilonbségének a
kiszdmitdsahoz kiszamolt kozos nevezd legfeljebb N2. Ezért a két
tort kulonbségének az abszolut értéke legalabb ﬁ > ﬁ Ezért

1
2M
fgy © az az egyértelmﬁen meghatarozott tort amelynek a nevezoje
1egfeljebb N és -6l vett tavolsdga (a kiilonbség abszolitértéke)

kisebb mint 21 A = szam értékét meg tudjuk hatarozni polinom
idében, igy hogy az <7 tortet lanctorttel kozelitjik. Ismét tegyiik

L
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fel hogy Inko(c,a) = 1! Most ki tudjuk szdmolni a értékét. Ha
Inko(c,a) # 1, akkor lasd az elso esetet.

Az elso esethez hasonldan kapjuk az alabbiakat. Tekintstink
tetszoleges 1-hez kozeli p valoszintiséget. A fenti eljarast
O(loglog N )-szer elvégezve, p-nél nagyobb a valdszintisége an-
nak hogy a fenti médon véletlenszertien kapott |y) = |c22) dllapotra
teljesiil hogy Inko(c,a) = 1 és igy sikeriil meghatarozni az a
szamot.

13.1. Fazis megbecsiilése Simon algoritmusaval

Az @ miiveletet binaris n-esekre terjesztjik ki: bitenként végezziik
el. Példaul: 01010 ¢ 11100 = 10110.

Simon az alabbi médon fogalmazta Gjra a fazis megbecsiilésének
a problémajat.
Adott egy

f:{0,1}"—={0,1}" m>n
fuggvény. Az f fiiggvény binaris n-eseket képez binaris m-esekbe.
Tudjuk hogy

(a) f injektiv vagy

(b) létezik egy nemtrividlis (azaz a nulla vektortol killonbozo)
s € {0,1}" gy hogy minden x # z’ esetén, f(z) = f(x’) akkor
és csak akkor ha ' = x @ s.

Szemléletesen: ha egy elemnek van Ose, akkor 6t képelemenek
hivjuk. Vagy minden egyes képelemnek egy Gse van vagy minden
egyes képelemnek két Ose van.
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El akarjuk donteni hogy (a) és (b) koziil melyik igaz. Ha (b) igaz,
akkor meg akarjuk hatarozni s értékét.

Példa. legyen n = m = 3. Az alabbi fiiggvény kielégiti a (b)
feltételt.

z | f(z)
000 101
001| 010
010 000
011 110
100 | 000
101| 110
110 | 101
111} 010

Itt s = 110.

Hagyomanyos szamitogéppel az alabbi mdédon jarunk el. Tek-
intsunk egy f fiigevényt amelyet egy fekete doboz szamol ki. A
fekete doboz altal kiszamitott értékeket megvizsgalhatjuk, de a
fekete doboz programjanak a kodjat nem. Meg akarjuk hatarozni
az f(x) fuggvény s fazisat. Kz egy ordkulum probléma. A
megoldas menete: Minden s € {0,1}" széra (s kiilonbozik a
nulla vektortol), minden x € {0,1}" szora, az ordkulumnak
odaadjuk az x és s szavakat. Az ordkulum visszaadja az f(x) és
f(z + s) szavakat. Mi Osszehasonlitjuk oOket, azaz megnézziik
hogy f(x) = f(z + s) teljesiil-e. Ezt addig folytatjuk amig
megallapitjuk hogy (a) igaz, vagy megéllapitjuk hogy (b) igaz
és megkapjuk az s értékét. Hagyomanyos szamitogéppel expo-
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nencialis idot igényel a szamolas.

Tekintstuk az alabbi eljarast: A probléma megoldasahoz két
regisztert hasznalunk fel. Az elso regiszter n darab qubitbdl all, a
masodik regiszter m darab qubitbol all. Mindkét regiszter kezdo
értéke n darab |0) qubit.

1. lépés: Alkalmazzuk a QFT-t az els6 regiszterre. A kapott

eredmény:
275 ) ]x,0).
re{0,1}"
2. lépés: Szamitsuk ki f(x)-et a masodik regiszterben Uy al-
kalmazasaval. fgy kapjuk a

278 Y e f(@)

re{0,1}"

kvantum allapotot.
3. lépés: Alkalmazzuk a Hadamard transzformaciot az elso
regiszterre. Igy kapjuk a

2 33T (—1 Yy, fla)

2€{0,117 ye{ 0,1}
kvantum allapotot. Ebben a kifejezésben © = (zg z1 ..., T,-1)
ésy=(Yoyr ---, Yn_1) n hosszi binaris sztringek és

T-Y=2ToYo+ Tiyr+ -+ Tp-2Yn—2 + Tn—1Yn—1.
4. lépés: Megmérijik a

27 Y Y (1), f(x)
2€{0,1}7 ye{0,1}n
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kvantum éllapotot. Az |(y, f(x)) allapotot kapjuk eredménytil.
valamely z € {0,1}" ésy € {0,1}" -re.

n — 1-szer hajtjuk végre a fenti szamolasi lépéseket.

Ekkor kapjuk a y), ¢y ... y" értékeket. Keresiink egy is-
meretlen s* sztringet ugy hogy minden egyes ¢ = 1,2, ..., n-re
az y\) értéknek a skaldr szorzata az ismeretlen s* sztringgel paros
szamot ad. Ezért egy (ER) linearis egyenletrendszert frunk fel.
Az (ER) linearis egyenletrendszer az alabbi alakt egyenletekbdl

yl).s* = y(()Z)SS+y§Z)5T+' ' -+y7(31282_2+y7(218;_1 =0 mod 2,
i=1.2.. . .n
Tehat az alabbi (ER) linedris egyenletrendszert kapjuk:

yW . s* =0 mod 2

y? . s* =0 mod 2

y" . s* =0 mod 2
Tekintsiik a Zo = ({ 0,1 },8,0, -, 1) testet. A fenti (ER) linedris
egyenletrendszert természetes modon tekinthetjiik a Z test feletti
linedris egyenletrendszernek. (Az egyes egyenleteket a kovetkezo
modon alakitjuk at. A jobb oldalra 0-t irunk. Az oOsszeadas
helyébe az @ miveletet helyettesitjiik.) Ezért a tovabbiakban
az (ER) linearis egyenletrendszert egy Z, feletti linedris egyenle-
trendszernek tekintjiik. Az (ER) lineéris egyenletrendszert megold-
juk Zs felett, és igy megkapjuk s* értékét. A valds szamok feletti
linearis egyenletrendszerek megoldasahoz hasonléan jarunk el.

o Ha yW y® .. y™ linedrisan fiiggetlenck akkor megold-
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juk az (ER) linedris egyenletrendszert és megkapjuk az (ER)
linearis egyenletrendszer nemtrivialis (nullavektortdl kilonb6zo)
s* megoldasat. Most az (a) és (b) esetet a kovetkezd mdodon
kiilonboztetjik meg: Kiszamoljuk az f(0) és f(s*) értékeket.
Ha f(0) # f(s*), akkor (a) teljesiil. Ha f(0) = f(s*), akkor (b)

teljesiil, és s megegyezik az s* megoldassal.

o HayW ¢y ... y™ nem linedrisan fiiggetlenek, akkor megis-
mételjiik az egész eljarast.
Magyarazat

Allitas 13.2 Az yW @y vektorok linedrisan fiigget-
lenek akkor és csak akkor ha létezik pontosan egy nemtrivialis
(nullavektortol kilonbozd) s* megoldasa a fenti egyenletrend-
szernek.

Allitas 13.3 Legyen u tetszoleges n hosszusagu, nulla vektortol
kiilonbozo vektor. Valasszunk véletelentll n darab n hosszisagu
y W,y y™ vektort tgy hogy

u-1y, =0 mod 2,72=1,2,...,n.
Ekkor legalabb i a valoszintisége annak hogy az yi,v2,...,Yn
vektorok linearisan fuggetlenek.

A 13.3 éllitas alapjan elegendé O(n) -szer végrehajtani az 1,
2, 3 és 4 1épéseket.

Elészor tegyiik fel hogy (b) teljesiil. Most 1étezik egy nemtrivialis
(azaz a nulla vektortdl kiilonbozo) s € { 0,1 }" gy hogy minden
x # 1’ esetén, f(x) = f(a') akkor és csak akkor ha ' = x @ s.
Minden y, x parra, az |y f(x)) és |y f(x®s)) egyenloek egymassal.
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Ennek az dllapotnak az amplituddéjat jeloljik a(x,y)-nall Most
kiszamoljuk az a(x,y) amplituddt.
Figyeljik meg hogy ha y-s =0 mod 2 akkor

(x®s)-y mod 2= (z-y)D(s-y) mod 2= (x-y) mod 2.
Forditva, ha (x @& s) -y mod 2 = (x-y) mod 2, akkor y-s =
0 mod 2.

A fenti osszefiiggés alapjan két esetet kiilonboztetiink meg.
Hay-s=0 mod 2azaz (x ®s)-y=x-y mod 2 akkor

a(z,y) = 27"((=1)" + (=1)r#)Y) = 27 (1) £ 0.
Hay-s#0 mod 2azaz (x ®s) -y # x-y mod 2 akkor

a(w,y) =27"((=1)" + (=1)*=v) = 0.

Tegyiik fel hogy n-szer hajtjuk végre az 1, 2. 3 és 4 lépéseket.
Ekkor kapjuk a y™M,y® .. ¢y értékeket. A (b) feltételben
definialt szamunkra ismeretlen s € {0,1}" sztringre teljestil
hogy minden egyes ¢ = 1,2,...,nre az y'") értéknek a skaldr
szorzata az s sztringgel paros szamot ad. Tehat s kielégiti az
(ER) lineéris egyenletrendszert.

o HayM @ . . 4 linedrisan fiiggetlenck, akkor felirjuk az
(ER) linearis egyenletrendszert. Az egyenletrendszert megoldjuk
meg 7o felett, és igy megkapjuk az s* megoldas értékét. Most
s megegyezik az s* megoldassal. Ezért f(0) = f(s) = f(s%).
Kiszéamoljuk az f(0) és f(s*) értékeket. A fentiek alapjan f(0) =
)

o HayM. y@ ... 4 nem linedrisan fiiggetlenek, akkor megis-
mételjuk az egész eljarast.

n)

Maésodszor tegyiik fel hogy (a) teljesiil, azaz f injektiv. n-
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szer végrehajtjuk az 1, 2, 3 és 4 1épéseket. Ekkor kapjuk a
y Wy y™ értékeket.

o HayM, y® ... ¢y linedrisan fiiggetlenek, akkor felirjuk az
(ER) linedris egyenletrendszert. Az egyenletrendszert megold-
juk meg Zs felett, és igy megkapjuk az s* megoldas értékét.
Kiszamoljuk az f(0) és f(s*) értékeket. Mivel f injektiv, f(0) #
f(s%).

o HayW ¢y ... y™ nem linedrisan fiiggetlenek, akkor megis-
mételjuk az egész eljarast.

Tehat az (a) és (b) esetet a kdvetkezo mddon kiillonboztetjik
meg: n-szer végrehajtjuk az 1, 2, 3 és 4 lépéseket. Ekkor kapjuk
a yM y@ oy értékeket.

o Ha yM ¢y . . 4 linedrisan fiiggetlenck, akkor felirjuk az
(ER) linedaris egyeneletrendszert. Az egyenletrendszert megold-
juk meg Zs felett, és igy megkapjuk az s* megoldas értékét.
Kiszamoljuk az f(0) és f(s*) értékeket. Ha f(0) # f(s*), akkor
(a) teljesiil. Ha f(0) = f(s*), akkor (b) teljesiil. Most s mege-
oyezik az s* megoldassal.

o HayW ¢ ... y™ nem linedrisan fiiggetlenek, akkor megis-
mételjiik az egész eljarast.

A 13.3 allitas alapjan igazolhato a kovetkezo.

Allitds 13.4 A fenti eljdréas végrehajtésa varhatéan O(nt(n) +
g(n)) id6 alatt torténik meg. Itt a t(n) és g(n) jelentése a
kovetkezo. Az f fuggvénynek tetszoleges n hosszu inputon vald
kiszamoldsdhoz t(n) id6 sziikséges. Tovabba tetszéleges n egyen-
lethol all6 Zs feletti egyenletrendszer megoldasahoz g(n) id6 sziik-
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séges.

14. A diszkrét logaritmus kiértékelési probléma

Legyen p egy primszam!

Tetszoleges m > 2 egész esetén az egész szamok Z halmaza m
diszjunkt osztaly unidjara bomlik fel, mégpedig tgy, hogy 0 <
1 < ml esetén az i-dik osztalyban k-m 41 alakt szamok vannak,
ahol k végigfut az egészeken (més szoval, az i-dik osztélyba az
m-mel osztva i maradékot add szamok tartoznak). Ezeket az
osztalyokat m szerinti, vagy masképpen modulo m (révid jelolése:
mod m) maradékosztalyoknak nevezziik. A maradékosztalyok
jelentOsége az, hogy ha két szam azonos maradékosztalyba esik
(modulo m), akkor kongruensek egymassal modulo m, ha pedig
kiillonbozo maradékosztalybol valok, akkor nem kongruensek.

Egy modulom maradékosztalybol kivalasztott tetszoleges a el-
emet a maradékosztaly reprezentans elemének nevezzik, s azt
mondjuk, hogy a reprezentalja a maradékosztalyt.

Z,_, jeloli az egesz szamok modulo p — 1 additiv csoportjat.
Azaz a tartéhalmaz a

{ [O]z mod p—1 mz mod p—17" " p— 2]5 mod p—1 2
Z; jeloli az { 1,2,...,p—1} multiplikatfv csoportot, ahol a cso-
port mivelet a szorzas modulo p, és 1 az egységelem. Z_,-ban
a multiplikativ inverzet hatékonyan ki tudjuk szamitani a kiter-
jesztett Euklidész algoritmussal. Igazoljuk hogy Z; valoban cso-
port! Ehhez azt latjuk be hogy minden elemnek van inverze. Te-
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kintstink egy z € {1,2,...,p—1} elemet. Mivel Inko(x,p) = 1,
léteznek a, b egész szamok gy hogy

ax + bp = 1.

Azaz

axr =1 mod p
Tehat (a mod p) az inverze z-nek a Z; csoportban.

Példa Legyen p = 5. Zf jeloli az { 1,2, 3,4} multiplikativ
csoportot, ahol a csoport mivelet a szorzas modulo 5, és 1 az
egységelem. Példa szorzasok:

2:2=4,2-3=1,2-4=3,3-3=4,4-2=3,4-3=2.

I-nek 1 az inverze, 2-nek 3 az inverze, 3-nak 2 az inverze, 4-nek
4 az inverze.

Definicio 14.1 Azt mondjuk hogy ¢ € Z; a csoport generatora
ha g (a csoport szorzasra nézve vett) hatvanyai a csoport Osszes
elemét generaljak:

Z:={¢". ¢, ¢ . ...} =1
Eképpen minden = € Z; elem az alabbi alakban irhato fel:

x = g’ ahol y € Z,_1.
Ekkor azt mondjuk hogy y az x diszkrét logaritmusa a p bazis
felett és azt irjuk hogy

y = log,x.

Példa folytatdsa 2 a Z: csoport generdtora, mert 2 = 1,
20 =92 22=423=3 20 =1.

logsl =0, logs2 =1, logs4d = 2, logs3 = 3.

Ha 21 = ¢¥' és 29 = ¢¥2 akkor 129 = ¢ 742,
Tehat ha y; = log,z1 és y2 = log,xa, akkor y; + yo = log,z172.
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Feladat. Adott a p primszam és a Z; csoport g generatora.
Legyen x € Z tetszoleges. Szamoljuk ki az y = log,x szamot.

A feladat megoldasahoz bevezetiink egy f fligevényt és a felada-
tot ugy fogalmazzuk Gjra hogy az f fugevény periodusat keressiik.

Ha @1 = ¢¥ és 9 = ¢¥2, akkor w2y = ¢"17%2. Ezért ha
logy(z1) = y1 és logy(x2) = ya, akkor log,(x122) = Y1 + Yo

A fentick alapjan a g generator segitségével a Z,_; additiv
csoporttal reprezentaljuk a Z; multiplikativ csoportot. Itt

0= mod p—1 1)- mod p—10""") P —2l_ od p—1
reprezentalja rendre a 1 = ¢", ¢', ¢%, . .., ¢" 2 elemeket.

AzazaT : 2y — Ly, T([1]Z od ,-1) = q' leképezés izomor-
fizmus (bijektiv homomorfizmus).

Legyen a p primszam ¢és a g generator adottak, és legyen x €
2,1 adott! Tekintstik az f : Z, 1 X Z,_1 — Z, leképezést, ahol
minden a,b € Z,_; esetén,

f(a,b) = g2~ mod p.
Ha y = log,(x), akkor x = ¢¥ és

fla,b) = ¢z~ mod p = ¢*(¢Y)"" mod p = ¢ ¥ mod p.
[tt a kitevoben Z,_1-beli elemek vannak amiken Z,,_;-beli miivele-
teket végzink el. Példaul yb egy olyan osszeg aminek minden
tagja y és b darab tagja van. Ebbodl az kovetkezik hogy

flai,b1) = ¢~ mod p,

flaz, by) = ¢"27¥" mod p,
és

fly,)=¢Y=1 mod p.

[gazoljuk az alabbi allitast!
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Allités 14.2 (i) f(a1,b1) = f(as, by) akkor és csak akkor ha
(az,b2) = (a1,b1) + A+ (y,1) valamely A\ € Z,_y-re.
(ii) Az (y,1) az f fuggveny periédusa a Z,_1 X Z,_; halmazon.

Bizonyitas. Igazoljuk (i)-t! Tegyiik fel hogy (a9, bo) = (a1, by)+
Ay, 1) valamely A € Z,_q-re. Ekkor ag = a1+ Ay és by = by + .
f(ag, by) = qut=ybi+A) — gar=vbi — £(qy by).

Forditva, tegyiik fel hogy f(a1,b1) = f(as,bs). Ekkor, mivel

— yby ag — yby — a ket kitevo — Z,_1 eleme ¢s g a Z; csoport
generatora, a két kitevo egyenlo egymassal: a1 — yby = as — ybs.
Tehat as—a; = y(be—by). Legyen A € Z,,_; tigy hogy by = A+b,!
Ekkor (CLQ, bg) = (CLl, bl) + )\(y, 1)

(i1) kovetkezik (i)-bol.

[]

A Hp—1)x(p—1) Hilbert tér ortonormalis bazisvektorait pozitiv
egészekbil allo rendezett parok jelolik egész szamok helyett, azaz
|a)|b) jeldli |c) helyett. A H(,_1)x(p—1) Hilbert teriink bazisvektorai
la)|b) alakuak, ahol a,b € Z,_;.

Emlékezzink hogy Z, ;1 egy véges csoport amelynek p — 1
eleme van. Az f flggvény (p — 1) darab lehetséges értékének
egyenld egyutthatdju linearis kombinacidjat képezziik.

B =—— S |

p—1

a€ly_1,0€Zy 4

Az output utolsé (azaz harmadik) regisztere tartalmazza az | f(a, b))
allapotvektort. Mérjiikk meg az output utolsé (azaz harmadik)
regiszterét! (Ami az f eredményét tartalmazza.) Most ha a
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ko = f(agp, by) eredményt kapjuk, akkor az output elso és masodik
regisztere a

1
vp—1

periodikus allapotot tartalmazza. Azaz azon allapotok linearis
kombinaciojat amelyeket az f-nek inputként adva, az f fiigevény
a ko = f(ap, by) eredményt veszi fel.

Az \/]% szorzotényezot hogyan kapjuk? Képezzik a

p—2
[¢) = > " lao + ky)|bo + k)
k=0

—2

3

lag + ky)|by + k)
0

i

vektor onmagaval vett bels6 szorzatat (a norméjat). Az eredmény:

p—1. Idézzuk fel hogy a kvantum allapotot egy olyan H 1) (p-1)

Hilbert térbeli vektorral abrazoljuk aminek a normaéja 1.
Tekintsuk a

. aky + bk
Xk k(@ 0) = exp(i2m ! 2)
p—1
fuggvényt. Legyen a =y és b = 1. Ekkor
- yki+k
Xy ko (Y, 1) = GIEP(ZQWM> :
p—1
Ha yki + ko = 0 mod (p — 1), akkor ky = —yk mod (p — 1) és
yk1 + —yk

Vi, 1) = eplizmr L) < 1
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F jeloli a Fourier transzforméciot modulo (p — 1) (pontosabban

a Z,_1) monoid feletti kvantum Fourier transzforméciot).
Alkalmazzuk az F-et az elso két regiszterre! Azaz alkalmazzuk

az F ® F Fourier transzformaciot a v vektorra! Az eredménytil

kapott vektor olyan allapotok linearis kombinaciéja amelyek cimkéje

(|k1)|k2)) (azaz a vektor |k1)|ks) alaki) és
ko = —yki mod (p — 1) .

A fenti lineéaris kombinacioban az egytitthatok abszolut értéke 1.
A Xk, &, fuggvény alkalmazasaval adhatunk formalis bizonyitast.

Allitas 14.3 F @ F|y) =

A S 2 eapli2r R [ky) | — yky wod (p— 1))

Most megmérjik az allapotvektort. A kapott cimkék
(kla k?) — (kla _ykl mod (p T 1)) )

ahol k1 € Z,_; egyenletes eloszlasu véletlen szam. Emlékezzunk
hogy az a feladatunk hogy kiszamoljuk y = log,x értékét a
(k1, k2) szamparos ismeretében ami a megmért allapotot cimkézi.

e Ha a meérés eredményekent véletlentl kapott &y € Z,_; re-
lativ prim (p—1)-gyel, akkor a kiterjesztett Euklideszi algoritmus-
sal kiszamoljuk k1 Z;_-beli multiplikativ inverzét, amit &y Lielsl.
(A kiterjesztett Euklideszi algoritmus futési ideje O(log(p—1)?))
[18].) Most

kiki' =1 mod (p—1).
Kiszamitjuk
y = —hkoky!
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értekét. Készen vagyunk.

o Ha k € Z, | nem relativ prim (p — 1)-gyel, akkor nem
tudjuk kiszamolni y értékét a (k1, ko) szampéros ismeretében.

A szamelmélet szerint nagy a szamra az a-nél kisebb egyenlo,
a-hez relativ prim szamok szama megkozelitoleg:

e_fylog ?oga'

[tt v = 0.5772156... Euler konstansa Ennek megfelel6en annak
a valoszintisége hogy egy véletlenil valasztott kq relativ prim

(p — 1)-gyel megkozelitéleg
i

67loglog (p—1)°
Tekintsunk tetszoleges 1-hez kozeli v valdszintiséget. A fenti

eljarast O(log log (p))-szer elvégezve, v-nél nagyobb a valdszintisége
annak hogy hogy sikeriil meghatarozni a a szamot.

Ha a p szamot tizes szamrendszerben abrazoljuk n szamjeggyel,
akkor a leggyorsabb ismert hagyomaéanyos algoritmus a fenti fela-

dat megoldasara
2

O(exp(n3(logn)?))

ideig fut. Az altalunk megadott kvantum algoritmus kevesebb
mint O(n?) ideig fut.

15. Kvantum teleportalas teljesen osszefondédott
részecskékkel

Tegyik fel hogy Alice és Bob hazassagi ajandékként kapnak két
osszefonodott részecskét, amik a részecskel és részecske2 nevet
kapjak. Tobb évvel késobb Bob egyediil elmegy egy hegymaszo
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expediciora a Himalajaba és magaval viszi részecske2-t. Alice Los
Angelesben marad és maganal tartja részecskel-t. Egy harmadik
személy, Carol, megkéri Alice-t hogy tovabbitson egy titkos tizenetet
Bobnak. Az tlizenet a részecske3 allapota. Nincsen kvantum
csatorna Alice és Bob kozott. Van hagyomanyos csatorna Al-
ice és Bob kozott.

Feltessziik hogy részecskel és részecske2 a

By = 100) +\11%

V2 )
maximalisan Osszefonodott allapotban vannak. Tovabba feltessziik
hogy részecske3 a

e) = aol0) + a[1),  fagl* + [au]* =1
allapotban van. A harom részecske (most részecske3, részecskel
részecske2 sorrendben tekintjik a részecskéket) allapotat leird
allapotvektor:
()
0

1 0

0 Q

_ 1 _ L 0
\f>—|c>®\/§ 0|~ V2| a
1 0

0
\ a1/
mas alakban
‘€> (Od()|000> —|—040‘011> —|—041‘100> —|—Oél‘111>>
Alice az alabbi két miiveletet hajtja végre részecskel-en és
részecske3-on.
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1. Alice a CNOT miveletet hajtja végre részecskel-en és
részecsked-on. Most részecsked az iranyité qubit és részecskel a
cél qubit. Azaz Alice a Goyor ® I transzformaciot hajtja végre
az & allapotvektoron és attranszformalja a qvantum rendszert a
k) allapotba.

1000
0100 10
0010
10000000 o o
(01000000\ (o\ (0\
00100000 0 0
W | 0000000 | fag | |
“loooooo1o |V a | V2] 0
00000001 0 o
00001000 0 o
\o0000100)  \ @/ \ 0
Tehat

k) = %(a0|000> + ap|011) + a1]101) + ay]110)).

2. Alice a Hadamard transzformaciot alkalmazza az elsé qubi-
tre (részecske3-ra). A mésodikat (részecskel-et) érintetlentil hagyja.
Ez azt jelenti hogy a |k) dllapotra a H ® I ® I transzformaciot
alkalmazza és |k) allapotot a |¢) allapotba transzformélja.

) = (HOIST)|K) :%G _11>®<é ?)@(é (1)) ).
Tehat
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o
||
Sl

Tehat

€)=
101) —

—
——

Sl-
[\
NO|—

_ O O O = O O O

N—

_ O O O =k O OO

~

O OO k)R OO O
oo, OO o = O
O —RmR OO O = OO
O OO k) OO0 O
OO R OO o+~ O
O, OO O = OO

\ )

2l(|000) + [011) + |100) + [111)) + (]001) 4 [010) —
110))].

A fenti kifejezésében elszigeteljiik az elso kett6 qubitet (részecske3-

at és részecskel-et).

100) (cvo|0) + aq |1))+
> + 041\0
0) — a1

1> - a1\0>)]-

C) =
01) (exg
10) (g

11) (e

A fentiek alapjan a kovetkezoket kapjuk: Amikor Alice megmeéri
egylitt az elsé kettd qubitet (részecske3-at és részecskel-et), akkor
a kovetkezO négy, egyforman valoszinii eredmény valamelyikét

kapja:

100}, |01), [10), |11).

Mint tudjuk, az Alice altal elvégzett mérés az elso két qubitet a
négy bazis allapotvektor valamelyikébe kényszeriti. Ilyen médon
kvantum informaciot alakit at hagyomanyos informacioba. Ezutan,
hagyomanyos kommunkaciés csatornan, Alice elkiildi Bobnak a



mérés eredményét: 00, 01, 10 vagy 11.

Az Alice altal elvégzett mérés a Bob tulajdonaban 1évo részecske2
qubitet az alabbi négy allapot valamelyikébe kényszeriti:

1. |noo) = a|0) + ay|1) amikor a mérés eredménye 00.

2. |mo1) = ap|l) + a1|0) amikor a mérés eredménye 01.

3. |mo) = ag|0) — ay|1) amikor a mérés eredménye 10.

4. |m1) = ap|l) — aq1|0) amikor a mérés eredménye 11.
Bob, az Alicetél kapott szotol fiiggden, az alabbi tablazat szerint,
a részecske2 qubitjére alkalmaz egy 1-qubites kvantum kapu altal
megvaldsitott transzformaciot.

Bob altal kapott sz6 | Bob altal alk. kapu | részecske2 1j értéke
00 I I|noo) = o)
01 X Xlnor) = [e)
10 Z Zlmo) = |c)
11 X utéana Z ZX|n) =|c)

Emlékezzunk:
01
(1)
1 0
-(34)
Most a Bob tulajdonaban lévo részecske2 ugyanabban az allapotban

van mint részecsked volt eredetileg. részecske3 allapota megvaltozik
az eljaras soran, igy allapot klonozas nem tortént.
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16. A kvantum Turing gép

A kvantum Turing gép egy rendezett 6tos (@, A, 9, qo, ¢f), ahol

e () a véges allapot halmaz,

® qo, ¢r €  rendre a kezd6 allapot, és a végéllapot,

o A az abécé,

e 0 a Turing gép atmenet amplitudé fliggvénye.

0:QXAXQxAx{-1,0,1} = Cy
egy leképezés. 0(qq, aq, o, a2, d) az amplitiddja annak hogy ha
a Turing gép ¢; allapotban van és az a; szimbolumot olvassa
akkor aq helyébe ay szimbolumot ir és a ¢ allapotba 1ép és az
ir6-olvaso fejet a d € { —1,0,1} irdnyban elmozditja. Cj ;) az
osszes olyan komplex szam halmaza amely abszolut értéke kisebb
egyenld 1-nél.

Az atmenet amplitudo fiiggvény kielégiti az alabbi feltételt.

minden (g1, a1) € @ X A esetén

Z 6(q1, a1, g2, a2, d)|* = 1
(g9,a9,d)EQxAx{—1,0,1}

A bazis konfiguracié megfelel a hagyomanyos Turing gép kon-
figuraciojanak. A bazis konfiguraciok egy ortonormalis bazist
alkotnak egy végtelen dimenzids, belso szorzattal rendelkezo vek-
tortér felett.

A kvantum Turing gép altalanos konfiguracioja

ailer) + - 4 amlen)

alaku ahol ¢; bazis konfiguracio és a; € C és
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aq]? + -+ ) =1

A kvantum Turing gép szamolasa egy iranyitott, kormentes
graffal irhato le. A grafnak van gyokere, a gyokérbol minden
szogpontba vezet ut. A graf szogpontjai bazis konfiguraciok. A
gyokér a kezdd konfiguracid. Minden egyes ¢ csucsnak a gyer-
mekel azok a bazis konfiguraciok amikbe van atmenet a ¢ csticsbol.
Minden élhez hozzarendeliink egy valdszinliségi amplitudot: an-
nak a valoszinliségi amplituddjat hogy a szamolas azt az élet
koveti. A valoszinliségi amplitudoé egy olyan komplex szam ame-
lynek az abszolut értéke kisebb egyenld 1-nél. Tekintsiink egy
tetszoleges, gyokérbol kiindulé utat a faban! Az it valdszintiségi
amplitudoja az Ut éleinek atmenet amplitudoinak a szorzata. Az
iranyitott graf valamely szogpontjaban 1évo tetszoleges bazis kon-
figuracio valoszinliségi amplituddéja a gyokérbdl a konfiguracioba
vezeto utak valosziniiségi amplituddinak az osszege.

Az M kvantum Turing gép az osszes gyokérbdl kiinduld utat
egyszerre, lépésrol 1épésre koveti. A graf n-edik szintje adja meg
M n-edik altalanos konfiguraciojat, n = 0,1,.... Legyen n > 0
tetszoleges. Tekintsiik azokat a bazis konfiguraciokat amelyekbe
a gyokérbol kiinduld n hossza utak vezetnek. Ezeket megszoroz-
zuk a valoszintliségi amplituddjukkal és osszeadjuk oket. Az igy
kapott altalanos konfiguracio M allapota n 1épés utan.

A 0 atmenet amplitudo fligevény meghataroz egy M; linearis
leképezést a vektor térben. Ezt atmeneti relaciénak (idébeni
fejlodés leképezésnek) nevezziik. Ezt az dtmeneti relaciot kovetjik
amikor a gyokérbol az 1. mélységl szintre lépunk, amikor az 1.
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mélységil szintrol a 2. mélységii szintre lépunk. Altaldban amikor
az 1-edik szintrol az ¢ + 1-edik szintre 1éptink.

M;s matrixa egy végtelen matrix. Ms-nak unitérnek kell lennie.
Ezért az My matrixdnak az adjungaltja (transzponélas majd el-
emenként konjugalt képzés) az My L operdtor matrixa.

Mivel M; unitér, létezik az Mg U linedris leképezés a vektor
terben. M; L reldciot kovetjitk amikor a gyokérre lépiink az 1.
mélységii szintrol, majd amikor az 1. mélységli szintre épunk a
2. mélységli szintrol. Altaldban amikor az i-edik szintre lépunk
az ¢ + 1-edik szintrol.

Azt mondjuk hogy M megall egy K altalanos konfiguracion, ha
K olyan bazis konfiguraciok linearis kombinacioja amelyek min-
degyikén megall M. (Azaz K csak olyan bazis konfiguracidkat
tartalmaz amelyek mindegyikén megall M.) Ha M megéll egy
K altalanos konfiguracion, akkor K fenti eloallitasaban szereplo
minden egyes fenti bazis konfiguracio szalagtartalmahoz hozzaren-
deljiik a konfiguracié valoszintiségét. (Ha tobb bazis konfiguracid
szalagtartalma megegyezik akkor a valoszintiségi amplitudok ossze-
adodnak.) ﬂy modon minden inputra egy output valdszintiségi
eloszlast kapunk.

Amit Turing géppel ki lehet szamolni azt ki lehet szamolni
kvantum Turing géppel is. Forditva amit kvantum Turing géppel
ki lehet szamolni azt ki lehet szamolni Turing géppel is.

Az M kvantum Turing géprol feltessziikk a kovetkezot: tek-
intsiink egy tetszoleges x +1iy atmenet amplituddét ahol z és/vagy
y nem racionalis szamok. Megkoveteljik hogy x-et és y-t hatékonyan
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tudjuk kozeliteni racionalis szamokkal. Azaz adott egy hatékony
algoritmus amely tetszoleges pontossaggal kozeliti x-et és y-t
racionalis szamokkal.

Azt mondjuk hogy T kvantum Turing gép az M kvantum
Turing gépet f : N — N szamolasi 1épésben € pontossaggal
utanozza ha a kovetkezo teljesul. Tetszoleges = inputon M k
Iépéses szamolasa soran kapott altalanos konfiguracié és T f (k)
lépéses szamolasa soran kapott altalanos konfiguracio kiillonbségének
a normaja (hossza) kisebb mint e.

Az univerzalis kvantum Turing gép tetszoleges M kvantum
Turing gép szamolasat tetszoleges pontossaggal tudja utanozni.
Létezik olyan T kvantum Turing gép hogy ha bemenetként megkapija

o tetszoleges M kvantum Turing gép lefrasat (kddjat),

e M -nek tetszoleges x inputjat,

e tetszoleges k természetes szamot, és

e tetszoleges € > 0 szamot,
akkor M k darab szamitasi lépését T' € pontossaggal utanozza
p(k, %) lépés alatt, valamely p polinomra.

17. Szamelmélet

Definicié 17.1 A prim teszt egy olyan eljaras (algoritmus) ame-
lynek

e inputja egy teszoleges n egész szam,

e outputja 'igen’ ha n primszam; nem’ ha n nem primszam.
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Allitas 17.2 Adleman, Pomerance, Rumely prim tesztjének futasi
ideje
O((lOg n)c(log log logn)) .

[tt ¢ egy konstans ami nem fiigg n-tol. Tovabba logloglogn =
log(log(log(n)))

Allitas 17.3 Agrawal, Kayal, Saxena prim tesztjének futasi ideje
O((logn)Y).

Legyen N egy természetes szam. Tegyik fel hogy N binaris
alakja L darab bitbol all. Megadunk egy hatékony klasszikus
algoritmust amely eldonti hogy N = a’ alaki-e valamely a > 1
és b > 2 szamokra.

Allitas 17.4 Ha N = o’ alaki valamely a > 1 és b > 2
szamokra, akkor b < L.

Bizonyitas. Tegyiik fel hogy N > 1. Most a > 2. Ezért b < L.

Allitas 17.5 Legyen b < L tetszoleges. Legyen y = logs N,
v =4 b < L. Legyen u; és up a két legkozelebbi egész szam
2%-hez. Azaz, legyen u; < 2% < u; + 1 = uy. Ekkor legfeljebb
O(L?) darab miiveletet vesz igénybe y, x, uj és uy kiszdmitdsa,
aholb=1,2,..., L.

Allitas 17.6 b binaris alakja alapjan a kovetkezo modon kisza-
moljuk u? értékét. Ismételt négyzetre emeléssel kiszamoljuk u?,
uf, uf, uil, ... értékét. Majd tekintjiik azokat a helyiértékeket,
ahol 1 all. Ezekhez a helyiértékekhez tartozé w; hatvanyokat
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Osszeszorozzuk. Hasonldan kiszdmoljuk ub értékét is. Majd dssze-
hasonlitjuk u} és ul értékét N-nel. A fenti eljards legfeljebb
O(L?) darab miiveletet vesz igénybe.

Allitas 17.7 Legyen N egy természetes szam. Tegyiik fel hogy
N binaris alakja L darab bitbol all. Van olyan klasszikus eljarasunk
amely eldonti hogy N = a’ alakt-e valamely @ > 1 és b > 2
szamokra. A fenti eljards legfeljebb O(L?) darab miiveletet vesz
igénybe.

Bizonyitas. b = 2, ..., L minden egyes értékére rendre elvégezziik
az alabbiakat:
Kiszdmoljuk az y = logsN, v = ¥ szdmokat. Pontosab-

ban fogalmazva, y = logoN, x = 7 szamok bindris tort alaku
kozelitéseit szamoljuk ki. Ezeket a binaris tort alaka kozelitéseket
teszoleges pontossaggal ki tudjuk szamolni. = egy binaris tort

alaku kozelitése
bobiby ... by .bpi1brio ... by

alakta. Legyen uq és ug a két legkozelebbi egész szam 2°-hez.
Azaz, legyen u; < 2% < uy + 1 = uy. Kiszamoljuk wuq-et és
uo-t. Ehhez x és igy 27 értékét hatarozzuk meg egyre pontosab-
ban. Figyeljiik meg, hogy 201 = 23 2000 — 21 Fgért itt
felhasznaljuk azt hogy

=2

DO —

2

N

B

2
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Majd kiszdmoljuk u? értékét és ub értékét. Ezutdn osszeha-
sonlitjuk u} és uf értékét N-nel. Ha v = N vagy u} = N,
akkor visszaadjuk az 'igen’ sz6t és az u8 = N egyenldséget vagy
az ub = N egyenléséget. Ha ub = N vagy ul = N sosem teljesiil
az eljaras futdsa sordn (azaz b = 2, ..., L egyetlen értékére sem),
akkor visszaadjuk a nem’ szot.

Linearis futas idejl algoritmusok ismertek

e a logy (2 alapti logaritmus) binéris (2-es szamrendszer feletti)
kiszamitasara,

e binaris gyokvonasra,
azaz ezek az algoritmusok O(n) darab miiveletet végeznek el ahol

n bitbol all az input.
[]
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