Bevezetlés a bonyolultsagelméletbe gyakorlatok I.

1* Az Ackermann fiiggvény avagy nem minden olyan egyszert, mint amilyennek ldtszik

Legyen A(x,y) a kovetkezd, rekurziv médon definidlt fliggvény:

A0,y) =y +1 y=0
A(z,0) == A(z — 1,1) x>1

Hatédrozzuk meg (akdrhogy: fejben, papiron, szamitégépen, kompjiteralgebrai programmal, stb.)
A(4,2) és A(5,1) értékét.

. Tegyiik fel, hogy egy szamit6gép a TSP problémdt az Ssszes lehetséges (3 (n—1)!) korit eldallitasdval

oldja meg, mindegyik korit elemzésére n-5-10~° mésodperc idét forditva. Kériilbeliil mennyi ideig
tart igy a feladat megoldasa n = 10,14, 18,22 varos esetén? Megkonnyitené a dolgunkat, ha egy
egymillidszor gyorsabb , szuperszamitégép” allna rendelkezésiinkre?

Tegylik fel, hogy van egy szdmitégépes programunk, ami egy k = 1000 méretii feladaton a jelenlegi
géplinkon 1 nap alatt fut le. beszerziink egy szdzszor gyorsabb szamitogépet. Ugyanazon pro-
grammal mekkora feladatot lehet az Uj gépen egy nap alatt megoldani, ha a program lépésszdama n
méretii feladat esetén (a) n-nel; (b) n3-bel; (c) 2"-nel ardnyos?

. Papadimitriou 1.4.9. Mutassuk meg, hogy minden p(n) polinomhoz és ¢ konstanshoz létezik egy

no egész szam 1gy, hogy n > ng estén 2 > p(n). Hatdrozzuk meg ng értékét, ha (a) p(n) = n? és
¢ =1; (b) ha p(n) = 100n'% és ¢ = 5.

. (Papadimitriou 1.4.10. alapjin) Legyen f(n) és g(n) valamelyik kettd az aldbbi fiiggvények

koziil. Dontsiik el, hogy teljesiil-e
(i) f(n) = O(g(n)); (ii) f(n) = Qg(n)); (ili) f(n) = O(g(n)).
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Rajzoljuk meg azt az irdanyitott grafot, melynek cstcsai a felsorolt fiiggvények, és f-bol g-be pon-
tosan akkor vezet él, ha f(n) = O(g(n)). Az dttekinthetdség kedvéért hagyjuk el azokat az éleket,
amelyek a megmarado élekbdl az O relacié tranzitivitdsa miatt kovetkeznek.

Bizonyitsuk be, hogy O, Q és O relacidk reflexiv és tranzitiv tulajdonsagat.

Legyenek f,g: N — N fiiggvények. Igaz-e, hogy

a)
f(n) +9(n) = O(max{f(n),g(n)}), ahol

[ f(n), ha f(n)>g(n)
max{f(n),g(n)} = { g(n), ha f(n) < g(n)

b) f(n) + g(n) = ©(min{f(n),g(n)}), ahol min definicija hasonlé.

. Igazak-e az alabbi allitasok minden f,g: N — N fiiggvényre? Vélaszat bizonyitsal

a) f(n) = O(f*(n))
b) f(n) = O(f(n)/2)
¢) min{f(n),g(n)} = O(f(n) + g(n))

* Sivatagi-show Eltévedtiink a sivatagban, mitébb az ivéviziink is elfogyott, de nagy nehezen

kivergddtiink egy kelet-nyugati irdnyu egyenes ttra. Biztos, hogy az tton valamelyik iranyban
x km tévolsdgra taldlunk kutat (tegyik fel, hogy x pozitiv egész szdm). Csak az a probléma,
hogy sem x-et, sem a megfelel§ irdnyt nem ismerjiik. Szorult helyzetiinkben tervezziink olyan al-
goritmust, mely segitségével legfeljebb C -  km gyaloglassal biztonan megtaldljuk a kutat, ahol C'
egy pozitiv konstans. Mekkora lehet az algoritmusunkra C' minimélis értéke? (Természetesen a
legrosszabb esetet figyelembe véve.)



