Bonyolultsagelmélet gyakorlatok IV /1 és IV /3 megoldasa.

IV. 1/a Déntsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhato-e a kévetkezd probléma: Adott egy
M Turing-gép, igaz-e, hogy M megall az tires szon.
Megoldas. Legyen

URESEN MEGALLAS := {M | M(¢) #£,}.

URESEN MEGALLAS rekurzivan felsorolhaté, mert van r4 féligeldonté algoritmus:
Szimulaljuk M miikodését az iires szén (e-on). Ha a szimuldcié sordn azt tapasztaljuk, hogy M az
iires szon megall, akkor a valasz ,,JGEN”.

Ez valéban egy félig eldonté algoritmus, mert az igen példanyokon mindig megéll igen valasszal, a
nem példanyokon, pedig végtelen sokaig fut, pontosan gy, ahogy azt a rekurzivan felsorolhatdosag
(mas néven a ,,féligeldontés”) definiciéjaban megkoveteltiik.

Megmutatjuk, hogy URESEN MEGALLAS nem rekurziv, mert a megalldsi probléma (jele: H)
visszavezethetd ra.

Valéban, legyen M, és xq egy tetszoleges példanya H-nak. Azaz M, egy Turing-gép, xo pedig M, egy
bemenete (természetesen a H példanyainak megadédsdhoz hasznélt kédolds szerint.) Készitsiink el
My és xg ismeretében egy olyan M’ Turing gépet, mely a kovetkezék szerint miikodik:

1. M’ elészor megvizsgalja, hogy az inputja az lires sz6-e, ha nem akkor megall, kiilénben az input
szalagjara felmésolja xo-at. (Egy véges karakterlancot a programjaban eldre el tudunk térolni.)

2. M’ ezutén visszamegy az input elejére (egy 1j allapot kell hozzd).

3. Majd M’ szimulalja My miikddését az input szalagon (azaz x¢-on). Ez egyszeriien megoldhaté
ugy, hogy M, szabalyait M’-be maésoljuk, és a 2. 1épés teljesitése utan M, kezdéallapotdnak a
masolatara adjuk a vezérlést.

Roviden, elkészitheté olyan M’ melyre:

M’(y) _ ]\’40(130) ha y==c
Allj!  hay#e

Yy bemenetre.

Most definidljuk az f fliggvény a kovetkez6 modon: f(My;zg) := M'. Két dolgot kell bebizonyitanuk:
I. f kiszamithato fiigguény. Valéban, konnyen ellenérizhetd, hogy My és xg ismeretében M’ (pon-
tosabban My és xy kédja ismeretében M’ kédja) algoritmikusan megkonstrualhaté. Elészor néhany
olyan allapotot generalunk, melyek az 1. és 2. 1épést végrehajtjak, majd M, programjat alkalmasan
beillesztjik M'-éba.

I1. f visszavezeti H-t URESEN MEGALLAS-ra. Ennek bizonyitast a definiciok felhasznélasaval
kapjuk:

My;zg e H = My(xo) £/ = M'(e) #,/ = f(My,x9) = M' ¢ URESEN MEGALLAS.
My;xg ¢ H = My(z) =/ = M'(e) =/ = f(My,x) = M' ¢ URESEN MEGALLAS.
Ezzel beblzonyltottuk hogy H <,.. URESEN MEGALLAS, azaz H rekurzivan visszavezetheté

URESEN MEGALLAS-ra. Ezért URESEN MEGALLAS legalabb olyan nehéz mint H, igy
mivel H eldonthetetlen URESEN MEGALLAS is eldénthetetlen.



IV. 1/b Déntsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhaté-e a kévetkezd probléma: Adott egy
M Turing-gép, van-e olyan bemenet, amelyen M megdll.

Megoldas. Legyen
VALAMIKOR MEGALLAS := {M | 3z : M(z) £/}

VALAMIKOR MEGALLAS rekurzivan felsorolhaté, mert van r4 féligeldontd algoritmus:

Parhuzamosan szimulaljuk M miikodését az osszes lehetséges inputon. Eloszor csak a rovidebb input
szavakon, majd folyamatosan a hosszabb szavakon is elinditva egy-egy folyamatot. Részletesebben:
rendezziik hossz szerint, majd az azonos hossziak kozott abécé rendbe az 0sszes lehetséges inputot.
Inditsunk el M egy szimulaciéjat az els6 szén. Majd ismételjiik a kovetkezot: miutan végrehajtottuk
az Osszes futd szimulacid egy-egy 1épését inditsunk el egy tjabb szimulaciot, a kovetkezd szon. Ha
valamelyik szimulacié sordan azt tapasztaljuk, hogy M megall, akkor a valasz ,,IGEN”.

VALAMIKOR MEGALLAS nem rekurziv, mert H visszavezetheto ra.

Valéban, legyen M, és xq egy tetszbleges példanya H-nak. Készitsiink el M, és xy ismeretében egy
olyan M’ Turing gépet, mely a kovetkezék szerint miikodik.

1. M’ elészor megvizsgélja, hogy a bemenete megegyezik-e xg-lal. Ha nem, végtelen ciklusba keriil.

2. Ha igen, akkor M’ szimuldlja My miikddését az input szalagon (azaz xg-on).

Roviden, elkészithet6 olyan M’ mely az alabbi mdédon miikodik:

M, ha y =
M'(y) = o(wo)  hay =, Vy bemenetre.
/! ha y # o

Most definidljuk az f fiiggvény a kévetkez6 modon: f(My; xg) == M.

L. f kiszamithato fiigguény. Konnyen lathatd, hogy ilyen M’ 1étezik és My és xq ismeretében egy ilyen
M’ algoritmikusan megkonstrualhato.

IL. f visszavezeti H-t VALAMIKOR MEGALLAS-ra:

f(My, z0) = M' € VALAMIKOR MEGALLAS & 32 : M'(z) £,/ < My(xo) #,/ < My, € H.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy H <,., VALAMIKOR MEGALLAS, azaz H rekurzivan visszavezet-
het6 VALAMIKOR MEGALLAS-ra. Ezért VALAMIKOR MEGALLAS legalabb olyan nehéz
mint H, igy mivel H eldonthetetlen VALAMIKOR MEGALLAS is eldonthetetlen.

IV. 1/c Déntsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhatd-e a kovetkezd probléma: Adott egy
M Turing-gép, van-e olyan bemenet, amelyen M wvalamely lépésben a o szimbolumot irja a szalagra.

Megoldas. Legyen
IR SZIGMAT := {M | 3z : M z-en futtatva valamikor o-t fr ki.}

IR SZIGMAT rekurzivan felsorolhatd, mert van ra féligeldont6 algoritmus, az 0sszes bemeneten
parhuzamosan kell szimulalni M miikodését.

De nem rekurziv, mert H visszavezethet6 ra. Adott My és xg esetén konstrualjunk meg egy kovet-
kez6 M'-t:

Yy bemenetre.

M) = Irj ki o-t! hay = xq és Mo(xo) %/,
/ kiilonben



Feltehetjiik, hogy M’ az My(zo) szimuldcié sordn sohasem ir ki o-t, példdul a szimuldciét kodolva
végzi. Beldthatd, hogy ilyen M’ 1étezik, (ehhez sziikséges, hogy a masodik sor elejére  keriiljon, hi-
szen az esetszétvalasztas My(xg) # " feltételének tesztelése nem rekurziv subrutin!) Tovabba kénnyen
lathato, hogy az M’ az M, és xo ismeretében algoritmikusan megkonstrualhaté. Igy f (My; xo) := M’
rekurziv fliggvény.

Végiil f visszavezeti H-t IR SZIGMAT-ra, mert

f(My,z0) = M' € IR SZIGMAT <= 3z : M'(z) ir ki o-t <= My(xy) #/ <= My;z € H.

IV. 1/d Dontsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhaté-e a kévetkezd probléma: Adott
eqy M Turing-gép, van-e olyan bemenet, amelyen M valamely lépésben az éppen olvasottol kiilonbzo
szimbolumot ir ki.

A probléma eldénthetd. A bizonyitas vazlata a kévetkez6: Adott M = (K, X, d, s) Turing-gép esetén,
annak minden ,rossz”, azaz d(p,0) = (q,p, D) alaku szabélyat, ahol p,q € K, 0,p € ¥, D € {«
,—,—} és p # o, cseréljik ki a d(p,0) = (,,HIBA”, o, —) szabélyra, ahol ,,HIBA” egy 1j éllapot. Az
igy modositott Turing-gép, mar nem irhat a szalagra, pontosan ugy viselkedik, mint egy kétiranyu
véges automata. Mivel a kétirdnyd véges automatdk szimulalhaték hagyomdanyos (egyiranyt) véges
automatdkkal (Ld. Hopcroft—Ullman: Introduction to Automata Theory, Languages and Computa-
tion, 40. oldal), igy az eredeti Turing-gép akkor és csak akkor igen példdny, azaz valtoztat a szalagja
tartalman, ha a beldle készitett automata a ,,HIBA” allapottal, mint egyetlen végallapottal nem az
tires nyelvet ismeri fel. Ismert azonban, hogy ez az ut6bbi probléma eldonthetd, (ha egy automata
felismer valamit, akkor legalabb egy, az allapotszamanal kevesebb betiibdl all6 szét is felismer, azért
elég csak véges sok szdra tesztelni az automatat). fgy Osszességében a feladat problémaéja visszave-
zetheté arra a problémara, hogy egy véges automata az tires nyelvet ismeri-e fel. Ezért a feladat
problémadja nem lehet nehezebb, igy eldontheto.

IV. 1/e Dintsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhatd-e a kévetkezd probléma: Adott egy
M Turing-gép, igaz-e, hogy a Turing-gép semmit sem ismer fel, vagyis L(M) = (.
Megoldas. Legyen

SIF :={M | L(M) = 0}

A probléma még csak nem is féligeldonthetd, mert a megallasi probléma komplementere
coH = {My; ¢ | Mo(xo) =}
visszavezethetd ra. Valoban, egy tetszoleges M, Turing-gép és annak x; bemenete ismeretében

konstrualjunk, olyan M’-t, melyre

on® e — o s M
M'(y) = {,,lgen ay =g és My(zo) #/, vy bemenetre.

ya kiilonben
Kénnyen lathaté, hogy ekkor f(My; zg) := M’ rekurziv fiiggvény, és
f(My,x9) = M' € SIF & Vy : M'(y) # ,jigen” & Vy : M'(y) =,/ My(xo) =,/ My;x € coH.

gy mivel coH nem rekurzivan felsorolhaté és visszavezetheté SIF-re, SIF sem rekurzivan felsorol-
hato.



IV. 1/f Déntsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhaté-e a kévetkezd probléma: Adott egy
M Turing-gép, igaz-e, hogy a Turing-gép véges nyelvet is,mer fel, azaz L(M) véges halmaz.
Megoldas. Nem rekurzivan felsorolhatd, mert a M'(y) := My(xg) (azaz M’ az y-tdl figget-
leniil mindig dgy miikodik mint My az xg-on) hozzarendeléssel definidlt f(My;xo) := M’ fiiggvény
visszavezeti coH-t a probléméara (HF!).

IV. 1/g Déntsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhatd-e a kévetkezd probléma: Adottak az
M és M' Turing-gépek, igaz-e, hogy ekvivalensek, azaz L(M) = L(M').

Megoldas. Nem rekurzivan felsorolhato, mert az aldbbi fiiggvény visszavezeti coH-t ra:

Adott My és xg esetén, legyen M'(y) := ", Vy-ra, azaz egy soha meg nem &ll6 Turing-gép és M'(y) :=
My (xg), barmely y bemenetre. Az igy definidlt két Turing-gép akkor és csak akkor ekvivalens, ha
My(zo) =, vagyis My; xg € coH.

IV. 1/h Doéntsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhaté-e a kovetkezd probléma: Adottak
az M Turing-gép, igaz-e, hogy van olyan x bemenet, hogy M az x-en ot lépésen belil megdll.

Megoldas. Rekurziv (eldonthetd). Vildgos, hogy M miikddésének elsé 6t 1épése, csak a bemenet
els6 ot bettijétdl fiigg. Ezért az Gsszes 5 betlis sz6 kiprébélasaval (véges sok eset van) eldonthetd,
hogy M igen példany-e vagy sem.

IV. 1/i Déntsiik el, hogy rekurziv, illetve rekurzivan felsorolhatd-e a kévetkezd probléma: Adottak az
M Turing-gép, igaz-e, hogy nincs olyan x bemenet, hogy M az x-en ot lépésen belil megdll.

Megoldas. Eldonthet6. Az el6z6 probléma komplementere, és rekurziv nyelv komplementere is
rekurziv.

IV. 3 Az el6z6 feladat mely pontjainak eldonthetetlenségét tudjuk kozvetlendil bizonyitani a Rice-tétel
segitségével ?
Emlékezteto:

Rice-tétel. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek egyetlen nemtrividlis' tulajdonsiga sem donthet el
algoritmikusan. Azaz barmely ) C C C RE esetén az {M | L(M) € C } nyelv eldénthetetlen.

Ezek utdn a problémak eldonthetetlenégének beldtasahoz definialjuk a C osztalyt az alabbi médon:
a) C:={LeRE|ce L}

b) C :={L € RE | L # (0} = RE\{0}, feltéve, hogy el6tte M-et atalakitjuk, hogy mindig ,,igen”
allapotban alljon meg.

¢) Nem alkalmazhaté a Rice-tétel, a probléma magéatdl a Turing-géptél és nem csak az altala felismert
nyelvtdl fiigg.

d) Mint c).

) C := {0}, csak az iires nyelvbdl 4ll6 osztély.

@

f) C:={L||L| < oo} a véges nyelvek.
g) Atfogalmazva: M, M’ ekvivalensek <= L(M’) € Cys := {L(M)}.

h-i) Nem alkalmazhaté a Rice-tétel, a probléma magatol a Turing-géptol és nem csak az altala felismert
nyelvtol fiigg.

[gy kozvetleniil belathats, hogy az a) b) e) f) és g) problémdak nem rekurzivak.
(Ugyanakkor a rekurziv felsorolhatésagukrdl nem nyilatkozik a Rice-tétel!)

'nem minden rek. felsorolhaté nyelv, de nem is egyik se.
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