NP-teljesség bizonyitasa log. taru visszavezetéssel

Ahhoz hogy egy PROB probléma NP-teljességét igazoljuk két dolgot kell megmutatnunk.

PROB € NP, azaz a PROB probléma megoldhaté nemdeterminisztikus Turing-géppel polinom
idoben. Ez altalaban konnyen megy, és belathaté az aldbbi gondolatmenettel: Egy nemdeterminiszti-
kus Turing-gép megkapva PROB egy példanyat eldszor ,,megsejthet egy megoldast”, azaz nemdeter-
minisztikusan el6allithat egy tetszoleges karaktersorozatot, majd polinom idében determinisztikusan
ellendrizheti, hogy a generdlt karaktersorozat valéban igazolja-e, hogy a kapott példanyra igen a valasz.
Példdul HAMILTON-UT esetén, a megsejtett karaktersorozat csiicsoknak olyan sorozatat kédolja-
e, melyben minden csics pontosan egyszer fordul el6 és a sorozatban szomszédos csucsok kozott
vezet él. Nem ritkdn a PROB probléma egy ismert NP-teljes probléma egyik specidlis esete, ezért
nyilvanvaléan eleme NP-nek, hiszen a specialis eset nem lehet nehezebb, mint az altalanos.

PROB NP-nehéz, azaz minden NP-beli probléma visszavezethet6 PROB-ra. Ezt ugy tudjuk iga-
zolni, hogy egy mér bizonyitottan NP-teljes problémat (példdul: SAT-ot, 3SAT-ot vagy KLIKK-et,
stb.) visszavezetink PROB-ra. Bér — amennyiben a PROB valéban NP-teljes — minden NP-
teljes probléma visszavezethetd ra, célszerli olyan problémat keresni, amely a PROB probléméhoz
kozel all vagy konnyen kapcsolatba hozhaté vele, hogy a visszavezetés ne legyen tilsdgosan nehezen
kivitelezhetd. Definicié szerint a visszavezetésnek két dolgot kell teljesitenie:

o A valasztott NP-teljes probléma példanyait PROB ekvivalens példanyaiba kell transzformélnia,
azaz igen példanybdl igen példanyt, nem példanybdl nem példanyt kell készitenie.

e Logaritmikus tarban kiszamithaténak kell lennie (ez utébbi dltaldban kénnyen igazolhatd.)

V/7. Legyen LEGHOSSZABB UT a kivetkezd probléma. Adott eqy G irdnyitatlan gdrf és egy
k > 0 egész szam. Kérdés, hogy létezik-e G-ben legaldbb k hosszisdgu ut. Mutassuk meg, hogy LEG-
HOSSZABB UT NP-teljes. Legyen

LEGHOSSZABB UT := {G;k | G graf, k poz. egész, G-ben van legaldbb k élt tartalmazdé 1t. }

LEGHOSSZABB UT € NP, mert egy adott Gk példany esetén egy Turing-gép nemdeterminiszti-
kusan ,,megsejthet” egy karaktersorozatot, majd polinom id6ében ellenérizheti, hogy az valéban G-ben
egy k hosszisagu utat kodol-e.

LEGHOSSZABB UT NP-nehéz, mert az NP-teljes (és igy NP-nehéz) HAMILTON-UT kénnyen
visszavezethetd rd. Valéban legyen G’ a HAMILTON-UT egy példanya. G’ igen példany, ha van
benne Hamilton-1it, azaz olyan 1t, melyen minden csics pontosan egyszer fordul el, G’ nem példdny
kiilonben. Akarmilyen példény is G’ rendeljiik hozz4 azt a LEGHOSSZABB UT példényt, melyben a
G graflegyen G', a k szam pedig G’ csticsainak a szdma minusz egy. Azaz f : G' = (V, E) — G'; |V|—1.
Ekkor

G' € HAMILTON-UT & G’ = (V, E)-ben van Hamilton-iit <
& G’ = (V, E)-ben van |V| — 1 hosszii it < f(G') = G';|V| — 1 € LEGHOSSZABB UT
Ezért f visszavezeti HAMILTON-UT-at LEGHOSSZABB UT-ra. Az is kénnyen lthaté, hogy
f log. tarral kiszamithatd, csak G’ csucsait kell megszamolni, és kivonni e szambdl egyet. Mi-

vel HAMILTON-UT <., LEGHOSSZABB UT é HAMILTON-UT NP-nehéz, ezért LEG-
HOSSZABB UT is NP-nehéz.

V /8. Legyen RESZGRAF-IZOMORFIZMUS a kévetkezé probléma. Adott Gy és Go irdnyitatlan
gdrfok esetén dontsik el, hogy van-e G1-nek Ga-vel izomorf részgdfja.
Mutassuk meg, hogy RESZGRAF-IZOMORFIZMUS NP-teljes.

Megoldas. A probléma a formélisan a kovetkezo:

RESZGRAF-IZOMORFIZMUS := {G1; G2 | G1, G grafok és Gi-ben van Ga-vel izomorf részgraf. }



Egy G = (V1, E) és egy H = (Va, Esy) graf izomorf, ha létezik olyan ¢ : Vi — V; bijektiv fliggvény,
melyre (x,y) € F1 < (¢(x),o(y)) € FEa, minden x,y € Vi-re. Ismét a szokasos két dolgot kell beldtni.
RESZGRAF-IZOMORFIZMUS € NP, mert egy adott G1; G5 példany esetén egy Turing-gép nem-
determinisztikusan megsejtheti a G egy G részgrafjat és egy ¢ : G| — Go leképezést, majd polinom
idoben ellenorizheti, hogy ¢ izomorfizmus, azaz bijektiv és tartja az ,,él van kozte” relaciét.

RESZGRAF-IZOMORFIZMUS NP-nehéz, mert az NP-teljes (és igy NP-nehéz) KLIKK vissza-

vezethetd ra. Valoban legyen G; k a KLIKK egy példdnya, azaz G egy graf k pedig egy pozitiv egész
és a kérdés az, hogy van-e G-ben k cstcsu teljes részgraf (mds széval klikk).

A G grafhoz rendeljiik hozzd azt a RESZGRAF-IZOMORFIZMUS példanyt, melyben a G graf
G, a Gy graf pedig egy k cstcsu teljes graf. Azaz f(G;k) := G; Tk, ahol T; az i cstcsu teljes grafot
jeloli, minden 7 > 1 egész szam esetén.

Ekkor

G; k € KLIKK < G-ben van k csucsu klikk < f(G; k) = G; T, € RESZGRAF-IZOMORFIZMUS

Konnyen ellendrizhetd, hogy f logaritmikus tarban kiszdmithato, ezért KLIKK <joe RESZGRAF-
IZOMORFIZMUS és mivel KLIKK NP-nehéz, ezért RESZGRAF-IZOMORFIZMUS is az.

V /8. Legyen HAMILTON-KOR a kivetkezd probléma. Adott G irdnyitott gdrf, van-e benne olyan
kér, mely minden csiucsot pontosan egyszer érint. Mutassuk meg, hogy HAMILTON-KOR NP-
teljes.

Megoldas. Egyszeriien beldthaté, hogy HAMILTON-KOR € NP.

Azt, hogy HAMILTON-KOR NP-nehéz példdul tgy lathatjuk be, hogy a méar ismerten (Id. Papa-
dimitriou kényv) NP-telejes HAMILTON-UT problémét vezetjik vissza ré.

Valéban, legyen G a HAMILTON-UT egy tetszbleges példanya. Definidljuk f(G)-t a kivetkezd
képpen. Legyen f(G) egy olyan G’ gréaf, mely ugy 4ll el8, hogy G-hez még egy 1ij u csicsot hozzévesziink,
és ezt az 1j csucsot G minden csicsdaval 6sszekotjilk. Konnyel lathato, hogy ez az f transzformacio
a nekiink megfeleld visszavezetés, azaz G-ben akkor és csak akkor lesz Hamilton-it, ha G’-ben lesz
Hamilton-kor.

Valéban, ha G-ben van Haminlton-1it, akkor ezt az utat az ut két végpontjabdl u-ba vezetd éllel
kibdvitve G'-ben egy Hamilton-korhoz jutunk. Es forditva, ha G’-ben van Hamilton-kor, akkor mivel
a Hamilton-koér minden csiicson pontosan egyszer athalad, a kor athalad w-n is. Toroljiik most az
u-csucsot a hozzatartozd osszes éllel egyiitt, ekkor a megmaradt graf épen G és a kor megmaradt része
éppen G egy Hamilton-utjat adja.

Ismét nyilvanvald, hogy f logaritmikus tarban kiszamithatd, G masolasan til csak egy szamlalét kell
végigfuttani G csdcsain, hogy az 1j éleket az u csicsbol generalni tudjuk. Osszeségében

HAMILTON-UT <o, HAMILTON-KOR,
ezért HAMILTON-UT NP-nehézsége maga utén vonja HAMILTON-KOR NP-nehézségét.



