Bonyolultsagelmélet II. ZH B csop MEGOLDASOK

1. a) Definidlja a PSPACE osztalyt, milyen tartalmazési viszonyban all PSPACE és NPSPACE,
adja meg egy PSPACE teljes probléma nevét.

b) Mondja ki az NP osztédly relaciokkal valé jellemzésérol szélé tételt. (A tételben szerepld
fogalmak magyarazata nem kell.)

Ld. a Papadimitriou kényvben vagy az eléadas féliakon.
2. Dontse el, hogy eldonheté-e a kovetkezé probléma, illetve, hogy rekurzivan felsorolhaté-e a
problémahoz tartozo nyelv.

Adott egy M egyszalagos Turing-gép és annak egy ¢ allapota, kérdés, hogy van-e olyan x
bemenet, hogy M az x-en futtatva valamikor ¢ éllapotba kertil.

Megoldas:

Legyen a probléma neve ALLAPOTBAMEGY. Tehét

ALLAPOTBAMEGY := {M;q | 3 olyan bemenet, amin futtatva M ¢-be jut.}

A probléméahoz tartozé nyelv rekurzivan feldorolhaté (azaz € RE), mert van ré féligeldont6
algoritmus: Szimuldljuk M miikddését parhuzamosan az Osszes lehetséges bemeneten, ha vala-
melyik szimulacioé soran azt tapasztaljuk, hogy M a ¢ allapotba keriil, akkor a valasz ,,igen”.

Ugyanakkor a probléma nem rekurziv (¢ R). Bizonyitds: a megdlldsi probléma vissza-
vezetheté ra. Valdban, legyen M, és xp a MEGALLAS probléma egy tetszoleges példanya.
Konstraljuk meg beléliik egy, a kdvetkezd képpen miikodé M’ Turing gépet.

,,Menj ¢ allapotbal”, ha My(zo) # /7

! —
M'(y) = { . kiilonben: Yy benetre,

ahol ¢ az M’ egy olyan édllapota, amelyet nem haszndl az My(x() szimulaci6 végrehajtésa soran.

Konnyen lathaté, hogy My és g ismeretében ilyen M’ Turing-gép algoritmikusan megkonstualhato,
ezért az f : Mo;xo — M " q fuggvény rekurziv. Be kell még latnunk, hogy f valéban visszavezeti
MEGALLAS-t ALLAPOTBAMEGY-re:

My; g € MEGALLAS < My(20) # /< M'(y) ¢ dllapotba keriil (Vy-ra) <
Jy : M’ az y-on q allapotba keriil < f(Mo;z0) = M';§ € ALLAPOTBAMEGY.

3. a) Adja meg SAT logaritmikus tarban tortén6 visszavezetését a kovetkezé probléméra:

Adott: egy ¢ konjunktiv normalforméji formula, melyben minden tag vagy Horn-tag vagy
pontosan két literdlt tartalmaz. (Horn-tagnak nevezziik egy konjunktiv normélforma azon
tagjait, melyekben legfeljebb egy pozitiv literal fordul el6, a tébbi literal negativ, azaz valamely
valtozé tagadasa. Pl. xq, (—xq V —wg V a9 V —xy), (-2 V —xe) Horn-tagok, de (—xy V 2o V x3)
nem. )

Kérdés: Kielégithets-e 7
b) Adja meg az F' = (—x1 Va3 V a3) Aza A (1 V22 V oz V xy) A (mxe V —2y) formula képét a
visszavezetés soran.

¢) Milyen bonyolultsdgelméleti kovetkeztetést tud levonni a fentiekb6l a probléma bonyo-
lultsagara?



MEGOLDAS:

a) Ha egy tag ,rossz alaku”, azza legalabb harom literalt tartalmaz, melyek koziil legalabb 2
pozitiv, akkor a pozitiv literdlokat helyettesitsiik j valtozék tagadasaival. Pontosabban, ha
egy tag

c=(z1V2aV...VzpVozp V...V ozey)

alaku, ahol zq, ..., zxy valtozok, k > 2,1 > 0, akkor helyére vegyiik a
=24V, V.. .2z V=ze g VeV S2ze)
tagot, ahol 21, ..., 2 4j valtozok. Tovabba a formuldt egészitsiik még ki a kovetkezd tagokkal

(1 V) A (221 Voz) Ao A (21 Vo2s) A (52 Vo—zg).

b)F = (—xy V —ah V —ah) Az A (—a) V o V —ah V oxl) A (mxe Vo oxg) A (g Vo)) A (mxg V
) A (22 Vb)) A (mxg V —xh) A (xg V ah) A (mxs V oxs) A (zg V@) A (—xy V ).
Persze mind az els6, mind a harmadik tagban egy-egy pozitiv literalt meg is hagyhatunk.

c) Mivel a probéléma SAT specidlis esete, ezért € NP. Mivel a) szerint az NP-nehéz SAT
visszavezetheto ré ezért NP-nehéz. Igy a probléma NP-teljes.

. Bizonyitsa be, hogy az alabbi probléma NP-nehéz. Adott két iranyitatlan gaf Gy és G,. Kérdés,
igaz-e, hogy a Gi-ben taldlhato leghosszabb Ut hossza nagyobb vagy egyenld, mint a Go-ben
talalhaté leghosszabb 1t hossza.

MEGOLDAS:

A probléma azért NP-nehéz, mert pl. az NP-nehéz HAMILTON-UT probléma visszavezet-
heté ra: Legyen G a HAMILTON-UT egy tetszoleges példanya, azaz egy iranyitatlan graf.
Rendeljiik, hozzad G-hez a probléméank kiévetkezo Gy; Go példanyat:

G1 = G,

Go :=,, egy n cstcsbdl allé it (ldnc)”, ahol n a G cstucsainak a szdma.

Konnyen lathatd, hogy ez valoban visszavezeti a HAMILTON-UT probléma&t a mi probléménkra,
és logaritmikus tarban elvégezhetd (csak G csicsait kell megszdmolni, és egy n hosszu lancot
generalni.) Ezért a problémank NP-nehéz.

. Dontse el, hogy az aldbbi probléma P-ben van-e, vagy pedig NP-teljes. Adott egy G iranyitatlan
graf. Kérdés, kiszinezhetok-e G cstcsai 4 szinnel tgy, hogy az egyik szint szint pontosan
haromszor hasznaljuk. (Természetesen szomszédos csicsok nem lehetnek azonos szintiek. Az
el6addson ismertetett tételek felhaszndlhatéak a bizonyitds soran.)

MEGOLDAS:
A probléma NP-teljes.

€ NP: Konnyen lathatd, egy nemdeterminisztikus Turing-gép megsejthet egy szinezést 4
szinnel, és konnyen ellenérizheti (ezt mar determinisztikusan), hogy az a kivant tulajdonsagoknak
megfelel-e. Ez polinom idoben végrehajthato.

NP-nehéz: A 3SZINEZES visszavezethetd ra. Valdban, legyen G egy tetszéleges példanya
3SZINEZES-nek. Konstrualjuk meg bel6le a kovetkez$ G’ grafot:

G' .= G+ ,,3 diszjunkt cstcs, melyek GG minden cstcsaval 6ssze vannak kotve”

Koénnyen lathaté, hogy az f : G — G’ fiiggvény logaritmikus tdrban kiszamithaté, és visszave-
zeti 3SZINEZES-t a mi problémankra, mert G akkor és csak akkor szinezhetd 3 szinnel, ha G’
kiszinezheto 4 szinnel gy, hogy az egyik szint legfeljebb haromszor hasznaljuk.



