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Teljes rendszerek |

FZ1. 11/8. Mutassuk meg, hogy {—, —} adekvat, azaz teljes
rendszert alkot!
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FZ1. 11/8. Mutassuk meg, hogy {—, —} adekvat, azaz teljes
rendszert alkot!

Megoldas.

XVy=-x—y,

és a {—, vV} halmazrdl pedig mér tudjuk, hogy teljes.
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LM 1l 2/4. Fejezzuk ki
a) A-tés —-ta Vv és a— miivelet segitségével;
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e XAy =7(-XV-y), X—oy=-XVYy,
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LM 1l 2/4. Fejezzuk ki
a) A-tés —-ta Vv és a— miivelet segitségével;
e XAy =7(-XV-y), X—oy=-XVYy,
b) v-t és —-ta A és a — miivelet segitségével;
o XVy=2(XA-y), X—=y=-(XA-y)
c) A-tésVv-ta— ésa— mivelet segitségével,
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o X=X —;
f) —-ta @ (kizar6 vagy) a T mlivelet segitségével;
e X=XBT;
g) V-t az — mlivelet segitségével;
e XVy=(X—=Yy)—Y;
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FZ1 11/6. Mutassuk meg, hogy a {A, V, —} halmaz nem adekvéat
(azaz nem alkot teljes rendszert.)

Megoldas. A negacié nem fejezhetd ki.

Minden a halmaz miveleteibdl felépitett egyvaltozos f(x)
fuggvényre, f(1) =1, mertlv1=1A1=1—-1=1.

De -1 = 0, ezért a negacié nem fejezhetd ki.




Teljes rendszerek IV
LM Il 2/6.

Mutassuk meg, hogy nem fejezhetd ki

a) maA,V, — és « segitségével;
b) — a A és Vv segitségével;
C) AaV és — segitségével.
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a) maA,V, — és « segitségével;

b) — a A és Vv segitségével;

C) AaV és — segitségével.

a) HF.

b)

Minden a halmaz m(iveleteibdl felépitett kétvaltozos f(x,y)
fuggvényre, f(0,0) =0, mert 0OA0=0Vv 0 =0.

De 0 — 0 = 1, ezért az implikacié nem fejezhet6 ki.
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c) A nem fejezhet6 ki v és — segitségével.
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c) A nem fejezhet6 ki v és — segitségével.

Azok az f(xg, X2, ..., Xn) fuggvények, melyek kifejezhetdk v és
— segitségével rendelkeznek a kdvetkezd tulajdonsaggal:
Létezik i, hogy x; = 1 esetén mindig f(x,X2,...,Xy) =1

teljesil, azaz ,egyetlen valtoz6 igazza tételével az egész
flggvény igazza tehet 6.
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c) A nem fejezhet6 ki v és — segitségével.

Azok az f(xg, X2, ..., Xn) fuggvények, melyek kifejezhetdk v és
— segitségével rendelkeznek a kdvetkezd tulajdonsaggal:
Létezik i, hogy x; = 1 esetén mindig f(x,X2,...,Xy) =1

teljesil, azaz ,egyetlen valtoz6 igazza tételével az egész
flggvény igazza tehet 6.
V és — rendelkezik ezzel a tulajdonséaggal.
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Létezik i, hogy x; = 1 esetén mindig f(x,X2,...,Xy) =1
teljesil, azaz ,egyetlen valtoz6 igazza tételével az egész
flggvény igazza tehet 6.

V és — rendelkezik ezzel a tulajdonséaggal.

Az is kdnnyen lathato, hogy ezt a tulajdonsagot a
fliggvénykompozicié meg6rzi:
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c) A nem fejezhet6 ki v és — segitségével.

Azok az f(xg, X2, ..., Xn) fuggvények, melyek kifejezhetdk v és
— segitségével rendelkeznek a kdvetkezd tulajdonsaggal:
Létezik i, hogy x; = 1 esetén mindig f(x,X2,...,Xy) =1

teljesil, azaz ,egyetlen valtoz6 igazza tételével az egész
flggvény igazza tehet 6.

V és — rendelkezik ezzel a tulajdonséaggal.

Az is kdnnyen lathato, hogy ezt a tulajdonsagot a
fliggvénykompozicié meg6rzi:

A kiils6 fuggvényt igazza tev6 valtozo helyére helyettesitett
bels6 fuiggvényt egy valtozéval igazza téve az 6sszetett
flggvény is igazza tehetd.
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c) A nem fejezhet6 ki v és — segitségével.

Azok az f(xg, X2, ..., Xn) fuggvények, melyek kifejezhetdk v és
— segitségével rendelkeznek a kdvetkezd tulajdonsaggal:
Létezik i, hogy x; = 1 esetén mindig f(x,X2,...,Xy) =1

teljesil, azaz ,egyetlen valtoz6 igazza tételével az egész
flggvény igazza tehet 6.

V és — rendelkezik ezzel a tulajdonséaggal.

Az is kdnnyen lathato, hogy ezt a tulajdonsagot a
fliggvénykompozicié meg6rzi:

A kiils6 fuggvényt igazza tev6 valtozo helyére helyettesitett
bels6 fuiggvényt egy valtozéval igazza téve az 6sszetett
flggvény is igazza tehetd.

A ellenben nem rendelkezik ezzel a tulajdonséggal, sem az
elsé sem a masodik valtozéjaval nem tehetd igazza.
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1-es szerepel, igy pl. vV nem fejezhet6 ki.
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alkalmazasa megdrzi ezt a tulajdonsagot. Lassuk, be hogy, ha
f1(X,y) és fa(x,y) ilyen tulajdonségu, akkor f; < f, is. (HF)
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2. Megoldas. Egy Boole-fuggvényt linearisnak hivunk, ha

X1 DXoP...HXpVagy X1 BXo D ... D xp®d T alakd. Megmutatjuk,
hogy —-val és —-val csak linearis fliggvények fejezhetdk ki.
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FZ1 11/7. Mutassuk meg, hogy a —, «» halmaz nem adekvat!
(Van olyan kétvaltozds igazsagtabla, ami nem fejezhet6 ki.)

1. Megoldas. Mutassuk meg, hogy —-val és «-val csak olyan
kétvaltozos igazsagtablak fejezhet6k ki, melyekben paros sok
1-es szerepel, igy pl. vV nem fejezhet6 ki.

Valéban, vilagos, hogy < igazsagtablaja ilyen, és hogy a —
alkalmazasa megdrzi ezt a tulajdonsagot. Lassuk, be hogy, ha
f1(X,y) és fa(x,y) ilyen tulajdonségu, akkor f; < f, is. (HF)

2. Megoldas. Egy Boole-fuggvényt linearisnak hivunk, ha

X1 DXoP...HXpVagy X1 BXo D ... D xp®d T alakd. Megmutatjuk,
hogy —-val és —-val csak linearis fliggvények fejezhetdk ki.
Valéban -x = x® [ ésx <y =X @ y® 7 lineéris. Tovabba, ha
f és g linearis fiiggvények, akkor kdnnyen lathatd, hogy

—-f =f@ 1 ésf - g="Ffogad 1 szintén linearis fuggvenyek.
(Ehhez fel kell hasznalni, hogy @ asszociativ és kommutativ,

X @ X =] ésx® |= x.) De példaul a konjunkcié nem lineéris,
ezért nem fejezhetb ki.



Horn-formulak

Az alabbi itéletkalkulusbeli formulakat hozzuk konjunktiv
normalformara, majd irjuk 6ket ,implikaciés alakba" (a tagokra
aprVvVpeV...VPpmV-QrV-QzV...VQp =

Qi AQoA...AQn — P1VP2V...Vpnm azonossagot hasznalva,
Ures konjunkcio: 1, dres diszjunkcio: |).

irjuk fel a formulékat a rezolucional hasznalt halmazos
formatumban is. Melyek kézilik Horn-formulak? A
Horn-formulak kielégithet6ségét vizsgaljuk meg a tanult
algoritmussal.

a) (~pAQ)V(rA-g)

b) p—((@—=r)A(=sVr))

c) (PAGAT)V(gQA-T)

d (pVaV-pV-qV-r)ApA-qA(-pV-q)
e) |

f) 1



Megoldasok |

a) (-pAQ)V(rA—q)




Megoldasok |

a) (-pAQ)V(rA—-q)
Konjunktiv normalformara kell hozni:

(pAQ)V(TA=Q)=(-pVI)A(=PV-aQ)A(QVI)A(QV Q)=




Megoldasok |

a) (-pAQ)V(rA-q)

Konjunktiv normalformara kell hozni:
(=pAQ)V(rA=g)=(=pVI)A(-pV-g)A(@VI)A(QV—Qq) =
(PVI)A(=PV-Q)A(QVT) =
(P—=r)A(PArg—=)A(T—qVr)=




Megoldasok |

a) (-pAQ)V(rA-q)

Konjunktiv normalformara kell hozni:
(PpAA)V(rA=g)=(=pVI)A(=PV-aq)A(QVI)A(dV—q) =
(-PVI)A(=PV-Q)A(QVr)=
P—=r)A(PAG—=)A(T—qVr)=

{{-p,r},{-p,—a},{q,r}}




Megoldasok |

a) (-pAQ)V(rA—-q)

Konjunktiv normalformara kell hozni:
(=PAQ)V(rA=g)=(-pVI)A(=PV-a)A(QVT)A(QV—g) =
(~pVH)A(=pV-Q)A(qVr) =
(P=r)A(PAg—=)A(T—qVr)=

{{-p.r},{-p,~a} {a,r}}

Nem Horn-formula, mert a harmadik tag nem Horn-tag (mivel
egynél tobb pozitiv literalt tartalmaz).

byp—((@—=r)A(=sVr))=-pV((-qVr)A(-sVr))=
(FPV-QqVI)A(-pV-sVr) =
=(PArd—=r)A(PAs—1)={{-p ~q,r}{-p,~s,r}},
ebben az alakban Horn-formula. Kielégithet6, legyen minden
véltoz6 hamis.



Megoldasok I

c)

(PAgAT)V(@A=r) = (PVA)A(QVA)A(rVa)A(pV-r)A(qV
SOA(rVar) =ga(pvar) = (T—a)a(r —p) ={{a}, {p,~r}}
A mésodik (hosszl) formula nem Horn-formula, de a harmadik
(egyszerUsitett) mar igen. Kielégithet6 A(q) = 1,

A(p) = A(r) = 0.

e) |=1—]= {0} (csak az Ures klozt tartalmazd KNF),
Horn-formula. Kielégithetetlen.
T1=pv-p=p—p={{p,—p}}, Horn-formula, kielégitheto.
(Méasik megoldas: (): Ures, azaz egyetlen klézt sem tartalmazé
KNF.)




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.

(PAQAT = )A(SAV —=pP)A(t =])A(T—S)
A(T=a)A(u—=Vv)A(T—u)




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.
(PAGAT =)A(SAV = pP)A(t =])A(T—S)
A= a)A(u—=Vv)A(T—u)

Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeloli:




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.
(PAGAT =)A(SAV = pP)A(t =])A(T—S)
A= a)A(u—=Vv)A(T—u)

Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeloli: s,




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.
(PAGAT =)A(SAV = pP)A(t =])A(T—S)
A= a)A(u—=Vv)A(T—u)

Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeloli: s, g,




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.
(PAGAT =)A(SAV = pP)A(t =])A(T—S)
A= a)A(u—=Vv)A(T—u)

Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeloli: s, g, u,




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.
(PAGAT =)A(SAV = pP)A(t =])A(T—S)
A= a)A(u—=Vv)A(T—u)

Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeldli: s, q, u, v,




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.
(PAGAT =)A(SAV = pP)A(t =])A(T—S)
A= a)A(u—=Vv)A(T—u)

Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeloli: s, q, u, v, p.




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.
(PAGAT =) A(SAV = p)A(t =) A(T—s)
A= a)A(u—=Vv)A(T—u)

Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeldli: s, q, u, v, p. Azaz

(p]A[a]rr =) A ./\. =[P At —=1)A(1—[s))
A(1=Ta) A Qu]—[v]) A (1—[u))




A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.
(PAGAT =) A(SAV = p)A(t =) A(T—s)
A= a)A(u—=Vv)A(T—u)

Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeldli: s, q, u, v, p. Azaz

(P]Afa]ar =) A IAI =)A=l (1—[s)
A(1=Ta) A Qu]—[v]) A (1—[u))
Mivel nincs olyan (s A gz A ... A dm —]) tag, melynek a

baloldalan minden valtozé megjeldlt, ezért a formula
kielégithetd, és



A Horn-algoritmus |I.

Dontse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégithet6-e
az alabbi Horn formula:

(=pVvV—-qQV-r)A(=SV-VVP)A-tASAQA(-UVV)AU
Megoldas.

(PAGAT =) A(SAV =P)A(t =) A(T—S)
A=) AU —=Vv)A(T—u)
Az algoritmus sorra az aldbbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megijeldli: s, q, u, v, p. Azaz

(p]A[a]rr =) A ./\. =[P At —=1)A(1—[s))
A(1=Ta) A Qu]—[v]) A (1—[u))
Mivel nincs olyan (s A gz A ... A dm —]) tag, melynek a
baloldalan minden valtozé megjeldlt, ezért a formula

kielegithetd, eés A(s) = A(q) = A(u) = A(v) = A(p) = 1,
A(r) = A(t) = 0 igazza teszi.



A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap




A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t—1)A AR]=[a) A (p]At =)A= A(=[5)
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(a]Afu]AfsIAwW] =D A ([v]At =) A (u]ala]—[w])
A(rAVIAla]A[p] =D A(T=[P)




A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t —=])A A(P]=[a)A(P]At =) At —t)A(1—[s])
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(ajafulafsiaw] =D A]at =) A (ua[g]—[w])
A AlvIAla]A[p] =D A (1= [P))

Az algoritmus alabbi valtozékat jeldli meg:



A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t —=])A A(P]=[a)A(P]At =) At —t)A(1—[s])
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(ajafulafsiaw] =D A]at =) A (ua[g]—[w])
A AlvIAla]A[p] =D A (1= [P))

Az algoritmus alabbi valtozékat jel6li meg: v,



A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t —=])A A(P]=[a)A(P]At =) At —t)A(1—[s])
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(ajafulafsiaw] =D A]at =) A (ua[g]—[w])
A AlvIAla]A[p] =D A (1= [P))

Az algoritmus alabbi valtozékat jeldli meg: v, s,



A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t —=])A A(P]=[a)A(P]At =) At —t)A(1—[s])
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(ajafulafsiaw] =D A]at =) A (ua[g]—[w])
A AlvIAla]A[p] =D A (1= [P))

Az algoritmus alabbi valtozékat jel6li meg: v, s, p,



A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t —=])A A(P]=[a)A(P]At =) At —t)A(1—[s])
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(ajafulafsiaw] =D A]at =) A (ua[g]—[w])
A AlvIAla]A[p] =D A (1= [P))

Az algoritmus alabbi valtozékat jeldli meg: v, s, p, g,



A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t —=])A A(P]=[a)A(P]At =) At —t)A(1—[s])
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(ajafulafsiaw] =D A]at =) A (ua[g]—[w])
A AlvIAla]A[p] =D A (1= [P))

Az algoritmus alabbi valtozékat jeléli meg: v, s, p, g, u,



A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t —=])A A(P]=[a)A(P]At =) At —t)A(1—[s])
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(ajafulafsiaw] =D A]at =) A (ua[g]—[w])
A AlvIAla]A[p] =D A (1= [P))

Az algoritmus alabbi valtozékat jeldli meg: v, s, p, g, U, w.



A Horn-algoritmus II.

Kielégithet6-e az aldbbi Horn formula:

tAVA(QV-P)A(-pVIV-t)A(tV-t)ASA(UV SV -p)
APV arvV=-sVu)A(-pV-rVvVv)A(-qV-uvVv-sV-w)
A=V Vat)A(mUV =gV W)A(-rvV-vV-qV-op)Ap

Megoldas. Implikacids alakban a formula:

(t—1)A A(p]—[a)A(p]At—T) At —1)A(1—[S)
A.A@ @ (p]ArAls]=[u)A(p]AT —[v])
A(a]Afu]AfsIAwW] =D A ([v]At =) A (u]ala]—[w])
A(rAVIAla]A[p] =D A(T=[P)

Az algoritmus alabbi valtozékat jeldli meg: v, s, p, g, U, w.

Mivel a (q]A[u]A[s]A[w]—]) a tagban a baloldalon minden
valtozé megjelolt, ezért a formula kielégithetetlen.



JOVO hétre

@ HF, a kimaradt példak és még FZ1 11/3, 4, 5, 1ll/1, 2.

@ Szikséges az el6adéas tovabbi részének ismerete,
kiléndsen a rezollcié alapfogalmai és algoritmusa.




