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Zart Skolem normalformara hozas

Alapfogalmak

Egy formula
@ zart: ha nincs benne szabad valtozo;
@ kiigazitott: ha kulénbdz8 kvantorok kiilénbdzd valtozokat

kotnek le és a kotott valtozok a szabad valtozoktdl is
kilénboznek.

@ prenex alakl: ha a kvantorok a formula legelején vannak
és az egész kvantormentes részre (azaz a formula
magjara) vonatkoznak. PIl: ¥xp(x) — q(y) nem prenex
alaku, de Ix(p(x) — q(y)) igen.

@ Skolem normalformdju: ha Vx,vxs ... vx,F* alakd, ahol F*
kvantormentes, n > 0.



Ekvivalens, s-ekvivalens

Két formula, F és G
@ ekvivalens, ha pontosan ugyanazokban a modellekben
igazak, azaz Mod(F) = Mod(G). Jele: F = G.
@ s-ekvivalens, ha pontosan ugyanakkor kielégithetdk, azaz
Mod(F) # () <= Mod(G) # 0 Jele: F =5 G.

Pl. ¥xp(x) = —=3-p(X).

De Ix(x -x =x) Z(c-c=c),csak X (X -Xx =X) =5 (C-Cc =cC).
Valéban, ha a természetes szamok modelljét ugy bévitjik,
hogy a ¢ konstans interpretacioja 2 legyen, akkor az els6
formula igaz, a masodik nem.

De barmely modellt, melyben 3x(x - x = x) igaz, tudunk Ggy
madositani, hogy médositott modellben (¢ - ¢ = c) igaz legyen,
megvaltoztatnunk, ilyen objektum pedig Iétezni fog.
Megjegyzés. Minden F formuléara vagy F =51 (mégpedig akkor
ha F kielégithet6) vagy pedig F =5 | (mégpedig akkor-ha F



A Skolem normalformara hozas ajanlott lépései

O lezaras

Q kiigazitas

© — és = kifejezése —, Vv és A-sel
© prenex alakra hozéas

© Skolemizacioé

@ a formula magjanak konjunktiv normalforméara hozéasa, ha
azt is kérik (pl. rezolucional sziikség lesz ra.)

@ a Skolem-fuiggvények valtozoktol valo fluggése
sziikségességének vizsgalata, ha én kérem :)

Megjegyzés. 2, 3, 4 és 6 ekvivalens atalakitasok, 1 és 5 csak
s-ekvivalensek.

FZ2 Il/5a Adjunk meg a kovetkez6 formulaval s-ekvivalens zart
Skolem normalformaju formulat.

VX [3y p(x,y) — adly,z)] Ay [vx r(x,y) Va(x,y)]
e 4 4444



1. Lezaras

F=vx[3y p(x,y) —a(y,z)] A3y [vx r(x,y) Va(x,y)]

Meg kell hataroznunk a szabad valtoz6 el6fordulasokat.
Ehhez ki kell szamitanunk a kvantorok hataskérét. Minden
kvantor a kdvetkez6 binér (kétvaltozés) miiveletei jelig vagy a
formula végéig kot, kivéve, ha a zarojelek mast kbvetelnek.
Most a bekeretezett valtoz6 el6fordulasok a szabad
el6fordulasok:

F =Vx [Hy p(x,y) — q(,)] Ay [Vxr(x,y) va(xly)]

Helyettesitsiink minden szabad valtozot egy-egy Uj, a
formulaban még nem szerepld konstanssal. Ugyanannak a
valtozénak az el6fordulasait természetesen ugyanazzal a
konstanssal helyettesitsiuk. A példakban az ellen6rzés
megkonnyitéséhez valasszuk mondjuk a konstansoknak mindig
aci,Cy,C3, ... szimbolumok kdzul.



igy
F = vx [Hy p(x,y) — q(7)] Ay [vxr(x,y) va(xly)] =s
=s VX [3y p(X,y) — q(C1,C2)] ATy [Vx r(x,y) V q(cs,y)].

Megjegyzés. A lezarast elvégezhetnénk tgy is, hogy a formula
elején egzisztencidlis kvantorral kotnénk le a szabad
valtozékat. A példankban F =g dx3ydzF, de a Skolemizaci6 az
egzisztencialisan kvantifikalt valtozékbol Ggy is konstansokat
fog csinalni.

Ha nem egyetlen F formulank van, hanem formulaknak egy -
halmazéaval dolgozunk, akkor az egész halmazban
ugyanazokat a konstansokat hasznaljuk  az azonos szabd
valtozok lekotésére. Ebben az esetben a formulanként
egzisztencialis kvantorokkal val6 lekdtés nem mikodik. Ha

Y = {F1,F,} akkor &ltalaban Ix(Fy A Fy) #s IXF1 A IXFs.



2. Kiigazitas

A kotott valtozok atnevezésével érjik el, hogy minden
kvantornak sajat valtozéja legyen. Mivel az el6z6 |épésben a
szabad valtozoktol mar megszabadultunk, azokra nem kell
figyelni. (Kilénben a szabad valtozoktdl is kilénbdzd kotott
valtozékat kellene bevezetni).

Fontos észben tartani: a kotott valtozok atnevezése ekvivalens
atalakitas, de a szabad valtozok nem nevezhetdk at vagy
cserélhet6k konstansokra az ekvivalencia megtartasaval.
Példainkban az 0] valtozdkat valasszuk vy, v,, ... kodzdl!

F =s VX [3y p(X,y) — q(c1,C2)] Ady [vx r(x,y) Va(cs,y)]
= VX [Jy p(X,y) — q(c1,C2)] A vy [VVa r(v2,v1) V q(Cs, V)] .-



3. — és « kifejezése

@ A—-B=-AVB, —|(A~>B)EA/\—|B
OA-B=(A—-B)A(B—=A)=(-AVB)A(-BVA)
@ (A-B)=(AAN-B)V(-AAB)=(AVB)A(-AV-B)

alkamazasaval (izlés szerint).

Igazabdl az elsd két sor elsé azonossagait elég tudni, de ha
ugy is KNF-ban kell a mag, akkor a tobbi azonossaggal lehet
némi id6ét sporolni.

Haladodknak : az implikaciét nem muszdj kifejezni, de az
implikaciora vonatkozé kvantorkihtzasi torvények egy kicsit
bonyolultabbak. Az ekvivalenciat mindenképpen ki kell fejezni
legaldbb implikaciéval, mert nincs ra vonatkozo6 kvantorkihlzasi
torvény.

F =5 vx [Ty p(X,y)[=]d(C1,C2)] A 3vy [Wa r(v2,v1) V d(cs, V)] =
= Vx [-3y p(X,y) vV a(cy,C2)] A Tvy [VVa r(va,v1) Vd(cs,Vvi)] =



4. Prenex alakra hozas

"Kvantorkihlzasi" térvények:

@ —VxF (x) = Ix—F(x)
@ —3IxF (X) = Vx—F(x)
@ F vQOxXG(x) = Qx(F Vv G(x)), ahol Q =V vagy 3 és
X ¢ FreeVar(F)
@ QxG(x) VF = Qx(G(x) VF), ahol Q =V vagy 3 és
X ¢ FreeVar(F)
@ F AQxG(x) = Qx(F A G(x)), ahol Q =V vagy
Jésx ¢ FreeVar(F)
@ OQxG(x) AF = Qx(G(x) AF), ahol Q =V vagy
Jésx ¢ FreeVar(F)
Szerencsére a kiigazitottsag miatt az x ¢ FreeVar (F) (azaz,
hogy x nem fordul el szabadon F-ben) mindig teljesulni fog,
arra kilén nem kell figyelni.



A példa folytatasa

F =s

= Wx [ﬁ pP(x,y)V Q(Cl,Cz)] A Ve[ W2 | r(v2,v1) V a(cs,vi)] =
= W[ Wy [-p(x,y) V a(C1, €2)] A VeV, [r(V2,v1) V g(Ca, V)] =

= VX [ﬁp(x,y) V g(C1,C2)] A AviVVa [r(ve,v1) Vd(cs,vi)] =

= {[ﬁp(x,y) Vv q(C1, C2)] A ViV [r(v2, V1) Va(cs, vi)]} =
= VX WY {[-P(X,Y) V a(C1, C2)] A[viWa | [r(v2,v1) V g(ca, va )]} =
= VX Vy3viWo{[-p(x,y) vV a(c1,C2)] A [r(v2,v1) V A(Cs,V1)]}

Nem ez az egyetlen j6 megoldas! Pl. 3viVvovx Vy{...} vagy
vy YxVVoVy{. . .} is elképzelhetd. S6t minden kvantorsorrend
melyben V¥x megel6zi Vy-t és dv; megeldzi Vv,-t. Ez a sorrend
azonban biztos, mert a kvantorkihzasokkal nem lehet az egyik
kvantorral a masikat ,atugrani”.



5. Skolemizacio

Az egzisztencidlisan lekotott valtozok az el6ttiik univerzalisan
kvantifikaltak Uj agynevezett Skolem-fiiggvényével
helyettesitend6k.
Az egységesités kedvéért a Skolem-fliggvények szimbdélumai
legyenek a kovetkezok (de Ujak!):

@ nulla valtozésok (konstansok): ¢4, Co, ...

@ egy valtozosok: eq, e, ...

@ két valtozosok: kq, ks, . ..

@ harom valtozésok: hy, hy, ...

@ négy valtozdsok: nq,no, ...
F =5 vx [ 3ve [7va{[=p(x, y)Va(cr, c2)IA [r(v2, vi)va(cs, vi)l}-
Az egyetlen egzisztencialis kvantor 3v; melyet Vx és Vy

univerzalis kvantifikaciok el6znek meg.
Ezért v; helyére ki (x,y)-t kell bevezetnunk.

F =s VX VyWo{[-p(X,y)Va(c1,C2)]A [r(V2, ki (X, y))Va(cs, ki (X, y))]}-
e 4 4444



6. A Skolem-fliggvenyek valtozoktél valo fliggésegsei

szukségességének vizsgalata

Magyarul: szikséges-e, hogy a példaban ki (x,y) mind az x,
mind az y valtozotol fuggjon?
Valasz: most nem, mert ha a

v VXYV YY{. ..}

prenex alakon végeznénk a skolemizaciot, v,-et nem elézné
meg sem x semy.

Ezért a példaban, ki (x,y) helyett egy k; konstans (vagy ha
valakinek jobban tetszik c,) is irhat6 lenne.

Szabdly: Egy f(x1, Xz, ..., Xy) Skolem-figgvény x;-t6l vald
fllggése pontosan akkor hagyhaté el, ha a skolemizacié el6tti
formulaban nincs olyan atomi formula , melyben x; és az
f(x1,X2,...,Xn)-nel helyettesitett valtozo6 egyditt eléfordulna.
Hazi feladat: FZ2 II/5 és 7.



