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Zérusrendu logika mas néven itéletkalkulus

» valtozék: p, q, r, ...

» logikai jelek: T, |, =, A, V, —, <.
A formulak interpretacidjakor (értelmezésekor) a valtozék
mindig logikai igaz vagy hamis (0 vagy 1) értéket vesznek

fel. A logikai jelek értelmezése mindig a szokasos.
Pl. Az F = p — (q A r) formula értéke

» igaz,hap=0,g=1,r=1¢s
» hamis,hap=1,9q=0,r=1.

Az itéletkalkulus csak a logikai muiveletek torvényszerisegeirdl
tud beszeélni. Példaul mindig igaz, az un. ,kontrapozicio elve”:

(p—q) = (=9 — —p)

,2Ha fuj, akkor esik” ugyanaz, mint a ,ha nem esik, akkor nem is
fuj”.

ElsGrendl logika mas néven predikatumkalkulus

» valtozék: x, y, z, ...
» fuggveény szimbdlumok:
» konstansok: ¢, d, ...
» tdbbvaltozosak: f, g, h, ...
» predikatum szimbdlumok: P, Q, R, ...

» logikai jelek: T, |, =, A, V, —, <, V, 4.

A formulak interpretaciojakor (értelmezésekor) a valtozok egy
tetszéleges A objektumhalmazbdl veszik fel értékeiket. A
logikai jelek értelmezése mindig a szokasos, a predikatum
szimbdlumok és a flaggvény szimbolumok értelmezése szintén
tetszbleges.

Példaul ugyanaz az f kétvaltozos fuggveny szimbolum az egyik
modellben jelentheti az egész szamok 6sszeadasat egy masik
modellben pedig két halmaz metszetét. Természetesen az
objektumok halmaza az els6 modellben az egész szamok, a
masodikban pedig a halmazok.




Az elsorendu logika modelljei |

A modell, amelyben a formulakat értelmezzik adja meg
» az objektumok halmazat

» a fuggveény szimbdolumok és a predikatum szimbdolumok
jelentését, azaz, hogy az objektumok halmaza felett milyen
konkrét fuggvényt vagy predikatumot kell kiszamitani, a
formula kiértékelésekor

» a valtozok értékét (csak a formula szabad valtozdinak az
értéke szukséges a kiértékeléshez.)

Az elsbrendl logika a a modellek (szamok, halmazok, pontok,
stb.) tulajdonsagairdl, toérvényszerliségeirdl is tud beszélni,
benne a matematika jorésze formalizalhato. Példaul:

prim(x) < Vy(osztja(y,x) — (y =1V y = X)),

Ha a modell objektumai a természetes szamok és a prim és
osztja predikatumok értelmezése a szokasos.

Az elsorendu logika formalisan

Minden logikai rendszer definialasakor két dolgot kell
megadnunk:

Szintaxis: Melyek a szabalyos formulak?

Ennek nem tulajdonithato jelentés, csak formalis szabalyok.
Szemantika: Mikor igaz egy formula egy adott modellben?
Ez hatarozza meg a formulak jelentését, az igazsag, logikai
kOvetkeztetés fogalmat.




Az elsorendu logika szintaxisa I.

|. Jelkészlet mas szdval logikai nyelv v. elsérend( nyelv:
» valtozok: x, y, z, ...

» fliggvény szimbdlumok:

» konstansok: ¢, d, ...
» tObbvaltozosak: f, g, h, ...

» predikatum szimbdlumok: P, Q, R, ...
» logikai jelek: T, |, =, A, V, —, <, V¥, 3
» egyeéb jelek: zardjelek, vesszo.

Az elsorendu logika szintaxisa Il.

Il. Termek mas szdval kifejezések:
1. Minden valtozé term.
2. Minden konstans term.

3. Termekbdl figgvény szimbdlumok alkalmazasaval ujabb
termek képezhetbk. Természetesen a fliggvény szimbdlum
aritdsanak (a valtozéi szamanak) a tiszteletben tartasaval.

Pl: f(x,9(g(c))) term, ha x valtozo, ¢ konstans, f kétvaltozoés, g
pedig egyvaltozos fuggveny szimbolum.

lIb. Alaptermek mas szoval ground termek:

Olyan termek, melyekben valtozé nem fordul elé. Azaz csak
konstansokbdl és fliggvény jelekbdl épullnek fel.

Pl: g(f(c, c)) alapterm az el6bbi feltételek mellett.




Az elsorendu logika szintaxisa lll.

lll. Atomi formulak:

A predikatum szimbolumokba termeket beirasaval kapott
kifejezés. PI: P(x, g(c), c),

ha P haromvaltozds predikatum szimbdlum, g egyvaltozos
figgvény szimbdlum, x valtozd, ¢ pedig konstans.

V. Formulak:

1. Minden atomi formula formula.

2. Formuldkbdl a —, v, A, —, <, V, 3 logikai mlveletekkel
ujabb formulak képezhetdk.

Természetesen a kvantorok alkalmazasahoz valtozé is kell. PI:
Vy(P(x,g(c),c) v -P(c,c,c)) formula, a fenti feltételek melett,
ha y is valtozo.

Az nem szlikséges, hogy a kvantor y valtozdja el is forduljon a
reszformulaban, amire a kvantort alkalmazzuk.

Feladatok

Alap feladattipusok |I.

» elsérendi nyelvek jelkészlete (pl. predikatumok és fgv-ek
kilénbsége)

» aterm és alapterm fogalma, termek kulénb6z6 jeldlései
(normal, lengyel, forditott lengyel, fa)

» atomi formulak és formulak, miveletek precedencia
szabalyai

» kvantorok, kvantorok hataskoére, szabad és kotott valtozo
el6fordulasok, szabad és kotott valtozok

» természetes nyelvi mondatok formalizalasa elsérend(
formulakkal




Feladatok |

1. LZ 2.1. alapjan

Legyen a valtozok halmaza Var = {x1, X2, ...}, a fUggvény

szimbdlumok halmaza Fgv = {f, g, h, ¢}, ahol f ragngja 1, g

rangja 2, h rangja 3, c rangaja 0 (azaz c konstans szimbolum).

A predikatum szimbdélumok halmaza legyen Pred = {P, Q, R},

ahol P rangja 1, Q-é 2, R-é 0. Termek-e az alabbi szavak?
(g(X1 , X2)) IGEN

) f(9(x3), h(Xq, X2, X3)) NEM, f egyvaltozds, g pedig 2!

C) g( ( (C)), h(XQ}XQJ XQ)) IGEN

d) c IGEN

e)R NEM, R predikatum szimbdlum

f) Ix9(f(xq), X2) NEM, kvator a formulak képzéséhez kell.

9) f(x1) + g(x1, X2) NEM, + nem szerepel a jelkészletben.

h) g(x1, Q(R, R), f(x2)) NEM, Q(R,R) nem term, még csak

nem is formula.

Feladatok I

2. LZ 2.4. alapjan

Az el6z0 feladat jeldléseit hasznalva elsérendd formulak-e az

alabbiak?

a) Q(f(f(x1)),c) IGEN, ez atomi formula

b) P(c) — Vx3(P(x1) A R) IGEN, de nem atomi formula

c) Q(P(xq),f(x2)) NEM P(x;) nem term

d) f(g(x1,x2)) NEM, ez term

e) Qx1P(xq) NEM, Q nem kvantor

f) Alxy P(g(x1, X1)) NEM, a 3! rviditést nem engedtik meg
9) RAVX1xQ(X1,X2) NEM, hianyzik egy kvantor

h) Vx1(3xP(x1) A Q(x1, X2)) IGEN, x> szabad valtozo!

i) =P(xq) — VeP(g(c, x1)) NEM, ¢ nem valtozé

) 3

n(P(xy) Vv P(Xg) .V P(Xn) V =P(Xn—1)) NEM, n nem
valtozo, és ... sem megengedett.

|




Logikai muveletek precedencia sorrendje

Balrol jobbra cs6kkend erGsseg szerint:

—

\ A V — o
J

Az unaris muveletek (—, V, J) egyforma erésen kétnek, hiszen
két unaris mlivelet esetén, értelemszeriien a jobbralevd
eredményére alkalmazzuk a balra levét. PI.
Vx-3yP(x) = Vx[~(IyP(x))]
Bar nem koételezd, én azért v és A esetén ki szoktam rakni a
rardjelet, azaz pl. Av B A C esetén, AV (B A C)-t irok, hogy
félreérthetetlentl megkulénbdztessem (A v B) A C-16l, ahol a
zardjel nem hagyhato el.
Azonos binaris milveletek esetén:
> A, V €s < asszociativ, kdztlk a zardjelezés tetszbleges,
igy elhagyhato
» — nem asszociativ, itt a megallapodas, a jobbrdl
zardjelezés,azazA—- B —-C=A— (B— C)

Feladatok Il

3. LZ 2.7. Ezentul a kdvetkez0 jeldléseket fogjuk hasznalni:
predikatum szimbdlumok: P, Q, R, .. ., fliggvény szimbolumok:
f,g.h,..., valtozok. x,y, z, ..., konstansok c,d, e, valamint
ezek indexelt valtozatai. Mindig felteszzik, hogy a predikatum
és fuggveény szimbdlumok olyan aritasuak, ahogy a formulaban
szerepelnek. Soroljuk fel az alabbi formulak 6sszes
reszformulajat! Melyek kozuluk a kozvetlen részformulak?

a) Vx(Vy(P(x) — Q(x.y))
b) (P(x) — -3xVyQ(x,y)) — VzQ(x,y)

)

¢) Q(f(x),g(y,x))

d) —[(3x(P(x) — Q(x,y)) A (Q(y,Xx) — R(x))) — Vx(=P(x))]
d) megoldasa (a tobbi HF!)

P(x), Q(x,y), Q(y, x), R(x) atomi formulak.

P(x) — Q(x,y), Ix(P(x) — Q(x,y)), Q(y, x) — R(x)

Ax(P(x) — Q(x,y)) A (Q(y, x) — R(x))

-P(x) és Vx(—=P(x))

(Ix(P(x) — Q(x,y)) A (Q(y, x) — R(x))) — Vx(=P(x)) k

€s az egész formula.

Yy v vy vy v Y




Feladatok |V

4. LZ 2.8.
Jeldljuk be az egyes kvantorok hataskaéret!

a) vx(3yQ(f(x), h(y, x,z)) — P(x))
b) Vx(P(x) Vv —-3xQ(x, g(x, x))) A IxP(f(f(x)))
c) Ix(P(x) v Vvy-Q(g(x,y),y) A IxP(x))
d) IxVyP(x) VvV =P(x)

d) megoldasa
x| Vy| P(x) ||V =P(x), igy x szabad valtozé (paraméter).

Feladatok |V

5. LZ 2.9. alapjan

Jeldljuk be az alabbi formulakban, hogy mely kvantor melyik
valtozot koti, és hatarozzuk meg a formula paramétereinek
(=benne szabadon (is) el6forduld valtozok) halmazat.

a) IxvyQ(x,y) Vv P(x)

b) VXxQ(z) < Yy3yQ(x,y) A Q(y, X)

c) (VxP(x,y) — VyR(x,y)) A P(c)

d) ~3z(Q(z, z) A R(f(y, 2)))

e) Vx(VyP(x,y,z) — Q(x,y))

f) Vy3z(P(x,y,z) — Ix¥VxQ(z, x))

9) IxVy(P(x) Vv Q(x,f(y))) — VyQ(x,y)




Feladatok IV
g) megoldasa
» IxVy(P(x) vV Q(x, f(y))) — YyQ(x, y)
» X VY (P(x)V Q(x,f(¥))) || — V¥ Q(x,y)

» az elsd Vy az y valtozo elsd eldfordulasat koti

» az elsd dx az x valtozo elsd és masodik el6fordulasat kot
» a masodik Yy az y valtozé masodik el6fordulasat koti

» x utolso el6fordulasa szabad, igy x az egyetlen paraméter.
» A kétési viszonyok jeldlését lasd a tablan.

Hazi feladat

HF, a kimaradt példak.

Kévetkez6 gyakorlatra:

Az Uj el6adas anyaga.

A Dr. Fulép Zoltan: Gyakorlé feladatok a "Logika a
szamitastudomanyban" targyhoz Il. "Predikatumkalkulus" c.
feladatsorbdl: I/1, 2, 3, 5,7, 8, 9, 12.

Letdlthetd:
www.inf.u-szeged.hu/~fulop/logika/feladat2.ps




Ismétlés

Elsérendi modellek
Legyen L = (Var, Fgv, Pred) egy els6rendd logikai nyelv.

» Az A = (U, I, ) harmas L-tipusu elsérendu struktura
vagy elsérendii modell, melyben

» U tetszOleges nemures halmaz, az alaphalmaz vagy
univerzum vagy a struktura tartéhalmaza;
» | az interpretacio, mely
» minden f € Fgv fuggvény szimbolumhoz, melynek rangja
n> 0egy I(f) : U" — U valodi fliiggvényt rendel, és
» minden P € Pred predikatum szimbdlumhoz, melynek
rangja n > 0 egy I(P) : U" — {0, 1} valodi predikatumot
rendel;
» ¢ : Var — U pedig a valtozé hozzarendelés vagy valtozo
kiértékelés, mely minden x valtozénak egy U-beli ¢(x)
értéket ad.

Ha nincsenek szabad valtozok egy formula kiértékelésekor,
akkor a harmadik, ¢ komponens elhagyhaté a modellbdl.

Feladatok |

FZ21/5

Az alabbi A = (U, /) strukturak kézil melyik modellje az

Ix3y3dz(p(x,y) Ap(z,y) A p(x,z) A -p(z, x)) formulanak?

a) U={0,1,2...}(= N), minden m,n € N-re I(p)(m,n) = 1
akkor és csak akkor, ha m < n.

IGEN. Ay .1 y..3 7o) modellje a formula magjanak, hiszen

X=1<y=38,z=2<y=3ésx=1<z=2,de nem

Z=2<X=1,

b) U =N, minden m,n € N-re I(p)(m, n) = 1 akkor és csak
akkor, han=m+ 1.

NEM.x+1=y,z+1=y,x+ 1=z egyszerre nem

teljesulhet.

c) U =2 minden A, B C N-re I(p)(A, B) = 1 akkor és csak
akkor, ha A C B.

IGEN. A1}, y—{12,3},2{1,2}] Modellje a formula magjanak.




Feladatok I

FZ2 I/1 Minden formulahoz adjunk meg egy olyan strukturat,
amely modellje és egy olyat amely nem modellje a formulanak.

a) F =VxVyP(x,y,f(2))
Legyen mondjuk Ay = (N4, /,¢), ahol

I(P): N8 — {0,1}, [I(P)(a,b,c) = {

(Va,b,c € N -re)

I(f): Ny — Ni, [(f)(t):=t+1, (Vt € N -re)

¢(z) =1, kilénben ¢ tetszbleges.

Ekkor VxVyP(x,y,f(z)) = ,VxVy e Ny -re x+y > 1+ 17 igaz,
azaz Ay = F.

De ha A, = (N4, I, ¢') ugyanaz a modell kivéve, hogy

¢'(z) = 18, akkor ,VxVy € N -ra x + y > 13+ 1” nem igaz,
azaz A> = F , A> nem modellje F-nek.

1, haa+b>c
0, kiilonben,

Feladatok IlI

(HF megoldassal)

FZ2 1/1 Minden formulahoz adjunk meg egy olyan strukturat,
amely modellje és egy olyat amely nem modellje a formulanak.

b) F =VxVy((p(x,y) Ap(y; X)) = x =y)
A formula a p relacio antiszimmetrikus tulajdonsagat fejezi ki.
A‘l — (Za la (,0):

1haa<b

BT _ < ;
ahol I(p) : Z {0,1}, I(p)(a,b) { O kiilEben modellje

a formulanak, Va, b € Z-re, ¢ tetszlleges.
De A, = (2,1, ), ahol I(p) : 2N x 2N — {0,1},

[ 1 haAnB#0 N &
I(p)(A, B) = { 0 kiilonben | VA, B € 2"-re, ¢ tetszlleges.

Nem modellje a formulanak.




Feladatok IV

FZ2 I/1 Minden formulahoz adjunk meg egy olyan strukturat,
amely modellje és egy olyat amely nem modellje a formulanak.

¢) F=¥x3y(ily)=xn-3z(flz) =X (¥ = 2)))

A formula azt fejezik ki, hogy az f figgvény bijektiv fuggvény,
azaz szurjektiv (= minden elem képpé valik) és injektiv
(=kU1l6nbdz6 elemek képe is kuldnb6z0).

Ezért egy modell akkor és csak akkor elégiti ki az F formulat,
ha benne az f fUggvényt bijektiv fUggvénynek interpretaljuk.
Részletesen HF.

Feladatok V

FZ2 1/2. Adjunk meg olyan kielégithetd formulat, melynek
barmely modellje legalabb harom elemdi!
Ha az egyenldséqg relacié hasznalhaté:

AxTyAz(-(x = y) A =(x = 2) A=y = 2))

Ha csak egyvaltozds (azaz monadikus) predikatum
szimbolumok hasznalhatok:

Ax3y3z(P(x) A =P(y) A=P(z2) A Q(y) A ~Q(2))
FZ2 1/3. Adjunk meg olyan kielégithetd formulat, melynek
barmely modellje legfeljebb két elemu! Az = relacio
hasznalhato.
YXYYYZ((X = Y)V (X = Z) V (¥ = 2))

Vagy
Yx{{x =©)V (x= d)).




Feladatok VI

(Nem kotelezd)

FZ21/9. Legyen A = (U, ),
F =Vx=p(x,x) A\VxVyVz((p(x,y) A p(Y,2)) — p(X, 2))

és A= F.

Tartalmazhat-e az /(p) relacié grafja az U halmazon kért? A
valaszt indokoljuk!

(Az I(p) relacié grafjaban a szégpontok U elemei és
tetszlleges uq, u> € U esetén uy-bdl us-be pontosan akkor
vezet él, ha I(p)(uy, u») igaz.)

Indirekt modom igazolhaté. Ha uq, uo, . .., Uy = Uy kor lenne
I(p) grafjaban, akkor a tranzitivitds tébbszéri felhasznalasaval
azt kapnank, hogy /(p)(uy, uq) is teljesul, ellentmondva F-nek.

Feladatok VIl

FZ2 1/12. Adjunk meg olyan kielégithetd formulat, amelynek
minden modellje végtelen!
Néhany lehetséges megoldas:
» A modellben szerepel egy f egyvaltozos fuggveny, mely
injektiv, de nem szurjektiv, ilyen figgvény ugyanis véges
halmaz felett nem Iétezhet. (Miért?) Formulaval kifejezve:

VxVy(f(x) = f(y) — x = y) A =Vy3x(f(x) = y)

» A 9. feladat F formulajahoz még adjuk hozza, hogy

AVX3yp(X,y)

» A 9. feladat F formuldjahoz még adjuk hozz4, hogy
AVYXp(X, f(X))

» Ld. Ivan Szabolcs: Elsérendl szemantika (gyakorlat) VI.
feladat.

www.inf.u-szeged.hu/~szabivan/download
/logika/feladatokl.pdf




Feladatok VIII

LM 11.4/9. Legyen egy nyelvben S és P haromvaltozds
predikatum szimbolum, e felett a nyelv felett tekintsik a
kdvetkezé strukturat A = (N, /), ahol

I(S)(x;y.z) =1 & X+y=2z
I(P)(X’y’Z)Z.I = X-y=2

Adjunk meg olyan egyetlen x szabad valtozot tartalmazé
formulakat, melyek akkor és csak akkor igazak .4-ban, ha

a) x =0; N(x) :=VyS(x,y,y);

b) x =1; E(x) :=VyP(x,y,y);

g) X =2 K(x) :3( (2) A S(z, z, x);

d) x paros; Ps(x) := 3yS(y, y, x);

e) x paratlan; Ptl(x) := P s(x);

f) x prim; R(x) := —E(x) AVyVz(P(y,z,x) — E(y) V E(2));
Feladatok IX

LM 11.4/10. Az el6z6 feladat feltételeit megtartva adjunk olyan
formulakat, amelyeknek két szabad valtozoéja x és y és
amelyek pontosan akkor igazak az .A modellben, ha

a) x =y,
b)
C) X ¥
d) x osztdja y-nak;
e) x es y ikerprimek.
Megoldasok.
a) x =y :=Vz2vu(S(x,z,u) — S(y, z,u)),
b) x <y :=3z8(x,z,y);
c) x <y :=3z(-N(z2) A S(x, z,y));
d) O(x,y) :=3zP(x,z,y);
e) I(x,y) = R(x) AR(y) A3z[K(z) A (S(x,z,y) vV S(y, z, x))].




Feladatok X

LM 11.4/11. Adjunk meg olyan formulat, amelynek harom
szabad valtozdja x, y és z, és pontosan akkor igaz a 11.4/9.
feladatban megadott .4 modellben, ha

a) z az x és y legkisebb k6z6s tObbszorose;

b) zaz x és y legnagyobb k6zds osztoja.

a) megoldasa

JuP(x, u, z)AIVP(y, v, Z)A VtH{[FuP(x, u, t)AJvP(y, v,t) — (z < t)]

b) HF.

Feladatok XI

LM 11.4/12. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott A modellben, azt fejezi ki, hogy
a) az 6sszeadas kommutativ;
b) az dsszeadas asszociativ;
c) a szorzas kommutativ;
d) a szorzas asszociativ;
e) az 6sszeadas disztributiv a szorzasra nézve;
f) a primszamok halmaza végtelen;

)

g) minden szam el6all négy négyzetszam 6sszegekeént (ez a
négy-négyzetszam-tétel);

h) két nullatdl kilénbdzé szamra létezik legkisebb kézds
tdbbsz6rds és legnagyobb k6zds 0szto.

d) VXVyVzVu VuVviVvo (P(X, y, uy) A P(uq, z, us) A

P(y,z,vi) A P(X, Vi, Vo) — U = Vo)

f) Vx3y(x <y AR(y))




Feladatok Xl (HF)

LM 11.4/13. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott .A modellben, azt fejezi ki, hogy

a) nem létezik a szorzasnak egységeleme;

b) a primszamok halmaza véges;

c) minden szam elGall két négyzetszam 6sszegeként;
d) minden szamnal van kisebb szam;

e) létezik legnagyobb természetes szam.

lgazak-e ezek a mondatok .A-ban?
LM I1.4/14. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott .4 modellben, azt fejezi ki, hogy

a) az ikerprimek halmaza végtelen;

b) minden kettdnél nagyobb paros szam keét primszam
0sszege.

Megjegyzés. A fenti két allitas a szamelmélet két hires a maig
napig bizonyitatlan sejtése az ikerprim-sejtés és a
(paros) Goldbach-sejtés.

Feladatok XlII (HF)

LM 11.4/15. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott .4 modellben, azt fejezi ki, hogy a

3x° +2x+1=0

egyenletnek pontosan két kiilénb6zd gydke van

LM I.4/16. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott .4 modellben, azt fejezi ki, hogy a
kévetkezb egyenletrendszernek nincs megoldasa:

3Xx—y=0,
Xy =2,




Formalizaslas (levelezb6sdknek nem koételezd)

SGY2 2.3.(ii)

Formalizaljuk az alabbi kbvetkeztetéseket és allapitsuk meg,
melyik helyes, melyik nem! Valaszunkat indokoljuk meg!

Az ilyen alaku kdvetkeztetéseket kategorikus
szillogizmusoknak nevezzik, a feltételek neve: premissza, a
kdvetkezményé: konkluzié.

Ezeket egy vizszintes vonallal szoktuk elvalasztani egymastal.
Példaul:

(1) Minden ember halandé

(2) Szokratész ember

(3) Tehat Szokratész halando.

Megoldasa

Egy lehetséges megoldas

» Univerzum (individuum tartomany): minden objektum
» Predikatum szimbolumok:

» E(x): x ember,

» H(x) : x halandé

» Fuggvény szimbdélumok: s : Szokratész (konstans)

(1) Minden ember halando6:  Vx(E(x) — H(x))
(2) Szokratész ember: E(s)

(8) Tehat Szokratész halando:  H(s)
lgaz-ez a kdvetkeztetés?

Kdénnyen lathatd, hogy a kdvetkeztetés helyes.




Meg eqy példa

SGY2 2.3.(ii) / (14)
Bolond aki megcsinalja. En nem csindlom meg. Tehat nem
vagyok bolond.

» Univerzum (individuum tartomany): az emberek
halmaza

» Predikatum szimbolumok:

» B(x) : x bolond,
» M(x) : x megcsinalja.

» Fuggvény szimbdlumok: e : én (konstans)

(1) Bolond, aki megcsinalja. masként: Mindenki, aki

megcsinalja az bolond. Vx(M(x) — B(x))
(2) En nem csinalom meg. -M(e)
(3) Nem vagyok bolond: -B(e)

A kovetkeztetés nem helyes. Ha én bolond vagyok €s nem
csinalom meg, attél még az elsé mondat igaz marad. Hiszen az
els6 mondat csak azokrdl beszélt, akik megcsinaljak.

Tovabbi példak (HF)
SGY2 2.3.(ii)

» Minden holld fekete. Ez a kréta nem fekete. Tehat ez a
kréta nem holld.

» Nincs tokéletes ember. Minden goérég ember. Tehat
nincsen olyan gordg, aki tokéletes.

» Van olyan férfi, akinek minden né teszik. Tehat minden né
tetszik valakinek.

» Nincs olyan férfi, aki legalabb egy nének ne tetszene.
Tehat minden nének teszik valaki.

» Nincs olyan férfi, aki legalabb egy nének ne tetszene.
Tehat minden férfi tetszik valakinek.

» Minden gazdag né csunya. Tehat minden szegény n6
szeép. (Itt szegény és gazdag, szép €s csunya legyen
egymas ellentéte.)

» Tovabbi példak a Serény jegyzetben ...




Néhany megoldas
SGY2 2.3.(ii)
Minden holl6 fekete. Ez a kréta nem fekete. Tehat ez a kréta
nem holld.
» Univerzum: minden targy és éldlény
» Predikatum szimboélumok:

» H(x) : x holld,
» F(x): x fekete.

» Flggveény szimbdolumok: ¢ : ez a kréta (konstans)

(1) Minden hollé fekete. Vx(H(x) — F(x))
(2) Ez a kréta nem fekete. —-F(c)
(3) Ez a kréta nem hollo: -H(c)

A kovetkeztetés helyes.

Ugyanez mashogy

Tobbféle j6 formalizacid elképzelhatd. Pl.

» Univerzum: minden targy és élélény

» Predikatum szimbolumok:
» H(x) : x hollé,
» K(x): x kréta,
» F(x): x fekete.

» Fuggvény szimbolumok: c : ez (a targy amirdl

beszélink, konstans.)

(1) Minden holl¢ fekete. Vx(H(x) — F(x))
(2) Ez a kréta nem fekete. K(c) x—F(e)
(3) Ez a kréta nem holl6: K(c) A -H(c)

A kOvetkeztetes igy is helyes.
Majd késbbb tanuljuk, hogyan lehet ilyen kdvetkeztetéseket
rezolucidval be is bizonyitani ...




Na meég egyet ...
SGY2 2.3.(ii)

Nincs olyan férfi, aki legalabb egy n6nek ne tetszene. Tehat
minden ndnek teszik valaki.
» Univerzum: minden ember.
» Predikatum szimboélumok:
» N(x): x nd.
» F(x): x férfi.
» T(x,y): x-nek tetszik y.
(1) Nincs olyan férfi, aki legalabb egy nének ne tetszene.
=3X[F(x) A=3y(N(y) A T(y, x))]

(2) Tehat minden nének teszik valaki.

Vy(N(y) — 3xT(y, x))

lgaz? A kdvetkeztetés nem helyes, példaul elképzelhetd, hogy
egyaltalan nincsenek férfiak, de nék vannak, és senki nem
tetszik senkinek ... Vagy csak két né van, az egyiknek minden
férfi tetszik, a masiknak senki sem.

Hazi feladat

» HF, a kimaradt példak és meg FZ2 1/7, 8, 13.

» A formalizalas gyakorlasahoz mindenkinek ajanlott még
megoldani a KKK I. 18 példat. A feladatgydjteményben ott
a megoldas. Még késbbb is szlikség lesz ra.

» HF, a természetes szamokra vonatkozo formulak felirasa,
az eléadason bevezetett jelkészlettel (amikor a
muveletek + és - fliggvény szimbdlumkeént és nem az S és
P predikatum szimbdlumokkal vannak kifejezve. Ugye
mennyivel kdnnyebb pl. LM 11.4/15. és LM 11.4/16.?

» HF* (nehezebb példak): FZ2 1/6, 14 és mutassuk meg,
hogy FZ2 1/14 nem igaz, ha F = dx; ... dx,F* alaku, vagy
ha F* tartalmaz fuggveny szimbdlumot.

» Szlkséges az el6adas tovabbi részének ismerete,
kGléndsen a kielégithetéség, tautoldgia, logikai
kOvetkezmény forgalma.

» Az FZ1 "[téletkalkulus" c. feladatsor is kell majd:
www.1inf.u-szeged.hu/~fulop/logika/feladatl.ps




A szemantika alapfogalmai |.

Egy F els6rendd formula

» tautoldgia (azonosan igaz), ha barmely modellben igaz,
azaz VA strukturara A = F;

» kielégithetd, ha Iétezik modellje, azaz 3.4 struktura,
melyre A = F;

» kielégithetetlen (azonosan hamis), ha nem létezik
modellje, azaz VA strukturara A (~ F.

Allitas
1. F kielégitheté & —F nem tautoldgia;
2. F tautologia < —F kielégithetetlen.

Osszefoglald abra és példak a tablan.

Az itéletkalkulus a predikatumkalkulus specialis esete

Az itéletkalkulus vagy zerusrendl logika, az els6rendu
logikanak (a predikatum kalkulusnak) azzal a specialis esetével
(is) azonosithatd, amelyben nincsenek figgvényszimbolumok
es a predikatum szimbolumok is mind 0 valtozdsak, azaz
logikai konstansok.

Ekkor nincs szukségunk valtozokra és kvantorokra, a modell
fogalma, pedig a konstans predikatumszimbolumokhoz rendelt
0 vagy 1 logikai érték megadasara egyszerisodik:

A :Pred — {0,1}.

Ezért zérusrend( logikaban a konstans
pedikatumszimbodlumokat itéletvaltozoknak a modellt pedig az
itéletvaltozok kiértékelésének, vagy valtozéhozzarendelésnek
is hivjuk. Jeldlése: A(p), a p itéletvaltozo értéke az A
modellben.




FZ1 1/3.

Mutassuk meg, hogy az alabbi formulak tautoldgiak, barmely F
és G formulak esetén!

a) (F— G) < (=FV G);

b) (F — G) « —(F A—=G);

c) (F— G) < (=FV (F A Q));

d) (F — G) « ((—-G) — (—=F)).

c) megoldasa. lgazsagtabla médszerrel:

A sorokban F-nek és G-nek minden lehetséges igazsagértéeke
fel van sorolva.

(F - G |«<|(— F v (F AN Q)
o 1 0 1 i 0 1 0 O O
0o 1 1 1 i 0 1 0 O 1
1 0 0 1 g 1T 0 1 0 0
1 1 1 1 o 1 1 1 1 1

Ha a kimenetben (amit a legktlsé mveleti jel alatt van)
» mindig 1 szerepel & a formula tautoldgia;
» van 1-es & Kielégitheto;
» mindig 0 szerepel < kielégithetetlen;

Példak elsdrendl logikaban

Dontsuk el, hogy az alabbi formulak melyik kategoriaba esnek:
A) tautologiak, B) nem taut., de kielégithetdk, C) kielégithetetlenek.

1. Ixp(x) VvV —-3Ixp(x) A
2 ( ) A =p(y) B
3. Vxp(x) — —3Ixp(x) B
4. Vxp(x) — —3Ix—-p(x) A
5. Vx3yr(x,y) — IxVyr(x,y) B!
6. Ix(p(x) v g(x)) — Ixp(x) v 3xq(x) A
7. vx(p(x) v q(x)) — Vyp(y) vV Vzq(2) B
8. —[vx(p(x) A q(x)) — (Vxp(x) A Vxq(x))] C
9. Vxp(x) — q(y) < Vx[p(x) — q(¥)] B
10. IxVy[r(x,y) < —r(y,y)] C
1. Vx3y[r(x,y) < =r(y, y)] B
12. Vxp(x) AVy(p(f(y)) — a(y)) A3z-q(2) C




FZ1 1/10. Bizonyitsuk be, vagy adjunk ellenpéldat!
a) Ha = (F — G) és |= F, akkor = G;
b) Ha F — @G kielégitheto és F kielégitheto, akkor G is
kielégithetd.
Megoldasok:
a) IGAZ. <ID>(ID=indirekt)
Ha G nem tautolégia = 3.4 modell: A(G) =0
= A(F - G)=0, mert A(F)=1, A(G)=0
= de ez ellentmond annak, hogy = F — G.

b) NEM IGAZ.
Pl. F=p, G =] esetén.

Eqgy kicsit komolyabb feladat (HF)

FZ11/6. Legyenek F és G az itéletkalkulus formulai. Tegyuk
fel, hogy = (F — @), tovabba, hogy F-nek és G-nek nincs
kozos itéletvaltozéja. Mutassuk, meg, hogy ekkor F
kielégithetetlen vagy G tautoldgia. Mutassuk meg, hogy a
bizonyitashoz sziukséges feltenni, hogy ne legyen F-nek és
G-nek k6zds itéletvaltozoja.

Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy
def.

=F— G < VA: Var — {0, 1} kiértékelésre A(F — G) =1
& VA kiértékelésre (A(F) = 0 vagy A(G) = 1)
|. Ha most V.A kiértékelésre A(F) = 0 akkor F
kielégithetetlen.

Il. Ha van olyan A’ kiértékelés, hogy A’(F) # 0 akkor meg
kell mutatnunk, hogy G tautoldgia.




A bizonyitas folytatasa

|I. igazolasahoz, vegyiink egy tetszéleges A kiértékelést.
Mivel F-nek és G-nek nincs k6z0s itéletvaltozdja, készithetlink
egy olyan B kiértékelés melyre

[ A(pi) hap; €Var(F)
4 _{ A(pi) ha p; €Var(G)

Ekkor B(F — G) = 1 mert F — G tautoldgia, de

B(F) = A(F) =1 ezért B(G) = 1. Mivel A(G) = B(G) = 1
teljestl tetszéleges A kiértékelésre, ezért = G.

A nincs kOz0s itéletvaltozojuk feltétel valoban sziikséges. Pl.
F=pAqg,G=pesetén = F — G teljesul de F kielégithets és
G nem tautoldgia.

Formulahalmazok kielégithetosege

Formulak egy > halmaza kiekielégithetd ha létezik olyan
modell, mely egyszerre minden elemét igazza teszi, azaz 4.4
modell, hogy minden F € ¥-ra A = F.

FZ1 1/8. KielégithetOk-e a kdvetkez6 formulahalmazok?

a) {p,q,p — r,~r}
b) {P1V pP2,~P2V —P3,P3V P4, P4V —Ps,. ..}

a) NEM. Ha az elsd kettd és az utolso formula igaz egy A
modellben, akkor szikségképpen A(p) = A(q) =1 és

A(r) = 0, de ekkor az implikacié definicidja miatt A = p — r.
b) IGEN.

Legyen példaul A(p;) = { 1 hai paratlan

O hai paros (vagy forditva)




FZ1 1/9. Adjunk példat olyan harom elem( I formulahalmazra
amely kielégithetetlen, de minden két elemi részhalmaza
kielégithetd. Altalanositsuk a példat n elem( halmazra is.

Megoldas:

{p1 < p2,p2 < p3, p3 <= —p1}
Altalanositasa:

{P1 < P2,P2 <> P3,--,Pn—1 < Pn, Pn < —P1}

Logikai kOvetkezmény és ekvivalencia

Legyen X egy formulahalmaz, ekkor ¥ modelljeinek a halmaza
legyen
Mod(X) = {A| A E X}

Egy ¥ formulahalmaznak logikai kdvetkezménye egy F formula,
ha ¥ minden modellje modellje F-nek is. Jeldlése: ¥ = F.

Réviden: ¥ = F < Mod(X) C Mod(F).
Azt mondjuk, hogy az F és G formula ekvivalens, ha F
pontosan ugyanazokban a modellekben igaz, mint G. Jele:

F = G.

Réviden: F = G < Mod(F) = Mod(G).




Alapvetd dsszefuggések

Az itéletkalkulusban

» két formula ekvivalens < igazsagtablazatuk eredmény
oszlopa megegyezik;

» 2 = F < ha azigazsagtablazatokban ha ¥ minden
formulajanak eredmény oszlopa 1, akkor ott F
eredmeynoszlopabanis 1 van.

Allitas.
» F=G< E F« G& —(F < G) kielégithetetlen.;
» ¥ = F & Y U{-F} kielégithetetlen.

FZ1 1/11. els6 rész (nem kételezd)

FZ11/11. Legyen I és A két formulahalmaz, és F és G
legyenek formulak. Bizonyitsuk be a kévetkezoket!
a) Hal = F ésT C A, akkor A = F;
b) T'U{F} = G akkor és csak akkor, hal = F — G.
c) Haru{—-F} = GésTuU{-F} E -G, akkor I = F;
Megoldasok:
a) trivialis, ha A minden formuldja igaz, akkor I'-¢ is.
b) V.A modellre, ha A =T akkor
l.Leset Ha A(F)=0 = AF—-G)=1
ll.eset Ha A(F) =1 = AETU{F}, igylTu{F} = G miatt
A(G) =1.Ezért A(F —- G) =1
c) I = F < I'U{—F} kielégithetetlen. Ez indirekt bizhato:
Tth. ' U {—=F} kielégithet6 < 3.4 modell, melyre
AETU{-F}.
Ha most A(G) = 0, akkor ' U {=F} = G nem teljesul.
Ha viszont A(G) = 1, akkor ' U {=F} |= =G nem teljesl.
ELLENTMONDAS!




FZ1 1/11. masodik rész (nem kbtelezd)
FZ11/11. Legyen I és A két formulahalmaz, és F és G
legyenek formulak. Bizonyitsuk be a kévetkezdket!
d) Halfu{F} = HésT U{G} = H, akkorT U{F Vv G} = H,
e) Hal = F és A = —F, akkor ' U A kielégithetetlen.
Megoldasok:
d) VA modellre A =T U{F V G}

e)

= AETeésAFVG)=1

= AET és (A(F) =1vagy A(G) =1)

= (AETésA(F)=1)vagy (AT és A(G) =1).
Mindkét esetben a feltételek miatt A(H) = 1.

ID Tth. ' U A kielégithet6 < 3A: A=T és A = A.

l.eset Ha A(F) = 0, akkor I' = F nem teljesl.
ll.eset Ha A(F) = 1, akkor A |= =F nem teljesl.

ELLENTMONDAS!!!

Konjunktiv és diszjunktiv normalformara hozas
FZ1 1I/3. ¢ Hozzuk DNF-ra és KNF-re kovetkez6 formulat:

1.1épés:

2.lépés:

(p=q)—(rvs)

F — G helyett -F Vv G

F < Ghelyett (F - G)A(G— F)=(-FVG)A(—-GVF)
(p=q)—(rvs)=-(p—q)V(rvs)=
~((pva)r(-avp)) v(rvs) =

— bevitele
~(FVG)=-FA-G,~(FANG)=-FVv-G,és—~F=F
alapjan.

= [ﬂ(ﬁpv q) vﬁ(ﬂqvp)] V(rvs)= [(ﬁﬁp/\w)v
(—|—:Q/\—|p)] VrIvs=(pA—-qQ)V(GQA—-p)VrVs.

Ez mar DNF, a harmadik Iépésre most nincs szukseg.




Folytatas

A KNF-hez sziikséges meg a

3. Iépés: a disztributivitds hasznalata
KNF-nél a A kivitele: (FAG)VH=(FVH)A(GV H)
alapjan.
DNF-nal a v kivitele: (FV G)AH = (FAH)V (GAH)
alapjan.

(P/\ﬂQ)V(Q/\ﬂp)] VIVs=
(PV Q) A(PV-P)A(~qV @) A(~gV-p)] VrVs=

(eva)r(~av-p)) vrvs=
(pvgVvrvs)A(-pV-qVvrvs) EzmarKNF!

Gyakorolashoz

A FZ1 11/3. feladat megoldasai:
a) (~PV gV r)A(=rvp)A(-rvaq)
(=rA=p)V(=rAq)V(pA—qAT)
b) (=pV gV -r)A(=pV-qVr)
=PV (qA=P)V(GAT)V(PA=GA=r) = =2pV(rAQ)V(=qA—=r)
c) (-pVvV—-qVrvs)A(pvqVvrvVvs)
(-PAQ)V(=gAP)VIVs
d) T (tautologia) (Gres KNF)
pl: p vV —p VIGYAZAT az iires DNF azonosan HAMIS!
e) (~pV gV I)A(=pVaV-r)A(PV-qV-r)A(pVqVr)
(PA=QAN)V(=PAGQA=INV(PA=GA=I)V(PAQAT)
Konjunktiv és diszjunktiv normalformak ellendrzéséhez (és

még sok minden mashoz) ajanlom meg a kdvetkezd linket:
logik.phl.univie.ac.at/~chris/formular-uk.html




Hazi feladat

» HF, a kimaradt példak és még FZ11/1, 2, 4, 5, 12.
» FZ2 1/4.
» HF* (nehezebb példa): FZ1 /7.




