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1. gyak anyaga

Szlikséges elmélet a mai gyakorlathoz

» Eldadas foliak: #12-#21

» Szendrei Agnes: Diszkrét Matematika, Polygon, Szeged
2004, 1. fejezet (1-28. oldal) /ezt ugye mindenki tanulta?/
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SGY2 Serény Gyorgy: Matematikai logika jegyzet, 2. rész:
Predikatum logika
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ZérusrendUl logika mas néven itéletkalkulus

» valtozok: p, q, r, ...

» logikai jelek: T, |, =, A, V, —, <.
A formulak interpretaciojakor (értelmezésekor) a valtozok
mindig logikai igaz vagy hamis (0 vagy 1) értéket vesznek
fel. A logikai jelek értelmezése mindig a szokasos.
Pl. Az F = p — (q A r) formula értéke

» igaz,hap=0,g=1,r=128&s
» hamis,hap=1,9q=0,r=1.

Az itéletkalkulus csak a logikai miveletek torvényszeriségeirdl
tud beszélni. Példaul mindig igaz, az un. ,kontrapozicio elve”:

(p—q) < (—q — —p)

,Ha fuj, akkor esik” ugyanaz, mint a ,ha nem esik, akkor nem is
fuj”.

Elsorendi logika mas néven predikatumkalkulus

» valtozok: x, y, z, ...
» faggveny szimbdélumok:
» konstansok: ¢, d, ...
» tObbvaltozosak: f, g, h, ...
» predikatum szimbdlumok: P, Q, R, ...

» logikai jelek: T, |, =, A, V, —, <, V, d.

A formulak interpretacidjakor (értelmezésekor) a valtozok egy
tetszéleges A objektumhalmazbdl veszik fel értékeiket. A
logikai jelek értelmezése mindig a szokasos, a predikatum
szimbolumok és a figgvény szimbolumok értelmezése szintén
tetszOleges.

Példaul ugyanaz az f kétvaltozos figgvény szimbdlum az egyik
modellben jelentheti az egész szamok 6sszeadasat egy masik
modellben pedig két halmaz metszetét. Természetesen az
objektumok halmaza az els6 modellben az egész szamok, a
masodikban pedig a halmazok.




Az elsorendi logika modelljei |

A modell, amelyben a formulakat értelmezzik adja meg
» az objektumok halmazat

» a flggvény szimbolumok és a predikatum szimbolumok
jelentését, azaz, hogy az objektumok halmaza felett milyen
konkrét fuggveényt vagy predikatumot kell kiszamitani, a
formula kiértékelésekor

» a valtozok értékét (csak a formula szabad valtozéinak az
ertéke sziukseéges a kiértekeléshez.)

Az elsbrendl logika a a modellek (szamok, halmazok, pontok,
stb.) tulajdonsagairdl, térvényszerliségeirdl is tud beszélni,
benne a matematika jorésze formalizalhato. Példaul:

prim(x) < Vy(osztja(y,x) — (y =1V y = x)),

Ha a modell objektumai a természetes szamok és a prim és
osztja predikatumok értelmezése a szokasos.

Az elsorendu logika formalisan

Minden logikai rendszer definialasakor két dolgot kell
megadnunk:

Szintaxis: Melyek a szabalyos formulak?

Ennek nem tulajdonithato jelentés, csak formalis szabalyok.
Szemantika: Mikor igaz egy formula egy adott modellben?
Ez hatarozza meg a formulak jelentését, az igazsag, logikai
kOvetkeztetés fogalmat.




Az elsorendu logika szintaxisa |.

|. Jelkészlet mas szoval logikai nyelv v. elsérend( nyelv:
» valtozok: x, y, z, ...

» faggveny szimbdlumok:

» konstansok: ¢, d, ...
» tObbvaltozosak: f, g, h, ...

» predikatum szimbdélumok: P, Q, R, ...
» logikai jelek: T, |, =, A, V, —, <, V, 3
» egyeb jelek: zarojelek, vesszd.

Az elsorendu logika szintaxisa Il.

Il. Termek mas szoéval kifejezések:
1. Minden valtozé term.
2. Minden konstans term.

3. Termekbdl fliggveény szimbdlumok alkalmazasaval ujabb
termek képezhetbk. Természetesen a fliggveny szimbdlum
aritasanak (a valtozoi szamanak) a tiszteletben tartasaval.

Pl: f(x,g(g(c))) term, ha x valtozo, c konstans, f kétvaltozos, g
pedig egyvaltozos figgveny szimbolum.

lIb. Alaptermek mas szoval ground termek:

Olyan termek, melyekben valtozé nem fordul el6. Azaz csak
konstansokbdl és flggvény jelekbdl éplilnek fel.

Pl: g(f(c, c)) alapterm az el6bbi feltételek mellett.




Az elsorendl logika szintaxisa Il.

lll. Atomi formulak:

A predikatum szimbolumokba termeket beirasaval kapott
kifejezés. Pl: P(x, g(c), c),

ha P haromvaltozds predikatum szimbdlum, g egyvaltozos
flggveény szimbolum, x valtozo, ¢ pedig konstans.

V. Formulak:

1. Minden atomi formula formula.

2. Formulakbol a -, v, A, —, <, V, d logikai mUveletekkel
ujabb formulak képezhetdk.

Természetesen a kvantorok alkalmazasahoz valtozé is kell. PI:
Vy(P(x,g(c),c) v =P(c,c,c)) formula, a fenti feltételek melett,
ha y is valtozo.

Az nem szlikséges, hogy a kvantor y valtozoja eld is forduljon a
részformulaban, amire a kvantort alkalmazzuk.

Feladatok

Alap feladattipusok I.

» elsbrendl nyelvek jelkészlete (pl. predikatumok és fgv-ek
kilénbsége)

» aterm és alapterm fogalma, termek kilénb6z6 jeldlései
(normal, lengyel, forditott lengyel, fa)

» atomi formulak és formulak, miveletek precedencia
szabalyai

» kvantorok, kvantorok hataskoére, szabad és kdtott valtozé
el6fordulasok, szabad és kétott valtozok

» természetes nyelvi mondatok formalizalasa els6rendi
formulakkal




Feladatok |

1. LZ 2.1. alapjan

Legyen a valtozok halmaza Var = {xq, o, ...}, a fuggvény
szimbo6lumok halmaza Fgv = {f, g, h, ¢}, ahol f ragngja 1, g
rangja 2, h rangja 3, ¢ rangaja 0 (azaz ¢ konstans szimbdlum).
A predikatum szimbdélumok halmaza legyen Pred = {P, Q, R},
ahol P rangja 1, Q-é 2, R-é 0. Termek-e az alabbi szavak?

a) f(g(x1,%))  IGEN

b) f(g(x3), h(x1, X2, X3)) NEM, f egyvaltozos, g pedig 2!

¢) g(f(F(c)), h(Xo, X0, X)) IGEN

d) c IGEN

e)R NEM, R predikatum szimbdlum

f) Axog(f(x1), X2) NEM, kvator a formulak képzéséhez kell.
g) f(x1) + g(x1, x2) NEM, + nem szerepel a jelkeszletben.
h) g(x1, Q(R, R), f(x2)) NEM, Q(R,R) nem term, még csak
nem is formula.

Feladatok Il

2. LZ 2.4. alapjan

Az el6z6 feladat jeldléseit hasznalva els6rendl formulak-e az
alabbiak?

a) Q(f(f(xq1)),c) IGEN, ez atomi formula

b) P(c) — Vx3(P(x1) A R) IGEN, de nem atomi formula
c) Q(P(x1),f(x2)) NEM P(x1) nem term

d) f(g(x1,X2)) NEM, ez term

e) Qx1P(xq) NEM, Q nem kvantor

f) Ix1P(g(x1,Xx1)) NEM, a 3! réviditést nem engedtik meg
9) RAVX1x%Q(X1, X2) NEM, hianyzik egy kvantor

h) Vx1(3xP(x1) A Q(X1, X2)) IGEN, x» szabad valtozd!

) =P(xq) — VeP(g(c, x1)) NEM, ¢ nem valtozo

j) 3

n(P(xq) v P(Xg) V...V P(xp)V-P(x,_1)) NEM, nnem
valtozo, és ... sem megengedett.

J




Logikai mUveletek precedencia sorrendje

Balrdl jobbra csékkend erésseg szerint:

-

v A V o —
-

Az unaris m(iveletek (-, V, d) egyforma erdsen kétnek, hiszen
két unaris m(ivelet esetén, értelemszer(ien a jobbralevd
eredményére alkalmazzuk a balra levét. Pl.

Vx-3yP(x) = YX[~(3yP(x))]

Bar nem kotelezd, én azért v és A esetén ki szoktam rakni a
rardjelet, azaz pl. Av B A C esetén, AV (B A C)-t irok, hogy
félreérthetetlenl megkulénbéztessem (A v B) A C-16l, ahol a
zarojel nem hagyhato el.

Azonos binaris muiveletek esetén:

> A, V és « asszociativ, kbztlk a zarojelezés tetszlleges,
igy elhagyhaté

» — nem asszociativ, itt a megallapodas, a jobbrdl
zarbjelezés,azazA—-B—-C=A— (B— C)

Feladatok IlI

3. LZ 2.7. Ezentul a kdvetkez0 jeldléseket fogjuk hasznalni:
predikatum szimbdolumok: P, Q, R, ..., figgvény szimbolumok:
f,g,h,..., valtozok. x,y,z,..., konstansok c, d, e, valamint
ezek indexelt valtozatai. Mindig felteszzlk, hogy a predikatum
és fuggveény szimbolumok olyan aritasuak, ahogy a formulaban
szerepelnek. Soroljuk fel az alabbi formulak ésszes
részformulajat! Melyek k6zullk a kézvetlen részformulak?

a) Vx(vy(P(x) — Q(x,y))
b) (P(x) — —3xvyQ(x,y)) — —VzQ(x,y)
c) Q(f(x), g(y,x))
d) —[(3x(P(x) — Q(x,y)) A (Q(y,x) — R(x))) — Vx(=P(x))]
d) megoldasa (a tébbi HF!)
» P(x), Q(x,y), Q(y, x), R(x) atomi formulak.
> P(x) = Q(x,y), Ix(P(x) — Q(x,y)), Qly, x) — R(x)
Ix(P(x) — Q(x, y)) A (Q(y, x) — R(x))
—P(x) és Vx(—P(x))
(Ix(P(x) — Q(x,y)) A (Q(y, X) — R(x))) — Vx(—P(x)) k!
€s az egész formula.

vV v.v Y




Feladatok IV

4. LZ 2.8.
JelbIjUk be az egyes kvantorok hataskoret!

a) Yx(3yQ(f(x), h(y, x, z)) — P(x))
b) Wx(P(x) v =3xQ(x, g(x, x))) A 3IxP(f(f(x)))

c) Ix(P(x) vVy—Q(g(x.,y).y) A 3xP(x))
d) IxVyP(x) vV =P(x)

d) megoldasa
x| Vy| P(x) ||V =P(x), igy x szabad valtozé (paraméter).

Feladatok IV

5. LZ 2.9. alapjan

Jel6ljuk be az alabbi formulakban, hogy mely kvantor melyik
valtozot kéti, és hatarozzuk meg a formula paramétereinek
(=benne szabadon (is) el6forduld valtozok) halmazat.

a) IxVyQ(x,y) VvV P(x)

b) VXQ(z) < Yy3dyQ(x,y) A Q(y, x)

c) (VxP(x,y) — VyR(x,y)) A P(c)

d) —3z(Q(z,z) A R(f(y, 2)))

e) Vx(VyP(x.y.z) — Q(X,y))

f) Vy3z(P(x,y,z) — IxVxQ(z, x))

9) IxVy(P(x) v Q(x,f(y))) — VyQ(x,y)




Feladatok IV
g) megoldasa
» IxVy(P(x) Vv Q(x, f(y))) — YyQ(x,y)
x| Vy| (P(x) v Q(x,f(¥))) || — V¥ Q(x, y)

v

» az elsb Vy az y valtozé elsé el6fordulasat koti

» az elsé dx az x valtozé elsd és masodik el6fordulasat kéti
» a masodik Yy az y valtozé masodik el6fordulasat koti

» X utolso elbfordulasa szabad, igy x az egyetlen paraméter.
» A kétési viszonyok jeldlését lasd a tablan.

JOVO hétre

HF, a kimaradt példak.

Kbévetkezd gyakorlatra:

Az Uj el6adas anyaga.

A Dr. Fuldép Zoltan: Gyakorl6 feladatok a "Logika a
szamitastudomanyban" targyhoz Il. "Predikatumkalkulus" c.
feladatsorbal: I/1, 2, 3,5, 7, 8, 9, 12.

Letdlthetd:
www.1inf.u-szeged.hu/~fulop/logika/feladat2.ps




