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Ismétlés

Elsérendii modellek
Legyen £ = (Var, Fgv, Pred) egy elsérendl logikai nyelv.
» Az A= (U, I, ) harmas L-tipusu elsérendi struktura
vagy elsérendii modell, melyben

» U tetszbleges nemiires halmaz, az alaphalmaz vagy
univerzum vagy a struktura tartéhalmaza;
» | az interpretacid, mely
» minden f € Fgv fluggvény szimbolumhoz, melynek rangja
n > 0egy I(f) : U" — U valddi fiiggvényt rendel, és
» minden P € Pred predikatum szimbolumhoz, melynek
rangjan > 0 egy I(P) : U" — {0, 1} valddi predikatumot
rendel;
» ¢ : Var — U pedig a valtozé hozzarendelés vagy valtozé
kiértékelés, mely minden x valtozénak egy U-beli ¢(x)
értéket ad.

Ha nincsenek szabad valtozdk egy formula kiértékelésekor,
akkor a harmadik, ¢ komponens elhagyhaté a modellbdl.

Feladatok |

FZ21/5

Az aldbbi A = (U, /) strukturak kézul melyik modellje az

dx3dy3z(p(x,y) Ap(z,y) A p(x,z) AN —p(z,x)) formulanak?

a) U={0,1,2...}(=N), minden m,n € N-re [(p)(m,n) =1
akkor és csak akkor, ha m < n.

IGEN. A}y, .1 .3 2.0 modellje a formula magjanak, hiszen

Xx=1<y=3,z=2<y=3ésx=1<z=2,denem

z=2<x=1.

b) U =N, minden m,n € N-re I[(p)(m,n) = 1 akkor és csak
akkor, han=m+4 1.

NEM.x+1=y,z+1=y,x +1 =z egyszerre nem

teljestlhet.

c) U =2, minden A, B C N-re I(p)(A, B) = 1 akkor és csak
akkor, ha A C B.

IGEN. A (1y,y—{12,31,2{1,2)] modellje a formula magjanak.




Feladatok Il

FZ2 1/1 Minden formulahoz adjunk meg egy olyan strukturat,
amely modellje és egy olyat amely nem modellje a formulanak.

a) F =VxVyP(x,y,f(z))

Legyen mondjuk Ay = (N, /, ¢), ahol
1, haa+b>c
I(P): N3 — {0,1}, [I(P)(a,b,c) = { 0. kiilonben,
(Va,b,c € N -re)
I(f) : Ny — N, [(f)(t) :=t+1, (Vt € N,-re)
¢(z) = 1, kulénben ¢ tetszdleges.
Ekkor VxVyP(x,y,f(z)) = ,VxVy e Ny-rex +y > 1+ 1”7 igaz,
azaz A4 = F.
De ha A, = (N4, /,¢’) ugyanaz a modell kivéve, hogy
¢'(z) = 13, akkor ,VxVy € N, -rax +y > 13 + 1" nem igaz,
azaz A, = F , A, nem modellje F-nek.

Feladatok Il

(HF megoldassal)

FZ2 1/1 Minden formulahoz adjunk meg egy olyan strukturat,
amely modellje és egy olyat amely nem modellje a formulanak.

b) F =vVxVy((p(x,y) ApP(y,X)) = X =)
A formula a p relacié antiszimmetrikus tulajdonsagat fejezi ki.
A1 = (Za I7 90)’ 1 b

ha a < :
ahol I(p) : Z? — {0,1}, I(p)(a,b) = { 0 killsnben  MOdellie
a formulanak, Va, b € Z-re, ¢ tetszbleges.
De A, = (2V,1, ), ahol I(p) : 2N x 2N — {0,1},

B 1 haANB#( N "
I(p)(A,B) = { 0 kilonben VA, B € 2" -re, ¢ tetszoleges.

Nem modellje a formulanak.




Feladatok IV

FZ2 1/1 Minden formulahoz adjunk meg egy olyan strukturat,
amely modellje és egy olyat amely nem modellje a formulanak.

c) F=Vx3ay(fly) =x AN—-3z(f(z) = x AN =(y = z)))

A formula azt fejezik ki, hogy az f fliggvény bijektiv fliggvény,
azaz szurjektiv (= minden elem képpé valik) és injektiv
(=kUl6nb6z6 elemek képe is kuldnb$z0).

Ezért egy modell akkor és csak akkor elégiti ki az F formulat,
ha benne az f figgveényt bijektiv figgvénynek interpretaljuk.
Részletesen HF.

Feladatok V

FZ2 1/2. Adjunk meg olyan kielégithet6 formulat, melynek
barmely modellje legalabb harom elemii!
Ha az egyenldség relacié hasznalhato:

SxTy32(~(x = y) A ~(x = 2) A=(y = 2))

Ha csak egyvaltozds (azaz monadikus) predikatum
szimbolumok hasznalhatok:

Ax3y3Az(P(x) A —=P(y) A —=P(z) A Q(y) A =Q(z))

FZ2 1/3. Adjunk meg olyan kielégithet6 formulat, melynek
barmely modellje legfeljebb két elem(i! Az = relacié
hasznalhato.

VxVyvz((x =y)V(x =2z)V(y = z))
Vagy




Feladatok VI

HF megoldasvazlattal

FZ2 1/9. Legyen A = (U, 1),

F = Vx—=p(x,x) AVxVyVz((p(x,y) A p(y,z)) — p(X,2))

és A=F.

Tartalmazhat-e az I(p) relaci6 grafja az U halmazon kért? A
valaszt indokoljuk!

(Az I(p) relacio grafjaban a szégpontok U elemei és
tetszbleges u4, Uy € U esetén u4-bél us-be pontosan akkor
vezet él, ha I(p)(u4, uy) igaz.)

Indirekt médom igazolhaté. Ha uq, us, ..., un, = uq kér lenne
I(p) grafjaban, akkor a tranzitivitas tdbbszori felhasznalasaval
azt kapnank, hogy /(p)(u4, uq) is teljesul, ellentmondva F-nek.

Feladatok VIl

FZ2 1/12. Adjunk meg olyan kielégithetd formulat, amelynek
minden modellje végtelen!
Néhany lehetséges megoldas:

» A modellben szerepel egy f egyvaltozds fiuggvény, mely
injektiv, de nem szurjektiv, ilyen fliggvény ugyanis véges
halmaz felett nem létezhet. (Miért?) Formulaval kifejezve:

vxvy(f(x) = f(y) — x =y) A=vy3ax(f(x) = y)

» A 9. feladat F formulajahoz még adjuk hozza, hogy
AVXTYp(X, y)

» A 9. feladat F formulajahoz még adjuk hozza, hogy
AYXP (X, f(x))

» Ld. Ivan Szabolcs: Elsérend(i szemantika (gyakorlat) VI.
feladat.

www.inf .u-szeged.hu/~szabivan/download
/logika/feladatokl.pdf




Feladatok VIlI

LM 11.4/9. Legyen egy nyelvben S és P haromvaltozés
predikatum szimbdlum, e felett a nyelv felett tekintstk a
kévetkez6 strukturat A = (N, /), ahol

I(S)(x,y,z) = & X+y=12
I(P)(x,y,2) = < X-y=z

Adjunk meg olyan egyetlen x szabad valtoz6t tartalmazoé
formulakat, melyek akkor és csak akkor igazak A-ban, ha

a) x =0; N(x) :=VyS(x,y,y);

b) x =1; E(x) :=VyP(x,y.y);

C) X = 2; K(x):=3z(E(z) N S(z,z,x);

d) x paros; Ps(x) :=3yS(y,y,x);

e) x paratlan; Ptl(x) := =Ps(x);

f) x prim; R(x) := -E(x) AVyVz(P(y,z,x) — E(y) V E(2));
Feladatok IX

LM 11.4/10. Az el6z6 feladat feltételeit megtartva adjunk olyan
formulakat, amelyeknek két szabad valtozoja x és y és
amelyek pontosan akkor igazak az .A modellben, ha

a) x =y,

b) x <y;

C) x <y;

d) x osztdja y-nak;

e) x és y ikerprimek.

Megoldasok.

a) x =y :=VzvVu(S(x,z,u) — S(y,z,u));
b) x <y :=3z5(x,z,y);

c) x <y:=3z(-N(z) AN S(x,z,y));

d) O(x,y) :=3zP(x,z,y);

e) I(x,y) = R(X)ANR(y) A3z[K(z) A (S(x,z,y) VvV S(y, z,x))].




Feladatok X

LM 11.4/11. Adjunk meg olyan formulat, amelynek harom
szabad valtozdja x, y és z, és pontosan akkor igaz a 11.4/9.
feladatban megadott .A modellben, ha

a) z az x és y legkisebb k6zos tébbszdrose;
b) z az x és y legnagyobb k6z6s osztdja.

a) megoldasa
JuP(x,u,z)AIVP(y,v,z)A Vt[FuP(x,u, t)AIvP(y,v,t) — (z < t)]

b) HF.

Feladatok Xl

LM 11.4/12. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott .4 modellben, azt fejezi ki, hogy

a) az 6sszeadas kommutativ;
b) az 6sszeadas asszociativ;
C) a szorzas kommutativ;

d) a szorzas asszociativ;

e) az dsszeadas disztributiv a szorzasra nézve;
f) a primszamok halmaza végtelen;
)

g) minden szam el6all négy négyzetszam 6sszegeként (ez a

négy-négyzetszam-tétel);
h) két nullatél kilénb6z6 szamra létezik legkisebb kdzds
tébbsz6rds és legnagyobb kdzds oszto.
d) VxVyVzVuVuVvaVvo (P(x,y,uq) A P(Uuq,z,up) A
P(y,z,vi) ANP(x,vq,v2) — Uz = Vo)
f) vx3y(x <y AR(y))




Feladatok XII (HF)

LM 11.4/13. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott .A modellben, azt fejezi ki, hogy

a) nem létezik a szorzasnak egységeleme;

b) a primszamok halmaza véges;

c) minden szam elball két négyzetszam dsszegeként;
d) minden szamnal van kisebb szam;

e) létezik legnagyobb természetes szam.

|lgazak-e ezek a mondatok .4-ban?
LM 11.4/14. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott .4 modellben, azt fejezi ki, hogy

a) az ikerprimek halmaza végtelen;

b) minden kettdnél nagyobb paros szam két primszam
O0sszege.

Megjegyzés. A fenti két allitas a szamelmélet két hires a maig
napig bizonyitatlan sejtése az ikerprim-sejtés és a
(paros) Goldbach-sejtés.

Feladatok XIII (HF)

LM 11.4/15. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott .4 modellben, azt fejezi ki, hogy a

3x2 +2x+1=0

egyenletnek pontosan két kilénb6zé gydke van

LM 11.4/16. Adjunk meg olyan mondatot, mely a 11.4/9.
feladatban megadott A modellben, azt fejezi ki, hogy a
kévetkez6 egyenletrendszernek nincs megoldasa:

3x —y =0,
X+y=2.




Formalizaslas

SGY2 2.3.(ii)

Formalizaljuk az alabbi kbvetkeztetéseket és allapitsuk meg,
melyik helyes, melyik nem! Valaszunkat indokoljuk meg!

Az ilyen alaku kévetkeztetéseket kategorikus
szillogizmusoknak nevezziik, a feltételek neve: premissza, a
kévetkezményé: konkluzio.

Ezeket egy vizszintes vonallal szoktuk elvalasztani egymastal.
Példaul:

(1) Minden ember halandé

(2) Szokratész ember

(3) Tehat Szokratész halandé.

Megoldasa

Egy lehetséges megoldas

» Univerzum (individuum tartomany): minden objektum
» Predikatum szimbdélumok:

» E(x): x ember,
» H(x): x haland6

» Fliggvény szimbdlumok: s : Szokratész (konstans)

(1) Minden ember halandé:  Vx(E(x) — H(x))
(2) Szokratész ember: E(s)

(3) Tehat Szokratész haland6é:  H(s)
lgaz-ez a kévetkeztetés?

Kénnyen lathatd, hogy a kévetkeztetés helyes.




Még egy példa

SGY2 2.3.(ii) / (14)
Bolond aki megcsinalja. En nem csinalom meg. Tehat nem
vagyok bolond.

» Univerzum (individuum tartomany): az emberek
halmaza

» Predikatum szimbolumok:
» B(x) : x bolond,
» M(x) : x megcsinalja.

» Fliggvény szimboélumok: e : én (konstans)

(1) Bolond, aki megcsinalja. masként: Mindenki, aki

megcsinalja az bolond. Vx(M(x) — B(x))
(2) En nem csinadlom meg. -M(e)
(3) Nem vagyok bolond: —-B(e)

A kdvetkeztetés nem helyes. Ha én bolond vagyok és nem
csinalom meg, attdl még az els6 mondat igaz marad. Hiszen az
els6 mondat csak azokrél beszélt, akik megcsinaljak.

Tovabbi példak (HF)
SGY2 2.3.(ii)

» Minden holl6 fekete. Ez a kréta nem fekete. Tehat ez a
kréta nem hollo.

» Nincs tokéletes ember. Minden gérég ember. Tehat
nincsen olyan goérdg, aki tokéletes.

» Van olyan férfi, akinek minden né teszik. Tehat minden né
tetszik valakinek.

» Nincs olyan férfi, aki legalabb egy nének ne tetszene.
Tehat minden nének teszik valaki.

» Nincs olyan férfi, aki legalabb egy nének ne tetszene.
Tehat minden férfi tetszik valakinek.

» Minden gazdag né csunya. Tehat minden szegény n6
szép. (Itt szegény és gazdag, szép és csunya legyen
egymas ellentéte.)

» Tovabbi példak a Serény jegyzetben ...




Néhany megoldas
SGY2 2.3.(ii)

Minden holl6 fekete. Ez a kréta nem fekete. Tehat ez a kréta
nem hollo.
» Univerzum: minden targy és éldlény
» Predikatum szimbolumok:
» H(x) : x holld,
» F(x): x fekete.
» Fliggvény szimboélumok: ¢ : ez a kréta (konstans)

(1) Minden hollo fekete. Vx(H(x) — F(x))
(2) Ez a kréta nem fekete. —-F(c)
(3) Ez a kréta nem holl6: —H(c)

A kovetkeztetés helyes.

Ugyanez mashogy

Tobbféle j6 formalizacio elképzelhatd. Pl.

» Univerzum: minden targy és éldlény

» Predikatum szimbélumok:
» H(x) : x holld,
» K(x): x kréta,
» F(x): x fekete.

» Fliggvény szimboélumok: ¢ : ez (a targy amirdl

beszélink, konstans.)

(1) Minden hollo fekete. Vx(H(x) — F(x))
(2) Ez a kréta nem fekete. K(c) A —F(c)
(3) Ez a kréta nem holl6: K(c) A —H(c)

A koOvetkeztetés igy is helyes.
Majd késbbb tanuljuk, hogyan lehet ilyen kévetkeztetéseket
rezolucioval be is bizonyitani ...




Na meég egyet ...

SGY2 2.3.(ii)

Nincs olyan férfi, aki legalabb egy nének ne tetszene. Tehat
minden ndnek teszik valaki.
» Univerzum: minden ember.
» Predikatum szimbdélumok:
» N(x): x né.
» F(x): x férfi.
» T(x,y): x-nek tetszik y.
(1) Nincs olyan férfi, aki legalabb egy nének ne tetszene.
—3x[F(x) A =3y (N(y) A T(y,x))]

(2) Tehat minden nének teszik valaki.

Vy(N(y) — 3IxT(y,x))

lgaz? A kdvetkeztetés nem helyes, példaul elképzelhetd, hogy
egyaltalan nincsenek férfiak, de nék vannak, és senki nem
tetszik senkinek ... Vagy csak két n6 van, az egyiknek minden
férfi tetszik, a masiknak senki sem.

JOVO hétre

» HF, a kimaradt példak és még FZ21/7, 8, 13.

» A formalizalas gyakorlasahoz mindenkinek ajanlott még
megoldani a KKK I. 18 példat. A feladatgyljteményben ott
a megoldas. Még késébb is szlikség lesz ra.

» HF, a természetes szamokra vonatkozo6 formulak felirasa,
az eléadason bevezetett jelkészlettel (amikor a
muveletek + és - fliggvény szimbolumként és nem az S és
P predikatum szimbolumokkal vannak kifejezve. Ugye
mennyivel kdnnyebb pl. LM 11.4/15. és LM 11.4/16.?

» HF* (nehezebb példak): FZ2 1/6, 14 és mutassuk meg,
hogy FZ2 1/14 nem igaz, ha F = dx4 ... 3dx,F* alaku, vagy
ha F* tartalmaz figgvény szimbdolumot.

» Szlkséges az el6adas tovabbi részének ismerete,
kildndsen a kielégithetdség, tautologia, logikai
kévetkezmény forgalma.

» Az FZ1 "itéletkalkulus" c. feladatsor is kell majd:
www.inf.u-szeged.hu/~fulop/logika/feladatl.ps




