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A szemantika alapfogalmai |.

Egy F els6rendd formula

» tautoldgia (azonosan igaz), ha barmely modellben igaz,
azaz VA strukturara A = F;

» kielégithetd, ha létezik modellje, azaz 3.4 struktura,
melyre A = F;

» kielégithetetlen (azonosan hamis), ha nem létezik
modellje, azaz VA strukturara A = F.

Allitas
1. F kielégithet6 < —F nem tautologia;
2. F tautoldgia & —F kielégithetetlen.

Osszefoglalo &bra és példak a tablan.

Az itéletkalkulus a predikatumkalkulus specialis esete

Az itéletkalkulus vagy zerusrendu logika, az elsGrend
logikanak (a predikatum kalkulusnak) azzal a specialis esetével
(is) azonosithato, amelyben nincsenek fliggvényszimbdélumok
és a predikatum szimboélumok is mind 0 valtozosak, azaz
logikai konstansok.

Ekkor nincs szikségunk valtozdkra és kvantorokra, a modell
fogalma, pedig a konstans predikatumszimbolumokhoz rendelt
0 vagy 1 logikai érték megadasara egyszer(isodik:

A:Pred — {0,1}.

Ezért zérusrendi logikaban a konstans
pedikatumszimbodlumokat itéletvaltozéknak a modellt pedig az
itéletvaltozok kiértékelésének, vagy valtozohozzarendelésnek
is hivjuk. Jelblése: A(p), a p itéletvaltozo értéke az A
modelliben.




FZ1 1/3.

Mutassuk meg, hogy az alabbi formulak tautolégiak, barmely F
és G formulak esetén!

a) (F—> G) — (ﬁF\/ G);

b) (F — G) — —|(F/\ —|G);

C) (F — G) — (—|F\/ (F/\ G));

d) (F — G) < ((—-G) — (=F)).

c) megoldasa. lgazsagtabla moédszerrel:

A sorokban F-nek és G-nek minden lehetséges igazsagértéke
fel van sorolva.

(F - G|« | (- F v (F N Q)
0O 1 0 1 i 0 1 0 O O
0O 1 1 1 1 0 1 0 O 1
1 O O 1 O 1. 0 1 0 O
1 1 1 1 o 1 1 1 A1 1

Ha a kimenetben (amit a legklls6é m(iveleti jel alatt van)
» mindig 1 szerepel < a formula tautoldgia;
» van 1-es < kielégithetd;
» mindig O szerepel < kielégithetetlen;

Az indirekt igazsagtabla modszerrel:

Ez a modszer azt jelenti, hogy csak azt a sort (sorokat) irom le
az igazsagtablabdl, melyek végeredménye nem felelnek meg
a bizonyitando allitasnak, majd a részeredmeényekre visszafele
kOvetkeztetve ellentmondasra jutunk.

A kovetkeztetésekhez tObbek kdzott az alabbiakat lehet

hasznalni:
(A AN B ) & (A AN B )

1 1 1
( AV B ) < (A VvV B)
0 0 0
(A~ B) & (A - B)
0 1 0
(A < B ) & (A < B )
1 0 0 vagy Azaz, utolsé
1 1 1

esetben a balrdl jobbra kdvetkeztetés nem egyértelmd, ezért
mindkét esetben (azaz sorban) ellentmondasra kell jutnunk!




d) megoldasa

1 2 3 4 5 6 7 8 9
(F -G ) <~ ((~G) = (- F))
1.0 0 0 1.0 1 0 1
1.1 0 0 1.0 0 0 1

#4=0 indirekt feltevés alapjan;

#2 és #7 rendre 0, 1 vagy 1, O két sorba szétvalasztva;
1. sor: #1 =1 és #3= 0 — def. alapjan;

1. sor: #6 = 0 és #9= 1 valtozo értékének masolasa;

1. sor: #5 =1 és #8= 0 — def. alapjan;

v v v v v %Y

1. sor: ellentmondas: #7=0 kdvetkezne, de ott mar #7=1
szerepel.

» A 2. sor kitéltése és az ellentmondas pl. #2 értékén hasonlé.

Példak elsorendi logikaban

Doéntstk el, hogy az alabbi formulak melyik kategoriaba esnek:
A) tautolégiak, B) nem taut., de kielégithetdk, C) kielégithetetlenek.

Ixp(x) V —3Ixp(x)
p(x) A —p(y)

Vxp(x) — —3Ixp(x)
Vxp(x) — —3Ix—p(x)

> W W >

S

Vx3yr(x,y) — IxVyr(x,y)

Ix(p(x) Vv q(x)) — Ixp(x) vV 3xq(x)
vx(p(x) vV q(x)) — Vyp(y) vV Vzq(2)
—[Vx(p(x) A q(x)) — (VXp(x) A Vxq(X))]
. Vxp(x) — q(y) < Vx[p(x) — q(y)]
C3AxXVy[r(x,y) < —r(y, y)]

L VX3Iy[r(x,y) < —r(y, y)]

. Vxp(x) AVYy(p(f(y)) — a(y)) A 3z-q(2)
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FZ1 1/10. Bizonyitsuk be, vagy adjunk ellenpéldat!
a) Ha &= (F — G) és = F, akkor = G;
b) Ha F — G kielégithetl és F kielégithetd, akkor G is
kielégithetd.
Megoldasok:
a) IGAZ. <ID>(ID=indirekt)
Ha G nem tautolégia = 3.4 modell: A(G) =0
= A(F - G)=0, mert A(F)=1, A(G)=0
= de ez ellentmond annak, hogy = F — G.

b) NEM IGAZ.
Pl: F=p, G=] esetén.

Egy kicsit komolyabb feladat (HF)

FZ1 1/6. Legyenek F és G az itéletkalkulus formulai. TegyUk
fel, hogy = (F — G), tovabba, hogy F-nek és G-nek nincs
k6z0s itéletvaltozdja. Mutassuk, meg, hogy ekkor F
kielégithetetlen vagy G tautologia. Mutassuk meg, hogy a
bizonyitashoz szikséges feltenni, hogy ne legyen F-nek és
G-nek k6z0s itéletvaltozoja.
Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy
= F - G &L vA: Var — {0,1) kiértékelésre A(F — G) = 1
< VA kiértékelésre (A(F) = 0vagy A(G) =1)

|. Ha most V.A kiértékelésre A(F) = 0 akkor F

kielégithetetlen.

Il. Ha van olyan A’ kiértékelés, hogy A'(F) # 0 akkor meg
kell mutatnunk, hogy G tautoldgia.




A bizonyitas folytatasa

|I. igazolasahoz, vegyiink egy tetszdleges A kiértékelést.
Mivel F-nek és G-nek nincs k6zds itéletvaltozdja, készithetlink
egy olyan B kiértékelés melyre

\_ [ A(pi) hap;eVar(F)
5pi) _{ A(p;) ha p; €Var(G)

Ekkor B(F — G) = 1 mert F — G tautologia, de

B(F) = A(F) =1 ezért B(G) = 1. Mivel A(G) = B(G) =1
teljesill tetsz6leges A kiértékelésre, ezért = G.

A nincs k6z0s itéletvaltozojuk feltétel valdban sziikséges. Pl.
F=pAq,G=pesetén = F — G teljesil de F kielégithetd és
G nem tautoldgia.

Formulahalmazok kielégithetosége

Formulak egy ¥ halmaza kiekielégithetd ha létezik olyan
modell, mely egyszerre minden elemét igazza teszi, azaz 3.4
modell, hogy minden F € ¥-ra A = F.

FZ1 1/8. Kielégithetdk-e a kbvetkezd formulahalmazok?

a) {paqno—> ra_'r}
b) {p1V P2, =P2V —P3,P3V Pa, P4V —Ps, ...}

a) NEM. Ha az elsé kett6 és az utolso formula igaz egy A
modellben, akkor szikségképpen A(p) = A(q) =1 és
A(r) = 0, de ekkor az implikacio definicioja miatt A = p — r.
b) IGEN.

. 1 hai paratlan
Legyen példaul A(p;) = {

O hai paros (vagy forditva)




FZ1 1/9. Adjunk példat olyan harom elem(i I' formulahalmazra
amely kielégithetetlen, de minden ket elem részhalmaza
kielégithetd. Altalanositsuk a példat n elem( halmazra is.

Megoldas:

{p1 < P2, P2 < P3,P3 = —P1}
Altalanositasa:

{p1 < P2,P2 <> P3,...,Pn—1 <> Pn,Pn <> —P1}

Logikai kObvetkezmény es ekvivalencia

Legyen ¥ egy formulahalmaz, ekkor > modelljeinek a halmaza
legyen
Mod(X) ={A| A= X}.

Egy ¥ formulahalmaznak logikai kOvetkezmeénye egy F formula,
ha ¥ minden modellje modellje F-nek is. Jelblése: ¥ = F.

Réviden: ¥ = F < Mod(X) C Mod(F).
Azt mondjuk, hogy az F és G formula ekvivalens, ha F
pontosan ugyanazokban a modellekben igaz, mint G. Jele:

F = G.

Réviden: F = G < Mod(F) = Mod(G).




Alapveto 6sszefliggések

Az itéletkalkulusban

» ket formula ekvivalens < igazsagtablazatuk eredmény
oszlopa megegyezik;

» > = F < ha azigazsagtablazatokban ha ¥ minden
formulajanak eredmény oszlopa 1, akkor ott F
eredméynoszlopaban is 1 van.

Allitas.
» F=G& = F « G< —(F < Q) kielégithetetlen.;
» ¥ = F & Y U{-F} kielégithetetlen.

FZ1 1/11. elsO rész

FZ1111. Legyen I és A két formulahalmaz, és F és G
legyenek formulak. Bizonyitsuk be a kévetkezdket!
a) Hal = FésT C A, akkor A = F;
b) TU{F} = G akkor és csak akkor,hal = F — G.
c) Haru{-F} = GésT U{-F} = -G, akkor I = F;
Megoldasok:
a) trivialis, ha A minden formulaja igaz, akkor I'-€ is.
b) V.A modellre, ha A =T akkor
lLeset HoA(F) =0 = A(F—G)=1
llLeset Ha A(F) =1 = ARETU{F}, igylTU{F} E G miatt
A(G) =1. Ezért A(F — G) =1
c) I = F < ' U{—=F} kielégithetetlen. Ez indirekt bizhato:
Tth. T U {—F} kielégithet6 < 3.4 modell, melyre
AETU{-F}.
Ha most A(G) = 0, akkor ' U {—F} = G nem teljeslil.
Ha viszont A(G) = 1, akkor ' U {~F} = =G nem teljesdl.
ELLENTMONDAS!




FZ1 1/11. masodik rész

FZ1111. Legyen I és A két formulahalmaz, és F és G
legyenek formulak. Bizonyitsuk be a kévetkezdket!

d) HaTu{F} EHésT U{G} = H, akkorT U {F Vv G} E H,
e) Hal = F és A = —F, akkor ' U A kielégithetetlen.
Megoldasok:

d) VA modellre A =T U{F Vv G}
= AETés AFVv@G) =1
= AETés(A(F)=1vagy A(G)=1)
= (AETésAF)=1)vagy (AET és A(G) =1).
Mindkét esetben a feltételek miatt A(H) = 1.
e) ID Tth. I U A kielégithet6 < 3A: AT ésAE A
l.eset Ha A(F) = 0, akkor I = F nem teljesul.

ll.eset Ha A(F) =1, akkor A |= =F nem teljesiil.
ELLENTMONDAS!!!

Log. kOvetkezmények az iteletkalkulusban.

Vizsgaljuk meg indirekt igazsagtabla modszerrel az alabbi
logikai kbvetkeztetések helyességét, amennyiben a
kdvetkeztetés nem all fenn adjunk is meg egy olyan
itéletvaltozo kiértékelést, mely a feltételeket kielégiti a
kdvetkezményt azonban nem.
a) (P—-(QAN(R—Y9))),P,-SE-(QAR)
b) (P > (R — (P\/ ﬁQ))),—'(R — (P\/ Q)) ’: Q
c) (~(PANQ)A-(-PVv-Q))E-(-(PVvQ)«~ (-PA-Q))
d) ﬂ((ﬂP AQ)V(R—S)),(=(=PV-Q)A=(R—§)) =
(=((R— S)A=P) = (PV (R < 5)))
e) (PV Q) — R)— (-PA—-Q)«<— R))=(PV Q)
fy (P—(QA-R)),(-PV-(-QV-8S)E=(S— (-PVvT))
9) (R — —-Q),(mPAR)A-Q) E ~(P < (-RV Q))

Ez a feladat innen szarmazik és ott meg is oldhato interaktiv
modon: Critical Thinking Webpage:
philosophy.hku.hk/think/sl/indirect-ex.php
Az oldalon & = A (és), ~= — (tagadas), T = 1 (true, igaz),

C _— N (falea hamie)




Konjunktiv és diszjunktiv normalformara hozas
FZ1 11/3. ¢ Hozzuk DNF-ra és KNF-re kévetkezé formulat:

(p=q)—(rvs)

1.1épés: F — G helyett -F Vv G
F — Ghelyett (F - G A(G— F)=(-FVG)A(—-GVF)
(p=q)—(rvs)=-(p q) (rvs)=
ﬂ[(ﬂpvq) (= qvp)] (rvs)=

2.1épés: — bevitele
~(FvG) =-FA-G,-(FANG)=-FVv-G,és——F=F
alapjan.
= [ﬁ(ﬂpv q) vﬂ(ﬂqvp)] V(rvs)= ((ﬂﬂpA —q) Vv
(ﬁﬁqAﬁp)] VIvs=(pA—=q)V(gAN-p)VrVs.
Ez mar DNF, a harmadik lépésre most nincs szikség.

Folytatas

A KNF-hez sziikséges még a

3. lIépés: a disztributivitas hasznalata
KNF-nal a A kivitele: (FAG)VH=(FVH)AN(GV H)
alapjan.
DNF-nal a Vv kivitele: (FV G)ANH=(FAH)V (GAH)
alapjan.

(P/\ﬁQ)\/(CI/\ﬁp)] VIVs=
(PVa)A(pV=p)A(-qV Q)A(ﬂq\/ﬂp)] VIVs=

[(pv q)A(ﬂqvﬁp)] Vrvs=
pvagVvrVvs)A(—-pVv-qVvrvs) EzmarKNF!

—




Gyakorolashoz

A FZ1 11/3. feladat megoldasai:
a) (mpV gV r)A(=rvp)A(=rV-q)
(=rA=p)V(=rAq)V(pA=qAT)
b) (-pV gV -r)A(=pV-qVr)
~PV(QA=P)V(GATN)V(PA=GA=T) = =pV(rAQ)V(—qV—r)
c) (-pVvV—-gVrvs)A(pvagVvrvVvs)
(-pAQ)V(-gApP)VTIVs
d) T (tautolégia) (ures KNF)
pl: pVv —p VIGYAZAT az tures DNF azonosan HAMIS!
e) (-pV-qVIr)A(=pVaV-r)A(pV =gV -r)A(pVqVvr)
(P A=AV (ZPAGA=N)V(PA=GA=)V(PAGAT)
Konjunktiv és diszjunktiv normalformak ellendrzéséhez (és

még sok minden mashoz) ajanlom még a kévetkez6 linket:
logik.phl.univie.ac.at/~chris/formular-uk.html

JOVO hétre

» HF, a kimaradt példak és még FZ11/1, 2,4, 5, 12.
» FZ2 1/4.
» HF* (nehezebb példa): FZ1 1/7.

» Szikséges az el6adas tovabbi részének ismerete,
kilonbsen a Boole fliggvények és formulak kapcsolata és
az adekvat (teljes) rendszer fogalma.




