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Horn-formulak

Az alabbi itéletkalkulusbeli formulakat hozzuk konjunktiv
normalformara, majd irjuk 6ket ,implikaciés alakba" (a tagokra
apiVpV...VpmV-ogiV-ogo V...V aQy=

Qg1 ANQoA...ANQn— P1V poV...V pmazonossagot hasznalva,
ures konjunkcidé: T, Ures diszjunkcio: |).

rjuk fel a formulékat a rezoluciénal hasznalt halmazos
formatumban is. Melyek kozuluk Horn-formulak? A
Horn-formulak kielégithetéségét vizsgaljuk meg a tanult
algoritmussal.

a) (~pAq)V(rA—q)

b) p— ((@q—r)A(=sVr))

c) (PAGAT)V(gA-T)

d) (pVagV-pV-qV-r)ApA=gA(=pV Q)
) |

) 1

)

f

Megoldasok |

a) (~pAQq)V(rA-q)

Konjunktiv normalformara kell hozni:
(=PAQ)V(rA=q)=(=pVr)A(=pV-g)A(qVI)A(QVq)=
(=pVI)A(=pV=Q)A(QVT) =
(p—=nAnPprg—=)AN(T—qVr)=

{{-p,r},{-p.—q},{q,r}}

Nem Horn-formula, mert a harmadik tag nem Horn-tag (mivel
egynél tdbb pozitiv literalt tartalmaz).

b)p—((q—=r)A(=sVr))=-pV((-qVr)A(=sVr))=
(-pV-qVI)A(-pV-SVTI) =
=PAqg—=r)A(PAs—r)={{-pP.~q r}{-p,—sr}},
ebben az alakban Horn-formula. Kielégithet6, legyen minden
valtoz6 hamis.




Megoldasok |l

c)
(bAgAr)vV(gA—r)=(pVa)A(@VaA(rVg)A(pV-r)A(gV
—I)A(rV=r) = gna(pv-rn) = (T— gna(r— p)={{q}.{p,~r}}
A masodik (hosszu) formula nem Horn-formula, de a harmadik
(egyszerdsitett) mar igen. Kielégithet6 A(q) =1,

A(p) = A(r) = 0.

e) |[=1—|= {0} (csak az ures klozt tartalmazd KNF),
Horn-formula. Kielégithetetlen.

fyiI=pVv-p=p— p={{p,—p}}, Horn-formula, kielégitheté.
(Masik megoldas: (): Ures, azaz egyetlen klézt sem tartalmazé
KNF.)

A Horn-algoritmus I.

Doéntse el a Horn-formulak algoritmusaval, hogy kielégitheto-e
az alabbi Horn formula:

(-pV—-qV-r)A(-SV-VVP)A-EASAQA(-UV V)AU
Megoldas.
(PAGQAT—=))A(SAV—=P)A(t—=])A(T—S)
A= @A (u— V) A (1= )

Az algoritmus sorra az alabbi valtozok 6sszes el6fordulasat
megjeloli: s, q, u, v, p. Azaz

(pINgIANr—=)A(SIA|V]|—=|p)A(t—=])A(T—]S)

A= 19D A U] =) A (T—Lu)

Mivel nincs olyan (g1 A go A ... A gm —1]) tag, melynek a
baloldalan minden valtozé megjeldlt, ezért a formula
kielégithetd, és A(s) = A(q) = A(u) = A(v) = A(p) =1,
A(r) = A(t) = 0 igazza teszi.




A Horn-algoritmus Il.
Kielégithet6-e az alabbi Horn formula:
“tAVA(QV-P)A(—pV IV A([V-E)ASA(UV SV —P)

A(=pVarvV=asvu)A(-pV-rvv)A(=qV-uVv-sVv-w)
A(=VvV =AUV =gV W)A(=rv-vVvV-qV-p)Ap

Megoldas. Implikacios alakban a formula:
(t—=1)A
A(S|A

A

A(q
A(rAV

(I=W)A(p|—=g)A(pPAt—=r)A(t—= ) A(T—|S])
— | U)AN(PIANFA|S|—=|U)AN(P|IANF—|V)

p
UINSIN|W|—=DA(VINt=DA(Uu|ANg|—| W)
AAAR =) A(T—|P))

Az algoritmus alabbi valtozokat jeldli meg: v, s, p, q, u, w.
Mivela (g |A|u|A|S|A|w]|—]) atagban a baloldalon minden
valtozo megijel6lt, ezert a formula kielégithetetlen.

Rezoluciod |

FZ1. 11/8. Bizonyitsuk be rezolucioval, hogy a kdvetkezd
formulak nem kielégithet6k.

a) (p=(g—r) AP qg)A(p——r));

b) ~(((p — q) — —q) — —q);

c) ~(rA=g)A(=p— —q) A (=pV =8) A=(=rV=s).

b) megoldasa. El6sz6r KNF-re kell hozni:
F==-(((p—q)——9) —-q)=((p—9q9)——q9) Nq =
(=(lp—aq)V-g)rng=((PA=9)V-q)ANg=(PV-9)A~qAQ

F mint klozok halmaza: F = {{p,—q},{—q},{q}}




A bizonyitas folytatasa

Tétel. > formulahalmaz kielégithetetlen < [0 € Res*(X).

Most ¥ = F = {{p,—q}.{—q},{q}}
Az Ures kl6z egy rezolucios levezetés az alabbi:

1. {p,—q} eF
2. {—q} cF
3. {q} € F
4. {O0} Res 2,3

Rezolucidval levezethet6 az Ures kl6z: [

Ezért F kielégithetetlen.

Ha az tres kl6z nem lenne levezethets (ezt észrevesszik, mert
egy id6 utan nem tudunk rezolucidval ujabb klézokat képezni,
amikor mar el6allitottuk Res*(X) miden elemét), akkor F
kielégithetd lenne.

Rezolucio Il.

FZI. V/5.

Adjuk meg a Res?(F) klé6zhalmazt!

a) F={{-p.q,-r;,{p}.{q.r,s}.{-r =s}};
b) F ={{-p,=q.r},{p,r}.{q,r}.{-r}}.




b) megoldasa.

1. =p,—q,r cF

2. p,r eF

3. q,r e F

4. —r cF 1-4.=Res°(F)

5. 0q,r Res 1,2

6. -p,r Res 1,3

7. -p,—q Res 1,4

8. p Res 2,4

9. g Res 3,4 1-9.=Res’ (F)
10. r Res 2,6

11. =g Res 4,5

12. =p Res 4,6 1-12.=Res?(F)
13. O Res 4,10 1-13.=Res3(F)

lgy Res?(F)-nek nem eleme O .
Kulénben Res*(F)=Res>(F), igy Res*(F)=Res>(F), és
[0 € Res*(F), ezért F kielégithetetlen.

Tautologiasag eldontése rezolucioval

3. Dontsuk el rezoluciéval, hogy a kdvetkez6 formulak

tautologiak-e?
a) -[(p— q) ANpA—q]

b) (b —q)A—q)V—p

c) (p—q)—((qg—r)
d (p—r)—((g—r)

—(p—1))
—(pvQq—r)

Tétel. F tautoldgia < —F kielégithetetlen.

a) -F =(-pVvq)ApA-q=1{{-p,q},{p}, {—q}}.

Megoldasok.
1. -p,q €F
2. p eF
3. —q eF
4. q Res 1,2
5. O Res 3,4

lgy —F kielégithetetlen,

ezért F tautoldgia.

b) nem tautolodgia. c) tautologia. d) tautologia.




Ekivivalencia eldontése rezolucioval

4. DOntsiUk el rezolucioval hogy az alabbi formulak
ekvivalensek-e?

a)p——qgesq— —p

b) (pVqg—r)és(-~r— -pVq)

Tétel. F= G < = F — G < —(F < G) kielégithetetlen.
a) ekvivalensek, HF!

b) -(F — G)=(—-pV—-q)A(pV q)A—-r (HF ellenérizni!)
> = {{-p,~a}.{p,q},{~r}}

1. -p,—q €X
2.p,q €X
3. -r D3
4. -q,q Res1, 2
5.—p,p Res1,2

1-5. = Res'(X) = Res?(X) = Res*(X). Mivel O ¢ Res*(X), ezért
Y kielégithetd, igy F és G nem ekvivalensek.

Logikai kbvetkezmény eldontése rezolucioval

5. Dontsuk el rezolucidval hogy az alabbi logikai
kévetkezmények fennallnak-e?

a) {g,r—=(q—p),tEr—p

b) {F—-K,K—-AFVRR—(H—A),-Al E-FA-K
c) {F—- K, K—AFVRR—(H—A),-A}=—-R

d {(Z—-MVF,-F,Z} =M

Tétel. {F1,F2,...,Fn} ): Ge L= {F1,F2,...,Fn,—lG}
kielégithetetlen.

Megoldasok a) Igaz b) Ilgaz. c¢) Nemigaz. d) Igaz.




a) megoldasa

a)F1= q ,Flhb=r—(q—p)=-rv-qVvp, G=r— peés
—~— - -

~~

(
ﬁG:ﬁ(rﬁp)z\r//\\:B/

Igy most
L = {{q}v {_'r7 —q, p}? {I’}, {_'p}}

Az Ures kloz egy rezolucios levezetése:

1.9 €X
2. -r,—q,p €X
3. r €Y
4. -p €X
S.r,p Res1,2
6. p Res3,5
7. Res4, 6

Ezért ¥ kielégithetetlen, ami azt mutatja, hogy a logikai
kovetkeztetés fennall.

Logikai kovetkezmény elddntése rezolucioval Il.

6. Formalizalja az alabbi mondatokat és ddntse el rezolucioval,
hogy az els0 két mondatnak logikai kdvetkezmeénye-e a
harmadik.

F;: Ha Peti busszal utazik és a busz késik, akkor Peti nem ér
oda a talalkozora.

F>: Petinek nem kell hazamennie, ha nem ér oda a talalkozoéra
és ha rosszkedvd.

F3: Ha Petinek haza kell mennie, és Peti busszal utazik, akkor
Peti nem lesz rosszkedvd, ha késik a busz.




Megoldas

B =, Peti busszal utazik.”

K=, A busz késik.

O =, Peti odaér a talalkozora.”
H =, Petinek haza kell mennie.”
R =, Peti rosszkedvi (lesz)”

vV v. v . v.yYy

> F,=BAK — -0=-BV-KV-O;
» Fo=-O0ANR—-H=0V-RV—H;
» F3=(HAB) — (K — =R);
> “Fs=HABAKAR:
AL = {{_'Bv_'Kv_'O}v{07_'R7_'H}7{H}7{B}7{K}7{R}}

halmazbdl pedig levezethetd az Ures kloz (HF!)
lgy a logikai kovetkeztetés fennall.

Hazi feladat

» HF, a kimaradt példak és még FZ1 V/3, 6, 7, 8.
» HF* (nehezebb példak): FZ1 V/1, 2.




