Logika és informatikai alkalmazasai
6. gyakorlat

Németh L. Zoltan
http://www.inf.u-szeged.hu/~zlnemeth

SZTE, Informatikai Tanszékcsoport

2009 tavasz


http://www.inf.u-szeged.hu/~zlnemeth
http://www.inf.u-szeged.hu/~zlnemeth
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Szlkséges elmélet a mai gyakorlathoz
El6adas féliak: Hilbert tipusu bizonyitasok

Feladatsorok
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Hilbert féle bizonyitasok
Axioma sémak:
1. (F=(G—=H))—=((F—=G)—(F—H)
2. F-(G—F)
3. (F—=l)—=l)—F

Ezek axioma sémak, azaz a fenti képletekben F G és H
helyére tetsz6leges formulakat helyettesithetlnk.

Kévetkeztetési szabaly:
Modus Ponens (levalasztas szabalya, MP)

F.F—G
G
Ezt szintén tetsz6leges F és G formulakra szabad alkalmazni.



Hogyan lehet ezeket megtanulni?

AX1: (F - (G — H)) - ((F — G) — (F — H)),
ez az ,implikacié éndisztributivitasa”:
- (G+H)=F-G+F-H".
Miért tautoldgia ez? A lancolt implikacio viselkedése miatt
F—-(G—-H)=FANG—H,és
(FAG— H)A(F — G) — (F — H) ugye mar latszik?
AX2: F - (G— F)
Ez arra j6, hogy F-bdl, G — F-et készithesslink. Valdban:
1. F
2. F-(G—F) AX2
3.G—-F MP1,2

Ez alapjan, ha mar levezettik F-et, levezethetjuk G — F-et
barmely G formulara.

AX3: ((F —]) —l)— F

Ez a dupla tagadas térvénye, vagyis -——F — F.



Bizonyitasokat konstrualni nem kénnyd ...

Némi segitség ez az applet:
logik.phl.univie.ac.at/~chris/formular-uk-hilbert.html
Csak ez egy kicsit mas axiomakat hasznal az el6adas axiémai

a setupban igy etethet6k meg vele:

(F-> (G ->H))-> ((F->G)-> (F->H))
F->(G->F)
(F->0)->0)->F

Es utana ,0"-t (vagyis nagy ,6"-t) az azonosan hamis () jelnek
kell tekinteni és nem szabad helyére semmit sem helyettesiteni.
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- P — P bizonyitasa

1. P> (P—P)—P)
AX2[F/P,G/(P — P)]

2. (P~ (P~ P)~P)~ (P (P~ P))~ (P P)
AX1[F/P,G/(P — P),H/P]

3. (P—-(P—-P)—(P—P)

MP 1,2
4., P—(P—P)
AX2[F /P, G/P]
5. P—>P

MP 3,4



Logikai kOvetkeztetés bizonyitasa

Jele: X - F

Ekkor a F bizonyitasahoz az axiémakon tul a -beli formulak is
felhasznalhatok (azok persze helyettesités nélkul!).

Példaul: = = {(P —|) —|,P — Q} esetén £ - Q-nak ez a
levezetése (bizonyitasa):

1. (P—l)—| ex

2. ((P—l)—])— P AX3[F/P]
3. P MP 1,2
4, P—Q €X

5. Q MP 3,4

Tétel. (A Hilbert kalkulus helyessége és teljessége) Barmely ©
és F zérusrendil formulahalmazra illetve formulara

SFFeYEF

Megjegyzés. Némileg bonyolultabb axiomakkal és
szabalyokkal ugyan de a tétel igaz elsérendben is. Igy a logikai
kdvetkezmény fogalma formalizalhato.



-]— P bizonyitasa
(azaz ,hamisbdl minden kdvetkezik”)

L (= ({((P=) =)= P) = (U= ((P—=])=1)—U=P)
AX1[F/ |, G/(P =) =1, H/P]

2. (P—])—l)— P AX3[F/P]

3 (((P=1)=1) = P) = (1= (P —=1) =) = P))
AX2[F/((P =) —1) = P,G/ ]

I=(((P=l)—=l)—P) MP23

(= ((P=l)=1)—=(=P) MP14
I=((P—=1) =) AX2[F/ |, G/P —1]
|—P MP5,6
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- ((P—])— P)— ((P—])—]) bizonyitasa
1. (P—=1)—=(P—=1)—{((P—=])—P)—=((P—])—]))
AX1[F/(P —1),G/P,H/ |]
2. (P=1)—=(((P—=])—=(P—=1)—(P—=1)—

(P =1) = (P —1) = (P=1)) = (P =) = (P—=l))
AX1[F/P —],G/((P —1) = (P —1)),H/(P —)]

3. (P=1) = ((P—=l) = (P—=1)) = (P—1)
AX2[F/P —|,G/(P —]) — (P —])]

4. ((P=1) = ((P—=l) = (P =) = ((P—=l) = (P—=]))
MP 2,3

5. (P—])—(P—])—(P—]))
AX2[F/P —|,G/P —|]
6. (P—])— (P—]) MP45
7. ((P —>l) — P) — ((P —>l) —>l) MP 1,6
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A dedukcio tétel

Ez igy roppant nehézkes és hosszadalmas, de segitséglnkre
siet a dedukci6 tétel:

YFF—-GeXU{FI-G

Az mindaddig, amig implikaciot, azaz F — G alaku formulat kell
bebizonyitani, annak elétagja F felvehetd a feltételek k6zé és
elég csak G-t bizonyitani. Példaul:

FE—=((F=l) =) e{Fr(F=l)—le{FF-l}H]

Ez meg mar kénnyd:
1. F €x
2. F—| €X
3. | MP 1,2



Feladatok

Mutassuk meg az alabbiakat, a dedukcio tétel hasznalhato.

1.
2.

N oA

- F — F (dedukcioval trivialis)
F((P—=1)—=P)=((P—=l)—=l)

(az el6zb példa, ugye, hogy kédnnyebb?)

Fl— P

(azért ez is kdnnyebb mint az el6bb, bar nem trivialis)
{P,P —|}F Q (HF)

F(P—l)— (P— Q) (HF)

{(P—])— (Q—])} - Q— P (tdblan)

F((F =)= (G=1) = (((F=]) = G)—F)

(Ez a Fulodp Z. jegyzet 3. axiomdja)

{(P —>l) — P} P

(ehhez felhasznaljuk azt, hogy F — F-et mar le tudjuk
vezetni (és esetleg az el6z6 feladatot.))

Tovabbi példak FZ1 IV/5 (atirva az el6adas jeldlésére, azaz
-F = F —|, vagy az el6z6 példa 7. pontjanak értelmében a
feladatsor axiomait is hasznalhatjuk).



Kdvetelmények a ZH-ra

1. Els6rend( szintaxis: term, atomi formula, formula,
részformulak, kvantorok hataskore.

2. Strukturak és modelljeik: egy struktura egy formulanak
modellje-e, formulahoz adjon meg modelljét, nem
modelljét, olyan formulak felirasa, melyek minden modellje
bizonyos tulajdonsagu, formalizalas

3. A szemantika tovabbi alapfogalmai: kielégithetéség,
tautoldgia, ekvivalencia , logikai kdvetkezmény, és ezek
egyszerd 6sszefliggései.



Kdvetelmények a ZH-ra |l

4. Az itéletkalkulus alapvet6 algoritmikus kérdéseinek:

» Egy F formula, vagy véges ¥ formulahalmaz
kielégithet6-e;

» Egy F formula tautolégia-e (& F);

» Formuldk egy véges ¥ halmazanak egy F formula logikai
kévetkezménye-e (X = F);

» Egy F és egy G formula ekvivalens-e (F = G);

elddntése az alabbi modszerekkel

» igazsagtablazattal;

» indirekt igazsagtablazat médszerrel;

» Horn-formulék algoritmusaval (persze ez csak akkor
alkalmazhatd, ha csak Horn-klézok kielégithetéségét kell
eldénteni);

» rezolucidval.

5. Boole-mliveletek egymassal valo kifejezhetésége,
rendszerek teljessége és nem teljessége.

6. Hilbert tipusu bizonyitasok dedukcioval és anélkil.
A Zh-ban lehet feladat a kiadott hazifeladatok kdzul.



