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Zart Skolem normalformara hozas

Alapfogalmak

Egy formula
@ zart: ha nincs benne szabad valtozo;

@ kiigazitott: ha kilénbdzd kvantorok kulénbdzd valtozokat
kétnek le és a kotditt valtozok a szabad valtozoktdl is
kilénbdznek.

@ prenex alaku: ha a kvantorok a formula legelején vannak
és az egeész kvantormentes részre (azaz a formula
magjara) vonatkoznak. PI: Vxp(x) — q(y) nem prenex
alaku, de 3x(p(x) — q(y)) igen.

® Skolem normalformaju: ha Vx;Vx» ... Vx,F* alakd, ahol F*
kvantormentes, n > 0. Azaz olyan prenex alak, melyben
csak univerzalis kvantor szerepel.



Ekvivalens, s-ekvivalens

Két formula, F és G
@ ekvivalens, ha pontosan ugyanazokban a modellekben
igazak, azaz Mod(F) = Mod(G). Jele: F = G.
@ s-ekvivalens, ha pontosan ugyanakkor kielégitheték, azaz
Mod(F) # 0 <= Mod(G) # 0 Jele: F =5 G.
Pl. ¥xp(x) = -3Ix—p(x).
De 3x(x-x =x)# (c-c=c),csak Ix(x-x = x) =5 (¢c- ¢ = ¢).
Valéban, ha a természetes szamok modelljét ugy bévitjuk,
hogy a ¢ konstans interpretacidja 2 legyen, akkor az elsé
formula igaz, a masodik nem.
De barmely modellt, melyben 3x(x - x = x) igaz, tudunk ugy
maodositani, hogy modositott modellben (¢ - ¢ = ¢) igaz legyen,
ehhez csak a c interpretaciojat kell alkalmas objektumra
megvaltoztatnunk, ilyen objektum pedig Iétezni fog.
Megjegyzés. Minden F formulara vagy F =51 (mégpedig akkor
ha F kielégithetd) vagy pedig F =;| (mégpedig akkor ha F
kielégithetetlen).



A Skolem normalformara hozas ajanlott Iépései

@ lezaras

Q — és « kifejezése —, v és A-sel

© kiigazitas

© prenex alakra hozas

© (szlikebb értelemben vett) Skolemizacio

© a formula magjanak konjunktiv normalformara hozasa, ha
azt is kérik (pl. rezolucional sziikség lesz ra.)

@ a Skolem-fliggvények valtozoktdl vald fliggése
szukségességének vizsgalata, ha én kérem :)

Megjegyzés. 2, 3, 4 és 6 ekvivalens atalakitasok, 1 és 5 csak
s-ekvivalensek.

FZ2 ll/5a Adjunk meg a kdvetkez6 formulaval s-ekvivalens zart
Skolem normalformaju formulat.

Vx[3y p(x,y) — qly,2)] ATy [Vx r(x,y) V q(x, y)]



1. Lezaras

F=vx[3y p(x,y) — q(y,2)] Ay [Vx r(x,y) vV q(x, y)]

Meg kell hataroznunk a szabad valtozé el6fordulasokat.
Ehhez ki kell szamitanunk a kvantorok hataskérét. Minden
kvantor a kbvetkez6 binér (kétvaltozés) miiveletei jelig vagy a
formula végeéig két, kivéve, ha a zardjelek mast kdvetelnek.
Most a bekeretezett valtozé eléfordulasok a szabad
el6fordulasok:

F =Vx [Hy p(x,y) — q(,)] A3y [Vx r(x,y) v q(x],y)]

Helyettesitsiink minden szabad valtozo6t egy-egy Uj, a
formuldban még nem szerepl6 konstanssal. Ugyanannak a
valtozénak az el6fordulasait természetesen ugyanazzal a
konstanssal helyettesitsik. A példakban az ellenérzés
megkonnyitéséhez valasszuk mondjuk a konstansoknak mindig
acq, 0, C3, ... Szimbolumok kdzil.



gy
F =vx |3y p(x.y) = a(¥][2D] 7 3y [vx r(x.y) v a(x].y)] =
=5 Vx[3y p(x,¥) — q(cr, )] ATy [Vx r(x,y) vV a(cs, )] -

%))

Megjegyzés. A lezarast elvégezhetnénk ugy is, hogy a formula
elején egzisztencidlis kvantorral kétnénk le a szabad
valtozokat. A példankban F =¢ Ix3Jy3zF, de a Skolemizacié az
egzisztencialisan kvantifikalt valtozékbdl ugy is konstansokat
fog csinalni.

Ha nem egyetlen F formulank van, hanem formulaknak egy
halmazaval dolgozunk, akkor az egész halmazban
ugyanazokat a konstansokat hasznaljuk az azonos szabad
valtozok lekétésére. Ebben az esetben a formulankeént
egzisztencialis kvantorokkal vald lekétés nem miikédik. Ha
2= {,:17 Fg} akkor altalaban E|X(F1 A Fg) Z¢ dxF1 A IxFo.



2. — és «— kifejezése

@ A—-B=-AVB,

® -(A—B)=AA-B,

@ A—-B=(A—-B)A(B—A)=(-AVB)A(-BV A)

® (A=B)=(AAN-B)V(-AAB)=(AVB)A(-AV -B)
alkamazasaval (izlés szerint).
Igazabdl a két tagadas nélkili azonossagot elég tudni, de ha
ugy is KNF-ban kell a mag, akkor a tébbi azonossaggal lehet
némi id6t spoérolni.
Haladéknak: az implikaciét nem musz3j kifejezni, de az
implikaciora vonatkozé kvantorkihuzasi térvények egy kicsit
bonyolultabbak. Az ekvivalenciat mindenképpen ki kell fejezni,
mert nincs ra vonatkozé kvantorkihizasi térvény.

F =sVx 3y p(x,y)=Ja(c1, ¢2)] ATy [vx r(x,y) vV a(cs, y)] =
= Vx[-3y p(x,y) Vv q(cr, c2)] Ay [Vx r(x,y) vV q(cs, y)] =



A kotott valtozok atnevezésével érjik el, hogy minden
kvantornak sajat valtozéja legyen. Mivel az el6z6 |épésben a
szabad valtozéktol mar megszabadultunk, azokra nem kell
figyelni. (Kaldbnben a szabad valtozoktdl is kiuldnb6zé koot
valtozokat kellene bevezetni).

Fontos észben tartani: a kétott valtozok atnevezése ekvivalens
atalakitas, de a szabad valtozok nem nevezheték at vagy
cserélhet6k konstansokra az ekvivalencia megtartasaval.
Példainkban az uj valtozdkat valasszuk vy, vs, ... kdzal!

F =sVx[~3y p(x.y) V q(cr,c2)l ATy [VX r(x,y) V q(cs, y)] =
=s Vx[~3y p(x,¥) vV q(C1, C2)] A 3vi [V r(v2, vi) V g(cs, v1)] .-



4. Prenex alakra hozas

"Kvantorkihuzasi" térvények:

@ —VxF(x) = 3Ix-F(x)
@ —3IxF(x) = Vx—F(x)
® FV QxG(x) = Qx(F v G(x)), ahol Q =V vagy 3 és
x ¢ FreeVar(F)
@ QxG(x)V F = Qx(G(x) Vv F), ahol Q =V vagy 3 és
x ¢ FreeVar(F)
@ F A QXxG(x) = Qx(F A G(x)), ahol Q =V vagy
Jdés x ¢ FreeVar(F)
® QxG(x) N F = Qx(G(x) A F), ahol Q =V vagy
dés x ¢ FreeVar(F)
Szerencsére a kiigazitottsag miatt az x ¢ FreeVar(F) (azaz,
hogy x nem fordul el6 szabadon F-ben) mindig teljesulni fog,
arra kulén nem kell figyelni.



A példa folytatasa

F=s

=5 Vx [ﬁ p(x,y) Vv q(c1,02)] A 3vq [ r(va,vi) Vv q(cs,vi)] =
= VX[ﬁP(XJ’) Vv q(cr, 62)] AviVvz [r(vz, vi) v g(cs, vi)] =

= vx [Vy [-p(x, ¥) V a(cr, )] A vt Vv [r(ve, vi) V G(cs, vi)] =

= {{[Vx Yy [-p(x,y) v q(c1, c2)] A I ¥z [r(v2, v1) V q(ca, v1)]} =
= VX Vy{[-p(x,¥) V q(c1, G2)] A[ TV | [r(v2, v1) V q(ca, v1)]} =
= Vx VyaviVva{[-p(x,y) vV q(c1, )] A [r(ve, v1) V q(cs, v1)]}

Nem ez az egyetlen j6 megoldas! Pl. 3v{Vw,oVx Vy{...} vagy
InYxVwVy{...} is elképzelhetd. S6t minden kvantorsorrend
melyben Vx megel6zi Vy-t és 3v4 megelézi Vv,-t. Ez a sorrend
azonban biztos, mert a kvantorkihuzasokkal nem lehet az egyik
kvantorral a masikat ,atugrani”.



5. Skolemizaciod

Az egzisztencialisan lekotott valtozok az eléttiik univerzalisan
kvantifikaltak uj ugynevezett Skolem-figgvényével
helyettesitenddék.

Az egységesités kedveéeért a Skolem-fuggvények szimbolumai
legyenek a kévetkez6k (de ujak!):

o
(*]
(*]
o
(*]

nulla valtozésok (konstansok): ¢y, ¢, .. .
egy valtozésok: ey, eo, ...

két valtozdsok: ki, ko, . ..

harom valtozésok: hq, ho, . ..

négy valtozésok: nqy, no, . ..

négynél tébb valtozosok: fi, f, ...

F =5 Yx Yy 3vs [Pva{[-p(X, Y)Va(cr, ca)A [r(va, vi)Va(cs, vi)]}.
Az egyetlen egzisztencidlis kvantor 3v; melyet Vx és Vy

univerzalis kvantifikaciok el6znek meg.
Ezért v4 helyére ki(x, y)-t kell bevezetnlnk.

F =5 YxVyVYwvo{[-p(x, y)Va(ct, C2)IA [r(ve, ki (x, y))Va(es, ki (x, ¥))]}-
D



6. A Skolem-fuggvenyek valtozoktdl valo figgésegsei

szukségességenek vizsgalata

Magyarul: szukséges-e, hogy a példaban k;(x, y) mind az x,
mind az y valtozotdl figgjon?
Valasz: most nem, mert ha a

IYXYwVy{...}

prenex alakon végeznénk a skolemizaciot, vq-et nem elé6zné
meg sem x sem y.

Ezért a példaban, ki (x, y) helyett egy ki konstans (vagy ha
valakinek jobban tetszik c,) is irhaté lenne.

Szabaly: Egy f(xq, X0, . .., X;) Skolem-figgvény x;-t6l valé
flggése pontosan akkor hagyhaté el, ha a skolemizacié el6tti
formulaban nincs olyan atomi formula, melyben x; és az
f(x1, X2, ..., Xn)-nel helyettesitett valtozé egyltt el6fordulna.
Hazi feladat: FZ2 1I/5 és 7.

Szintén hozzuk Skolem normalformara az 1. gyak széveges
pédainak formulait, (illetve a konkluzié tagadasat).



Két megjegyzés a Skolemizaciohoz

1) A — mdlveletek kifejezését azért kell a kiigazitas el6tt
végezni, mert az A < B ekvivalencia (-AV B) A (AV —B)
kifejezése elronthatja a kiigazitottsagot.

2) Prenex normalalakra hozasnal lehetéség van a kvantorok
Iépésenkénti kihuzasa helyett el6bb a negaciok De-Morgan
azonossagokkal térténé bevitelére a kvantorok mégé, majd
ezutan a kvantorok ,gondolkodas nélkul” huzhatok ki a formula
legelejére (a sorrend megtartasaval). Ugyanis ha nincs
implikacio és negacio, amin a kvantort at kell huzni, akkor az
nem fog megvaltozni.




Néhany hazi feladat megoldasa:

Fz2 1I/5
b)

F=3xr(x,[y)) < Vyp(x] y) =s 3xr(x, ¢1) < Vyp(C2,y) =
= (23xr(x, ¢1) VVyp(C2, ¥)) A (5Vyp(C2, y) V Axr(X, 1)) =
= (m3xr(x, ¢1) vV Vyp(cz,y)) A (=Yvip(Cz, v4) V 3Var(vz, €1))
= (Vx=r(x, 1) VVyp(cz, ¥)) A (Bvi=p(C2, v1) V 3var(va, €1)) =

= VxVy3avi3we[(—r(x,c1) V p(c2, ¥)) A (=p(C2, V1) V r(Va, C1))] =s
=5 VXVy[(=r(x,c1) V p(c2, ¥)) A (=p(C2, ki (X, y)) V r(ka(X. y), €1))]

ki(x,y) helyére kq, ko(x, y) helyére pedig k» konstans irhato
lenne, mert vy, illetve v» sem x-szel, sem y-nal nem szerepelt
k6z6s atomi formulaban.



C) VxVVvaVvaVvs [(q(X, e1(x)) V p(ez(X), v2)) A —P(Va, Va)]
Mj.: ex(x) helyett e, alkalmazhato, de e;(x) helyett e
nem!!!

d) VXVviVvaVvaVvy [p(X, e1(x)) A =r(vy, va) A =q(va, v4)]
Mj.: e4(x)-nek x-t6l valo flggése lényeges!




FZ2 11/7 megoldasa

a) Ixvy p(x,y) — Vy3xp(x,y) =
—3xVy p(x,y) VVvi3ve p(vo, vq) =
Vx3y-p(x,y) VVvi3va p(ve, vi) =
Yx3yVviAve [-p(x, ¥) v p(ve, v1)] =s
y helyére e{(x)
Vo helyére ki (x, vq)
Vxvvq [-p(x, e1(x)) V p(ki (X, v1), v1)]
Mj.: k1(x, vq) helyett k;(v4) hasznalhato, de k; nem!

b) ¥x(p(x) — q(y)) =s Vx(p(x) — q(c1))




FZ2 11/7 megoldasa Il

c) Vxvy[p(z) A (q(x, u) — 3va(y, v))] =s
vxvy [p(c1) A (—q(x, c2) v Avq(y, V))]
vxvy3vip(er) A (=q(x, c2) v a(y, v))]
v helyére kq(x, y) helyettesitéssel:
=s Vxvy [p(c1) A (=q(x, c2) V a(y, ki (X, ¥)))]
ki(x,y) y-tol valo fliggése lényeges, x-tdl vald figgése
azonban nem, azaz helyére kq(y) irhat6 lenne.

d) -3y p(y) — 32(q(2) — r(x)) =s
Ay p(y) v 3z(q(z) — r(cy)) =
Ay p(y) v 3z(-q(2) v r(cr)) =
Ay3z[p(y) v (=q(2) v r(c1))] =s
y helyére c,,

Z helyére ¢ helyettesitéssel:
p(cz2) v —q(cs) V r(cy).



