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Ein Beitrag zum Entscheidungsproblem.

Von Liszro KaLmar in Szeged.

Einleitung.

Vorliegende Arbeit enthdlt eine Untersuchung iiber das Ent-
scheidungsproblem (erster Stufe) der mathematischen Logik, d. h.
tiber das Problem, ein Verfahren aufzufinden, durch welches man
von einem beliebigen Zahlausdruck entscheiden kann, ob es einen
Individuenbereich gibt, wo derselbe erfiillbar!) ist und, wenn ja,
wie dann ein solcher Individuenbereich beschaffen sein soll.?) Ob-
wohl dieses hochst tiefliegende Problem noch sehr weit von einer
Losung steht (gewisse Griinde lassen es sogar vermuten, dafl eine
vollstindige Losung desselben unmoglich ist?)), so liegt doch eine

1) Statt Erfiillbarkeit kann man hier auch nach Allgemeingiiltigkeit fra-
gen; oft wird das Entscheidungsproblem in diesem Sinne gefaBt. Beide
Fassungen sind einander ,dual und bekanntlich gleichwertig. Wird im fol-
genden doch eine Unterscheidung der beiden Fassungen des Entscheidungs-
problems benétigt, so werden wir fiir die Fassung des Textes das Wort
Erfiillbarkeitsproblem gebrauchen.

2) Diese schérfere Fassung des Entscheidungsproblems wurde von
Beryays und ScnonriNken formuliert: P. BerNavs und M. SCHONFINKEL,
Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, Math. Annalen, 99
(1928), S. 342—372, insb. S. 344. — Indem man von dem trivialen Fall eines
leeren Individuenbereiches systematisch absieht, kann die fragliche Beschaf-
fenheit des Individuenbereiches nur in einer unteren Abgrenzung seiner Kar-
dinalzahl bestehen, vgl. a. a. O., S. 344. — In der Terminologie schlieBen
wir uns an die angefiihrte Arbeit, oder an das Werk: D. HiuBErT und
W. ACKERMANX, Grundziige der theoretischen Logik (Berlin, 1928) an.

3) In der Tat wiirde die allgemeine Losung des Entscheidungsproblems
nach K. Goper, Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme I, Monatshefte fiir Math. und Phys., 38 (1931),
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Reihe von interessanten Ergebnissen betreffs dieses Problems in
der Literatur vor. Diese Ergebnisse sind hauptsichlich von zweier-
lei Art: 1) zum Teil beziehen sie sich auf die Losung gewisser
Spezialfdlle des Entscheidungsproblems; 2) zum Teil bestehen
sie aber aus gewissen Reduktionssditzen, d. h. aus Sitzen, welche
die Losung des Entscheidungsproblems auf die Losung eines Spe-
zialfalles desselben zuriickfithren. Die Untersuchungen in den
beiden Richtungen verlaufen natiirlich parallel; die Ergebnisse
erster Art sollen eben den Weg fiir die Untersuchungen in der
zweiten Richtung zeigen.

So 14t sich das Entscheidungsproblem fiir endliche Indi-
viduenbereiche, deren Kardinalzahl eine gegebene Anzahl nicht
tibersteigt, durch ein sehr einfaches klassisches Verfahren?) losen;
andererseits darf man sich, vermoge eines LOWENHEIMschen Satzes®)
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit auf hochstens abzdhlbare
Individuenbereiche beschridnken. Fiir Zdhlausdriicke, welche aus-
schlieBlich Funktionen eines Argumentes enthalten, wurde das
Entscheidungsproblem von LOWENHEIM (a. a. O. %), Satz 4
S. 459—462) und BEHMANN®) gelost; andererseits ldsst sich nach’
LOWENHEIM (a. a. O. ?), Satz 6, S. 463—470) das Entscheidungs-
problem auf den Spezialfall zuriickfiihren, dafl der gegebene Zihl-
ausdruck ein bindrer ist, d. h. nur logische Funktionen von hoch-
stens zwei Argumenten enthdlt.

Fiir Zé‘}hlausdrﬁcke von gewissen speziellen Formen wurde
das Entscheidungsproblem durch die Untersuchungen von BERNAYS,

S.173—198, die Tatsache mit sich bringen, daB gewisse Axiomensysteme, die
man bisher als vermutlich widerspruchsfrei betrachtet hat, einen Widerspruch
enthalten.

4) Vgl. z. B. W. ACKERMANN, Uber die Erfiillbarkeit gewisser Zihl-
ausdriicke, Math. Annalen, 100 (1928), S. 638 —649, insb. S. 640.

5) L. LOWENHEIM, Uber Moglichkeiten im Relativkalkiil, Math. Annalen
76 (1915), S. 447—470, insb. Satz 2, S. 450—456. Vgl. auch Tm. SKOLEM’
a) Logisch-kombinatorische Untersuchungen iiber die Erfiillbarkeit oder Beweis-’
barkeit mathematischer Sitze usw., Det Kgl. Norske Videnskapsselskaps Skrifter,
Mat.-Naturv. Klasse, 1920, No. 4, 36 S., insb. S. 3—10; b) Uber einige Grund-
lagenfragen der Mathematik, Skrifter det Norske Videnskaps-Akademi, Oslo,
Mat.-Naturv. Klasse, 1929, No. 4, 49 S, insb. S. /3—28, wobei derselbe Satz
einfacher und von verschiedenen Gesichtspunkten aus bewiesen ist.

¢) H. Benmaxn, Beitrdge zur Algebra der Logik, insbesondere zum
Entscheidungsproblem, Math. Annalen, 86 (1922), S. 163—229, insb. S. 186—210.
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224 L. Kalmar

SCHONFINKEL, ACKERMANN und SKOLEM gelost. Bekanntlich”) kann
man jeden Zahlausdruck auf eine Normalform bringen, so daff am
Anfang ein System von unverneint nebeneinandergestellten Klam-
merzeichen steht. Wir denken im folgenden jeden Zihlausdruck
auf diese Normalform gebracht ; das voranstehende Klammerzeichen-
system nennen wir nach GODEL®) das Prdfix von 2. BERNAYS
und SCHONFINKEL?) haben nun zundchst gezeigt, dafl in Hinsicht
auf das Erfiillbarkeitsproblem diejenigen Zahlausdriicke als die
einfachsten zu betrachten sind, welche ein Prdfix von der Form

(1 (Ex;) (Exs). . . (Ex, ) (1) (0) . .- (3)

besitzen (m oder n kann auch Null bedeuten), bei denen also
kein Allzeichen vor einem Seinzeichen steht; fiir solche Zihlaus-
driicke 14B8t nidmlich das Erfiillbarkeitsproblem eine hochst einfache
Losung zu. Ferner haben sie eine Losung des Erfiillbarkeits-
problems fiir den wesentlich schwierigeren Fall der Zahlausdriicke
mit einem Prifix von der Form

() (EY)
erbracht.’) Sodann hat ACKERMANN (a. a. O. ), S. 644—649) die
Erfiillbarkeitsfrage fiir den allgemeineren Fall eines Préfixes von
der Form

(2) () (En)(E.) ... (EY)
oder noch allgemeiner

(Ex,) (Exs) ... (Ex,) () (Ez)(E2) . .. (EZ)

erledigt; fiir den Fall (2) hat SKOLEM,") unabhéngig von ACKER-
MANN, eine einfachere Losung gegeben:

Es erhebt sich nun die Frage, ob man nicht einen, diesen
BERNAYS —SCHONFINKEL — ACKERMANN — SKOLEMschen Resultaten ent-

) Vgl. z. B. HILBERT—ACKERMANN (a. a. O. ?)), S. 63—65.

8) K. Goper, Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionen-
kalkiils, Monatshefte fiir Math. und Phys., 37 (1930), S. 349—360.

9) A.a. 0.2),S.359—360; hier wird die duale Formulierung angewandt.

10) A, a. 0. 2), S. 360—370 (in dualer Formulierung); vgl. auch ACKER-
MANN, a. a. O. 9), S. 641—644.

1) Tu. Skorem, Uber die mathematische Logik, Norsk Matematisk
Tidsskrift, 10 (1928), S. 125—142, insb. S. 135—136. Vgl auch das Referat
von Skorewm iiber die in der FuBnote %) angefiihrte Arbeit von ACKERMANN,
Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, 54 (1931), S. 57, wo cine
Vereinfachung des AckermANNschen Lsungsverfahrens angegeben wurde.
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sprechenden Reduktionssatz im obigen Sinne aufstellen kann.
Ein solcher Satz sollte also besagen, daf man sich beim Erfiill-
barkeitsproblem ohne Einschrankung der Allgemeinheit auf Zahl-
ausdriicke mit einem Prédfix von einer gewissen speziellen Form
beschrinken darf. Ein derartiger Satz wurde in der Tat von SKOLEM
(a. a. 0. ®) a), S. 4—6) bewiesen, indem er gezeigt hat, daB es zu
jedem Zahlausdruck U einen anderen A’ gibt, so daf das Prifix
von A’ die Form
(€)) (1) (2) + . (%) (EV) (ED) - (EV.)
besitzt und daff A dann und nur dann in einem Individuenbereich
erfiillbar ist, falls dasselbe fiir A" gilt.

In der vorliegender Arbeit wird ein anderer Satz dieser Art

bewiesen. Ich zeige ndmlich, daB man sich beim Erfiillbarkeits-
problem auf Zihlausdriicke beschrinken darf, deren Prdfix die Form

4) (Ex)) (Exo) - .. (Exn1) (00) () (Ex,) () (3) - - . (1)

besitzt. Dies diirfte insofern nicht ohne Interesse sein, indem das
Prifix (4) viel ndher an der — in Hinsicht auf das Erfiillbarkeits-
problem giinstigsten — Form (1) steht als das Prifix (3); das
letztere konnte man ja, da es in einem gewissen Sinne das
Gegenteil von (1) bildet, als die in dieser Hinsicht ungiinstigste
Prafixenform bezeichnen. .

Ausfiihrlicher: wir werden ein Verfahren angeben, welches
zu jedem Zahlausdruck A einen anderen Zdhlausdruck B mit den
folgenden Eigenschaften konstruieren ldft:

a) Y besitzt ein Prafix von der Form (4).

b) Ist A in einem Individuenbereich / erfiillbar, so ist auch
¥ erfiillbar in einem (anderen) Individuenbereich K, welcher durch
) und 7 eindeutig bestimmt ist, und zwar derart, dafl zu einem
endlichen 7 ein endliches K gehort.

¢) Ist ¥ in einem Individuenbereich / erfiillbar, so ist ¥ in
einer gewissen Teilmenge von / (als Individuenbereich) erfiillbar,
also auch (vgl. Fulinote ®)) in I selbst.

Dadurch wird das Problem der Erfiillbarkeit von 3 in der
Tat auf das entsprechende Problem fiir ¥ zuriickgefiihrt. Denn
die Losung des letzteren kann — gemdll den oben erwdhnten
Ergebnissen von LOWENHEIM, BERNAYS und SCHONFINKEL (vgl. die
FuBnoten 2) und ®)) — nur eine der folgenden drei Formen haben.
Entweder ist ¥ iiberhaupt in keinem Individuenbereich erfiillbar;
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225 L. Kalmar
oder ist 3 zwar in keinem endlichen, wohl aber in jedem unend-
lichen Individuenbereich erfiillbar; oder aber gibt es eine endliche
Anzahl 2 derart, dab ¥ in einem Individuenbereich dann und nur
dann erfiillbar ist, wenn die Kardinalzahl desselben =4 ist. In
den beiden ersten Fillen gilt dasselbe fiir ; und im dritten Fall
ist 9 gewi in jedem Individuenbereich erfiillbar, deren Kardinal-
zahl = 4 ist; es bleibt daher nur die Erfiillbarkeit von A in den-
jenigen Individuenbereichen zu untersuchen, deren Kardinalzahl
~ 7 ist und dies fiihrt ja, wie schon erwdhnt, auf ein gelostes
Problem.

In L. werde ich die Konstruktion von ¥ angeben. Sodann
werde ich in II. diese Konstruktion derart modifizieren, dalfl auch
folgendes bestehe:

d) Der zu einem bindren Zahlausdruck A gehorige Zdhlaus-
druck O ist auch selbst bindr.

Hierdurch wird das Erfiillbarkeitsproblem auf den Spezialfall
von bindren Zahlausdriicken mit einem Prifix von der Form 4)
zuriickgefiihrt; 2 darf man ja nach einem oben erwdhnten LOWEN-
neiMschen Ergebnis als bindr voraussetzen. Die (wesentlich ein-
fachere) Konstruktion in I. erfiillt die Forderung d) nicht, da sie
auch mit einer gewissen dreigliedrigen logischen Funktion operiert ;
und, falls man 3 nach dem LOweNHEIMschen Verfahren nach-
triglich in einen biniren Zahlausdruck tiberfiihrt, so verliert sein
Prifix die Form (4).

I.

1. Es sei ein Zahlausdruck A gegeben; wir werden einen
Zahlausdruck U konstruieren, welcher die in der Einleitung for-
mulierten Eigenschaften a), 6) und ¢) besitzt. Wir diirfen voraus-
setzen, dab A ein Prifix von der Form (3) besitzt; sonst wiirden
wir das anzugebende Verfahren auf den aus 3 durch das in der
Einleitung erwihnte SkoLEMmsche Verfahren entstandenen Zihlaus-
druck anwenden.!®)

12) Die Voraussetzung, daB das Prifix von 9 die Form (3) haben soll,
dient nur zur formalen Vereinfachung der Schreibweise. Die Konstruktion von
9 kann man auch ohne diese Voraussetzung ausfiihren ; vgl. die Konstruktion
in 11, wobei die fragliche Voraussetzung nicht mehr gestattet ist. Zur prak-
tischen Ausfiihrung der Konstruktion von 3 empfiehlt es sich, den Umweg
iiber das Sxorrmsche Verfahren zu ersparen.
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Es sei also ¥ von der Form

(x.u)ll’,(Eyl')T \S (Fly F_’y 8,05 % 3 E; xl: x‘l’ i R xm; yl) y2! P00 yn);
dabei wurden statt (x)) (x.)...(x,) bzw. (Ey,)) (Ey,)...(Ey,) die

ity

Abkiirzungen (x.);, (Ey,); angewandt; dgl. weiter unter (Y1 1
statt (1) (Pi2) - V1) (021) (022) - B2w) o o Pa1) Pu2) « o (Fam)-
Hier ist a ein aus den logischen Funktionszeichen F, F,, ..., F,
und aus den Individuenvariabeln x;, X,,..., X,.; Y1, V2. .., y, durch
Einsetzung (der Individuenvariabeln in die Leerstellen der Funk-
tionszeichen) und durch die Operationen ~—, & V, - des Aus-
sagenkalkiils aufgebauter Ausdruck.

Ist % in einem Individuenbereich [/ erfiillbar, so gibt es n
Funktionen p,=m (1, X2y« «y Xa), V2= (X{3:20, Latriix) e
9, =, (x5X, 3265 X )pavon s lediom Argumenten, die in / definiert
sind und Elemente von [ als Werte annehmen'?), so dal bei ge-
eigneter Definition der logischen Funktionen F, F,...,F in [
die Aussage

(5) Q(FlrFl’ LY ’yF/; xl’ x'.!) £ e '>xm; ’]l (xhx'.’y 30 .’xhl y
’ /)]Z(XUXZZ; FAYER xm Yyl '/u (xlix‘.’, s 'rxm))
fiir alle Werte von X, Xs, ..., X,, aus [ richtig ist.'*)

2. Es bezeichne 7, fir p=12,...,m die Menge der ma-
thematischen Funktionen (vgl. Fufinote ¥)) von u Argumenten
iiber I; I, bezeichne / selbst; ferner sei K== L+L+6L+...+1,..
Fiir endliches / ist auch K endlich.')

15) Solche Funktionen nennen wir mathematische Funktionen (Individuen-
funktionen) iiber I (im Gegensatz zu den logischen Funktionen (Satzfunktionen)).

14) Diese Formulierung der Erfiillbarkeit des Zahlausdruckes [ im
Individuenbereich I wurde zuerst von Skorem fiir Untersuchungen tiber das -
Entscheidungsproblems verwertet (a. a. O. ?), @) und b)), obwohl schon das
von LoweNmEM (a. a. O. %)) angewandte ScurOpersche Verfahren der ,Aus-
fiihrung® von logischen ,Summen*“ auf denselben Gedanken beruht. — Wir
wenden ohne Bedenken das Auswahlprinzip an; vgl. hierzu aber die Aus-
fiihrungen von SKOLEM, a. a. 0. %) b), §4 (S. 23—29), welche sich auch auf
unseren Fall iibertragen lassen.

15) Bezeichnet ¢ die Kardinalzahl von I, dann hat K die Kardinalzahl
R L""+_,_+ A Wir legen gar kein Gewicht darauf, diese Kardinal-
zahl moglichst zu vermindern. Ubrigens konnte eine wesentliche Verminderung
derselben einerseits durch Identifizierung der Elemente von [ly-+1I-+ L+
+ ... 1, mit gewissen Elementen von I,,, andererseits durch Beschrin-
kung auf gewisse spezielle (durch die #, bestimmte) Funktionen erzielt werden.
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Wir definieren nun die logischen Funktionen!®) ,, @,
;e (mit einer Leerstelle) und U (mit drei Leerstellen)
foloendermaﬁen in K. EIJ,,(x) sei dann und nur dann richtig, falls
x zu [, gehort (u==0,1,2,...,m); ¥ (y,x,<) scll dann und nur
dann eine richtige Aussage sein, falls x ein Element von /, 7 ein
Element von einem der /,, 1., ...,1,, etwa von /,, ist und & das-
jenige (eindeutig bestimmte) Element von [,y ist, fiir welches
die beiden Elemente 5 (x, x;, X,, ..., Xy—1) und §(x;, X5y ..o, Xe-1)
(von I) fiir alle Werte von X, X,,...,X,-1 aus / identisch sind.!%)

Dann gilt, /, wie immer (vgl. Fulinote ?)), als nichtleer vor-
ausgesetzt,

(6) (Et)m, (f)
und

m

M @) EW) > @, () & ()~ (-1 () &B (1, W)

wobei das Summenzeichen die Konjunktion der entsprechenden
Glieder andeuten soll; in (6) und (7) sollen sich die Klammer-
zeichen tiber K erstrecken.

3. Ferner gilt, wenn man die Funktionen 7, auch mit ¥,
bezeichnet, die Aussage

®) .:1 @ (r0)-

Setzen wir die in / definierten logischen Funktionen F, F,,..., F,
nach K durch die Festsetzung fort, daf sie an jeder neuen Stelle
eine falsche Aussage reprisentieren; dann gilt, fiir beliebige Ele-
menteix, e i (=525 s M i) 125000-, 1), 8us K die Aussage

m ) m

{ Z_IiEDU(x_,,) & \ \ w (}’, =1, Xu,}’; !l) D
"ﬂ(F,,F_»,...,F/, }‘lyxlh-'-’ »,7)lm;yZ;uy---yynm)-
In der Tat, aus dem Vorderglied von (9) folgt, dafi die x, Ele-

9)

10) ), Gy, ..., d,, ¥ sollen von den in 9 vorkommenden Funktions-
zeichen Fy, F», ., Fyverschieden sein; desgleichen weiter unten &, ®y,..., &
D5 Dgrainrer Dt 18 150 2000

17) Die Identitit zweier Elemente einer Menge werden wir iiblicher-
weise durch das Gleichheitszeichen andeuten. Im Falle g == 1 soll natiirlich
statt & (xy, Xay .« X, 1) einfach ¢ stehen.

my, 2
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mente von / sind und daf die y., diejenigen mathematischen
Funktionen von m-—p Argumenten. iiber / bedeuten, fiir welche
bei beliebigen s, .1, Sy42,..., S, aus /

yl-!z (s,l+1y S[H—Zy ceey Sul)::. ’)]1- (xl, x-_!, oty X‘,,, S[!*}-l) S[(»{-Z) 1 Sm)

gilt; insbesondere sind die y.. Elemente von / und zwar ist fiir
e P

yrm: 721' (xly x:‘.; s & 802 x“f) ;
also gilt nach (5) die Aussage
a (Fl) E.Z) o 80y Fl; xl, xz, « ey xm; ylmy y2m) “e ey ynm)-
Daher gilt

[ Epoo)t G (o)t 2 W) &

1 n

l m m N
(10) i [( Zm”('x")& __ >; w()’l',[l«]) x‘u,yl'lu))*

I‘ >0 (Fl) F_g, ey E; xl,XZ, Ve -,x,,,; y]myyZM, . e .,y”,”).’; y
wobei die Klammerzeichen sich wieder iiber K erstrecken.

4. Also gilt bei der obigen Definition der logischen Funk-
tionen Fy, F., ..., F und M, ®,d,,...,M,, P in K die Kon-
junktion der Aussagen (6), (7) und (10); diese Konjunktion 146t
sich aber auf die Normalform

(D) (Evro)? () () (EW) (2 ()i 3mo () &

m

& 2[00 &0,0) (@01 00 & @ 1, )| &

(1) -

m n H

me(%'o)&l( 3 CD\J(XH)& > w(y; "= 1,x,,,y, ,,)) ->

>0 (Fl) Fz, ceey E; xl,XQ, . .,xm; ylm,y'_)m, . .,ynm)lé

bringen.'®)

Betrachtet man nun F, Fy, ..., F, ®, ®, M,, ..., @, T
wiederum als Zeichen fiir variable Funktionen, so wird (11) ein
Zihlausdruck ; wir nennen denselben 3. Dann besitzt 3 offenbar

13) Vgl. Goprr, a. a. O. 9), S. 351, Hilfssatz 4.
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von den in der Einleitung formulierten Eigenschaften a), b), ¢
die erste; und die Eigenschaft b) wurde eben bewiesen. Es bleibt
daher nur der Beweis der Eigenschaft ¢) iibrig.

5. Es sei nun der Zahlausdruck ¥ in einem Individuenbe-
reich / erfiillbar. Dann kann man also die logischen Funktionen
F,F,...,F o0, 0,... 0,86 derart in / definieren, daf (6),
(7) und (10) je eine richtige Aussage reprasentieren, falls die Klam-
merzeichen sich iiber I erstrecken. Es sei L die Menge derjenigen
Elemente ¢ von /, fiir die @, () besteht. Wir zeigen, dalj der Zahl-
ausdruck ¥ im (wegen (6) nicht leeren) Individuenbereich L er-

filllbar ist.
Wegen (7) gibt es eine mathematische Funktion w= (u, r)

iiber 7, welches, falls u eine der Aussagen M, (1), @, (), ..., B, (),
etwa M, (u) erfillt und » zu L gehort, der beiden Aussagen
.1 (4 (g, v)) und B (u, v, ¥ (4, v)) geniigt. Ferner gibt es wegen
(10) solche Elemente y,, (*=1,2,..., n) von I, welche die Aus-
sagen
(12) mm(ylo), mm(yzo)y e e ey mm,(yu\l)
erfiillen und so beschaffen sind, daf, so oft x;, X, ..., X, Elemente
von L sind und ypp (0==1,2,...,m; v=1,2,...,n) derart aus
I gewihlt werden, dafi die Aussagen :
(13) W (Yo s-1, X, Your) w=12..,mv=12... mn)
samtlich richtig sind, so gilt auch die Aussage
ﬂ(Fl, FQ, ool F[; X1, Xay ooy xm; ylan,yZ»n, .. -yyum)-
Man wihle nun der Reihe nach fiir v=1,2,...,n
_an et "J, (yl'tly xl)) yl':!: l/, (ym, Xg), .. -,yl'm = (/’ (,Vv. m-1y xm) ;
dann gelten wegen (12) die Aussagen
mnl~l(yu1), mm—z(ylh_)), “ e ey ml)(y,y“,) (’l’ e 1, 2, wis oy ll)
und auch die Aussagen (13) sind erfiillt. Insbesondere gelten die

Aussagen cDO ()’1 m): CD() (yZm)v ey CD«) (ynm) ’ d. h. yl 0y y2m, .. -,ym,.
sind Elemente von L. Wir haben also n mathematische Funktionen

{iber L definiert:
yl My lp (‘ by 5.3 llb (‘l’ (le ’ xl)’ xfl) AN, xm et '/‘ (xl’ x2’ $30 0 TS0 L).
y2m — l/’ ( 54 ,(/) (1/' (y20 ) xl)l x?) 5140y xm) Fr "1‘3 (xl’ XQ, 4 itk e) x“')’

yu m— l/’( i l/) (l,, (y;ll); xl)) x.') i B xm) e '(‘u (xl? X‘.” i | xm)y
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derart, daf fiir beliebige Elemente x,, x,, ..., x

m

von L die Aussage
a (Fiy Fir oo P Xey X5 v 0 X s (G e o),

s (000 g s X T (X1, X500 ) )
giiltig ist. Daher ist der Zahlausdruck 2 im Individuenbereich L
erftillbar, wodurch auch die Eigenschaft ¢) bewiesen ist.

.

: 6. "Es sei ein bindrer Zahlausdruck 2 gegeben; wir werden
einen Zahlausdruck Y konstruieren, welcher wieder bindr ist und
auch die Eigenschaften a), 0), ¢) besitzt. 3 ist von der Form!?)

G Eye )i+ 1 (EVeiis1 - oo Kty +1(EVudu i1 a (Fy,
) F.Z; ey E; X1y X2y 0 e ey xn//.,; yl, yz, Sie ”y“k);

‘wobei a einen aus den ein- und zweistelligen logischen Funktionen
F,, Fy, ..., F;, und aus den Individuenvariabeln x,, Xs, ..., X, :
P> Yy o . Yu, durch Einsetzung und durch Anwendung; der ’O;‘)Ig-’
rationen ~ , & \/, > aufgebauten Ausdruck bezeichnet. (Im Falle

i

my=0 bzw. n,=n,_, soll (x,);" bzw. (Ey.,).'_,+1 wegbleiben
und auch an den iibrigen Formeln weiter unten sollen evidente
Modifikationen angebracht werden.)

Es sei A in einem Individuenbereich [ erfiillbar; dann gibt
es n, mathematische Funktionen iiber /:

= Ui (xlyxzy-.., xuu)r Vo= M2 '/xl; Xayeney x’”l)’

;"')y”l :’)2“1(x|,x2,...,xm,);
yﬂd—l: Ny +1 (xlyX2)-.-yxm-_»_)) y711+2: /']“l'*‘z(xl’ Xayeees x7"2)’

yeoey Yy == Nn, (xl, Xiyeon, x“/:) >

ynkﬁﬁ—l = 72”;-_1-.‘1 (xl y Xayeonn x"'/\»)r y”x- 1T 2y ')2";-_1+2(x1’ Xoyoos ) xm‘),
!"‘7y'lA-':17‘/A~ (xly x2) e ey xm,_.);
so daB, bei einer geeigneten Definition der logischen Funktionen

19) Wir diirfen jetzt nicht mehr voraussetzen, daff das Prifix von 2 die
Form (3) besitzt ; denn das in der Einleitung erwdhnte SkoLimsche Verfahren
welches 9 in einem in Bezug auf die Erfiillbarkeit gleichwertigen Zahlaus-’
druck mit einem Prifix von der Form (3) iiberfiihrt, hebt den biniren Cha-
rakter von [ auf. (Und die LowexNmeMsche Konstruktion, welche wiederum
zu einem bindren Zihlausdruck fiihrt, zerstort die Form des Prifixes.)
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EinEaf odFeinltirialle Werte von x;, X, . . ., X, aus / die Aussage

(14)

besteht.??)

7. Bezeichnen wir wieder, fiir ¢=—1,2,..., m;, die Menge
der mathematischen Funktionen von w Argumenten iiber / mit /.
ferner bezeichne [,: fiir w==1,2,...,m, die Menge aller geordne-
ten Paare (3, x), wo % zu I, und x zu / gehort. Endlich sei, ab-
weichend von der Definition von K in I, K=I+L+L+...+

Al L+ L+ L
Die logischen Funktionen @,, M, O, (w=1,...,m) (von

einem Argument) und X,, Xs, Q (von zwei Argumenten) seien in K
wie folgt definiert. @, (x) bestehe dann und nur dann, falls x zu if

gehort (wobei [, wieder I selbst bezeichnet); M, (x) soll dann

und nur dann bestehen, falls x ein Element von I ist. Xi (w, 1)
sei dann und nur dann richtig, falls 4 zu einem der /,, w zum
entsprechenden I, gehort und zwar von der Form (7, x) ist
(x Element von /); X,(w, x) bestehe dann und nur dann, falls x
ein Element von /, w ein Element eines der I, und zwar von der
Form (, x) ist, wobei # zum entsprechenden /. gehort. Endlich
soll Q(w, §) dann und nur dann eine richtige Aussage reprdsen-
tieren, falls w ein Element (#, x) von einem der I, ist (also # Element
von /,, x Element von /) und ¢ dasjenige (eindeutig bestimmte)
Element des entsprechenden I, ist, fiir welches die beiden Ele-

a (F, Fiy < WS 360 Xag ok X0 ity (X1y Xy ooy Xun),
y o e ey "]nk(xl)x'l)"'!x‘“k))

mente 1 (X, Xiy Xagie oy Xa1)e 00 C(X1, X5, o0 Xz 1) von [ fiir alle

Werte von X;,X,,...,X.-1 aus / identisch sind.
Dann gelten die beiden Aussagen

(15) (Et) m, ()
und

H

I@x)wm mmﬁm&m0ﬂ>
(16) 3 (€ () & X, (0, 1) & Xa (0, )| &

& lm;t (u)~ (m,l (W) & Q (1, w)m :
wobei die Klammerzeichen sich iiber K erstrecken.

20) Vgl. Fufinote 14).

Hog==1 2, SR ey e e R U A D2 Sl =1 D
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8. Es gilt ferner die Aussage
ny m 1 m g H
(Ey"o)l y (x“ 1" (yll“l gLl (,V: "y )u‘ +1, 1;_ & (y. LUy ) i i

e Mg Iy _j+1,1
n m
b Lig | 251 iy .
( v )1 (Zz s )n|+1 1. -(zv“:k )u;,.,y&‘l, =

!l, n %

S LN S
Si Sl (yvza>&}|2.lmo<xy)&

{ =1 "z‘”‘x—]ﬂ'"l

LI,
(17) & 2. _\_ (X (zl "/’)‘/ u, Al)&

#=1 vy=n, 1+1 u, '1

&XZ(ZI'ZII Yu )&Q(ZL oy y:,u,))
"u(Fl,Fg,..-,[:[; xl;xzw"axm;,.; }1’”17"")}"1 gy

>

.y J’nk__,+1,mk, c ey ynk m]..)z g

(n, bedeutet O, die Klammerzeichen erstrecken sich wieder iiber K).
Wahilt man ndmlich der Reihe nach #,, y,,..., 5, fiir y,,, s
V0, SO werden zundchst fiir : £

=012, =m+1, m+2, ..., 05 .
==+, n_,+2..., 0,
bzw. Aussagen i i :
cD‘”l(yVIO)’ mwz (yl':())y ey mmk (yl'/_,o)
erfiillt. Es seien ferner x, (u=1,2,...,m) und Ve 112

V2 Tl
solche Elemente von K, welche die Aussagen )

cDo(xu) X1 (Zu ) yL, u'rl), X (Z: LUy Xy, ) Q(zv (s yv,u,t)
erfiillen, sonst aber beliebig sind. Dann gehoren die x, zu /;
ferner ist 2,,., mit dem geordneten Paar (., -1, Xu,) identisch ;
endlich ist y, ., diejenige mathematische Funktion von /114—-;4,
Argumenten iber /, fiir welche bei beliebigen s, ., s
My » Oly+2y 00 oy Sim
aus [
ynv%‘uz (Sﬂy"*'l’ S‘”z+2' ey smr) —
— .. (OcHiXayer xll 2 Su,+15 Su, w21y S )
Hl/
besteht; insbesondere ist also fiir v,=n, +1, n,_ 42,
(x=1,2,..., k)

7z

Z

}’l'z iy o )]"7, (xl, Xay oo : x"‘z)'
Daher gilt dann wegen (14) die Aussage
(18) \ (F], Fg,...,Fl; X1, XQ,---,XUIZ; ylml,...,ynl,,,"
Yo oRte e Ty y"/\— 11, gy ey y”/\"“k)'



234 L. Kalmar

9. Hieraus folgt, daf die Konjunktion der Aussagen (15), (16)
und (17), oder, auf Normalform gebracht (vgl. Fulinote 18)), die
folgende Aussage erfiillt ist:

(Et) (EYro e (u) () (Ew) (x‘”)'l“k

()”"1!'1);l|‘ ‘ 11'” y"’!!’g)usz, j L ha® (y"k.”k ):::-LH—I. 1
(Z"l.”l 1”,I : 'lul (z"e!’-.’):::,j.kl, ;"2 i (Z"A-l'/.»)::t.j,1+],"1nk 3 mU (t) &
ik
&2, 3\(@, (1) &, (1) ) >
=1 7 i
(@ (w) & X (w, 1) &Xe (W, ) l &

&

& |-CDI;, (1) »(_CD.,, L) &Q(u, w))]

n, m,.

i) i
g Y 0,008 2oe)s
z=1 v,=n, _1+1 - =1 3
L ' o
& Z 2 ,>_, (Xl (2,010 Yo,y 11, )&
z=1 v, ”z—l"”l ‘uz:::l %% 95 e

&Xo (e, 01, x/'x) &Q @, y"z!',))] 7

v

i\ (Fl, Fg,. iy F‘I, X1y Xaveooy xlllﬁ.; YVimes sieisy yu/\,n:k)

Diese Aussage fassen wir wieder als einen Zihlausdruck auf, indem
wit Fy, Fay..., F, @, @, @y, ..., M, B, @, ..., By X1, Xz, Q
wiederum als Funktionsvariable betrachten. Dieser Zihlausdruck
— wir nennen ihn ¥ — besitzt offenbar die Eigenschaft a) und
nach dem eben bewiesenen auch die Eigenschaft b); auflerdem
ist er auch bindr.

10. Um auch die Eigenschaft ¢) fiir den Zahlausdruck ¥ zu
beweisen, nehmen wir an, daff derselbe in einem Individuen-
bereich 7 erfiillbar ist. Daraus folgt, dah die Aussagen (15),
(16) und (17) bei geeigneter Wahl der logischen Funktionen
Fy Fy.roy F By, @y, @,y ., @, @, B0, @y Xiy Xo, Q rich-
tig werden; die Klammerzeichen erstrecken sich dabei tiber I
Wegen (15) ist die durch die Aussagenfunktion @, (f) charakteri-
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sierte Teilmenge L von I nicht leer. Wir zeigen, dafi der Zihl-
ausdruck A im Individuenbereich L erfiillbar ist.
Wegen (16) gelten die beiden Aussagen

() (1) (Ew)g_? (e () @By (1)) > (0 (W) & X, (w, 1) & X, (w, 1) |

und

ny,

(u) (E w)yi: () > (B () &Q (W)}

Es gibt also eine mathematische Funktion « (u, ) derart, daf,
falls u eine der Aussagen @, (1) (v=1,2,...,m;) erfiillt und v zu
L gehort, die Aussagen @, (¢ (, v)), X (¢ (u, r), u), Xo (p(u, v), v)
gelten, ferner gibt es eine mathematische Funktion x (1) derart,
daB, falls fiir # eine der Aussagen M, (1) gilt, dann auch die Aus-
sagen @, -1 (x (1)) und Q(u,«(u)) erfiillt sind. Wegen (17) gibt
es gewisse Elemente y,,=y, (v=1,2,..., n,) von [, fiir welche
die Aussagen

(19) mm‘(yl),mm.(}'a),...,UJ..;,(Vn,),(Dm._,(}’m1),'51),“2()'“‘-»2).---.[13,,,2(}’,,.1),

yib e lieniriy m“’k(y"/\- ~1 H)- m“’k(y“/.‘—-l"f'z)‘ ha) "m“‘i.-(y”k)

richtig sind und die auch die folgende Beschaifenheit haben. Wenn

Xy, Xa, . - -, Xu, beliebige Elemente von L sind, wenn ferner die Ele-

mente Yo o, (v, =n _+1Ln, _+2,...,0, 8 = 12,0 m

x=1,2,..., k) von I so gewahlt werden, dali die Aussagen :
Xi (Z“'/.‘”n’ J’»Z, - 1), )& (Z"w"x’ ngx), Q (Z"z"'x’ yrx,.z)

erfiillt sind, dann gilt fiir diese Elemente auch die Aussage (18).

Nun kann man zu beliebigen Elementen x,, X.,..., X, von L
solche y, ., finden; nach dem Vorangehenden geniigt es ndmlich

hierzu der Reihe nach :
2"u1:(f (yVZOv xl): y"n‘ = (Z"zl); Zt'z;*: ',U(yuzl, xz): y,-zz‘:;{(z.vn-,),
g e nidly Z;'Z m,, = (y,,z‘,,,z_l, x,,,z), y,.z n,, === (Z‘,“ “'7_)
(v, =0 a2 S eean flirs o] W2 i k)
zu wihlen. Wegen (19) gilt dann der Reihe nach
m'"n (prl), mmz-l (yl'zl)y mn/z~1 (Z"‘Az)' mmz—Z (yl'ZZ),
ginsls § m] (zx'zmz), mll(yl'zmz),
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d. h. die durch die Festsetzungen

Vo m, =X (@(oxlpG(y (y"z“’ x,) i) YR x“‘x)) e
= T"I,X (xl) X2v ey xmu)

werden n, mathematische Funktionen iiber L definiert, welche die
Aussage (14) erfiillen. Damit ist die Erfiillbarkeit des Zahlaus-
druckes 9 im Individuenbereich L und somit die Eigenschaft ¢)
bewiesen.

(Eingegangen am 22. Dezember 1931.)



