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Logikak veges fakon
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Ivan Szabolcs
Szegedi Tudomanyegyetem
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Fak

e 2 veéges rangolt abécé

gyokér )

5 ) < cimkek
1/cst
/ CSUCS >magasség

2,=t.g}
2,={h}
2,={a,b}

sorrend szamit

nincs valtozo
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Fanyelvek

* Legyen 2,={A,v} és X,=1{0,1}

...¢s a tobbi
1 értéku fa
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Faautomatak

 Faautomata: egy 2-algebra, elemeinek egy
kitlintetett F,,végallapot”-halmazaval

» Felismer egy fat, ha azt ki¢rtekelve az
eredmény F-beli

» Az L fanyelv regularis, ha van hozza
faautomata
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Faautomata pelda
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Parhuzam: szavak

* A szavak ,,val0jaban” fak

A klasszikus automatak specialis
faautomatak
0 2,= {\}, érteke g,
2,: az mnput abéce,
aab =@ megfelel az 4tmeneteknek
(@

W
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[ekérdezeések

» n-valtozos lekerdezes (query): fakhoz n-
valtozos relaciokat rendel

— A relacio V" egy részhalmaza; i1tt V a fa
csucsainak halmaza

* (0-valtozds (boolean) lekérdezeés: minden
fara vagy 1gaz, vagy hamis
— Vagyis fanyelv
— Automata csak 1ilyet tud
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[ekeérdezések 11.

» ]-valtozos lekérdezes: a fa bizonyos
csucsait adja vissza

— Ilyenek az XML Xpath kérései
— Manapsag nagy rajuk az 1gény
» 2-valtozods lekeérdezes: csuicsparok

— Mint pl. a ,,gyereke” tranzitiv lezartja
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Logikak

Formalizmusok lekérdezésekre

» Valtozot tartalmazo logikak
— MSO

— FO és variansai

* Valtozomentes logikak

— CTL" és fragmensei
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Monadic Second Order

Szintaxis:

¢ Fop) |x <4y |x<yy|xeX|x=y
o F > FVF | =F|3x.F|3XF
Szemantika:

e X egy csucs

* X csucsok egy halmaza

* p,(x): x cimkéje a

¢ < - gyerek <, .Jobbtestver
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MSO peldak

X<, y:
X xeXA(VzzeX—>(Fwz<, wA(WeX)V(W=Y))))

Root(x): Vy.—(y < X) Leaf(x):Vy.—=(x <, ¥y)

SOt: Rég1 i1smeros
AX.( Vx.x e X & ( /

p(x) v

P A (Vyx<gy = yeX) v

pv(X) N\ (HY°X<chy N\ YEX)))
A Vx. Root(x) > x € X)
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A gyanu helyes

* Minden regularis fanyelvhez van boolean
MSO lekérdezés

— Sot AMSO

* Minden boolean MSO lekérdezes regularis
fanyelvet ad meg

— Konstruktiv, de nem elemi!
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Parhuzam: szavak

A kovetkezo harom nyelvosztaly
megegyezik:
— A regularis nyelveke
— Az MSO mondattal kifejezhetoke
— Az AMSO mondattal kifejezhetoke”
* Ez tehat fakra 1s igy van

— a bizonyitas 1s analog

g
>
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
. -
-
e
-
. -
-
-
-
-
-
g
-
S
-




Az XML EDTD modellje

Az XML DTD-k felfoghatok egy-egy
modositott CFG-kent:
— Olyan (2°,S,P,/#) négyes, ahol a P atirasi
halmaz a — e alaku szabalyokbol all
—1itta € X’°, e pedig X’ £0lotti regularis kifejezes

— h: (2°)*— (2)* homomorfizmus (technikai
okok miatt)

— De 1tt az dbécé nem rangolt
— EDTD: Extended DTD, zartsag miatt kell
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Példa

« Konyvespolc — (Konyv + Folyodirat)”
« Koényv — El6lap Lap”™ Hatlap
* Folyoirat - Lap” Polc

e tobbi = A N

Konyv Konyy

W VG N

e /1 most id Eldlap Hatlap Eldlap Lap Elodlap
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EDTD < MSO

* Minden EDTD-hez készitheto MSO
formula

— Automatahoz hasonld modon
— Eldszor cimkénként szetparticionaljuk

— Azutan a gyerekek listdjan vegightizunk egy
megfeleld stringautomatat (ez megy MSO-val)
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Nincs Uj a nap alatt

* Az MSO mondatokkal definialhato
fanyelvek osztalya egybeesik az EDTD-vel
definidlhatoé (nem-rangolt) fanyelvekével
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Csakhogy...

 Egy FFMSO mondatra ¢s egy T fara azt
eldonteni, hogy 7' modellje-e F-nek,
nagyon nehez

— Vagy nincs olyan elemi f fliggvény, amire
O(A(|F))|T)) 1d0 eleg lenne...

— ...vagy P=NP.
« Rogzitett F-re egyebkent eleg O(|7]) 1do
 Kompromisszum: ETL (Efficient TL)
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Efficient Tree Logic

« Cel: MSO-val megegyezo kifejezoero,
jobb model-checking korlattal
Szintaxis (részletek 1s mindjart):
F—p,(x)]x<, Y|X<zh ylxeX|x=y
F—FvF|—F
F—3y.(x<, yAF)|3y.(x<, yAF)
F—3X.((VyyeX—>x<, y)AF)
Foe' (y)]e” (x,X)
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ETL vs. MSO

Egyreszt kvantifikalni csak orzott
(guarded) modon engedéelyezett

Masrészt nem hasznalunk < relaciot

Harmadrészt vannak az utformulak:

— e Y(x,y): vertikalis utformula

— e7(Xx,X): horizontalis utformula

Egyeb szintaktikus megszoritasok 1s
vannak (a szabad valtozok halmazara)



Vertikalis utformulak

* Legyenek F,(x,y), F,(x,y), ..., Fi(x,y) ETL
formulak és e egy regularis kifejezes
{1,....k} folott

Fn(Xo X,) €S i;i,...I[, €€

\
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Horizontalis utformulak

* F,(x,X), ..., Fi(x,X) ETL formulak, e egy
regularis kifejezes {/,...,k} folott

Qg\Q e (x,X)

F.

€S i;i,...I, €e
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ETL < MSO

Egyedul a ketfele utformula szorul
magyarazatra

De azokban <-utak regularitasat €s
(indukci106 szerint) MSO teszteket kerjuk
Vagyis vegig lehet huzni rajtuk egy
megfeleld automatat (ami1 pedig MSO
stringeken)



MSO c ETL

* A (regularitas miatt I¢tez0) faautomatabol
indulva mar majdnem ETL formulat is kapunk

» (Csak annyi a gond, hogy sok lesz a
,,parhuzamosan szabad” halmazvaltozo

» Ezeket triikkkosen lecserelhetjiik egyetlen
halmazvaltozora

— A halmaz elemei olyan csucsok, amik kortili adott
(2N+1) sugaru kornyezetek lefedik a fat

— Ezekre a kornyezetekre Utformulakat alkalmazunk
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ETL model checking

 ETLC°: csak olyan ETL formulak, amik
diszjunktiv normalformajak

— Nyilvan ETL ekvivalens ETL°-val
* Model-checking bonyolultsag ezekre:
— ETLo-ra 20(FD|T|
— ETL-re emiatt duplan exponencialis mar elég
— Nem ismert, hogy ez ¢éles-¢
» Es: ETL és MSO kifejezdereje megegyezik a
boolean ¢és unaris lekérdezéseken!
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First Order Logic

Szintaxis

* Fop,x) | x<gy|x<gpy|lx=y
o F S FVvEF | =F|dx.F
Szemantika

« MSO megfeleloO része
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FO vs. FO(<)

Lattuk, hogy MSO-ban kifejezhetd <-bol
<" és viszont

FO-ban azonban csak <*-bol fejezhet6 ki <,
a masik 1rrany nem oldhato meg

FO(<) az az elsorendu logika, ahol <
helyett <" az alapformulak eleme

FO(<) ezert kifejezobb, mint FO
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A szavak esete

» Szavak eseteben tudjuk, hogy az FO(<)
definialhatosagi problémaja eldontheto

— Az L string nyelv pontosan akkor definialhato
FO(<)-ben, ha szintaktikus monoidja
aperiodikus

— Egyebként FO(<) stringekre ekvivalens az
LTL logikaval (ezt késObb targyaljuk)

— Sot: ez egybeesik a csillagmentesseggel 1s

— PSPACE-teljes kérdes
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Kiulonbseg

» Fakra jelenleg nem ismert, hogy FO(<)
definialhatosagi problémaja eldontheto-e
vagy sem
— Annyit tudunk, hogy FO(<) binaris fakra

ekvivalens CTL"-gal (amit késébb targyalunk)
— Itt FO(<) gyengébb, mint a csillagmentesseg
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FO(<) és MSO kozdtt: MPL

MPL: Monadic Path Logic

* Szintaxisa ugyanaz, mint MSO-¢, a
relaciok tranzitiv valtozataval

* Szemantikaja azonban elter: az X valtozok
csak olyan csucshalmazokat vehetnek fel
ertekiil, melyek egy teljes gyoker-levél utat
hataroznak meg

» Ez hasonlit a temporalis utformulakra
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FO(<) és MSO kozott?

* Az vilagos, hogy minden FO(<)-
formulahoz létezik ekvivalens MPL
formula

e Visszafelé 1s van atalakitas:

dX.F > dt.(Leaf (t) AF')

xeXx<, t

* Tehat MPL nem mas, mint FO(<)
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[.okalis kiiszobtesztelés

* Adottd ¢€s k egészekre es T, T, takra
fennall a T, =,, T, relacid, ha véve barmely
legfeljebb d magassagu ¢ ,, fat”:

— mindket faban ugyanannyiszor fordul €ld ¢
— vagy mindket faban legalabb k-szor

* Az L fanyelv lokalisan kiiszobtesztelheto
(LTT - locally threshold testable), ha
valamely d-re €s k-ra =, szaturalja
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LTT p¢lda

» Kedvenc nyelvink pl. nem LTT:

>teszt-
melység
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FO es LTT?

Az LTT nyelvek FO-definidlhatéak

— FO-ban tudunk beszelni véges fakrol €s ,,max
k kiillonboz0” 1ll. ,,legalabb k& kiillonb6z6”
formulakat 1s tehetiink

* Az FO-definidlhato nyelvek LTT nyelvek

— Belathato, hogy ha ket csucs tavolsaga a
Gaifman-grafban tobb, mint 3% akkor legalabb
k tovabbi valtozo kell Oket 0sszekotni
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FO ¢s LTT: parhuzam

» Stringekre 1s: egy fanyelv pontosan akkor
definialhatdo FO-ban, ha lokalisan
kliszobtesztelheto

* Ez még onmagaban nem ad eldontesi
algoritmust
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FO (azaz LTT) eldontése

« T, fak; T,: contextek; T,: két valtozo
» ¢ € T,idempotens, ha e! = ee’

» Sz¢ltében csere (1lyen stringeken nincs):

A h
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Szélteben csere

 Ha L FO-definialhatd, akkor invarians a
szeltében cserére

idempotens lokalitas idempotens
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polcolhatunk
1sSmét

Erre is invarians
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Aperiodicitas

o Létezik n, amire

A
Tk
A A

LTT miatt ez 1s stimmel
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Masik 1rany

* Vagyis, ezek a tulajdonsagok sziikségesek
az FO-definidlhatosaghoz

* Belatjuk, hogy elégségesek 1s
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Fa telbontasa

Elég nagy faban biztos van idempotens
— Ha N allapot van, akkor NN magas fa mar elég nagy

[gy a nagy fak szétszedhetSk blokkokra, amiket
idempotensek kotnek 0ssze

Alkalmazva a harom ekvivalenciat mint atirast,
két ,,blokk-fa” atvihetd egymasba, ha az olyan
blokkjaik szama megegyezik, amikbdl
egyikiiknek kevesebb van, mint »

Vegeredmény LTT lesz — kész vagyunk



FO+TC

* FO ¢s egyfajta tranzitiv lezaras operator
* Szintaxis ugyanaz, mint FO-¢, plusz:
F = [TC,, Fxy)](s.t)

Itt a négy valtozovektor k-k darab szabad
valtozobol all; ennek szabad valtozoi (s,t)

Szemantika:

akkor 1gaz, ha (s,t) benne van az F altal
megadott relacio tranzitiv lezartjaban
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FO+TC pelda

* FO(<)-ben:

.(x <g ¥ AP())
e FO+TC-ben:

- ([TC, (u < M]xY) AP )

Innen latszik, hogy FO(<) < FO+TC
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FO+TC vajon mi

* Az FO+TC-ben kifejezheto lekerdezesek

osztalya egybeesik az NL-ben kiszamithato
lekerdezesekevel

e Ha determinisztikus tranzitiv lezarasunk
van, arra

FO+dTC = dPTW
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FO+TC

 FO+posTC: olyan FO+TC, amiben TC
csak paros sok negaci0 hataskorében all

FO+TC = FO+posTC = PTW
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