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Alapfogalmak

Y egy veges abece, X* a X elemeibol képezhetd szavak halmaza, ¢
jeldli az Ures szot.

R C ¥* x ¥* hosszmeg0rz0, ha V(w,w’) € R-re |w| = |w’|.

Egy R C ¥* x ¥* hosszmegorzo relacio regularis, ha az

{(a1,d})...(an,al)|(ar...an,a)...a,) € R} halmaz regularis

(X x X)* felett.
R;q = {(w,w)|w € ¥*} az identikus relacio.
Ha R, R’ regularis relaciok, akkor RU R', RN R’ és Ro R’ is azok.

R reflexiv, tranzitiv lezartja: R* = | | R'.
i>0



Matematikai modell [1]

A program egy P = (X, ¢;, R) rendszer, ahol
e Y egy véges abéce,
e ¢ egy regularis nyelv X felett,
e R egy regularis relacio X* felett.

A P program egy konfiguracidja egy w € ¥* sz0.



A regularis modellvizsgalat feladata

Ellenorizni, hogy az elérheto allapotokban csak a rendszer
kovetelményeinek megfeleld konfiguraciok vannak-e.

Egy P = (¥, ¢, R) program esetén igaz lesz-e, hogy
R*(¢) N ¢ = 0, ahol ¢ a rossz konfiguraciok halmaza.

Feladat: R*(¢) meghatarozasa.



R*(¢;) meghatarozasa

o Kétféle modszer van:

— Az elerhetds2gi halmaz kisamitasa Egy adott ¢ regularis
nyelv és R regularis relacio esetén R*(¢) meghatarozasa.

— Atranzitiv lezart kiszamitasa Adott R regularis relacio esetéen
R meghatarozasa.
e Alkalmazhato technikak R*(¢) és R kiszamitasara:
— Automata konstrualasa,

— Widening technikak.



Automata konstrualasa R*-hoz

Legyen adott egy R C X* x X* regularis relacio. Ekkor letezik
M= (Q,X x X,0,qo, F') automata, melyre L(M) = R, ahol

e () az allapotok halmaza,

e ¢y € () a kezdoballapot,

e [' C () avégallapotok halmaza,

e §:(Q x (X x X)) — 29 az atmenetfiiggvény.

Megkonstrualunk egy M+ = (Q, % x ¥,67, ¢7, F'") automatat,
amire L(M™) = R™. Ha R™ nem regularis relacio, akkor ez a
modszer nem fog terminalni.



Automata konstrualasa R*-hoz

Egy (w,w’) € R tartalmazas jelentése, hogy valamely m > 0
egészre létezik

konfiguraci6 sorozat tigy, hogy minden 0 < i < m-re (w*~1,w") € R.
Mivel R hosszmeg6rz6 ezért minden w* azonosan n hosszlsagu.

Legyen minden 0 < i < m-re w' = a‘d’ ...a' és ekkor

(w1, w') € R jelentése, hogy létezik M-ben egy q¢iq: - - - ¢*, futas,
ami az (a' ' al)(ab "t ad) - (al71, al) szOt ismeri fel.
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Automata konstrualasa R*-hoz

Rendezzik ezeket a futasokat egy matrixba az alabbi alakban:

(af,a7) (a9,a3) (ap,a;)
% i a3 r_1 q;
(ai,a%) (aé,ag) (ai,ai)
qt q3 q3 q_4 2
o @phen) (F tag) N
4o qd1 ) dn—1 qn

MT-ban a fenti futasokat egyetlen futasnak fogjuk tekinteni, azaz
M allapotai olyan halmazok lesznek, amik az oszlopoknak felelnek
meg.



Automata konstrualasa R+-hoz

Tehat definialjuk M*™ = (QT, X x X,6%, ¢4, F)-t, ahol

e ()T az 0sszes nemires (Q-beli allapotokbol allé6 sorozatok
halmaza,

e ¢ C Q7" aqp-bol képezhetb 6sszes nemires sorozat halmaza,
e ' az F elemeibdl képezhetd nemires sorozatok halmaza,

o /T (QT x (T x X)) — 29" akdvetkez6képp definialt:
barmely két rtr? ... r™ és glq¢? - - - ¢ QT -beli allapotokra és
(a,a’) € ¥ x Y parrartr?...r™ e 6t (q'¢? - ¢™, (a,a’)) akkor és
csak akkor, ha minden 1 < ¢ < m-re vannak
a=a’,at,...,a™ = da betlk, hogy r* € 6(¢*, (a* 1, a")).
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Automata konstrualasa R+-hoz

Kdnnyen belathat6, hogy L(M™) = RT.
A gond csak az, hogy M™-nak végtelen sok allapota van.

Ezért a végesség reményében M-t determinizaljuk a
hagyomanyos részhalmaz-konstrukcios modszerrel és ekkor kapunk
egy 2M" = (297, 2 x %, A, ¢, F) automatat, ahol

e 20" g QT részhalmazainak a halmaza,
e ¢ aqo-bol képezhet6 6sszes nemiires sorozat halmaza,
e F={Xe29"|XNF" +0}avégallapotok halmaza,

o A(X,(a,a")) =U,cx 0" (z,(a,a’)),aholz € QF, X C Q™.



Automata konstrualasa R+-hoz

Megjegyzes. Minden (a, a’) parra a

{(@.y)ly € Az, (a,a))} CQT x QT

halmaz regularis lesz, ezért a determinizalas soran, ha ¢ -bol
kiindulva csak az elérhetd allapotokat hatarozzuk meg, akkor minden
allapot egy regularis halmaz lesz.
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Automata konstrualasa R™-hoz

7 , + . , - ,
Altalaban 2" -nak is végtelen sok allapota van, ezért a
determinizalas soran ekvivalens allapotok 6sszevonasaval
probalkozunk.

Ehhez jeldlje tetszbleges X € 2@ esetén suff (X') az X szuffixeinek
halmazat, azaz suff (X) = {m € (X x X)|A(X, ) € F}.

Az X és Y allapotokrol azt mondjuk, hogy ekvivalensek, ha

suff (X) = suff(Y).

Egy egyszer( (de nem teljes) technikat alkalmazunk az ekvivalens
allapotok kereséseére.

Az otlet, hogy minden X € 2Q" halmazhoz hozzavessziik azon
r € Q7 elemeket, melyekre suff ({x}) C suff (X).

Igy remélhetéleg az ekvivalens allapotok azonossa valnak, s a
részhalmaz-konstrukcio soran egynek tekinthetjiuk oket.
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Automata konstrualasa R+-hoz

A technika neve: szaturacio.

Legyen ¢ eqgy allapot az eredeti (R-et felismerd) M automataban.
Azt mondjuk, hogy ¢ masolo allapot, ha suff ({¢}) C R;a.

A kovetkez0 szaturacids szabalyt hasznaljuk:

— Hazxzy € X vagy zqqy € X, ahol x,y € Q* (Q-beli esetleg Ures
allapotsorozatok), ¢ € (Q masolo6 allapot, akkor X-hez vegyuk
hozza zqy-t.

Ekkor ugyanis suff ({xqy}) C suff ({xy}) és
suff ({zqy}) € suff ({zqqy}).

JelOlje [ X'| az X szaturaltjat, azaz azt a legszikebb halmazt, ami
tartalmazza X-et és zart a fenti szabalyra.

14



Automata konstrualasa R+-hoz

A kovetkez0 tételben dsszefoglaljuk az eddigi konstrukciot.

Tetel. Legyen R C X* x X* egy regularis relacio, amelyet az
M=(Q,% x X,9,qo, F') automata ismer fel. Akkor az

Mg =(9,% x X, A, [q(ﬂ,f) determinisztikus automata R -t ismeri
fel, ahol

+ - - p .
o O C 29" aQ? szaturalt, regularis részhalmazait tartalmazza,

e A: (Qx (2 xYX))— Q akovetkez&képp definialt:

~

A(Xv (av a/)) — [A(X7 (CL, CL’))—‘,

e F azokat a halmazokat tartalmazza, melyek metszete F'*-szal
nemures.

Ha M, véges, akkor R* regularis.

15



Altalanositas fakra - alapfogalmak

Egy (X, p) part rangolt abécének nevezink.
Egy f € Y-ra p(f)-et f aritasanak nevezziik.
Jeldlje X, a X-beli p aritast szimbolumok halmazat.

Egy X feletti T' fa egy (S, A) par, ahol

e S egy N feletti szavakbol allo prefixzart, véges halmaz, a
cstcsok halmaza.

Ha S tartalmaz egy n = b1bs . .. by, csucsot, akkor tartalmazza az
n, = b1by ... br_17 csucsokat is minden 0 < r < bi-ra. Az
n’ = by1by...b_1 cslcs sziuldje n-nek, és n gyereke n’-nek.

e )\: S5 — X, Ugy, hogy Vn € S-re n gyerekeinek a szama p(\(n)).

A Y feletti 0sszes fak halmazat 7'(X)-val jeloljuk.
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Relaciok fak felett - farelaciok

Azt mondjuk, hogy a 77 = (51, A1) és a T, = (52, \2) fak azonos
alaktak, ha S; = S5. Jelolésben: T} = Ts.

Egy X feletti m-valtozos farelacio egy (71, ..., T,,) alakd vektorokbOl
alldo halmaz, ahol 7}, = .- - = T,

Egy > rangolt abécéhez és m > 1-hez legyen X*(m) az a rangolt

abécé, amely tartalmazza az 6sszes (f1, ..., fn) alakd vektort, ahol
fi,..., fm € X, valamely p-re. EKkkor p((f1,..., fm)) = p(f1).
Legyenek 71, ..., T,, azonos alaku fak, ahol T; = (S, \;) (1 <7 < m).

Jeldlje Ty x --- x T,, azta T = (5, \) fat X*(m) felett, ahol Vn € S-re
A(n) = (A(n),..., Am(n)).

Egy K fanyelv 3*(m) felett egy farelaciot hataroz meg, melynek jele:
K.

(K] = {(T1,....,Ty)|Th x -+ x Tjp € K}



Faautomatak

Egy X feletti faautomata egy A = (Q, F, d) rendszer, ahol
e () az allapotok halmaza,

e [' C () avégallapotok halmaza,
e ) az atmenetrelacio, (q1,...,qp) 7, g alak( szabalyok halmaza,
ahol f € X,,q1,...,9p,q9 € Q.

Az A faautomata egy r futasa egy T' = (5, \) fa esetén egy
leképezés S-bol Q-ba, melyre Vn € T-re, melynek gyerekei

ni,...,n teljesul, hogy ((T(nl), o r(ng)) AMn) T(ﬂ)) € 0.

Jeldlések: T =4 ¢, T =4 ¢, T=aUUCQ, L(A) = {T|T =4 F}.

Egy X feletti farelacio regularis, ha egy 3°(m) feletti faautomatara
R =[L(A)]. Ekkor az R = R(A) jeldlést is fogjuk hasznalni.
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Farelaciok tranzitiv lezartja

Ha D egy X°(2) feletti faautomata, akkor D-t fatranszformatornak is
hivjuk.

Feladat: egy adott R C T'(X) x T'(X) regularis farelaciora R*
meghatarozasa.

Ekkor van egy D = (Q, F, ¢) fatranszformator, melyre R(D) = R.

Meghatarozunk R*-hoz egy fatranszformatort, amit A4 -val fogunk
jeldlni, és amelyre R(H) = R*.
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Példa

Token tree protocol. Megadunk egy olyan D = (Q, F’, 9)
fatranszformatort, amely egy egyszer( rendszert modellez. Ebben a
rendszerben folyamatok fastruktUraszertien kapcsolodhatnak
egymashoz, melyek egy tokent adhatnak at egymasnak a levéltél a

gyokér felé haladva. Kezdetben egyetlen token van valamelyik
levélben.

Legyen EO — {t7n}= 2ip = {T7 N}, Q — {QO7Q17QQ} és I = {q2}

Az atmenetrelaciot a kovetkez6 szabalyokbdl allhat:

—  qo, — Q1 (go,q0) — @,
(N,T) (N,T) (N,N)
(g1,90) — qo, (qo,q1) ——  qo, (g0,90) —  qo,

(N,N) (N,N)
(QO7Q2) - q2, (Q2,QO) — q2-



Farelaciok tranzitiv lezartja

Legyen H = (Qp, Fy, ) az a fatranszformator, ahol Qy = Q*.
Fy = F*, és 6y tartalmaz minden

(f,.f")
(wi,...,wp) = w
szabalyt Ggy, hogy Vk > 0-ra a kovetkezok teljestinek:
o |wi| =" =|wy| = |w| =k,

o leteznek fi, fo,..., fky1, hogy f = f1, f' = fry1 €8 V1 <i < k-ra
(w1 (i), ..., w, (i) T3 (i) € 5, ahol w(i) jeldli a w sz6 i-edik
betdjét.

Tetel. Egy D és a hozza megkonstrualt H fatranszformatorokra
R(H) = (R(D))".
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Szimbolikus fatranszformator

Egy D fatranszformatorhoz az elobbiek szerint megkonstrualt H-t
tomaorebben is lehet abrazolni.

Ehhez a H-hoz megadunk egy S n. szimbolikus fatranszformatort,
melynek allapotai regularis kifejezések lesznek D allapotai felett.

Tegyuk fel, hogy D = (Q, F,9) és a hozza tartozb H = (Qp, Fy,0p)
adottak.

Legyenek ¢4, ..., ¢, regularis kifejezések és f, f’ € 3 szimbolumok.
Ekkor legyen

(D155 Pp) (£, p) =

(w[Fw, € ¢1,...,Fw, € bp : ((wi, ..., w,) 2L w) € 6y}

EKKor (¢1,...,®p) (s, regularis halmaz.



Szimbolikus fatranszformator

Legyen S = (Qs, Fs,ds) az a D-hez megkonstrualt fatranszformator,
ahol

e ()5 regularis kifejezések halmaza @ felett,

e F's regularis kifejezések halmaza F felett,

e 05 pedig (¢1,...,0p) (1) ¢ alak( szabalyok halmaza.
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Algoritmus S = (Qs, Fs, 05) meghatarozasara

Input: Egy D = (Q, F, ) fatranszformator
Output: A D-hez tartoz6 S = (Qg, Fs, 0s)
1. Qs =0, Fg :=0, g := 0;
2. repeat
3. foreachp: f, f' € ¥,-re,és ¢1,...,¢, € Qs do
4. ¢ = (@1, Pp)(r.47);
S. Qs = Qs U{o};
6. 0 :=ds U{(d1,...,9p) L) ¢}
7. end foreach

8. until nem lehet (j allapotot és szabalyt adni ()s-be és js-be

9. Fs :={¢ € Qs|(¢ N F*) # 0}
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Szimbolikus fatranszformator

Lemma. Tegyuk fel, hogy adott egy D és a hozza tartozo H és S
fatranszformatorok. Ekkor barmely T', 7" fakra

e ha (T xT") =g ¢,akkor (T'x T") =y w minden w € ¢-re,
e ha (T'xT") =y w, akkor (T'x T") =g ¢ valamely w € ¢-re.

Kovetkezneny. Adott D és a hozza tartozo H és S
fatranszformatorokra R(S) = R(H) ésigy R(S) = (R(D))*.



26

Minimalizacio

Legyen (] ¢ > egy 0 aritast szimboOlum. X feletti contextnek
nevezink egy (S¢, A¢) fat, melyben pontosan egy n. € S¢ van ugy,
hogy A¢(n.) = L.

Egy C = (Sc, A¢) contextre és T' = (S, \) fara jelolje C|T] azt a
(Sl, )\1) fét, ahol

e 51 =ScU{n. -nn. € Se, \c(n.) =0eésn e S},
e Vn € Sc-re, han # n., akkor A\{(n) = Ac(n),
e Vn, =n.-n-rehan e S, akkor A\i(n1) = A(n).

Azt mondjuk, hogy egy C = (S¢, A\¢) context 3°(2) felett masolo, ha
Vn € Sc-re, han # n., akkor \¢(n) = (f, f) valamely f € Y-ra.



Minimalizacio

Egy D = (Q, F, §) fatranszformatorban egy ¢ € Q allapot esetén
suff (q) = {C|C contex, C(q) =p F'}.
Egy X C @ allapothalmaz esetén

suff (X) = U, e suff (a).

Azt mondjuk, hogy egy ¢ € @ allapot idempotens, ha suff(q) csak
masolo contexteket tartalmaz.
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Szaturacio

Legyen D = (Q, I, §) egy fatranszformator, amihez megkonstrualjuk
aH=(Qgy,Fy,oy)eésazs = (Qs, Fs,ds) fatranszformatorokat.
Legyenek W C Qg és X C Q. Ekkor W szaturaltja X szerint [WW] x,
ami a legsz(ikebb olyan halmaz, amely tartalmazza 1W/-t és

Vq € X-re zart az alabbi szabalyokra:

e ha w; - wy € W', akkor wy - q - wy € W,
e haw; -q-q-wy e W', akkor wy - ¢ - wy € W',

Legyen Q4 C @ az 6sszes (Q-beli idempotens allapotok halmaza.
Ekkor egy W C Qg-ra [W]-lel jeldljuk [W ., -€t.
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Szaturacio

A szaturacid m(velet egy ekvivalencirelaciot definial H allapotainak
részhalmazain és igy QQs-en is. Ezért definialhatunk egy Ssar
fatranszformatort, melynek allapotai a ()5 ekvivalens allapotainak
egyesitésével allnak elo.

Ehhez az S szimbolikus fatranszformatort kiszamito algoritmust kell
ugy modositani, hogy az akkor is terminaljon, ha a generalt Q]
allapotok ekvivalensek a korabbiakkal. Ekkor az igy kapott Sgar
fatranszformatorra

R(S) = R(Ssar).
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