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Shornak a primtényezos felbontast kiszamolo
algoritmusa

Input: egy N természetes szam.

Output: az N természetes szamnak egy valodi osztoja.

Miiveletek szama: O((logN)?)

Viazlatos attekintés:
az algoritmus felhasznalja a q természetes szam modulo N
multiplikativ rendjét kiszamité algoritmust. (Itt ¢ és N
relativ primek.) Ez az algoritmus felhasznélja

e azt a hagyomanyos eljarast amely kiszamitja adott g €
{0,1,..., N — 1} és x természetes szamra a ¢* mod N
értéket poly(logN') idében, és

e a periodus kiszamitasara szolgalo algoritmust.
A periddus kiszamitasara szolgald algoritmus felhasznalja
az Abel csoport felett vett kvantum Fourier transzformaciot.



Definicié 0.1 Legyenek N és p pozitiv egész szamok.
Azt mondjuk hogy p valodi osztoja a N szamak ha

1. N = pgq,

2. pF#1, és

3. p# N.

Példaul a 28 szam valddi osztél a 2,4, 7, 14 szamok. A 48
szam valodi osztoi a 2,4, 6, 8,12, 24 szamok.

Definicié 0.2 Legyenek N és q relativ prim természetes
szamok. A q szam modulo N multiplikativ rendje az a
legkisebb k pozitiv egész szam amelyre

¢* =1 mod N.

Azaz q-nak a mod(N) multiplikativ rendje az a k pozitiv
egész szam, amelyre mint hatvanykitevore g-t emelve a
q" szam 1 maradékot ad N-nel osztva, és ha q' is 1

maradékot ad valamely t > 1 szamra, akkor k <t.

Példa. Szamitsuk ki a 11 szam modulo 21 multiplikativ
rendjét! A k = 2 szammal kezdjik és a k = 3,4,5,6
szamokkal folytatjuk az eljarasunkat.

k=2 112=121 =5 x 21 + 16.

Tehat 112 = 16 mod 21.

k=3 11° = 11x11> = 11x16 mod 21 = 176 mod 21 =
8 mod 21.

Tehét 11° = 8 mod 21.

k=4:11" =11 x11° = 11 x 8 mod 21 = 88 mod 21 =
4 mod 21.



Tehat 114 = 4 mod 21.

k=05 11" =11 x11* = 11 x 4 mod 21 = 44 mod 21 =
2 mod 21.

Tehat 11° = 2 mod 21.

kE=6:11=11x11° =11 x 2 mod 21 = 22 mod 21 =
1 mod 21.

Tehat 11° = 1 mod 21.

Tehat a 11 szam modulo 21 multiplikativ rendje 6.

Sok szamolast igényel ¢” kiszdmitdsa amikor k sok értéket
vesz fel. Vegytik észre hogy k-nal csupan bizonyos értékeire
kell kiszamolnunk ¢*-t. Valoban irjuk fel k 2-es szamrendszerbeli
alakjat:

k= ]{m_12m_1 + km_22m—2 + -+ k121 + kg

itt k; € {0,1},0<i<m—1. Ekkor

qk — qkm—12m_1 X qkm—22m_2 X oo X qklzl X ko
Ahhoz hogy kiszamitsuk ¢*-t sziikségiink van a
q21 q22 q2m—1

szamokra. Példa. Szamoljuk ki a 17% szdmot!
20=16+84+4+1=2*4+234+224+2+0.
Eképpen
1729 = 1710 x 178 x 17* x 171

Megmutatjuk hogy az N szam egy valodi osztdjanak a
keresése visszavezethetd valamely ¢ szam modulo N mul-
tiplikativ rendjének a kiszamitasara. Itt a g szamot
véletlenszeriien véalasztjuk kiaz { 2,..., N—1 } halmazbdl.
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A g szam modulo N multiplikativ rendjének a segitségével
kerestink egy r pozitiv egész szamot ugy hogy

1. N osztéja r? — 1-nek és

2. N nem osztoja sem r — 1-nek sem r 4+ 1-nek.

fgy N valamely valodi osztoja osztoja lesz r — 1-nek vagy
r + 1-nek. lgy Inko(r — 1, N) vagy Inko(r + 1, N) valédi
osztoja az N szamnak.

Eloszor tekintsiik azt az esetet amikor /N sem nem paros
szam sem valamely prim szam hatvanya. Ebben az esetben
kerestink egy r pozitiv egész szamot ugy hogy

1. N osztéja r? — 1-nek és

2. N nem osztoja sem r — 1-nek sem r + 1-nek.

Példaul amikor N = 21, akkor az r = 8 értékvalasztas
megfeleld. 1. és 2. feltételek tejesiilnek. r? —1 = 63 =
3 x 21. Figyeljuk meg hogy » — 1 = 7 valddi osztéja
n = 21-nek.



Valodi osztot kiszamold algoritmus

1. lépés: Ha N paros akkor visszaadjuk p = 2-t.

2. 1épés: ha N valamely p prim szam hatvanya akkor
visszaadjuk p-t.

3. 1épés: Egyenletes eloszlassal véletlenszertien valasszunk
ki egy q szamot, 2 < g < N — 1. Ha p = Inko(q, N) > 1
akkor adjuk vissza a p szamot. Killonben menjunk a 4.
lépésre.

4. lépés: Szamoljuk ki a ¢ szam modulo N multiplikativ
rendjét. Legyen k a g szam modulo N multiplikativ rendje!
Ha k nem paros, akkor menjink a 3. 1épésre.

5. 1épés: Legyen k = 2m alaku. Legyen r = (¢ mod N).
Most 1 < r < N. Hatarozzuk meg az r szamot. Ha
1 < p = lInko(r —1,N) < N, akkor adjuk vissza a p
szamot. Ha 1 < p = Inko(r + 1, N) < N, akkor adjuk
vissza a p szamot. Kilonben (ha nem talaltunk N-nek
valodi osztojat akkor) menjiink a 3. 1épésre.

Tekintsiik az 5. 1épést! Most ¢*™ = 1 mod N. Tehdt N
osztdja a (¢"—1)(¢™+1) szorzatnak. Az r szam definicidja
szerint N osztéja az (r — 1)(r 4+ 1) szorzatnak. Ha 1 <
p = Inko(r — 1, N) < N, akkor a p szdm valodi osztdja
N-nek. Ha 1 < p =Inko(r+ 1, N) < N, akkor a p szam
valodi osztoja N-nek.

A q szam modulo N multiplikativ rendjének definiciéja
és az r szam definicioja alapjan N nem osztéja az r — 1
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szamnak. Viszont N osztoja lehet az r + 1 szamnak. fgy
el6fordulhat hogy 1 = Inko(r — 1, N) és Inko(r + 1, N) =
N. Ha ’szerencsénk van’, akkor £ paros és N nem osztoja
az r + 1 szamnak. Ekkor azt kapjuk hogy

1 <lInko(r —1,N) < N és 1 <lInko(r+1,N) < N.

Mennyi annak a valészintisége hogy ’szerencsénk van’?
RIS
Legalabb 3.

Allitss 0.3 Legyen N pdratlan szam és N ne legyen
valamely primszam hatvdinya. FEgyenletes eloszldssal
véletlenszerien vadlasszunk ki eqy q szamot, 2 < q <
N—1. Annak a valdszintisége hogy a fentiekben kiszamolt
k szam pdros és N nem osztoja az r + 1 szamnak le-
galdabb %

Legyenek N és g pozitiv egész szamok! Tekintsiik az

f.(x) =q¢" mod N
fliggvényt!

Allitas 0.4 Legyenek N és q relativ prim természetes
szamok.

o A g szam modulo N multiplikativ rendje az f,(x) =
q* fugguény a periodusa.

o Minden x,y € Z esetén, f(x)= f(y) akkor és csak
akkkor ha x — y tobbszorose az a periodusnak.
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A fenti allitas tikrében meghatarozzuk az
f.(x) =q" mod N

fugevény a periddusat. Igy megkapjuk a ¢ szam modulo
N multiplikativ rendjét.

A 5. 1épésben tekintettik az r = (¢ mod N) értékadast.
A f(x) = ¢"mod N fuggvény értékének a kiszamitasa
bonyolult lehet hiszen az x kitevo nagy lehet.

Allitas 0.5 Létezik hagyomanyos eljards amely kiszamitja
adott x helyen az

f.(x) = q¢"mod N
fligguény értéket poly(logN) idében.

Bizonyitas. x binaris alakjat tekintjik. Kiszamitjuk a
¢> mod Ni=12,...
szamokat ismételt négyzetre emeléssel és N-nel valo osztas
maradékanak a kiszamitasaval.
[]



Adott fuggvény periddusanak a kiszamitasa
felhasznalva az Abel csoport felett vett kvan-
tum Fourier transzformaciot

Feladat. Adott egy f : Z — Z leképezés és egy N egész
szam ugy hogy

1. létezik egy a < N periddusa f-nek.

2. minden x,y € Z esetén, f(x) = f(y) akkor és csak
akkkor ha x — y tobbszorose az a periédusnak.

A fenti feltételek mellett talaljuk meg az a természetes
szamot!

Megjegyezzik hogy a 2. feltétel szerint a Z értelmezési
tartomany tetszoleges a periédus hosszi intervalluman (sza-
kaszan) az f fiiggvény injektiv.

A hagyomanyos megoldasa a fenti problémanak tekinti
az Osszes (t,a) part, ahol t,a € { 0,1,..., M }, és minden
egyes (t,a) parra kiszamitja f(t)-t és f(t + a)-t és eldonti
hogy f(t) = f(t + a) teljesiil-e.

Valasztunk egy M természetes szamot ugy hogy majd a
7y Abel csoport felett elvégezziik a QFT-t. Tudjuk hogy
a < N. Legyen M = 2" a legkisebb olyan 2 hatvany hogy
N? < M < N*% Zy=1{0,1,...,M} jeloli az egész
szdamok additiv Abel csoportjat modulo M. Legyen k a
legkisebb olyan természetes szam amelyre M < 2%,

Most ketto esetet kiilonboztetiink meg.

Els6 eset: az a periddus osztdja az M szamnak. (En-
nek igen kicsi a valoszintisége. Hiszen ekkor a a 2 szam
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Tekintstuk a 4. abran lathato quantum aramkort! Eloszor
tekintsiik az elsd6 m gbitet!

(H H® H®...H)(0)|0)|0)...]0)) =

(0) + 1) ® (0) + 1)) ® ... @ (0} + [1)) =
(= o)

Adjunk k gbites regisztert (azaz k gbitet) a kvantum
aramkorhoz. Mindegyik hozzaadott gbit a |0) dllapotban
van. Tegytk fel hogy az Uy aramkor szamitja ki az f
fuggvényt, és az eredményt a masodik regiszterben kapjuk

meg. Az elsé m input gbit értéke kozvetlentil az outputra
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keriil (azaz az elsé m output gbitbe).

Ul & 100)) = o "X Jaf(2)
Tehat az aramkor 2. pontjan az els6 m qbit (az els6
regiszter) Zys Osszes elemének egyenld egytitthatéval vett
linearis kombinacioja.
A 3. id6pontban megmérjiik a méasodik regisztert (azaz
az utolso k darab gbitet)! Az m+k darab gbit allapotvektora:

@)+l a) o o (= Da)l ()

valamely véletlen x € Z,; esetén. Ugyanis

fx) = fla+a)= = fz+ (L — 1)a)
és ha y — x nem tobbszorose a-nak, akkor f(x) # f(y).
Tehat az f fuggvény a 0,1,... M — 1 szamok koziil pon-
tosan az x,x +a,...,x + (% — 1)a helyeken veszi fel az
f(x) értéket.

Allitas 0.6 Legyen M = 2] A Zy monoid feletts
kvantum Fourier transzformdcio az aldbbi unitér
operdtort valositja meg:

sl

ahol w = exp(ﬁi) az 1 szam M -edik gyoke.
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A harmadik szakaszban elvégezziik a Zyy = Ziom Abel cso-
port feletti QFT-t az els6 m darab biten. Legyen
B 2me, 2T1
W = €$P(2—m) = exp(ﬁ> :
A QFT attranszformalja az elsé m gbitet a

M 4 M_
a a . a
£ 3 ( 3 w($+]a)y)‘y> — £ Z Wt ( Z wjay>|y>

M yez,, j=0 M yezy, j=
(1)
allapotba valamely x € Z,; véletlen szamra.
Mivel M tobbszorose a-nek, azt kapjuk hogy ha w® # 1
azaz ha

ng{O,a, . ,...,@} akkor

il 1 —wM
ay\j _ _
jgo(w ) R T =0
Ebbol azt kapjuk hogy a (1) egyenloségben azon |y)
bazis allapotok egytitthatoi (valdszintiségi amplitiddi) ahol
y nem tobbszorose %—nek egyenloek 0-val.

Mivel M tobbszorose a-nek, azt kapjuk hogy ha w® =1

azaz ha y € {O,%ﬁy,...,&} akkor
M_4 ‘ M 4
Y (WY =¥ 1=—.
j=0 7=0 a

Ezért a (1) egyenloségben szerepld allapot az

{017 =)0

a
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bazis allapotok linearis kombinaciéja. Tovabba ezeknek a
bazis allapotoknak az egyiitthatéinak (valdszintiségi am-
plitiddinak) abszolit értéke egyenloek egymassal.

Az igy kapott allapotot megmérjiik. Eképpen a mérés
véletlenszeriien egyenletes eloszléssal adja az |y) = [c)
allapotot. A kapott |y) = [c) dllapot cimkéje y =
M tovabbd 0 < ¢ < (a — 1) véletlenszerfien egyenletes
eloszlassal. Tehat

Yy _¢c
M a
Egyszertisitsiik le a bal oldalt Inko(y, M )-nel! Kapjuk:
b=

Tegyiik fel hogy Inko(c,a) = 1! Most y'a = cM’. Mivel
Inko(y', M') = 1 és Inko(a,c) = 1 kapjuk hogy ¢’ = ¢ és
a = M’ Tehat a az j\%—/, tort nevezoje. A fentiek alapjan a
kovetkezo modon jarunk el. Képezink egy tortet aminek
a szamlaloja a mért allapot y cimkéje és aminek a nevezoje
M. Majd egyszertsitjik a tortet: az Inko(y, M) legnagy-
obb kozos osztoval osztjuk a szamlalot is és a nevezot is.
Az igy kapott tort nevezbje az a értéke.

Tegytik fel hogy Inko(c,a) # 1! Most is a mért allapot
y cimkéjének és M-nek az Inko(y, M) legnagyobb kozos
osztojaval osztjuk M-et; de az igy kapott hanyados nem
lesz az a értéke.

Mennyi a valoszintisége annak hogy Inko(c,a) = 17 A
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szamelmeélet szerint nagy a szamra az a-nél kisebb egyenlo,
a-hez relativ prim szamok szama megkozelitoleg:

e 1—4

logloga-

[tty = O 5772156... Euler konstansa. Ennek megfelel6en
annak a valdsziniisége hogy egy véletlentl valasztott ¢ re-
lativ prim a-vel megkozelitoleg

e — .

loglog a

Emlékezziink hogy a < N! Tekintstink tetszoleges 1-hez
kozeli p valoszintiséget. A fenti eljarast O(log log N )-szer
elvégezve, p-nél nagyobb a
valoszinlisége annak hogy hogy sikerill meghatarozni az a
szamot.

Masodik eset. a nem osztoja M-nek. Végezziik el ujra a
fenti eljarast. Ha N > 100, akkor legalabb % a valoszinlisége

annak hogy a kapott y cimkére teljesil hogy

| M —| < 537 Valamely 0 < ¢ < a esetén.

Tekintstunk ket egymastol kiilonbozo tortet amelyek nevezoje
legfeljebb V. A kiilonbség kiszamitasahoz kiszamolt kozos
nevezd legfeliebb N2, Ezért a két tort kiilonbsége legaldbb
N% > ﬁ fgy - az az egycrtelmulen meghatérozott tort
amelynek a nevezoje legfeljebb IV és -4l Vett tavolsaga
(a kiillonbség abszolutértéke) kisebb mmt s A€ szém
értékét meg tudjuk hatarozni. Ismét tegytik fel hogy
Inko(c,a) = 1! Most ki tudjuk szamolni a értékét.

Az elsO esethez hasonldan kapjuk az alabbiakat. Tek-
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intsunk tetszoleges 1-hez kozeli p valészinliséget. A fenti
eljarast O(log log N )-szer elvégezve, p-nél nagyobb
a valoszinlisége annak hogy sikertil meghatarozni az a szamot.
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A kvantum Turing gép A kvantum Turing gép egy
rendezett otos (Q, A, J, qo, q5), ahol
e () a véges allapot halmaz,
o A az abécé,
e 0 a Turing gép atmenet amplitudé fuggvénye.
0 QXAXQxAXx{-1,0,1} — Cpy
egy leképezés. d(q1, a1, qo, as, d) az amplituddja annak hogy
ha a Turing gép ¢ allapotban van és az a; szimbdélumot
olvassa akkor a; helyébe ay szimbolumot ir és a g allapotba
lép és az r6-olvasé fejet a d € {—1,0,1} irdnyban el-
mozditja.
® qo, qr € @ rendre a kezd6 allapot, és a végallapot. Az
atmenet amplitudo figgvény kielégiti az alabbi feltételt.
minden (q1,a;1) € @ X A esetén
2 0(q1, a1, @2, a2, d) = 1
(g2,a0,d)EQxAx{—1,0,1}
A bazis konfiguracié megtelel a hagyomanyos Turing gép
konfiguraciojanak.
A kvantum Turing gép altalanos konfiguracioja

arler) + - -+ Qo)

alaku ahol ¢; bazis konfiguracio és a; € C és

o+ -+ ) =1

A bazis konfiguraciok egy ortonormalis bazist alkotnak
egy végtelen dimenzios vektortér felett.
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A kvantum Turing gép szamolasa egy iranyitott, kormentes
oraffal irhaté le. A grafnak van gyokere, a gyokérbol min-
den szogpontba vezet ut. A graf szogpontjai bazis kon-
figuraciok. A gyokér a kezdo konfiguracié. Minden egyes
c csucsnak a gyermekei azok a bazis konfiguraciok amikbe
van atmenet a c csucsbol. Minden élhez hozzarendelink
egy valoszinliiségi amplitudot: annak a valdszinliségi am-
plitudojat hogy a szamolds azt az élet koveti. A valoszinliségi
amplitudé egy olyan komplex szam amelynek az abszolut
értéeke kisebb egyenlo 1-nél. Tekintsiink egy tetszoleges,
oyokérbol kiinduld utat a faban! Az Ut valdszintiségi am-
plitudoéja az ut éleinek valdszintiségi amplitudoinak a szorzata.
Az iranyitott graf valamely szogpontjaban 1évo tetszoleges
bazis konfiguracio valdszintiségi amplitudoéja a gyokérbol a
konfiguracioba vezeto utak valoszintiségi amplitidoinak az
0sszege.

Az M kvantum Turing gép az osszes gyokérbdl kiindulo
utat egyszerre lépésrol lépésre koveti. A graf n-edik sz-
intje adja meg M n-edik altalanos konfiguraciéjat, n =
0,1,.... Legyen n > 0 tetszoleges. Tekintsuk azokat
a bazis konfiguraciokat amelyekbe a gyokérbaol kiinduld n
hosszu utak vezetnek. Ezeket megszorozzuk a valdszintiségi
amplituddjukkal és osszeadjuk oket. Az igy kapott altalanos
konfiguracio M allapota n 1épés utan.

A ¢ atmenet amplitudo fliggvény meghataroz meghataroz
egy My linearis leképezést a vektor térben. Ezt atmeneti
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relaciénak (idobeni fejlodés leképezésnek) nevezziik. Ezt
az atmeneti relaciot kovetjik amikor a gyokérbol az 1.
mélységli szintre lépink, amikor az 1. mélységli szintrol
a 2. mélységil szintre 1épilink. Altaldban amikor az i-edik
szintrol az 1 4+ 1-edik szintre léplink.

Ms matrixa egy végtelen matrix. Ms-nak unitérnek kell
lennie. Ezért az M; matrixanak az adjungéltja (tran-
szponalds majd elemenként konjugalt képzés) az M;
operator matrixa.

Mivel M; unitér, létezik az M; ' linedris leképezés a
vektor térben. M; ! relaciét kovetjitk amikor a gyokérre
lépunk az 1. mélységii szintrol, majd amikor az 1. mélységii
szintre épunk a 2. mélységu szintrol. Altaldban amikor az
1-edik szintre léplink az ¢ + 1-edik szintrol.

Azt mondjuk hogy M megéll egy K altalanos konfiguracion
ha K valamely bazis végkonfiguraciok linearis kombinacioja.
(Azaz K csak bazis végkonfiguraciokat tartalmaz.) Ekkor
minden bazis végkonfiguracié szalagtartalmahoz
hozzarendeljiik a végkonfiguracié valoszintiségét. (Ha tobb
bazis végkonfiguracié szalagtartalma megegyezik akkor a
valoszintiségek Osszeadddnak.) [ly médon minden inputra
egy output valoszintiségi eloszlast kapunk.

Amit Turing géppel ki lehet szamolni azt ki lehet szamolni
kvantum Turing géppel is. Forditva amit kvantum Turing
géppel ki lehet szamolni azt ki lehet szamolni Turing géppel
is.
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Azt mondjuk hogy T' kvantum Turing gép az M kvan-
tum Turing gépet f : N — N szamolasi 1épésben e pon-
tossaggal utanozza ha a kovetkezo teljesul. Tetszoleges x
inputon M k lépéses szamolasa soran kapott altalanos kon-
figuracié ésT' f(k) 1épéses szamoldsa soran kapott altaldnos
konfiguracio kiillonbségének a normaja kisebb mint e.

Az univerzalis kvantum Turing gép tetszoleges M kvan-
tum Turing gép szamolasat tetszoleges pontossaggal tudja
utanozni. Létezik olyan T kvantum Turing gép hogy ha
bemenetként megkapija

tetszOleges M kvantum Turing gép leirasat (kodjat),

M-nek tetszoleges x inputjat.

tetszoleges k természetes szamot,

és tetszoleges € > 0, szamot,
akkor M k darab szamitasi lépését T' € pontossaggal utanozza
p(k, %) lépés alatt, valamely p polinomra.
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