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Véges automatdk

Automata
Automata: egy M = (Q, A, ) harmas, ahol

@ @ a véges, nemiires dllapothalmaz;

@ A a véges, nemiires input abécé;

@ 0: Q x A— Q@ az dtmenetfliggvény.
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Ha P C Q és u € A*, legyen Pu= {pu:p e P}.
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Ha M irdnyithatd, legyen

d(M) = min{|u| : u irdnyitja M-et}.

Az el8bbi példa automatédra d(M) = 9.
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d(M)
Ha M irdnyithatd, legyen

d(M) = min{|u| :

u irdnyitja M-et}.

Az el8bbi példa automatédra d(M) = 9.

d(n)
Ha n > 1, legyen

d(n) = max{d(M): M iranyithatd, n-allapotos automata}.

d(n) kis n-ekre
e d(1)=0.
e d(2)=1.

e d(3)=4.
e d(4)=09.
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vezet6 legrovidebb Gt hossza.
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Legyen Py = (P(Q), A, ¢") az M hatvdnyautomatdja:
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uiranyitja M-et < [6(Q,u)| =1
& 10'(Q,u)l =1
< Ppy-ben u egyelemii halmazba viszi Q-t.
Tehat d(M) ugyanannyi, mint Py-ben a Q-bdl a {{q} : g € Q} halmazba

vezet6 legrovidebb Gt hossza.
Ez legfeljebb 2" — n — 1.
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Eszrevétel

M irdnyithaté < minden p,q € Q-ra van u, amire pu = qu.
@ = trividlis
e <: ha |P| > 2, akkor legyen p # g € P.
Vegyiink egy u szét, amire pu = qu.
Akkor |Pu| < |P|. Innen indukcié |P| szerint.
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Legyen M2 = (2, A, &%), ahol 8%((p, q), 2) = (5(p, 3), 5(d, 2)).
(Direkt szorzat 6nmagaval.)




Segédautomata M-hez

Legyen M? = (Q?, A, %), ahol 6%((p, q), a) = (3(p. ), (g, a)).

(Direkt szorzat 6nmagaval.)

Eszrevétel
pu = qu pontosan akkor, ha M2-ben (p, q)u

(r, r) valamilyen r-re.




Segédautomata M-hez

Legyen M2 = (2, A, &%), ahol 8%((p, q), 2) = (5(p, 3), 5(d, 2)).
(Direkt szorzat 6nmagaval.)

Eszrevétel

pu = qu pontosan akkor, ha M2-ben (p,q)u = (r,r) valamilyen r-re.
Tehat a {p, g} halmazt dsszeejtd legrovidebb szé hossza ugyanannyi, mint
M? grafjdban a (p, q)-bdl a {(r,r) : r € @} halmazba vezetd legrovidebb
Ut hossza.




Segédautomata M-hez

Legyen M2 = (2, A, &%), ahol 8%((p, q), 2) = (5(p, 3), 5(d, 2)).
(Direkt szorzat 6nmagaval.)

Eszrevétel

pu = qu pontosan akkor, ha M2-ben (p,q)u = (r,r) valamilyen r-re.
Tehat a {p, g} halmazt dsszeejtd legrovidebb szé hossza ugyanannyi, mint
M? grafjdban a (p, q)-bdl a {(r,r) : r € @} halmazba vezetd legrovidebb
Ut hossza.

Ez legfeljebb n® — n.




Segédautomata M-hez

Legyen M? = (Q?, A, %), ahol 8%((p, ), a) = (8(p. a), 4(q, 2)).
(Direkt szorzat 6nmagaval.)

Eszrevétel

pu = qu pontosan akkor, ha M2-ben (p,q)u = (r,r) valamilyen r-re.
Tehat a {p, g} halmazt dsszeejtd legrovidebb szé hossza ugyanannyi, mint
M? grafjdban a (p, q)-bdl a {(r,r) : r € @} halmazba vezetd legrovidebb
Ut hossza.

Ez legfeljebb n® — n.

Kovetkezmény
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d(n) < (n* —=n)(n—1)=n*-2n*>+n.
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Mohé algoritmus

Algoritmus

O Kezdetben legyen S = Q és u = ¢.
@ Ha |S| =1, vége, u irdnyitja M-et.

© Legyen v € A* egy legrovidebb olyan szé, amire |Sv| < |S].

Q@ S := Sv, u:= uv, menjiink a 2. pontra.

Tények

| A\

Az algoritmus irdnyité szét ad vissza.
Nem mindig a legrovidebbet!
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10 hosszu!
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Extremalis halmazelmélet

Tétel (Frankl, 1982)

Ha Ai,...,An r-elemi, By, ..., By pedig s-elemii halmazok gy, hogy
@ minden j-re A;N B; = () és
@ minden i < j-re A;N B; # 0,

akkor m < (szrs)_

Kovetkezmény (Pin, 1983)

A mohé algoritmus elemzésével.




[tt tartunk!

Eddig tehat ennyi ismert:
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[tt tartunk!

Eddig tehdt ennyi ismert:

3

(n—1)2 < d(n) < 6_ :

Specidlis esetek
A sejtés igaz, ha M...

@ ...prim darab allapoti és benne egy betii ciklikus permutaciét indukal
(Pin, 1978);

@ ...akdrhany allapotl és benne egy betli ciklikus permutéciét indukal
(Dubuc, 1998);

@ ...atmenetgrifjdban van Euler-kor (Kari, 2003);
o ...aperiodikus (Trahtman, 2007);

...de az altaldnos esetben tovabbra is nyitott a kérdés.
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Parcidlis automata

Parcidlis automata: egy M = (Q, A, d) harmas, ahol
@ @, A: mint korabban;
@ J0:Q x A— Q parcidlis fliggvény.

0 ismét kiterjeszthet6 egy 0 : @ x A* — Q parcidlis fliggvénnyé.
pu = q: 6(p, u) értelmezett és eredménye q.
Pu = R: §(p, u) értelmezett minden p € P-re és R = {pu: p € P}.
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[ranyitd szé

Az u szé iranyitja az M parciélis automatét, ha |Qu| = 1.
(pu minden p € Q-ra értelmezett kell legyen!)

M iranyithatd, ha van irdnyité szava.

dp(M)
Ha M iranyithatd, legyen

dp(M) = min{|u| : u irdnyitja M-et}.

dp(n)
Ha n > 1, legyen

dp(n) = max{d,(M): M irdnyithaté, n-allapotos parc. automata}.
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dy(n) = Q(v/2") (Ito-Tsuji

Legyen n =2m péros, Q ={0,1,...,n—1}, A={a,b1,...,bm,c} ésd a
kovetkezo:




dy(n) = Q(v/2") (Ito-Tsuji, 2004)

Konstrukcid

Legyen n =2m péros, Q ={0,1,...,n—1}, A={a,b1,...,bm,c} ésJ a
kovetkezo:
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Ezt az automatat a kovetkez6képp tudjuk irdnyitani:
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A sz6 hossza 2™ +1 =22 + 1 = Q(v/2"). J
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dy(n) = Q(v/3") (P. Martyugin, 2005)

dp(n) = (V3"
Ugyanez harmas szamrendszerben... \

Irjunk cikket a négyes szamrendszerrdl?

Nem, tovabbi varidlasaval a szamrendszernek mar nem lesz jobb...
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dp(n) = O(n? - V/4")
(Zs. Gazdag, Sz. Ivan, J. Nagy-Gyorgy, 2009)

dp(n) = O(n? - V/4").
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A tovédbbiakban rogzitsiink egy M = (Q, A, d) irdnyithaté parcialis
automatat, és legyen n = |Q)|.

Bizonyitds — vazlat

| A

o El8szor belatjuk, hogy van olyan u € A*, amire |Qu| < n/3 és
lu| < n- V4"

@ Aztdn ezt a sz6t hasznaljuk még n/3-szor.
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Szemitranszverzdlis

Legyen © egy ekvivalencia-relacié Q-n. P C Q egy ©O-szemitranszverzilis,
ha minden ©-osztilybdl legfeljebb egy elemet tartalmaz.




A (szemi)transzverzalisok szama



A (szemi)transzverzalisok szama

Ha © egy k indexii ekvivalencia-relacié, akkor legfeljebb 2" kiilonbdzd
O©-transzverzilis létezik.




A (szemi)transzverzalisok szama

Lemma

Ha © egy k indexii ekvivalencia-relacié, akkor legfeljebb 2" kiilonbdzd
O©-transzverzilis létezik.

| N\

Lemma

Ha © egy k index(i ekvivalencia-reldcid, akkor legfeljebb (”tk)k kilonbozo

©-szemitranszverzdlis |étezik.
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Tetsz6leges 1 < k < n-hez létezik olyan uy, amire |Quk| < n— k és
luk| < k2k—1,

Indukcid k-ra. k =1 trividlis, kell legyen egy a € A, amire |Qa| < n.

e Ha |Quk| < n— k, akkor uki1 = ug jo lesz.

o Egyébként legyen pOqg < puy = qui. © egy n — k indexii
ekvivalenciarelacié. Jelolje P a Quyk halmazt.
Vegyiink egy legrovidebb v szét, amire Pv definidlt és melyre létezik
p# q € P: pvOqv. (llyen szé van.)
Akkor v osszes v/ valddi prefixére Pv' egy ©-transzverzalis. Mivel v
legrovidebb, kiilonbozéek.
Tehat |v| legfeljebb a kiilonbdzé ©-transzverzélisok szama: |v| < 2k
Akkor g1 = ukvuy j6 lesz, a hossza legfeljebb
2. k2k=1 4 2k — (k +1)2k, kész.
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do(M) < m - [u] + <"+m>m

< mP.2m <n+m>m
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Ismert korlatok

dp(n) = QAV3") és dy(n) = O(n? - V"),
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Ismert korlatok

valami p(n) polinomra.
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Alsé korlat, ha A= {a, b, c}

Konstrukcid

Legyen m a Q@ = {1,..., n} halmaz egy permutécidja és (i, ..., Cx ennek
osztalyai. Minden 1 </ < k-ra legyen p; € C; egy reprezentans.
Definidljuk a kovetkezé6 M = (Q, {a, b, c},d) parcidlis automatst:

e minden g € Q-ra ga legyen a g osztalydnak a reprezentans eleme;
@ minden g € Q-ra gb legyen 7(q);

@ minden g € Q-ra gc pontosan akkor definidlt, ha w(q) = p; valamely
1 <i< k-ra.

Akkor M irdnyithatd, a legrovidebb irdnyité szavdnak hossza: o(m) + 1,
ahol o() a 7 rendje, vagyis a legkisebb k > 1, amire 7% = idg.
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S, rendje szuperpolinom

Tétel (Landau, 1903)

Egy n-elemii halmazon egy maximalis rendli permutacié rendje

e@(\/ n-In n)‘
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Kovetkezmény

Harombetlis dbécére megszoritva is,

dp(n) = Q(c¥™"")

alkalmas ¢ > 1 konstansra.

Nyitott kérdés

Igaz-e, hogy dp(n) = Q(c") valamilyen ¢ > 1-re ebben az esetben is?




Hazi feladat

Javitsunk meg a kovetkezo6 korlatok koziil legaldbb harmat!

Q 0
d(n) |(n—12] mgn
dp(n) V3" n? .

dp,3(n) C\/n~lnn n2 X

3

3
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Koszonom a figyelmet. J




