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Véges automatdk

Automata: egy M = (Q, A, ) harmas, ahol

@ @ a véges, nemiires dllapothalmaz;
@ A a véges, nemiires input abécé;

@ 0: Q x A— Q@ az dtmenetfliggvény.

q-u

A szokott mdédon 0 kiterjeszthetd egy § : Q@ X A* — Q@ leképezéssé.

0(p, u) helyett egyszeriien p - u vagy pu szerepel majd, ha § egyértelmiien
kideriil a kornyezetbdl.

| \

Ha P C Q és u € A*, legyen Pu= {pu:p e P}.




Iranyitas (J. Cerny, 1964.)

[ranyitd szé
Az M = (Q, A, ) automatdnak u € A* irdnyité szava, ha |Qu| = 1.

Vagyis ha Vp,q: pu= qu.
M iranyithatd, ha van iranyité szava.




d(M),d(n)

d(M)
Ha M irdnyithatd, legyen

d(M) = min{|u| : u irdnyitja M-et}.

d(n) = max{d(M): M iranyithatd, n-allapotos automata}.

V
Ismert:

(n—=1)* < d(n) < —

A Cerny-sejtés
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Altalanositas

Rang

Legyen az u szé rangja |Qu|.

A sejtés atfogalmazasa. . .

Ha van 1 rangt szé, akkor van legfeljebb (n — 1)? hosszi 1 rangii sz6 is.

... és dltaldnositdsa (Pin, 1978)

Ha van k rangt szé, akkor van legfeljebb (n — k)? hosszli k rangti sz6 is.

Ezigaz k=n—1,n—2n— 3-ra. )




Ellenpélda

Ellenpélda az ltaldnos sejtésre (Kari, 2001)

Egy legrovidebb 2 rangl sz6: baabababaabbabaab, hossza
17 > 16 = (6 — 2)2!
Sét: ez az automata szintén ,,Cerny-i”" automata.
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Részeredmények

A sejtés (legaldbbis d(n) = O(n?)) igaz, ha az automata. . .

@ ...é&llapotszédma prim és van ciklikusan permutalé betiije (Pin, 1981)
o ...rendelkezik ciklikusan permutdlé betiivel (Dubuc, 1998)

o ...euleri (Kari, 2002)

@ ...aperiodikus (Trahtman, 2007)

@ ...gyengén monoton (Volkov, 2009) (januar)

o ...egy-klaszteres (Béal-Perrin, 2009) (jlius)

°




Euleri automata

Az M = (Q, A, ) automata euleri, ha Gsszefliggd és dtmenet(multi)grafja
euleri:

Vp € Q:|{(q,a) : qa = p}| = |A].

Aperiodikus automata

Az M = (Q, A, d) automata aperiodikus, ha minden u € AT, k > 0 és
p € Q esetén

Egy-klaszteres automata

Az M = (Q, A, ) automata egy-klaszteres, ha van olyan a € A beti,
amire a p — pa transzformacié grafjaban csak egy kor van.

A gyengén monoton automatakat késobb definidljuk.
Higgylik el egyelore, hogy minden aperiodikus automata gyengén monoton.J




Mindent bebizonyitunk??

(Vézlatosan) belatjuk a Cerny-sejtést a kovetkezd esetekre:
@ euleri automatara;
o egy-klaszteres automatara;
@ gyengén monoton automatdra.

Az els6 két esetet egylitt fogjuk kezelni.

A tovébbiakban rogzitsiink egy M = (Q, A, §) irdnyithaté automatat és
legyen Q = {1,...,n}.




(Véges tartdju) valdsziniiségi mérték (avagy VM). ..

...egy olyan P: A* — RaL leképezés, amire csak véges sok szé képe

nemnulla és > P(w)=1.
weA*
Tartéja a dom(P) = {w € A* : P(w) > 0} halmaz.

A P; és P, szorzata. ..
P1P2, ahol P1P2(W) = Z Pl(U)P2(V)-

uv=w

Vegyiik észre, hogy P1P; is VM és dom(P;P,) = dom(P;)dom(Ps).

| A

Ha w € A* egy szd, akkor legyen w az a VM, ami w-hez rendel 1-et
(minden mdshoz pedig nulldt).




Matrixok

Ha P egy VM, definidlhatjuk a kovetkezé Mp € R™ " matrixot:
Mp(p,q) = > P(w).
pw=q

Vegyﬁk észre: Mp1p2 = /\/Ip1 Mpz.

Specidlisan My, az a (bindris) matrix, amire My(p,q) =1 < pw = g.




Ha S C Q &llapotok egy halmaza, legyen [S] € RY*" az S karakterisztikus
(sor)vektora: S(p) =1 & peS.

Ha SC Qéswe A, legyen Sw ! ={pc Q:pwecS}.

Osszefiiggés
TetszOleges w € A*-ra és S C Q-ra,

My[S]T = [Sw1] .

(v a v vektor transzponiltja.)




Egy friss eredmény

Atlagolé Lemma (Steinberg, 2009) (oktéber 2)

Tegyiik fel, hogy P; és P, VM-ek A*-on, dom(Py) = AS"" 1 és R C Q
allapotok egy halmaza gy, hogy a kovetkezdk teljesiilnek:
o [R]MP2MP1 = [R]v

© R erbsen oOsszefliggo;

© valamely wy € A*-ra Quwp C R.
Akkor d(M) legfeljebb

o1+ (n—2)(n—-1+L),haR=Q;

o /+(r—1)(n—141L), ha RC Q,

ahol r = |R|, L a leghosszabb dom(P;)-beli sz hossza, és ¢ = |wp|.

Ezt fogjuk véazlatosan igazolni. J




Alkalmazas — euleri automatak

Tegylik fel, hogy M euleri automata. Definidljuk a P; és P, VM-eket a
kovetkezbképp:

o P =P
o Pz(u)

és legyen R = Q.
Akkor [Q]Mp,Mp, = [Q] és alkalmazhatjuk az Atlagolé Lemmat:

_ 1
—W,haoglul<n,

d(M) <1+ (n—2)(n—1).




Alkalmazas — egy-klaszteres automatak

Tegylik fel, hogy M egy-klaszteres. Legyen a € A egy olyan betii, amire a
p — pa transzformdcidénak egyetlen kore van. Legyen R ez az r-elemi kor.

v

Definidljuk Pi-et és P>-t a kovetkezoképp:

o Pi(w)=1 hawe{a"",...,a" 1}

o P, tetszéleges VM, amire dom(P,) = AS"~1,
Akkor megint [R|Mp,Mp, = [R] és

d(M) < 1+2(n—2)(n—1) = 0(n?).




Egy vektorteres lemma, kezdetnek

Vektorteres Lemma

Legyen 7 : A* — K™ homomorfizmus, K egy test, tovabba W,V C K"
alterek tgy, hogy W C V, de 7w(u)w ¢ V valamely u € A*-ra és

w € W-re.

Akkor tetszoleges F C W-re, ami kifesziti W-t, van egy f € F elem és

w € A* szé, amire |w| < dimV — dimW + 1 és n(w)f ¢ V.

Bizonyitds

| A\

Legyen Wy, a m(x)w, x € AS™, w € W vektorok &ltal kifeszitett altér.
Akkor W = Wy C W4 C ... alterek novekvd lanca.
Amint Wy = W41, a ldnc stabilizalédik. A w(u)w ¢ V feltétel miatt van
egy legnagyobb m > 0, amire W, C V.
Tehat,

WoC WL C---CWnCV,

és ezért dimWp + m < dimV. Innen kovetkezik az allitas.




Az Atlagolé Lemma bizonyitdsa

Elég belatni, hogy tetszéleges ) # S C R-re van olyan w € A*, aminek
hossza legfeljebb n+ 1 4 L és melyre
ISw™tnR| > S|

v

o Mert ha R = Q, akkor van egy g € Q és a € A, amire [ga—!| > 1,
ezutan (n — 2)-szer meg tudjuk ndvelni az inverz képeket egyenként
n— 1+ L hosszi szavakkal és kapjuk az 1+ (n—2)(n—1+ L)
korlatot.

e Ha pedig R C Q, akkor kiindulunk egy g € R-bél és (r — 1)-szer
megnoveljik a halmazt egyenként n — 1 4 L hosszl szavakkal, igy
kapunk egy w szét, amire |[Rw| =14és |w| < (r—1)(n—1+1L).
Ekkor wow j6 lesz.




ISw TN R| > |S]

Legyen tehat P;, P, és R a Lemma feltételeinek megfelel6 és rogzitsiink
egy 0 # S C R halmazt.
Jelolje P a P,P; VM-et.

Defindlunk egy Zs : A* — RJ véletlen valtozdt. . .

Zs(w) = |SwinR| = [R][Sw 1" = [RIMu[S]".

...aminek kiszamoljuk a varhatd értékét P mellett. ..

Ep(Zs) = |5

Ha van olyan v € dom(P) = dom(P,P;) = AS""1dom(P;), amire
Zs(v) # |S|, akkor van olyan w € dom(P) is, amire
Zs(w) = |Sw= N R| > |S| és kész vagyunk.




SwIAR|>|S]

Tegyiik fel tehat, hogy minden v € dom(P)-re Zs(v) = |S|.
Akkor minden x € dom(Py)-reis [Sx 1N R| =S|

Jeldlje v az [S]T — |—f|[Q]T vektort.

Akkor tetszbleges w € A*-ra Myy = [Sw1]T — @[Q]T, emiatt

[RIMwy = |Sw™ N R| —|S|.

Ha tehat x € dom(P1), akkor Myy egy [R]-re merdleges nemnulla vektor.

v




Az utolsé 1épés

Feszitsék ki az My, x € dom(P;) vektorok a W alteret (R"-ben).
Akkor 0 # W C [R]*, dimW > 1, dim([R]*) = n — 1. J

Most tudjuk alkalmazni a Vektorteres Lemmat, W = W, V = [R]* és
7(u) = M, vélasztisaval.

Kijon, hogy egy v € dom(P) széra 0 # [R]Myy = |Sv L N R| — |S|, ezzel
igazolva az 4llitast.




Gyengén monoton automatak




Gyengén monoton automatak

Definicidé

Az M = (Q, A, ) automata gyengén monoton, ha létezik automatdk olyan
M = My, ..., My sorozata, M; = (Q;, A, §;), és olyan <,C Q; X Q;
relaciok, i =0,...,¢ — 1, amikre

@ < stabil részbenrendezés Q;-n;

Q@ M 1 ~ M;/ =, ahol ~; a <; &ltal generdlt ekvivalencia;

© M, trividlis automata.

| \

Stabilitas
A <C Q x Q relacié stabil, ha

p<q = pa<gqa

minden p,q € Q, a € A esetén.




Minden aperiodikus automata gyengén monoton.
(Mert barmely nemtrividlis aperiodikus automatdban van nemtrivialis stabil
részbenrendezés.)

Ha az M automatdban pontosan egy go nyel6 van, vagyis amire
qoA = {qo}, akkor M gyengén monoton.
(egy részbenrendezés: qo < p minden p € Q-ra.)

Vagyis a gyengén monoton automatdk osztdlya valéddi médon tartalmazza
az aperiodikus automatakét.




Erdsen osszefliggdség

Eszrevétel (folklor)

Ha M-ben pontosan egy nyeld van, akkor d(M) < (n — 1)2.

Ha M iranyithatd, akkor pontosan egy C C @ erésen Osszefliggd
komponense van, mely az elérhetéségre maximalis.

Ha d(M|c) < (|C|—1)?, akkor d(M) < (n—|C|)?>+(|C| —1)?> < (n—1)2.
Elég tehat az erésen Gsszefiiggd automatdkkal foglalkozni.




A tétel

Tétel (Volkov, 2009)

Ha M egy n-dllapotd, er6sen Osszefliggd, gyengén monoton automata,
akkor irdnyithaté és d(M) < {@J

Bizonyitas

| A\

Ha n =1, az 4llitas nyilvdnvalé. Legyen M = (Q,A,d), |Q| =n a
feltételeknek megfeleld és haladjunk indukcidval n szerint.

Legyen < a gyengén monotonitds definicidja szerint létezd, nemtrividlis
stabil részbenrendezés Q-n.

A\

Ha S C Q, jeldlje min S ill. max$§ az S-ben < szerint minimalis ill.
maximalis elemek halmazat.




Csatolt halmazok

Allitas
TetszOleges S C Q-ra és u € A*-ra

min(Sv) C (minS)v.

Definicidé

| A\

Egy T C Q éllapothalmaz csatolt, ha a (T, <) poset Hasse-diagramja
osszefliggo.

Ha T csatolt, akkor Tv is. (Mivelhogy < stabil.)

Ha T csatolt és |T| > 1, akkor min T N'max T = (). (Kilonben lenne
izolalt pont.)




A Bizonyitas Magja

Ha T C Q csatolt, £ = |min T \ max T| és k = | max Q|, akkor van egy
olyan w szd, amire | Tw| = 1 és melynek hossza legfeljebb

b(e, k) = z(n_k+1)—w2+1).

Bizonyitds

Ha ¢ = 0, akkor | T| =1 kell legyen és ekkor b(¢, k) =0, w = ¢ j6 lesz.
Folytatva indukciéval £ > 0 szerint, ekkor £ = | min T|.

Vegyiink egy legrovidebb, min T-b&l max Q-ba vivé u szét. (llyen van.)
Hossza legfeljebb n — ¢ — k + 1 (vegyiik észre: min T Nmax Q = 0).
Vegyilik észre, hogy

b(l—1,k)+(n—C0—k-+1) = b(L, k),

specidlisan b(¢, k) > b(¢ — 1, k).




Bizonyitas folytatdsa

Most vegyiik a Tu szintén csatolt halmazt. Legyen ¢ € min T,
qg=quc maxQ, persze g € Tu.
@ Ha g € min Tu, akkor g € min Tu N max Tu miatt | T| = 1. Tehat
w = u jo lesz.
e Ha g ¢ min Tu, akkor min Tu C (min T)u és alkalmazhatjuk az
indukcids hipotézist.




Szummazas

Ha 0 < £ < k, akkor b(f, k) < | 2L |
(Méasodfokd egyenlétlenség n-ben, nem-pozitiv diszkriminanssal.)

A tétel allitasa kijon az n szerinti indukcidval. J

Nyitott probléma

Még az is lehet, hogy a gyengén monoton, er0sen Osszefliggé automatak
linearis hosszu szdval is irdnyithatok. . .
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Road Coloring Problem

Adott egy G = (V, E) d-regularis multigraf (minden cstics kifoka d).
Mikor lehet kiszinezni az éleit az {1,...,d} szinekkel dgy, hogy

@ automatat kapjunk (vagyis minden (p,i), p€ V, i€ {1,...,d}
esetén pontosan egy p-bdl induld, i-vel cimkézett él legyen)

és

@ ez az automata iranyithaté legyen?

Elég erésen osszefiiggd multigrafokkal foglalkozni.




Egy sziikséges feltétel

Ha (V, E)-nek van irdnyithaté szinezése, akkor

ged{k : V-ben van k hosszi kor} = 1.

\

Sejtés (Weiss — Adler 1970)

Egy er6sen Gsszefliggd (V, E) d-regularis multigrafnak pontosan akkor van
irdnyithaté szinezése, ha

ged{k : V-ben van k hosszi kor} = 1.

Tétel (Trahtman, 2007)

A sejtés igaz.




Osszefoglalds, konkltizidk

Az utébbi évtizedben (is) komoly eredmények sziilettek automatdk
irdnyithatésagaval kapcsolatosan.

J6 lenne meghatdrozni, hogy hol vannak az Atlagolé Lemma hatérai, és
hogy lehet-e erbsiteni.

A gyengén monoton automatdk esetére az a sejtés, hogy o(n?) hosszli
széval is iranyithatdak.

Jelenleg nem ismert gyengén monoton automatdk olyan csaladja, mely
w(n) hosszon lenne irdnyithatd.

Koszonom a figyelmet. J




