Alap fatranszformatorok I1

Vagvolgyi Sandor

Fiilop Zoltan és Vagvolgyi Sandor |2, 3] kozos eredményeit
ismertetjuk.

Fogalmak, jelolések
A ¥ feletti alaptermek TA = (Ty,Y) ¥ algebrajat
tekintjilk. Minden f € X,,, m > 0és ty,...,t, €
Ts, esetén, fX2(t1, ..., tm) = f(t1, ..., tm).

Alap termatiré rendszer. Legyen X egy ran-
oolt abécé. Egy R C T, X Ty, véges halmazt Y. feletti
alap termatiré rendszernek neveziink. R elemeit
szabalyoknak nevezziik és u — v alakban irjuk. A
—p C Ty, X Ty atirasi relacié definicidja: tetszoleges
s,t € Ty, esetén, s —prt akkor és csak akkor ha
létezik egy u — v szabély R-ben és ¢ € Ty kornyezet
tgy hogy s = clu] and t = c[v].
<7 kongruencia relacio a TA alapterm algebran.
Azt mondjuk hogy <% az R altal generdlt kongru-
encia a TA alapterm algebran.

Az R alap termatir6 rendszer redukalt ha minden
u — v szabalyara, u irreducibilis R — {u — v }-re



nézve és v irreducibilis R-re nézve.

Allités 1 [4] Ha az R alap termétiré rendszer re-
dukalt, akkor R konvergens.

Fél faautomata és faautomata. Legyen X
egy rangolt abécé. A X feletti fél faautomata egy
A alap termatiré rendszer a X U AH rangolt abécé
felett. Itt AH - az A allapothalmaza - nulla rangui
szimbdélumokbol all és AH N'Y = (). A szabélyai az
alabbi két tipusuak:

flay,...,a,) — a

ahol f€X,,n>0,a,a1,...,a, € AH és
ay — az,

ahol ay,as € AH. A masodik tipusu szabalyokat A
szabalyoknak nevezzilk. A X szabalyokat ki tudjuk
kiiszobolni.

Az a € AH allapot elérheto, ha létezik olyan t €
Ty, alapfa amelyre t —7% a.

A fél faautomata osszefiiggo, ha minden a € AH
allapot elérheto.

A fél faautomata determinisztikus, ha minden f €
Xm, m >0, aq,...,a, € AH esetén, legfeljebb egy
f(a,...,ay) bal oldalu szabaly van A-ban, és nin-
csen A\-szabaly A-ban.



A ftél faautomata teljes, ha minden f € >, m >
0,ai,...,a, € AH esetén, legaldbb egy f(ay, ..., an)
bal oldalu szabaly van A-ban.

Lemma 2 Legyen A egy fél faautomata X felett. A
determinisztikus fél faautomata akkor és csak akkor
ha A egy redukalt alap termatiro rendszer ¥ U AH
felett.

Alap fatranszformator. A X feletti A, B fél
faautomatakbol all6 (A, B) part alap fatranszformatornak
nevezzik (AFT, roviden). Az (A, B) altal indukalt
7(A, B) C Ty x Ty fatranszformacié definicidja:
Minden p,q € Ty esetén, (p,q) € 7(A, B) akkor
és csak akkor ha létezik v € Ty, n > 0, kornyezet
68 21y -y Zny 21, - -+ 20 € Ty fak és ay, . . ., a, kozos
allapotai A-nak és B-nek tugy hogy
p=ulz1, ...,z 2N ular, ..., a,] és
q=ulzy,...,z| 2pulal, ... a,
ahol z; =% a; és 2zl = a;, 1 <i<mn.

Példa. > = ZoUZQ, Z() = {$}, 22 — {f}
Paros fa: paros sokszor fordul el¢ benne a $ szim-
bolum. Paratlan fa: paratlan sokszor fordul el6 benne
a $ szimbolum.

Az A fél faautomata allapotai: AH = {0,1}, A

szabalyai:



$— 1, f(0,0) =0, f(0,1) =1, f(1,0) — 1
f(1,1) — 0.

A (3, AH, A, {0}) faautomata a péaros fak halmazat
ismeri fel. A (X, AH, A, {1 }) faautomata a paratlan
fak halmazat ismeri fel.

A B fél faautomata allapotai: AHg = {01}, B
szabalyai:

S— 1, f(U,00) =0, f(0,1) =1, f(1,0) =1,
F(1,1) = 0,

A (X, AHp, B,{(0'}) faautomata a paros fak hal-
mazat ismeri fel. A (3, AHp, B,{1}) faautomata
a paratlan fak halmazat ismeri fel.

(f(3, f(3, £(3,9))), f(3.9)) € T(A, B), mert
FI8, £(S, £(5,9)) —a FS£(5, F(1,9))
4 (5, F(S, £ D)) =4 (8 £(5.0)) =4
f, f(1, )) f( 1) és
Ugyanakkor (f( ). F£(5,9), f($.5)) & 7(A, B),
mert
f<$7$) A f<17$> A f(lv 1) —40
F(f(3.9), f(3,9)) = f(0,0) =40,
és a fenti két atirasi sorozatban nem fordul el6 ugyanaz
a fa.

T(A, B) azokbdl a (p, q) parokbol all amelyekre létezik

4



u € Ts,n > 0, kornyezet és 21, ..., 2n, 21, .. ., 2 €

Ty, paratlan fak ugy hogy

p=ulz1,...,2) s q=ulz], ..., 2]

[]
Dauchet és munkatarsai és Engelfriet megmutattak

hogy

Tétel 3 Tetszoleges R alap termatiro rendszer esetén,
meg tudunk konstrudlni eqy (A, B) ¥ feletti alap
fatranszformadtort gy hogy —5 = 7(A, B).

Az alabbi megszoritasokat vezetjiik be az alap fa-

transzformatorokra.
Azt mondjuk hogy az (A, B) alap fatranszformator

(i) determinisztikus, ha A és B determinisztikusak,
(ii) teljes, ha A és B teljesek, és
(ii) szimmetrikus, ha A = B. O
A fenti megszoritasok tetszoleges kombinaciéjat képezhetjuk.
Példaul, az AFT szimmetrikus, determinisztikus ha
mind szimmetrikus mind determinisztikus. Igy osszesen
nyolc transzformacio osztalyunk van.
AFT jeloli az alapfatranszformatorok altal indukalt

transzformaciok osztalyat. Az AF'T jelolés D-, S- és
T'- prefixei jelolik a determinisztikus, a szimmetrikus
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és a teljes alapfatranszformatorok altal indukalt tran-
szformaciok osztalyat. Ezen prefixek tetszoleges kom-
binacidjat képezhetjik. Példaul, SD-AFT jeloli a
szimmetrikus, deterministikus alapfatranszformatorok
altal indukalt transzformaciok osztalyat.

A fenti nyolc transzformacio osztaly tartalmazasi
abrajat mutatjuk be. A tartalmazasi abran bemuta-
tott tartalmazasok igazolasahoz tekintsiik a kovetkezo
tablazatot. A tablazat megmutatja hogy az egyes
transzformacio osztalyokra a reflexiv, szimmetrikus
¢és tranzitiv tulajdonsagok koziil melyek teljestilnek.
Ha az

Y-AFT,Y €¢{ ,T,D,TD,S, TS, SD, TSD}
osztaly minden eleme rendelkezik a

P € {reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv}
tulajdonsaggal, akkor a Y-AF'T and P altal meghatarozott
bejegyzés a + jel, killonben a — jel.

reflexiv | szimmet. | tranzitiv

AFT, T-AFT
D-AFT, TD-AFT
S-AFT, TS-AFT

SD-AFT,. TSD-AFT

+ ||+




Tétel 4 Az 1. abran lathatjuk az AFT, T-AF'T,
D-AFT, TD-AFT., S-AFT, TS-AFT, SD-AFT
and T'SD-AF'T fatranszformator osztalyok tartal-
mazasi diagramjat.

Bizonyitas. Az AFT = T-AFT és D-AFT =
TD-AFT egyenloségeket az alabbi standard kon-
strukcioval igazoljuk. Legyen (A, B) egy tetszoleges
AFT. Megkonstrualjuk az (A’, B') teljes AFT-t. Az
a 1j allapotot adjuk hozza az AH allapothalmazhoz.
A b 1j allapotot adjuk hozza a AH g allapothalmazhoz,
itt a # b. Uj szabalyokat adunk A-hoz: minden 1j
szabaly jobb oldalan a all. Az oOsszes lehetséges bal
oldalt tekintjik amire nincsen szabaly A-ban. B-t
hasonléan tessziik teljessé. A konstrukcié megorzi A
¢s B determinisztikus tulajdonsagat.
Az abran lathaté valédi tartalmazasokat igazoljuk.
Tetszoleges X, Y osztalyok esetén, ha az X osztaly
az Y osztaly felett van és él koti ket 0ssze, akkor az
X C Y tartalmazas definicio szerint fennall. Most
belatjuk az X C Y tartalmazast. Tovabba belatjuk
hogy az éllel nem osszekotott osztalyok nem tartal-
mazzak egymast. Ehhez elegendo igazolni hogy

(a) SD-AFT ésTS-AFT nem tartalmazzak egymast,
és



AFT =T-AFT

N

D-AFT =TD-AFT S-AFT

N 7

SD-AFT TS-AFT

e

TSD-AFT

1. abra Az AFT, D-AFT, S-AFT, SD-AFT és
T'SD-AFT osztalyok tartalmazasi diagramja



(b) D-AFT and S-AFT nem tartalmazzak egymast.

Elészor igazoljuk (a)-t, azaz hogy T'S-AFT — S D-
AFT # () és SD-AFT — TS-AFT +# (). Az els6
egyenlotlenség azért teljesul mert az SD-AF'T min-
den eleme tranzitiv és T'S-AFT nem minden eleme
tranzitiv, lasd a tablazat.
A masodik egyenl6tlenség igazolasahoz megkonstrualunk
egy A determinisztikus faautomatat ugy hogy a 7(A, A)
szimmetrikus, determinisztikus transzformacié nincs
benne T'S-AFT-ben. Legyen A = (), azaz A-nak
nincsenek szabalyai, és igy

T(AA) = {(t,t) |t € Ty ).

Indirekt bizonyitas végett feltessziik hogy 7(A, A) €
T'S-AF'T, azaz hogy létezik egy teljes B faautomata
ugy hogy 7(A, A) = 7(B, B). Léteznek p,q € Ty,
egymastol kiilonbozo alapfak és b € AH ugy hogy
p—5bés q—5b. Ezért (p,q) € 7(B,B). Mivel
p # q, kapjuk hogy (p,q) € 7(A, A). Ellentmondés.

Most igazoljuk (b)-t. Evégett igazoljuk hogy D-
AFT — S-AFT # ) és S-AFT — D-AFT # (). Az
elso egyenlotlenség nyilvan fennall.

Most belatjuk a masodik egyenlotlenséget. Megadunk
egy (A, A) szimmetrikus AFT-t tgy hogy 7(A, A) &
D-AFT. Legyen ¥ = Yy U X, X9 = {#,5} és
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Y1 ={f}, éslegyen AH = {a,b}. Az A fél faau-
tomata szabalyai: # — a, f(a) = b, and $ — a|b.
Megjegyezziik hogy A nemdeterminisztikus. Most
(#,9), (f(#),%) € 7(A, A). Indirekt bizonyitds végett
tegyiik fel hogy 7(A, A) € D-AFT, azaz 7(A, A) =
7(B, C) valamely B és C' determinisztikus faautomatakra.
Mivel (#,%) € 7(B,C), létezik B és C kozds ¢
allapota amelyre # — c € B és $ — ¢ € C. Mivel
(f(#),9) € 7(B,C) az f(c) — ¢ szabdly is B-ben
van. Minden n > 1 esetén, (f"(#),$) € 7(B,C),
ami ellentmondds, hiszen (f2(#),$) € 7(A, A).

[

Tétel 5 Tetszoleges T C Iy XI5 bindris relaciora
ekvivalens az alabbi néqgy dllitds.

(a) T € SD-AFT.

(b) T megegyezik eqy redukdlt alap termdtird rend-
szer dltal a TA alapterm algebra felett generdlt
kongruencidaval.

(c) T megegyezik egy konvergens alap termdtiré rend-
szer dltal a TA alapterm algebra felett generalt
kongruencidaval.

(d) T egy végesen generdlt kongruencia a TA alapterm
algebra felett.
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Bizonyitas. Els6 1épés: (a)-bdl kovetkezik (b).
Legyen A egy determinisztikus fél faautomata. Meg-
konstrualunk egy redukalt alap terméatird rendszert
amelyre 7(A, A) = <.

Feltessziik hogy A osszefiigeo. Az alabbi algorit-
mus minden a € AH allapotra megkonstrual egy
tree(a) € Ty alapfat dgy hogy tree(a) —% a.

Algoritmus 6

Input: A osszefiiggd determinisztikus fél faautomata
> felett.

Output: Minden a € AH allapotra, egy tree(a) €
Ty, alapfa ugy hogy tree(a) —% a.

Segéd vdltozok: Minden a € AH allapotra, egy
flag(a) zészl6, ami igaz és hamis értéket vesz fel, és
azt jelzi hogy tree(a)-t defindltuk-e mar.

minden a € AH allapotra, legyen flag(a) =
hamas:
while létezik a € AH allapot ugy hogy flag(a) =

hamis do

minden f(aq,...,a,) — a A-beli szabélyra
do

if flag(ay) = ... = flag(a,) = tgaz and

flag(a) = hamis,
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then begin
tree(a) ;= f(tree(ay), ..., tree(ay));

flag(a) = igaz
end

Mivel A osszefiiggo, a fenti algoritmus sikeresen véget
ér ugy hogy minden a € AH allapotra, flag(a) =
19az.

Példa. Legyen ¥ = Yo U X1 U X9, 3g = {35, # },
Y1 =19}, Yo ={f} A Osszefiiggd determinisz-
tikus fél faautomata szabalyai:

-1 #— 1,

f(1,1) —1, f(1,2) —1,

f(2,1) —1, f(2,2)—1,

g(1) =2, g(2) — 1,

A fenti eljards a tree(l) = $ és tree(2) = g($)
alaptakat adja vissza.
[]

Most megadjuk az R alap termatiré rendszert. Legyen

R ={f(tree(ay), ..., tree(ay)) — tree(a) |
flay,...,an) — a € Aés

f(tree(ay),. .., tree(ay)) # tree(a)}.

12



Példa R alap termatir6 rendszer szabalyai:

# — 5,

f(3,8) =%, f(3,9(9) =5,
f(g(3),3) =5, f(g(3),9(3)) — 3§,
9(9(8)) = 8.

Az alabbi P1 — P7 éllitasok teljestilnek a tree(a)
fakra és az R alap termatird rendszerre.

P1: Minden a € AH esetén, tree(a) —% a. Ezt a
fenti algoritmus kozvetlen vizsgalataval igazolhatjuk.

P2: Minden ©v — v € R atirasi szabalyra, u <=7 v.
Ez a P1 allitasbol kovetkezik és abbol hogy R min-
den szabalya f(tree(ay),...,tree(a,)) — tree(a),
alaku ahol f(a1,...,a,) — a € A.

P3: Minden a,b € AH allapotra, a = b akkor és
csak akkor ha tree(a) = tree(b). Ha a = b akkor
tree(a) = tree(b) mert minden a allapothoz az algo-
ritmus egyetlen tree(a) fat konstrual meg. Forditott
iranyban, tegytik fel hogy a # béstree(a) = tree(b).
Lattuk hogy tree(a) —% a és tree(b) —% b. Ugyan-
abbol a tabol két kiillonbozo allapotot derivalunk. Ez
ellentmond annak hogy A determinisztikus.

P4: Minden a € AH éllapotra, a tree(a) alapfa ir-
reducibilis R-re nézve. Bizonyitas tree(a) felépitése
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(strukturdja) szerint.

P5: R redukalt.

P6: Minden p € Tk alapterm és a € AH allapot
esetén, p —% a akkor és csak akkor ha p —7% tree(a).

P7: 7(A A) = <.

Masodik 1épés: 1. allitas szerint (b)-bol kovetkezik
(c).

Harmadik 1épés: Definicié szerint (c)-bol kovetkezik
(d).

Negyedik 1épés: (d)-bol kovetkezik (a).

Legyen E C Ty, X Ty, egy X feletti alap termatird
rendszer. Most megadunk X felett egy osszefiiggo de-
terminisztikus R fél faautomatat AH allapothalmazzal
ugy hogy <% = <5 NIy X Ty. Evégett legyen

T ={teTy|trészfdja u — nak vagy v—nek

ahol u — v in F'}
az F)-ben eloforduld termek résztermeinek a halmaza
és legyen © = <=L NT X T'. O ekvivalencia relacio
T felett. Minden t € T esetén, [tlg = [t|lor. NT.

Példa. Legyen 2 = Z() U 21 U 22, 20 { $ #}
Y1 ={g}, X ={f} FE az aldabbi szabalyokbdl
all:

S — #, 9(8) — g(#), f(3,9) — #, f<g<$)>#)—>
#, [(#,90)) — #, f(9(3),9(8)) —
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T =18, #, g8), g(#), f(5,9), f(g(3),#), [(#,9($)),
f(g(3),9(3)) }.

O-nak két osztalya van:

18, #, f(8,8), fl9(8),#), f(# 9(3)), f(9(8),9(3))}
{9(%), 9(#) }.
]

Legyen AH = {|tle | t € T }. Tekintsikka XUAH
rangolt abécét, ahol AH elemei 0 rangu

szimbolumok. Definidljuk az R alap termatiré rend-
szert X U AH felett. R az alabbi szabalyokbol all:

f([tl]@v SO [tm]9> — [f(tla cee >tm>]9 )

ahol f(ty,...,tn) €T.
Példa. A = {[$]e, [9(5)]e }.

R elemei:
$— [$le, # — e,
g(8le) — lg(3)le,
f([3le, [3le) — [3le, f(l9(3)]e; [5]e
f([3les lg(8)]e) — [3le, [f(lg($)le,]

— [$e,

)
9(8)le) = [3le.
[

Tétel 7 Van olyan algoritmusunk amely R-et szamolja
ki O(nlogn) iddoben.

Bizonyitas. T elemeit egy iranyitott graf csucsaival
adjuk meg. Az f(t1,...,t;)-hez tartozd csicsbol
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iranyitott élek vezetnek atq, ..., t,,-hez tartozo csucsokba.
Ezt a grafot E részterm grafjanak nevezzik. FE
részterm grafjat megtudjuk konstrualni O(n) ido alatt.

O-t E részterm grafjan szamoljuk ki.

Allitas 8 Downey és tarsai 1] Van egy olyan algo-
ritmusunk amely az E részterm grdfian fut O(nlogn)
1doben és ©-t szamolja ki. Itt n az E mérete, azaz

az E-ben elofordulo szimbolumok szama.

Bizonyitas. Legyen n az E reflexiv lezartja.

1. Ha f(p1,....pm) € T és f(s1,...,8n) € T és
(p1,81) €My ..oy (Pm, Sm) € m, akkor tegyiik bele az
(f(p1s- - pm)s (5155 8m)) pért n-ba.

2. Legyen p az n reflexiv, tranzitiv, szimmetrikus
lezartja. Ha p = n akkor visszaadjuk a 6 = 7

relaciot. Kiillonben 1 := p és menjink az 1. pon-
tra.

[]

Bejarjuk E részterm grafjat és minden f(t1, ..., t,)

termhez tartozo csucsra az

f(ltddes - ltmle) = [f(t1, - tw)]e
szabalyt beletesszik R-be.
[]

Lemma 9 R redukdlt alap termatiro rendszer XU
AH felett.
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Lemma 10 Minden t € T termre, t —7%t]y.

Lemma 11 Minden s € Ty, ést € T termekre ha
s —pltle, akkor s 7} t.

Lemma 12 <, = <3Ny X Iy.

R fél faautomata X felett az AH allapot halmaz-
zal. 2. és 9. lemmak szerint R fél faautomata
determinisztikus. 10. lemma szerint R fél faau-
tomata osszefiiged. 1. és 9. lemmak szerint R alap
termatiro rendszer konvergens. Ezért minden s € Ty,
alaptermnek létezik egy egyértelmiien meghatarozott
R-normaformaja amit s | jelol. Nyilvanvaloan s |
tartalmazhatja > szimbdélumait és AH allapotait is.

Lemma 13 Tetszoleges s,t € Ty esetén, st
akkor és csak akkor ha s|=1].

Példa. AH = {[$]e, [9(3)le }.

[gaz-c hogy g(9(f(9(8), 9(3)))) < 9(9(3))"
9(9(f(9(3), 9(3)))) =4 g(g(f(9([3le), 9([3]6)))) =7
9(9(f(lg(3)le, lg(¥)e))) —ag(g([Sle)) —ag(lg(3)le).

és 9(9(9)) — 4 9(9([56)) — 4 ggg( 0)

|5 )]
A 12. lemma szerint g(g(f(9(5), g(8)))) =5 g9(g(3)).

A 13. lemmabdl kapjuk az alabbi eredményt.
Lemma 14 <% = 7(R, R).
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Tehat (d)-bol kévetkezik (a).
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