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Dimenziécsokkentés szerepe

@ Az adatpontok reprezentalasara hasznalt dimenzidék szamanak
csokkentésével spoérolhatunk

e Tobbdimenziés adatpontok vizualizalasa (pl. 2 vagy 3D-ben)
@ Zajcsokkentés, jellemzdszelekcio

o Otlet: prébaljuk meg alacsonyabb dimenziéban abrazolni a
pontjainkat

@ Az alacsonyabb dimenziés reprezentacié kapcsan miben mérjiik
az elégedettségiinket? — PCA, LDA, SVD, ...




Fékomponens analizis (Principal Component Analysis)

@ Transzformaljuk tgy alacsonyabb dimenziéba a
tobb/sokdimenziés adatunkat, hogy a benne rejlé variancia
minél kisebb részét veszitsiik csak el

o Feltevés: az eredeti m-dimenziés adatpontok egy bizonyos
m’-dimenziés altéren (vagy legalabbis annak kdzelében)
helyezkednek el — az adatpontokat az altér tengelyeire
transzformalva j6l reprezentalhatd az eredeti adat

o Mi lehet ez a m’-dimenziés altér?

o Y7 1 ll(xi — x!)||? rekonstrukciés hibat szeretnénk
minimalisnak latni, ahol x/ az eredeti x; pont egy kozelitése




Kovariancia

Emlékeztetd

@ Y és Z véletlen valtozok egylittmozgasat szamszeriisiti
o cov(Y,Z) =E[(Y — py)(Z — nz)]

n n
o Ahol py =+ Y yiésuz =13z
- =1

i=1

e Az X adatmatrixunk 7, oszlopaira (X. ;, X. ;) tekinthetiink
véletlen valtozoként




Szérédasi - és kovarianciamatrixok

@ Szérodasi matrix: S = > (x; — p)(xi — p)7

i=1
o Torzitott (torzitatlan) kovarianciamatrix: £ = 15 (¥ = -1.5)
cov(X.1,X1) cov(X. 1,X 2) e cov(X. 1, X..m)
cov(X.2, X 1) cov(X. 2, X 2) . cov(X. 2, X.m)
Y =
. COV(X;’,'7)<;J)
cov (X m, X 1) e e cov(X.,m, X:m)

@ X, tehat az i. és j. jellemzék kovarianciaja (cov(X.;, X.))

@ Milyen elemek allnak a f6atléban?




Szoérédasi,- és kovarianciamatrixok tulajdonsagai

o Allitas: S és ¥ matrixok szimmetrikusak és pozitiv definitek

Bizonyitas.

S = é:l(xi —p)(xi — p)T = (_:Zn)l(x,' — p)(xi — u)T) = ST

a7Sa = Y:(aT(x — m)((x — W) = X(@(x - )0 O

i=1

o Kovetkezmény: S és ¥ sajatértékeire A\y > Ao > ... > A\, >0

@ Az adat varianciajat legjobban megérz6 m’-dimenziés
projekciét tgy kapjuk, ha az adatpontokat S (vagy X) m’
legnagyobb sajatértékéhez tartozo sajatvektorabdl képzett
matrixszal szorozzuk (lasd: tabla)




Lagrange szorzék

o Korlatozott/feltételes (nemlinearis) optimalizacios feladat

f(x) — min/max
fh. gi(x)=0vie{l,...,n}

o Lagrange fiiggvény:

L(x, A Z Nigi(x

o Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek: az optimalitas
sziikséges feltételei

VL(x,\)=0
)\,-g,-(x) =0Vvie {1 n}
Ai>0




Gyakorlati megfontolasok

o Az adatpontokat érdemes egységes skalara hozni: normalizacié
. lizacié: x: : — Xij—min(X« ;)
@ Min-maXx normalizacio: Xij = —max(x*,j)fmin(x*,j)
Xij—Hj
aj

o A redukalt dimenziészamot (m’) minek valasszuk?

Hint : (i/\;: isf)
i=1

o standardizalas: x;; =

i=1
° k
/\
m = arg m|n E - >t kiiszobérték
m Yo
]
1 m
/ P— . JR— .
m = arglg_agxm ()\, > = 2%)
J:

m =arg max (AN — Aiv1
g1<,<m 1( ! i+1)



PCA Gsszegzés

o Centralizaljuk és normalizaljuk az X adatmatrixot

e Szamoljuk ki a (centralizalt és normalizalt) X adatmatrixot
jellemz6 kovariancia/szérédasi-matrixot

Szamoljuk ki a matrix sajatértékeit

Az m' legnagyobb sajatértékhez tartozé sajatvektorbol
képezziik P projekciés matrixot

X' = XP adja meg a transzformalt adatmatrixot

X'PT alakban kaphatjuk vissza az eredeti adatpontok egy
kozelitését

o PCA tutorial



http://www.cs.otago.ac.nz/cosc453/student_tutorials/principal_components.pdf

Szingularis érték felbontas

rang(X)
o X=UxVT= Y oy

i=1

| sigma / T m rang(X)
o [Xlr=\ [ X8 =1 ¥ o
i=1j=1 =t

o X alacsony(abb) rangu kozelitése: X = UL VT

o X el6allitasa soran csupan X elsé m’ < m szingularis értékére
hagyatkozzunk

o Ha a kozelités eltérését Frobenius-normaban mérjiik, akkor X
megadhaté legpontosabb m’-dimenziés becslése X




SVD példa
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SVD folhasznalasa

o A szingularis vektorokkal egy latens reprezentaciot nyerhetiink

e X = UXVT alapjan XV = UL, valamint UTX = X VT

o Tetszbleges x ¢ X pontot elhelyezhetiink a latens térben xTV
maodon
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SVD és a sajatérték dekompozicié viszonya

Emlékeztets
Egy szimmetrikus A matrix felbonthaté A = XAX~! alakban, ahol
X = [x1x2 ... Xm] az A (ortogonalis) sajatvekroraibdl képzett matrix,
N = diag([MA2...A\m]) pedig az egyes sajatvektorokhoz tartozé
sajatértékebsl allo diagonalis matrix. Miért is?
o Tetszbleges n x m-es X matrix el6all UL VT szorzatként, ahol
o Upxn = [tnuy...u,] XXT ortonormalt sajatvektoraibol allo
matrix
o Yowm = diag(v A1, V2,V Am)
o Vixm = [vava...vy] XTX ortonormalt sajatvektoraibél allé
matrix. Miért?
@ Ortogonalis matrix: MTM = | (szemléletesen: olyan forgatas,
ami a vektorok hosszat nem valtoztatja meg) Miért?




SVD és a Frobenius-norma viszonya

Tth. M = xQxR,azaszj:ZZ Qi I1j

58 87 6 3 1][4
M= |-32 48| = (2 4 2| [1|[-2 8] = ma=3%4%34+2x1%3+
3 2 0] |2

—28 42

2

Eklor [|M = 3 2(m;)? = 55 (55 pucs )
7 T ONK T

2
Tovabba ( > PikaIrlj> =3 3> Pik Gk PinGnm mj
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Amennyiben P, Q, R matrixok az SVD felbontasbél jonnek,

||M||F— > PikQkk FkjPinQnnlnj = > ik MkjQkk Nkj = Z(qkk)2-
7./ k n J k k

Miert? )

X matrix X = UX VT matrixszal torténd kozelitésének hibaja:

X = X[2= | U(Z = £)VT|2= 3 (0w — Fik)?




@ SVD hatranya, hogy egy jellemz&en ritka matrixot siirii
matrixokat (U és V) is tartalmazé szorzatként allitja elé
e Egy alternativa az eredeti matrix CUR formaban térténd
elsallitasa
o Csak az U matrix adédik siirtinek, és az SVD felbontas egy
kozelitését adja
o C és R matrixok az eredeti X matrix soraibdl, illetve
oszlopaibdl szarmaznak, igy azok megérzik X ritkasagat
e Mig az SVD egyedi felbontast eredményez, addig a CUR nem




CUR dekompozicié — C és R elallitasa

o Visszatevésessel valasszunk ki k oszlopot az eredeti matrixbdl
o Elsfordulhatnak ismétlédé oszlopok C-ben
o Egy oszlop kivalasztasanak p; valésziniisége legyen a benne
talalhaté elemek négyzetdsszegével aranyos
o A kivalasztott oszlopot szorozzuk be 1/\/kp;-vel (kp; az i
oszlop kivalasztasainak varhaté mennyisége)
@ R matrix el6allitasa csak abban tér el, hogy ott sorokkal

dolgozunk




CUR dekompozicié — U eléallitasa

e U= CTXR", ahol T a pszeudoinverzet jeloli, hiszen ekkor
CUR = C(CTXRTR = (CCNX(RTR) = X
o A pszeudoinverz a ,hagyomanyos” matrixinverz kiterjesztése
nem feltétlen négyzetes és/vagy invertalhaté matrixokra
o MM'M =M
o Négyzetes (és invertalhaté) M eseten M~1 = M
e SVD vs. pszeudoinverz: M = UX VT megadhatd, igy
MT = (UZVT)I = vZiyT

o Diagonalis matrixot (pszeudo)invertalni kdnny

)
50 0 02 0 0 0
00 o0

~lo 0o 0o o
0 0 —02 ORI
00 0

o Elég transzponalni, és a nemnulla elemek reciprokat venni




CUR dekompozicié — példa
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Linearis Diszkriminancia Analizis (Linear Discriminant
Analysis)

@ Transzformaljuk tgy alacsonyabb dimenziéba a
tobb/sokdimenziés cimkézett adatunkat, hogy az 4j térben az
eltérs osztalya pontok minél kevésbé keveredjenek

e Mi legyen w vetités iranya?
o jic = wTpc = |4y — fiz| = [WT(p1 — p2))]
°
§§ = Z (WTX - ﬁc)2
{(xiyi)lyi=c}

w”* = argmax J(w) = arg maxM (1)
w weoS+8




LDA — Bels6 - és kiilsé szorodasi matrixok

@ c osztalyl transzformalt pontok belsé szérédasi matrixa:
Se= Y (- — )
{(xioyi)lyi=c}

o Aggregalt bels6 szérédasi matrix: Sy = S1+ S
@ c osztalyba es6 transzformalt pontok szérédasa:

52 = > (wixi—wTpe)? =
{(xiryi)lyi=c}
= > wT(xi — pe)(xi — pc)Tw = wTS.w
{(xiyi)lyi=c}

o Eltérs osztalya transzformalt pontok kdzotti szérédasi matrix:
Sg = (p1 — p2)(p1 — p2)7
o Eltér6 osztalya transzformalt pontok kdzotti szérédas:

(i1 — fi2)* = (WTp1 — wTpp)® = wTSpw



LDA

o Azaz az eredeti (1)-ben foglalt célunk atfogalmazhaté

?
w* = arg max,, J(w) = arg max,, Y 2E%

wroo,, alakra

wTSgw
wTSyw

az an. altalanositott Rayleigh-hanyados

wTSgw _
wiSyw — 0 Sgw =

ASww < Sa/lSBW =\w S w= 5\7V1(/“l’1 - lJQ)

Emlékeztetsiil

)\ _ F(x)g(x)—f(x)g'(x)
e (g(X)> - g2(x)

@ VxxTAx = 2Ax, amennyiben A = AT

e J(w) maximalis amennyiben V

n
o xxTy = (Z x,~y,-> x (vagyis egy x iranyaba mutaté vektor)
i=1




LDA

PCA




Multidimenziés skalazas (Multi-Dimensional Scaling)

e Cél: adott A pontparonkénti kdltségeket/tavolsagokat
tartalmaz6 matrixhoz keressiik meg az adatpontok azon
pozicidit a térben, melyre ||x; — x;||~ 6

@ Tobb/sokdimenziés adatpontok transzformaciéja alacsonyabb
dimenziéba gy, hogy a pontok kézétti tavolsagok minél
inkabb megérzédjenek




Lokalis linearis beagyazas (Locally Linear Embedding)

o A PCA, SVD és LDA mind linearis fliggést feltételeztek
o Nemlinearis dimenziécsdkkents eljaras

@ Triikk: Minden ponthoz hatarozzuk meg a legk&zelebbi
szomszédait, és irjuk fel ket azok linearis kombinacisiként

n n n
o J(W) =X lxi— 3 Wix;||?, tgy, hogy 3 Wj =1, és
i=1 j=1 j=1
wjj > 0 & x; € neighbors(x;)




Kanonikus korrelacié analizis

@ A pontjaink koordinatai két kordinatarendszer szerint ismertek

o Feladat: a két koordinatarendszer pontjainak egy (csokkentett
dimenziéji) koordinatarendszerbe valé Gsszegyirasa, hogy a
transzformalt jellemz&k korrelaciéja maximalis legyen

° p= E [xy] E[wd xyTwy]
\/]E [x3] E [y?] \/IE Wl >xxTwW | E [wy nyWy]
wy Gy wy
\/W)I Cux WXW}I Cyywy

@ arg max p-t nem befolyasolja wy vagy w, hossza
= argmax p = arg max wy Gy, w,,

s B PN
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