Kozelitd szimbolikus szamitasok
Intervallum aritmetika, automatikus differencialas

SZTE-TTIK, Szamitégépes Optimalizalas Tanszék
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Bevezet6 - Hiba

Hiba

>

A szamitogépes szamabrazolas véges
+ Okai: digitalis tarolds + memoriakorlat

x X

O—l—‘ @
becslés . L
abrazoland6 szam

Gépi szdmok
(melyek abrazolhatdk a szamitdgépen)

v

szdmegyenes

v

Hiba: x - x (elbjeles érték)
Abszolut hiba: |x - x| nemnegativ szam
Abszollt hibakorlat: |x - x| < K fels6 korlat

v

v
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Bevezet6 - Hiba

Hiba példa

V2 = x =1.41421356... és X = 1.410
Abszollt hiba: |x - x| = 0.00421356...
Abszollt hibakorlat: pl. |x - x| = 0.00421356 < 0.01 = Ky

x =1.41421356...
x=[1.410
L, 3 értékes jegy pontossagu becslés
Forrasa:
» Orékiétt hiba: ha mar a kiindulasi adatok is hibasak
» Képlethiba: A szamitasi modszer kdzelitd jellegébdl adédo
hiba
» Kerekitési hiba: A szamitdégépeken hasznalhatd véges
szamabrazolasbdél ad6dé hiba

v

v

v

v
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Bevezet6 - Hiba

A sz&mitégép hibaja

» Matematikailag a kdvetkezd két kifejezés ekvivalens, azaz
egyenérték:

f(x) = (1 —x)6 = x5 —6x°+15x*—20x3 +15x2 —6x+1 =
=9g(x) = (((((x —6)x +15)x —20)x + 15)x — 6)x + 1

» Ez a Horner-elrendezés (késdbb még tanuljuk)
» Vizsgaljuk meg, hogy szamitégépen is igy van-e!
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Bevezet6 - Hiba

A szamitogeép hibaja - Matlab példa

» x=1.005;
> (1-x) .76
ans =

1.5625]e-14

> (((((x=6) .»x+15) .*x-20) .*x+15) .*x-6) .*x+1
ans =

1.5[321)-14
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Bevezet6 - Hiba

A szamitogeép hibaja - Matlab példa abrazolva

» x = [0.995:0.0001:1.005];
» hatvanyos = (l—x).A6;

» horner =
(((((x=6) .*x+15) .*x-20) . »x+15) .*x—-6) . *x+1;

» plot (hatvanyos,'b’);
» hold on;

» plot (horner,’r’);

» hold off;
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Bevezet6 - Hiba

A szamitogeép hibaja - Matlab példa abrazolva
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Intervallumok

Intervallum aritmetika

>

Megoldas: szamoljunk intervallumokkal!

becslés X

1
T O @
x abrézolando szém

Gépi szamok

szédmegyenes

Keresslink olyan intervallumot, amelyben biztosan benne
van az eredmeény

x€ X = a, b, ahol a és b gépi szamok
— minden dbrdzoland6 szamot egy intervallum fog
helyettesiteni

v

v

v
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Intervallumok

Intervallumok 6sszeadasa

» Egy egyszerl példa: tfth. a gép csak egészeket tud
abréazolni.
» 0.5 € [0, 1] intervallum + 2.5 € [2, 3] intervallum
‘—.—.—._Ois_.—.iis_.—.—> A gép csak azt tudja, hogy az elsé szam vala-
hol 0 és 1 kéz6tt van,a mésodik pedig valahol
s 2 1 0 1 2 3 4 2 és 3 kdzbtt.
3 Ezek alapjan az eredmény biztosan valahol 2
és 4 kozott lesz, de ennél pontosabbat nem tu-
H—‘—.—‘—H_._' dunk. (a valés eredmény a 3 tényleg a 2 és a
-3 -2 -1 o] 1 2 3 4 4 kozétt van)
» lgy: [0,1] +[2,3] = [2,4]
» Altalaban: [a,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d]
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Intervallumok

Intervallumok kivonasa

» 0.75 € [0, 1] intervallum - 2.25 € [2, 3] intervallum

A gép csak azt tudja, hogy az elsd szam vala-
0.75 2.25 hol 0 és 1 kéz6tt van, a mésodik pedig valahol

® ® @ *_.H_._. 2 és 3 kozott.

Kérdések:
1) Mi a legkisebb szam, amit kaphatunk ered-
ménydil, ha két ilyen szamot kivonunk?

(vélasz: -3)
._.-l-. @ @ @ @ o 2) Mi a legnagyobb szam amit kaphatunk?

3 2 1 0 1 2 3 4 (valasz:-1) ) o
Igy az eredmény biztosan -3 és -1 kdzétt lesz.
(és tényleg: a 0.75-2.25 = -1.5 € [-3,-1])

» Igy: [0,1] — [2,3] = [-3, 1]
» Masik példa: [2,3] — [0,1] = [1, 3]
» Altalaban: [a,b] — [c,d] = [a—d,b— C]
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Intervallumok

Intervallumok szorzasa

>

0.75 € [0, 1] intervallum * 2.25 € [2, 3] intervallum

0.75 2.25 Az el6z6khoz teljesen hasonléan szeretnénk

’—H—*—h—.—» tudni, hogy ha a kiindulasi szamok az adott

intervallumokba estek, akkor az eredmény
melyik intervallumba esik biztosan. Szorzés-
ndl ezt altaldban eldonteni csak a végpontok

Osszes kombinaciéjanak kiprobalasaval lehet.
—o o oo I.—. ® [0,1] = [2,3]
3 2 10 1 2 3 4 (02)=0  (0"3)=0 (1"2)=2  (1"3)=3
— az eredmény 0 és 3 kdzé esik

v

igy: [0,1]%[2,3] = [0,3]
Mésik példa: [-2,3] « [-1,4] =[-8, 12]
mert: -2*-1=2 -2°4=-8 3*1=-3 34=12
minimum maximum

v

Altalaban:
[a, b] * [c, d] = [min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)]

v
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Intervallumok

A sz&mitégép hibaja

» Vegylk észre, hogy az intervallumok szélessége
névekszik!

» Mi az intervallum szélessége?
Def.: A=[a,b] > w(A)=b—a
pl.. A=[-3,6] - w(A)=6—(-3)=9

» CEL: olyan szamitasi médszerek alkalmazésa, amelyeknél
az eredmény intervallum minél sziikebb!
Tulajdonképpen az eredmény intervallum szélessége hatarozza meg,
hogy mennyire pontosan ismerjik a végeredményt. (hiszen csak annyit
tudunk, hogy a tényleges végeredmény valahol az eredmény
intervallumon belll talalhaté)
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Automatikus differencialas

Automatikus differencialas

» A differencialas (derivalas) sok-sok probléma kapcsan
felmerdl: széls6értékhely keresés — optimalizalas
» Hogyan lehet, egy fliggvény derivaltjat hatékonyan
meghatérozni?
» iskolapad médszer: kézzel derivalunk
» ugyanez csak szamitdgéppel: szimbolikus rendszerek
hasznalata
» numerikus derivalas: kézelitjik a derivaltat
» automatikus differencialas
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Automatikus differencialas

Automatikus differencialas

» Otlet: nincs szilkség a derivalt fiiggvény képletére, elég ha
ismerjik a derivalt értékét egy adott helyen.

» PL: f(x) = x? = f'(x) = 2x < erre nincs sziikség
f(3) =9 = f'(3) = 6 «+ csak adott helyeken
(pl.: most a 3) vagyunk kivancsiak ra

» A derivalt értéket ki lehet szamitani a fliggvényérték
szamitasaval parhuzamosan a derivalasi szabalyok
alkalmazaséval.

» Emlékeztetd (alap derivalasi szabalyok):
(f+g)=1+g
(fxg) =f*xg+fxg
(f/g) = (Fxg—fxg)/g
(f(9(x))) = f(9(x)) = g'(x)
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Automatikus differencialas

Automatikus differencialas

» Nem egy szamot szamolunk ki mint a fliggvényérték, hanem
egy két szambol allé part. Az elsé lesz a fliggvényérték, a
masodik lesz a derivalt. — f < (f,f’)
Pl f(x) = x2 & f'(x) = 2x, ekkor f(3) = (9,6)
(lasd az el6z6 dian)

» Hogyan? < Kiindulni is szamparokbdl fogunk!
x helyett (x,1) -et irunk « ez egy alapeset:
x-nek a derivaltja x szerint 1
minden ¢ konstans helyett (c,0)-at irunk
+ mésik alapeset: a konstans derivaltja 0.
—fxX)=x2=xxx=(x,1)x(x,1) = (f,f)x(g9,9") =
(fxg,(fx9))=(fx9,(fxg))=(fxg,f'xg+fxg)=
(x*x,1xx+xx1)=(x22x)

» A hatvanyfliggvény derivalasi szabalya nélkil megkaptuk a
derivaltat!

» Ugyanez szamokkal:
f(8)=32=3%3=(3,1)%(3,1)=(3%3,1%3+3x%1)=(9,6)




Automatikus differencialas

1. f(X)=x2+3=x*xx+3=(x,1)%(x,1) +(3,0) =
(f,f)=(g9,9") + (h.h) = (f*g+h(f*g+h))=
=(fxg+hfxg+fxg +H)=
=(x*x+3,1xx+xx14+0)=(x>+3,2x)
Szadmokkal:
f(4)=424+3=(4,1)%(4,1)+(3,0) =
(4%4,1%4+4%1)+(3,0)= (16 + 3,8 + 0) = (19,8)
2. f(x) =%

_ (2,1)+(4,0) _ (24+4,1+0) _ (6,1) _ /6 1%+3—6%0\ __ 1
f(2)_( ()3,0() ) = (3,0) ) = Es,og _(év 32 )_(27§)
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Automatikus differencialas

Extra feladatok 1

1. Irj egy-egy fliggvényt, mely megvalésitjia az 6sszeadas,
kivondas, szorzas és hatvanyozas miveletek intervallumos
valtozatat. Mindegyik bemenet és kimenet egy
intervallumot reprezentéld vektor, figyelj ra, hogy a paros
kitevojl hatvanyok csak nem negativ értékeket vehetnek
fel.

Szamitsd ki a (x — 1)® eredményét intervallumosan
hagyomanyos és Horner elrendezéses alakban is.
Vizsgald meg az eredmény intervallumok hosszat.
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Automatikus differencialas

Extra feladatok 2

1. ird meg az automatikus differencialas alap fliggvényeit -
Osszeg, szorzat, osztés.
Pl. az 6sszeg fuggveény varjon 2 paramétert, melyek
mindegyike egy két elemi vektor (az egyik elem az érték,
a masik elem a derivalt értéke) és egy ugyanilyen
kimenetet szolgéaltasson.
Vizsgald meg az 1/x és az x? fliggvények derivaltjat
néhany helyen, a Te mddszereddel és a hagyomanyos
derivélasi szabalyokkal.
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