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Gradiens modszerek, legkisebb négyzetek
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Gradiens médszer

A derivaltak hasznalata

» Kalkusubdl tanultuk, hogy a derivalt hasznalhat6 a
flggvény kritikus pontjainak meghatarozasara

» Az el6z6 o6ran lattuk, hogy alkalmazhaté fliggvények
gyokeinek keresésére is (Newton-modszerben)

Most a derivaltnak azon tulajdonsagat fogjuk kihasznalni, hogy
megmutatja, melyik irdnyba ndvekszik a fliggveny.
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Gradiens médszer

1D példa

» Nézzilk az x2 fliggvényt, és a derivaltjat (2x).

» Minden x pontban a derivalt ellentettje megmutatja hogy
merre csbkken a figgvény.

» A derivalt csak az iranyt mutatja, nem azt, hogy pontosan
milyen messze vagyunk a minimumtol (az abszolutértéke
azonban altaldban utal a minimumtél vett tavolsagra)

» pl.: x = —3 pontban, a derivalt 2 + —3 = —6, aminek az
ellentettje pozitiv, tehat a -3-t6l pozitiv irdnyba csékken a
figgveny.
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Gradiens médszer

Grafikon

Az &bran a derivaltak ellentettjeinek 0.1-szeresét dbrazoltuk vektorokként. Pl. 1-ben a derivalt 2, igy a lila vektor a
0.8-be mutat 1-bdl. (1+-1*2*0.1)
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Gradiens médszer

A gradiens

A fenti 1D példa altalanosithaté tébbdimenzios figgvényekre
(amikor tobb valtozé van a fliggvényben pl.: 3x2 + y), a
kdvetkezbképpen:

» A parcidlis derivaltakbol képezhetd egy vektor, amit
gradiens vektornak nevezlnk. Jele: V

» Ezen vektor minden pontban megmutatja, hogy merre
névekszik leginkabb a flggveny

» Ennek ellentettje a csdkkenés iranyaba mutat
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Gradiens médszer

Példa gradiensre

» Legyen a fliggvény: f(x, y) = 3x2 + y?

> A parcidlis derivaltak: 260 = x, 200 = 2y
Tehat a gradiens vektor Vf(x, y) = (6x,2y)
pl.: az (—0.4,0.2) pontban a gradiens vektor
Vf(—0.4,0.2) = (-2.4,0.4).
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Gradiens médszer

Néhany példa 3D-ben

5 pontban kirajzoltuk, hogy az adott pontb6l hova mutat a gradiensvektor ellentettjének 1/10-e. Bal oldalt az (x,y)
sikon lathat6ak, jobb oldalt kivetitve a fliggvényre
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Gradiens médszer

A gradiens modszer

Cél: egy fiiggvény minimumpontjanak meghatarozasa
Az eljaras
1. Induljunk ki egy tetszbleges xo pontbdl.
2. Lépjunk a negativ gradiens irdnyaba (—V) valamekkorat
(a):
Xk41 = Xk — Vf(Xk) * Qv
Tulajdonsagok:
» lteraciés modszer
» Konvex fliggvények esetén a globalis minimumot talaljuk
meg
» Az o meghatarozasa nem egyszerl feladat. a pedakoan agy

vélasztottuk, hogy konstansnyit Iépjink az adott irdnyba
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Gradiens médszer

Gradiens modszer abran

Az « 1épéskdz konstans értékre volt allitva (i.e. mindig ugyanakkorat Iéptlink az adott iranyba) Lasd 'animalva’ a
DemonstrateGradientDescent.m script-ben.

Gradiens modszerek, legkisebb négyzetek



Legkisebb négyzetek médszere

A legkisebb négyzetek mddszere (LNM)

» A polinomos 6ran lattuk, hogy sok adapontra a Lagrange
interpolécié hasznalhatatlanul rossz eredményt ad.

» Ehelyett haszndltuk a polyfit utasitést, amely a
legjobban illeszked6 adott foku polinomot illesztette a
pontokra.

» A gradiens mddszer megismerése utan valaszt adhatunk
ra, hogy hogyan mikédik ez az illesztés.
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Legkisebb négyzetek médszere

LNM altalaban

» Adott n db alappont (x;, i)

» Ezekre szeretnénk illeszteni egy adott tipusu figgvényt,
f(x, B), ahol g a figgvény paramétere

» Az illeszkedés hibaja egy pontban (négyzetes eltérés):

ri=Yyi — f(x;, B)
» Cél: X1, r2 — min
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Legkisebb négyzetek médszere

Egy konkrét példa

VegyUk az alabbi adathalmazt: (x;, y;) parok:
(1,0),(3,1),(4,2)
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Legkisebb négyzetek médszere

Adathalmaz: (1,0),(3,1),(4,2)

lllesszlnk erre egy egyenest: f(x) =axx + b

A kordbban jelolt 8 fuggvényparaméter itt az aés a b

Keressik azt az a és b-t amire a kdvetkezd minimalis:

S =30 (i — (ax X+ b))
=(0—(ax1+b)?>+(1—-(ax3+b))°+(2—(ax4+b))? =
= ... =268 +3b%>—22a—6b+16ab+5

Ez pedig szimplan egy kétvaltozos fliggvény, amit
minimalizalhatunk pl. gradiens médszerrel.

A faggvény gradiense:

Vf(a,b) = (52a— 22 + 16b,6b — 6 + 16a)
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Legkisebb négyzetek médszere

El
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Az illesztett egyenes paraméterei: a=0.6190,y = —0.7218
(piros)

A polyfit(x,y,1) eredménye pedig

a=0.6429,y = —0.7143 (zo6ld)
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Konjugalt gradiens médszer

A konjugalt gradiens modszer

» A gradiens mddszer egy valtozata, amely egy specialis
feladat: szimmetrikus és pozitiv definit matrixu linearis
egyenletrendszerek (Ax = b) megoldasara alkalmas

» Definialhaté egy célfiiggvény, amelynek a minimumhelye
éppen az egyenletrendszer megoldasa

q(x) = %XTAX —xTb

» Ebben a specialis esetben sok &ltaldnos szamitas
leegyszerlisodik:
» A negativ gradiens épp az un. rezidualis vektor:
—-Vaq(x) =b— Ax
» Az optimalis o képlettel meghatarozhat6
» Az egymast kdvetd gradiensek merblegesek egymasra
(innen a konjugalt név)
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