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Eloszo

Jelen jegyzetet a Szegedi Tudoményegyetem programtervezd informatikus MSc képzés On-
line algoritmusok cim torzstargyanak tematikdja alapjan készitettiik. Ennek ellenére a jegy-
zet, illetve az egyes fejezetei jol haszndlhat6ak egyéb egyetemek tetszdleges algoritmusokkal
foglalkoz6 kurzusain. A jegyzetiinknek nem a témakor részletes ttekintése a célja, hanem
a teriileten haszndlt alapvet$ algoritmustervezési és elemzési technikdk bemutatdsa az online
algoritmusok elméletének kiillonbozd részteriiletein keresztiil.

A jegyzet els6 fejezetében a legfontosabb fogalmakat tisztazzuk, egy bevezetd egyszer(
példa, a sibérlés feladatdnak bemutatdsan keresztiil. A mésodik fejezet a lapozasi probléma
alapvetd eredményeit mutatja be. A harmadik fejezetben a dinamikus adatszerkezetek kar-
bantartdsdnak teriiletérdl mutatjuk be a lista karbantartds problémdjat. A negyedik fejezet
a véletlenitett online algoritmusokra vonatkoz¢ altaldnos elméleti alapokat mutatja be, majd
ezek felhasznédldsara adunk példdkat az 6todik fejezetben az elsé harom fejezetben ismer-
tetett problémdk alapjan. Az hatodik fejezetben a legismertebb online feladat, a k-szerver
probléma alapvet6d eredményeit tekintjiik at. A hetedik fejezetben az online iitemezés téma-
korét targyaljuk, bemutatjuk az immar klasszikusnak szdmit6 online litemezési modelleket,
és néhany uj specidlisabb teriiletrdl is attekintést adunk. A nyolcadik fejezet témdja a lada-
pakolds problémdja és a sdvpakolds, ami a ladapakolds egyik tobbdimenzids altaldnositdsa.
A kilencedik fejezetben hidrom, a szamitdégépes hal6zatokhoz kapcsol6do online problémat
ismertetiink. A tizedik fejezet a gépi tanulds teriiletének az online algoritmusokhoz kapcsolo-
d6 eredményeibdl ismertet néhdnyat. Végiil az utolsd, tizenegyedik fejezetben a jegyzetben
hasznélt versenyképességi elemzés lehetséges kiterjesztéseit, modositasait mutatjuk be.

Eziton szeretnénk koszonetet mondani Ivanyi Antalnak, az ELTE egyetemi tandrjanak a
kézirat alapos lektoralasaért €s hasznos tanicsaiért.



1. fejezet

Alapfogalmak, bevezeto példak

1.1. Bevezetés

A gyakorlati problémdkban gyakran fordulnak el§ olyan optimalizélasi feladatok, ahol a be-
menetet (vagyis a feladatot definidlé szamadatot) csak részenként ismerjiik meg, és a dontése-
inket a mar megkapott inform4ci6 alapjan, a tovdbbi adatok ismerete nélkiil kell meghoznunk.

Ilyen feladatok esetén online problémdradl beszéliink. Az online algoritmusok elméleté-
nek igen sok alkalmazdsa van a szdmitdstudomdny, a kozgazdasdgtan és az operdaciokutatas
kiilonboz6 teriiletein.

Az online algoritmusok elméletének teriiletérdl az elsé6 eredmények az 1970-es évekbdl
szarmaznak, majd a 90-es évek elejétdl kezdve egyre tobb kutatd kezdett el az online al-
goritmusok teriiletéhez kapcsol6d6 problémakkal foglalkozni. Szdmos részteriilet alakult ki
és napjainkban is a legfontosabb, algoritmusokkal foglalkozé konferencidkon rendszeresen
ismertetnek 4j eredményeket ezen témakorbdl. Ennek a jegyzetnek nem célja a témakor rész-
letes 4ttekintése, terjedelmi okokbdl ez nem is lenne lehetséges ezen keretek kozott. Tovabbi
eredmények taldlhatéak a [10, 27, 30] mlivekben. Célunk néhédny részteriilet részletesebb is-
mertetésén keresztiil a legfontosabb algoritmustervezési technikdk és bizonyitasi modszerek
bemutatdsa.

1.2. Fogalmak, definiciok

Mivel egy online algoritmusnak részenként kell meghozni a dontéseit a teljes bemenet is-
merete nélkiil, ezért egy ilyen algoritmustdl nem vérhatjuk el, hogy a teljes informacidval
rendelkezd algoritmusok 4ltal megkaphat6 optimélis megoldést szolgéltassa. Azon algorit-
musokat, amelyek ismerik a teljes bemenetet, offline algoritmusoknak nevezziik.

Az online algoritmusok hatékonysagdnak vizsgélatara két alapvetd mddszert hasznédlnak.
Az egyik lehetOség az dtlagos eset elemzése. Ebben az esetben fel kell tételezniink valami-
lyen val6szintiségi eloszlast a lehetséges bemenetek terén, és a célfiiggvénynek az erre az
eloszlasra vonatkozo véarhaté értékét vizsgaljuk.

Ezen megkozelités hatranya, hogy dltaldban nincs informéciénk arrél, hogy a lehetséges
bemenetek milyen valdszinliségi eloszlast kovetnek. E jegyzetben mi az dtlagos eset elem-
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1.3. SIBERLESI FELADAT 7

z€sének témakorével nem foglalkozunk, hanem az elterjedtebb versenyképességi elemzés
modszerét hasznaljuk.

A masik megkozelités egy legrosszabb-eset elemzés, amelyet versenyképességi elemzés-
nek neveziink. Ebben az esetben az online algoritmus dltal kapott megoldas célfiiggvényérté-
két hasonlitjuk 0ssze az optimélis offline célfiiggvényértékkel.

Egy online minimalizalasi probléma esetén egy online algoritmust C-versenyképesnek ne-
veziink, ha tetsz6leges bemenetre teljesiil, hogy az algoritmus 4ltal kapott megoldds koltsége
nem nagyobb, mint az optimalis offline koltség C-szerese. Egy algoritmus versenyképességi
hdnyadosa a legkisebb olyan C szam, amelyre az algoritmus C-versenyképes.

A tovédbbiakban egy tetsz6leges ALG online algoritmusra az  bemeneten felvett célfiigg-
vényértéket ALG(I)-vel jeloljikk. Az I bemeneten felvett optimalis offline célfiiggvényértéket
OPT (I)-vel jeloljikk. Ezt a jelolésrendszert hasznédlva a versenyképességet minimalizaldsi
problémadkra a kdvetkez6képpen definidlhatjuk.

Az ALG algoritmus C-versenyképes, ha ALG(I) < C-OPT(I) teljesiil minden / bemenet
esetén.

Szokds haszndlni a versenyképesség egy tovabbi valtozatat is. Egy minimalizalési prob-
léma esetén az ALG algoritmus enyhén C-versenyképes, ha van olyan B konstans, hogy
ALG(I) <C-OPT (I)+ B teljesiil minden I bemenet esetén. Egy algoritmus enyhe versenyké-
pességi hanyadosa a legkisebb olyan C szam, amelyre az algoritmus enyhén C-versenyképes.

Természetesen igaz, hogy ha egy algoritmus erdsen versenyképes valamely C konstanssal,
akkor ezzel egyidejlileg ugyanezzel a konstanssal gyengén is versenyképes.

A fentiekben a minimalizéldsi problémadkra definidltuk a versenyképességi analizis fogal-
mait. A definicidk hasonléan értelmezhetéek maximalizdlasi problémak esetén is. Ekkor az
ALG algoritmus C-versenyképes, ha ALG(I) > C-OPT (I) teljesiil minden I bemenet esetén,
illetve enyhén C-versenyképes, ha valamely B konstans mellett ALG(I) > C-OPT(I) + B
teljesiil minden / bemenetre. Tehdt amig mimimalizdlandé célfiiggvény esetén az el6bbi
konstansra C > 1, addig maximalizdland6 célfiiggvény esetén C < 1.

1.3. Sibérlési feladat

A sibérlési feladat esetén adott egy par siléc (roviden si), amit vagy 1 egységért bérelhetiink
vagy megvasarolhatunk B egységért (ahol B > 1 egész szam). A feladat annak eldontése,
hogy mikor vésaroljuk meg a silécet. A probléma online, ami azt jelenti, hogy amikor egy
napon el kell donteni, béreljiik vagy védsaroljuk a sit, akkor nincs informéciénk arrél, hogy a
kovetkezd napokon is sieliink -e.

Vagyis elmegyiink a téli sziinetben sielni, és minden nap sieliink, ha az id6 megengedi,
legalabbis igy tervezziik. De hogy az id6 alkalmas lesz-e a kovetkez6 napon, illetve napokon
a sielésre, azt nem tudjuk elGre.

A feladatnak nagyon egyszerd a struktirdja, a bemenet egyetlen pozitiv egész szdm, ami
megadja, hogy hany napig sieliink. Ennek megfeleléen egy online algoritmus csak annyit
tehet, hogy valahdny napon keresztiil bérli a silécet, és ha addig nem hagytuk abba a sielést,
akkor vasdrol egyet. Azt az algoritmust, amely V — 1 napig béreli a sit, aztdn a V-edik napon
megvdasdrolja V algoritmusnak nevezziik.

(© Désa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE © www. tankonyvtar. hu
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8 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAK, BEVEZETO PELDAK

1. tétel. A V algoritmusV = B esetén (2 — 1/B)-versenyképes.

Bizonyitds: A feladat I bemenete azon napok szdma, ahdny napig sieliink. Ekkor az aldbbi
két esetet kiillonboztethetjiitk meg 1 értékétdl fiiggden:

e Ha/ < B, akkor mind az online algoritmusnak, mind pedig az optimalis offline algorit-
musnak a koltsége I, igy B(I)/OPT (I) = 1.

e Ha I > B, akkor OPT(I) = B, tovabbd B(I) = B— 1+ B, igy B(I)/OPT(I) = (2B —
1)/B.

Mivel mindkét esetben teljesiil, hogy a vizsgdlt hanyados legfeljebb (2B — 1) /B, ezért az
allitast igazoltuk. [

Jogosan meriil fel a kérdés megadhat6 -e jobb, kisebb versenyképességi hdanyadossal ren-
delkezd algoritmus. Az aldbbi tétel mutatja, hogy nincs ilyen.

2. tétel. Nincs olyan online sibérlési algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi hdanya-
dosa, mint2—1/B.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszbleges algoritmust. Mint a fentiekben irtuk, ez valahany
napon keresztiil bérli a silécet, és ha addig nem hagytuk abba a sielést, akkor vasarol egyet.
Legyen V az az id6pont, amikor az algoritmus megvasarolja a sit. A feladat bemenete legyen
V napnyi sielés. Ekkor az algoritmus koltsége V — 1 4 B. Kiilonboztessiik meg az alabbi két
esetet V értékétdl fiiggben.

e HaV < B, akkor az optimadlis koltség V. Kovetkezésképpen, ekkor a vizsgalt hanyados
(V—1+B)/V=1+(B—1)/V>(2B—-1)/B.

e HaV > B, akkor az optimdlis koltség B. Kovetkezésképpen, ekkor a vizsgalt hanyados
(V—1+B)/B>(2B—1)/B.O

1.4. A sibérlési feladat altalanositasa

Alabb megadjuk a feladatnak egy lehetséges altalanositdsat, amelyre konnyen adhat6 ugyan-
akkora versenyképességi hanyadossal rendelkez6 algoritmus, mint az egyszerd esetben. Az
altaldnositds abban 4ll, hogy nem csak egy, hanem legfeljebb K szamu sit kolcsondzhetiink
egyszerre. A feladat a kovetkezd: Tegyiik fel, hogy van egy panziénk, ahol a széllévendégek
részére biztositjuk a sziikséges felszerelést. Egyszerre legfeljebb K vendég szdllhat meg a
panziéban, tehat egyszerre legfeljebb K szamu sire van sziikség. Tegyiik fel, hogy kezdet-
ben egyetlen siléc sincs a panzidban, hanem a panzio is kolcsonzi a siléceket, egy par siléc
kolcsonzése 1 egységbe keriil, a megvasarldsa pedig B pénzegységbe. A panzid személy-
zete naponta kolcsonzi a kivant mennyiségii silécet, illetve barmelyik napon vasédrolhat is
akdrmennyi sit. Nyilvdn nem érdemes K-ndl tobb silécet vasdrolni, a kérdés abban all, hogy
mikor vasdrolja meg a panzid a K szamu silécet. (Ha az algoritmus soha nem vésarol meg K

© www.tankonyvtar. hu (© Désa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE
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1.4. A SIBERLESI FELADAT ALTALANOSITASA 9

darabot, csak kevesebbet, akkor elég hosszi idény esetén, vagyis ha a silécek iranti igények
sorozata elég hosszu, és mindig elég sok silécet igényelnek, akkor egy ilyen algoritmus nem
lehet konstans versenyképes.)

A kovetkez§ algoritmus viszont 2 — 1/B-versenyképes, ugyanigy, mint K = 1 esetén:
Minden 1 < k < K esetén vasaroljuk meg a k-adik silécet azon a napon, amely napon B-szer
érkezett mar legaldbb k darab silécre igény. Az 1.1 dbra az algoritmus futdsat szemlélteti.

inap 2Znap 3nap d4nap Snap 6G.nap

KERESEK

1.1. dbra. Az 4ltaldnositott sibérlési algoritmus

Jelen esetben egy hat napos id6szakot szemléltet az dbra. Minden nap igényelnek vala-
hany silécet. (Ha néhdny napon keresztiil nem érkezik igény, akkor ezeket a napokat t6rol-
hetjiik a bemenetbdl, a versenyképességi vizsgalat szempontjabdl ezeknek nincs jelentdsége,
mert sem az optimadlis, sem az altalunk futtatott online algoritmus koltségére az ilyen napok
nincsenek hatdssal.) Legyen példankban K = 5. Az els6 napon 3, a masodik napon 5, a har-
madik napon egy sire érkezik igény, és igy tovdbb. Legyen B = 3. Ekkor az algoritmus az
elsd silécet a harmadik napon veszi meg, a masodikat a negyedik napon, mert a negyedik nap
az a nap, amikor ebbdl hdrom napon legaldbb kettd volt az igény. A harmadik sit az 6todik
napon, mert ez az a nap, amikor mar harom nap volt az igény legaldbb hdrom. Es igy tovébb,
a negyedik sit a hatodik napon veszi meg az algoritmus.

A versenyképesség vizsgdlata a kovetkezOképpen mehet: Egyrészt, mivel ez az algo-
ritmus 4ltalanositasa az el6zOnek, az édltalanos algoritmus versenyképességi hanyadosa nem
lehet jobb, mint a specidlis K = 1 eset algoritmusanak a versenyképességi hanyadosa, ami
2 — 1/B. Masrészt, mindegyik si megvasarldsa esetén, legfeljebb B — 1 egységnyi pénzt fi-
zetiink ki foloslegesen, vagyis mindegyik megvdsarolt sire (soronként) ugyanazt az elemzést
elvégezve, megkapjuk a kivant legrosszabb eset hdnyadost.

(© Ddésa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE © www. tankonyvtar. hu
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2. fejezet

Lapozasi (memoriakezelési) probléma

A lapozasi problémdban a szamitogépek gyorsmemoridjanak a kezelését modellezik. Adott
lapok egy univerzuma, €és ebbdl szdrmazé lapok egy sorozata a bemenet. Az algoritmusnak
egy k lap kapacitasui gyorsmemoriét kell kezelnie. Ha az aktudlisan igényelt lap nincs a me-
moridban, akkor a lapot az algoritmusnak be kell tennie és ehhez, amennyiben mar nincs
hely, valamely lapot ki kell raknia. Ezt az eseményt, amikor egy igényelt lap nincs a memo-
ridban, hibdnak hivjuk, és a cél a hibak szdméanak minimalizdldsa. A probléma online, ami
azt jelenti, hogy az algoritmusnak a lap elhelyezéséhez sziikséges dontést (valamely lap kivé-
tele a memoridbol) a tovabbi igények ismerete nélkiil kell meghozni. Az online problémat a
[48] cikkben definidltdk. A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy nincs kicsi versenyképességi
hanyadossal rendelkez6 online algoritmus a feladat megoldésara.

3. tétel. [48] Nincs olyan online algoritmus a lapozdsi problémdra, amelynek versenyképes-
ségi hdanyadosa kisebb, mint k.

Bizonyitds: Vegyiink k+ 1 lapot és legyen A egy tetsz6leges online algoritmus. Legyen L,
az az n elembdl 4ll6 bemenet, amelyben az 1j elem mindig az a lap, amely lap éppen hidnyzik
A memoridjabdl. Legyen tovdbba n oszthaté k-val. Ekkor A minden lapndl hibazik, igy
A(L,) = n. Legyen LFD (longest forward distance) az az offline algoritmus, amely mindig
azt a lapot rakja ki a memoridbol, amelyre a kdvetkez6 igény a legkés6bb érkezik. Fontosnak
tarjuk megjegyezni, hogy valdjdban LFD az optimdlis offline megoldast adja, de ezt nem
igazoljuk, mivel a bizonyitds sordn az algoritmus optimalitdsara nincs sziikség. Vegyiik észre,
hogy amennyiben LFD hib4zik, akkor a kovetkezd k — 1 kérés sordn nem hibdzhat tjra. Ez a
tulajdonsag azért teljesiil, mert az algoritmus kovetkezd hibdja akkor kovetkezik be, amikor
azt a lapot igényeljiik, amelyet kitett a memoridb6l. Es az LFD szabdly miatt ezt a kérést meg
kell hogy el6zze a mdsik k — 1 lapra vonatkozé kérés. Tehat azt kaptuk, hogy LFD(L,) <n/k.
Misrészt OPT (L,) < LFD(L,), tehat A(L,)/OPT(L,) > n/(n/k), amivel a tétel allitasat
igazoltuk. (Egy additiv kostans sem tehet lehetové k-ndl kisebb versenyképességi hanyadost,
mert tetszélegesen hosszu sorozatot vehetiink.) []

Masrészt szamos k-versenyképes determinisztikus algoritmus van, itt k-versenyképes al-
goritmusok egy osztalyat, a bélyegzd algoritmusokat ismertetjiik.

Bélyegzo (tovabbiakban B) algoritmus
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Az algoritmus egyes, mdr kért lapok megjelolésére bélyegeket haszndl a memoriaban.
Kezdetben egyetlen lap sincs megjelolve. Egy kérés érkezésekor az algoritmus a kdvetkezd
1épéseket hajtja végre.

1. Ha a kért lap a memoridban van, akkor amennyiben ez a lap még jeldletlen, akkor
megjeloljiik.

2. Ha a kért lap nincs a memoridban, €s nincs mér jeloletlen lap a memoria- ban, akkor az
Osszes jelolést toroljiik.

3. Ezt kovetden vesziink egy jeloletlen lapot a memoridbol (az el6z6 1€pés miatt van ilyen)
a kért lapot ennek a lapnak a helyére berakjuk, majd megjeloljiik.

Az algoritmus viselkedése nagymértékben fiigg attél, hogy milyen szabdly alapjan va-

lasztjuk ki a torlendd lapot, de a kdvetkezd tétel mutatja, hogy a versenyképességi hdnyadosa
nem fiigg ettdl.

4. tétel. [48] A B algoritmus enyhe versenyképességi hdanyadosa k.

Bizonyitds: A tétel bizonyitdsdahoz elegendd beldtni, hogy az algoritmus k-versenyképes,
az altalanos als6 korlat alapjan adodik, hogy nem lehet kisebb a versenyképességi hanya-
dosa. Vegyiink egy tetszSleges bemenetet, jelolje /. Bontsuk fel ezt a bemenetet fazisokra
a kovetkez6képpen. Az els6 fazis kezd6djon az els6 elemnél. Ezt kovetden minden egyes
fazis a megeldz0 féazis utolsé eleme utdn jovo elemnél kezdddik, és a leghosszabb olyan so-
rozatat tartalmazza a kéréseknek, amelyek legfeljebb & kiillonboz6 lapot igényelnek. (Tehét
a kovetkezd fazis akkor kezd6dik, amikor a k + 1-edik kiilonbozé lap megjelenik.) Erdemes
megjegyezni, hogy a fazis a bélyegek kiosztdsaval is definidlhatd, akkor kezdddik uj fazis,
amikor a B algoritmus torli a bélyegeket a memoridban.

Az algoritmus definici6jabol kovetkezik, hogy B legfeljebb k hibat vét egy fazis alatt, (ha
egy lapon hibazik, azon tobbet mar nem fog a fazisban, hiszen megjelolte). Most vizsgaljuk
az optimdlis offline algoritmust. Egy tetsz6leges fazis masodik kérésénél az offline memo-
ridban benne van a fazis elsé eleme. Ezt kovetéen a kdvetkezd fazis els6 eleméig k tovabbi
elem jelenik meg, igy az offine algoritmusnak legalabb egy hibat kell vétenie, az adott fazis
masodik elemétdl, a kdvetkezd fazis elsd eleméig tartd kéréssorozaton. Kovetkezésképpen
minden fazishoz (kivéve esetleg az utolsot) hozzarendeltiik az offline algoritmus egy-egy hi-
bdjat. Jelolje r a fazisok szamat. Ekkor B(I) < rk+k—1 és OPT(I) > r, kdvetkezésképp
B(I) <k-OPT(I)+k— 1, amivel a tétel 4llitdsat igazoltuk. (]

A gyakorlatban a feladat megolddsara az LRU (least recently used) algoritmust hasznal-
jak, amelyet akkor kapunk, ha minden esetben azt a lapot toroljiilk a memoridbol, amelyet
a legrégebben hasznéltuk. Egyszerfien lathatd, hogy az algoritmus a bélyegzd algoritmusok
csalddjdba tartozik, igy a fenti tétel alapjan adodik, hogy az algoritmus k-versenyképes.

A feladat megolddsara egy mdésik logikusan ad6d¢ algoritmus a FIFO eljaras, amely min-
dig azt a lapot rakja ki a memoridbol, amely a legrégebben keriilt be. Ez az algoritmus mar
nem tartozik a bélyegzd algoritmusok csalddjéba, de a fenti bizonyitdshoz hasonldan igazol-
hatd, hogy k-versenyképes.
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3. fejezet

Lista hozzaférési probléma

A dinamikusan valtoz6 adatszerkezetek karbantartdsa tipikus online probléma, hiszen nem
tudhatjuk, hogy a jovoben milyen miiveleteket kell végrehajtanunk az adott adatszerkezeten.
Szamos dolgozat foglalkozik ilyen kérdésekkel, az alapvet6 eredményeket foglalja 6ssze a [3]
dolgozat és a [10] konyv. Mi itt csak a legegyszeriibb dinamikus adatszerkezettel, a lancolt
listaval foglalkozunk, és a [10] konyv alapjan mutatjuk be a legalapvet6bb eredményeket.

A lista hozzéférési problémadban adott egy ldncolt lista, amelyen a kdvetkezd miiveleteket
tudjuk végrehajtani:

o Keres(x)
o Torol(x)

e Besziir(x)

Mi a tovabbiakban csak a statikus modellt vizsgdljuk, ahol a lista nem véltozik, hanem
adottak a lista elemei és csak Keres(x) miiveleteket hajtunk végre. Amennyiben a lista i-
edik elemét keressiik, akkor a keresés koltsége i. Tehat az algoritmus bemenete elemek egy
kezdeti xp,...,x, listdja, és kérések egy 6 = Oy,...,G,, sorozata, ahol G; € {x,...,x,}. A
i-edik kérés hatdsara a KERES(G;) miveletet kell végrehajtani. Az algoritmus a keresések
sordn megvaltoztathatja az elemek sorrendjét és a célja a teljes koltség minimalizalasa.

A lista karbantartdsahoz az alabbi karbantartasi miiveleteket engedjiik meg:

e a Keres(x) miivelet sordn az x elemet ingyen tetsz6leges helyre elére mozgathatjuk,

o fizetett cserék: barmely két egymas melletti elemet felcserélhetiink 1 koltséggel.

A fizetett cserék segithetnek az optimdlis koltség csokkentésében, amint ezt az aldbbi
példa is mutatja.

Példa: Legyen a lista x1,x2,x3, a kéréssorozat pedig x3,x,x3,x3. Ha egy algoritmus egy-
altalan nem mozgatja a lista elemeit, akkor a koltsége 3 +2 43 +2 = 10. Esetszétvélasztdssal
igazolhatd, hogy ha egy algoritmus mozgatja a kért elemeket, de nem haszndl fizetett cseré-
ket, akkor a koltsége legalabb 9. (Az els6 kérés koltsége 3, ezt kovetGen megvizsgalva, hogy
hova rakja az algoritmus az x3 elemet, igazolhat6 az 4llitds.) Ezzel szemben, ha el6szor két
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fizetett cserével az utolso helyre vissziik xj-et, akkor a cserék koltsége 2 és utdna mir nem
mozditva tobb elemet a kérések tovabbi koltsége 6, azaz az 6sszes koltség csak 8.

A probléma megoldasdra tobb online algoritmust is kidolgoztak, itt elséként az MTF
(Move to Front) algoritmust mutatjuk be.

MTF algoritmus: Az algoritmus a kért elemet a lista elejére mozditja.
5. tétel. [48] Az MTF algoritmus 2-versenyképes.

Bizonyitds: Vegylink egy tetsz6leges I bemenetet, tovabba egy optimélis offline algorit-
must, amit OPT-tal jeloliink. Az allitast a potencialfiiggvény technika segitségével igazoljuk,
amelynek lényege az, hogy az egyes algoritmusok altal aktudlisan fenntartott sorrendek ko-
zotti kiilonbséghez egy potencidlértéket rendeliink, majd az online algoritmus és az optimalis
algoritmus lépésenkénti koltségeinek Osszehasonlitasakor a potencidl véltozasit is figyelem-
be vessziik.

Legyen a ®(i) potenciélfiiggvény az inverzidk szdma az i-edik kérés utdn az MTF 4l-
tal karbantartott listdban az optimdlishoz képest, azaz azon x,y parok szdma, amelyekre x
megel6zi y-t OPT listdgjaban de nem el6zi meg MTF listdjaban.

Vizsgéljuk meg a k-adik kérés, Keres(oy) miivelete sordn fellépd koltségeket és potencidl-
véltozast. Legyen p azon elemek szdma, amelyek mind MTF mind OPT list4jdban megeld-
zik ok-t, g azon elemek szdma, amelyek csak MTF listdjaban el6zik meg 6x-t. Ekkor MTF
koltsége p+ g+ 1, az optimdlis koltség legalabb p + 1. Azon g darab elem, amely csak az
MTF listdjdban elézte meg Gx-t, a kérés kiszolgdldsa eldtt inverzidt alkotott. Ezen inverzidk
oy eléremozditdsdval megsziintek. Mdasrészt az eldremozditas generdlt p Uj inverzidt, azon
elemekkel, amelyek mindkét listdban Gy el6tt voltak. Tehat a @ fiiggvény értéke (—g+ p)-vel
véltozik. Kovetkezésképpen

MTF(6;) +®(k) —®(k—1)=p+q+1—qg+p=2p+1<20PT(cy).

Ha OPT fizetett cserét hasznal, akkor a koltsége 1-gyel nd, €s a potencialfiiggvény ért€ke
is legfeljebb 1-gyel novekszik. Tovdbbd, ha OPT el6re mozgatja a kért elemet a kiszolgalas
sordn, akkor az inverzidk szdma nem novekedhet, mivel MTF a kért elemet az els6 helyre
mozditja. Kovetkezésképpen a fenti egyenltlenség igaz marad OPT 1épése soran is.

Ha a fenti egyenl6tlenséget vessziik minden i-re, és az egyenl6tlenségeket 0sszeadjuk,
akkor a baloldalon a ®(k) értékek rendre 1 és —1 egyiitthat6val is rendelkeznek, igy azt
kaptuk, hogy MTF (c) +®(n) — ®(0) < 20PT(G), amivel a tétel allitdsat igazoltuk. [J

A feladat megolddsara mas logikusan ad6do6 algoritmusokat is megvizsgaltak. Ezekbol
az aldbbiakban bemutatunk kett6t, amelyek egyike sem konstans versenyképes.

FC (frequency count) algoritmus: Az elemeket mindig a gyakorisdguk sorrendjében

tartjuk sorban. (Ezt megtehetjiik fizetett cserék nélkiil, mivel mindig csak a keresett elem
gyakorisaga novekszik, igy esetleg azt kell elére mozgatni.)

1. lemma. FC nem konstans versenyképes.
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14 3. FEJEZET. LISTA HOZZAFERESI PROBLEMA

Bizonyitds: Legyen a kezdeti lista x1,. .., x,, a kéréssorozat pedig legyen n-szer x1, n — 1-
szer xp, és igy tovdbb n+ 1 — i-szer x;, végiil 1-szer x,. Ekkor FC sosem véltoztat a listan és
a kiszolgélas teljes koltsége

n

(n+1—=0)i=(n+1) Zl i (n+1)2n/2—n(n+1)2n+1)/6 = O(n?).
i—1 i—1

M=

1

~.

Ezzel szemben MTF koltsége Y, i+ Y/ i = ©(n?). Kovetkezésképpen FC(I)/OPT ()
> FC(I)/MTF(I) — oo, ha n tart Vegtelenbe O

TRANSPOSE algoritmus: Ha a keresett elem nem az elsé a listdban, akkor egy hellyel
el6rébb mozgatjuk.

2.lemma. TRANSPOSE nem konstans versenyképes.

Bizonyitds: Legyen a lista x1,...,x, és vegyiik a kovetkezd kéréssorozatot: (x,,x,_1)M,
vagyis felvaltva a két utolsé elemet kérjiik, mindegyiket M-szer. Ekkor TRANSPOSE a
kért utolsé elemet mindig felcseréli az elbtte 4ll6 elemmel, igy a teljes koltsége 2M - n.
Masrészt az MTF algoritmusnak, amely mindig el6re hozza az aktudlis elemet, a koltsége
az elsd két kéréstol eltekintve mindig 2, igy Osszesen 2n +2(M — 1)2. Kovetkezésképpen
TRANSPOSE(1)/OPT(I) > 2M -n/(2n+4(M — 1)) — n/2 ha M tart végtelenbe. [

Az alébbi dllitds azt mutatja, hogy nem adhaté meg olyan algoritmus, amelynek a ver-
senyképességi hanyadosa kisebb, mint az MTF algoritmusé. Az ilyen online algoritmusokat
amelyek versenyképességi hdnyadosa a lehetd legjobb, optimélis algoritmusoknak nevezziik.

6. tétel. [428] Ha egy online algoritmus c-versenyképes a lista karbantartdsi feladatra, akkor
c>2.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszdleges online algoritmust. Definidljunk egy m hosszui be-
menetet, amely mindig az algoritmus listdjadnak utols6 elemét kéri. Ekkor az algoritmus
koltsége m - n.

Az optimalis koltség becsléséhez vegylink két statikus algoritmust. STAT1 nem mozdit
egyetlen elemet sem, STAT2 pedig el6szor megforditja az elemek sorrendjét és utdna nem
mozdit egyetlen elemet sem.

Ekkor barmilyen kérés érkezik, annak a teljes koltsége a két algoritmusra nézve pontosan
n+ 1. Tovabba STAT?2 esetén az elemek kezdeti sorrendje megforditdsanak koltsége (n —
1)n/2. Kovetkezésképpen STAT1 és STAT?2 egyiittes koltsége a bemenetre (n— 1)n/2 +
m(n+ 1), igy az optimalis koltség legfeljebb ((n—1)n/2+m(n+1))/2.

Tehdt azt kaptuk, hogy erre a bemenetre az ALG(I)/OPT (I) hanyadosra kapott alsé korlat
tart a 2n/(n+ 1) értékhez, ahogy m tart a végtelenbe. Masrészt ezen hanyados hatarértéke 2,
ha n tart a végtelenbe, amivel a tételt igazoltuk. [
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4. fejezet

Véletlenitett online algoritmusok

4.1. Alapvet6 definiciok

Véletlenitett algoritmusrdl beszéliink abban az esetben, ha az algoritmus véletlen dontéseket
is hoz, és azon dontések kimenetelétdl fiigg az algoritmus futdsa. Masként megfogalmazva ar-
rél van sz6, hogy egy véletlenitett algoritmus egy véletlen eloszlast definidl a determinisztikus
algoritmusok terén, hiszen a véletlen dontéseknek minden lehetséges kimenete egy determi-
nisztikus algoritmushoz vezet. Mivel az algoritmus kimenete fiigghet a véletlen dontésekt6l,
ezért optimalizéldsi feladatokndl a véletlenitett algoritmusok esetén a kapott megoldds cél-
fiiggvényértéke nem minden futds esetén ugyanaz. Ilyen esetekben ennek a célfiiggvénynek
a vérhat6 értékét szokds vizsgélni.

Példa: Tegyiik fel, hogy van két doboz A és B, amelyek egyike 1000 Ft-ot tartalmaz, a
masik tires. 500 Ft-ért vélaszthatunk egy dobozt, amelynek a tartalmat megkapjuk. Ekkor a
feladat megolddsara két determinisztikus algoritmus hasznalhat6: vagy A-t vélasztjuk, vagy
B-t. Mindkét algoritmus koltsége a legrosszabb esetben 500 (azon bemenet esetén, amely-
ben nem taldltuk meg a pénzt). Mdasrészt, ha egy olyan véletlenitett algoritmust hasznalunk,
amely 1/2 valdszintiséggel valasztja az egyik, illetve masik 14dat, akkor mindkét bemenetre
az algoritmus koltségének varhat6 értéke 1/2-500+1/2-(—500) = 0.

Véletlenitett online algoritmusok esetén a versenyképesség definicidjaban az A(I) vald-
szinliségi valtozé varhat6 értékét haszndljuk, és ezt hasonlitjuk 6ssze az optimélis megoldas
OPT (I) értékével. A bemenetet generdlé ellenféltdl fiiggden 3 modellt definidltak:

e Hanyag ellenfél: a bemenetet az algoritmus véletlen dontéseinek eloszldsa ismeretében,
de a dontések kimenetének ismerete nélkiil kell megadja.

e Adaptiv online ellenfél: a bemenet generdldsa sordn mindig megkapja az online algo-
ritmus dontéseinek kimenetét is, de a bemenetet az ellenfél is online oldja meg.

e Adaptiv offline ellenfél: a bemenet generdldsa sordn mindig megkapja az online algo-
ritmus dontéseinek kimenetét is, de a bemenetet az ellenfél offline, a bemeneti sorozat
végén oldja meg.
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16 4. FEJEZET. VELETLENITETT ONLINE ALGORITMUSOK

A definicidk alapjan jol lathato, hogy az egyes fogalmak egyre erdsebb ellenfelet defi-
nidlnak, igy ha egy algoritmus C-versenyképes egy adaptiv offline ellenfél ellen, akkor az
C-versenyképes az adaptiv online és a hanyag ellenfél ellen is. A tovédbbiakban ebben a
jegyzetben csak a hanyag ellenfél esetét targyaljuk.

4.2. Jatékelméleti alapfogalmak

A véletlenitett algoritmusok elemzésénél jol hasznédlhatéak egyes, a matrixjatékok vizsgalata
soran elért eredmények. Az aldbbiakban tomoren Osszefoglaljuk azokat a definicidkat és
eredményeket, amelyeket a véletlenitett algoritmusok elemzése sordn hasznélni fogunk. Az
érdeklddo olvasé egy részletesebb bevezetést taldlhat a jatékelméletrdl a [47] tankOnyvben.

Csak a jatékoknak egy specidlis osztdlydval, a véges, kétszemélyes z€rusosszegii jatékok-
kal fogunk foglalkozni. Ezeket a jatékokat madtrixjdtékoknak hivjdk. A jatékban két jatékos
van, A és B, mindkét jatékosnak van véges sok stratégidja, amelyekbdl valaszthatnak. A jaték
z€rusosszegl, ami azt jelenti, hogy amennyit az A jatékos nyer a B jatékos elvesziti, vagyis
egymdstol nyernek. Ekkor a jatékot megadja a C nyereségmadtrix, a sorok A stratégidinak, az
oszlopok B stratégidinak felelnek meg €s a C;; mez0 A nyeresége, ha a jatékosok az i €s j
stratégidkat vélasztjak. Példaul, a

500 —500
C=| —-500 500

jatékban mindkét jatékosnak két stratégidja van, és ha mindketten az elsé vagy mindketten a
madsodik stratégiat valasztjak, akkor A nyer 500-at, egyébként B nyer 500-at, (vagyis A veszit
500-at).

Ekkor az A jatékos barmely stratégidja esetén legrosszabb esetben a stratégidhoz tartoz6
sor minimumét nyeri, igy garantélhatja, hogy nyeresége legaldbb a max;—y . ,, min;—; _,GC;;
értéket eléri. Masrészt a B jatékos barmely stratégidja esetén legrosszabb esetben a stratégi-
dhoz tartozé oszlop maximumat vesziti el. gy garantdlni tudja, hogy nem veszit tobbet a
min;—y ., max;—i ., C;j; ért€knél. A fentiekbdl adodik, hogy

m= max min C; < min max C;=M.
i=1,...m j=1,..n i=1,...m j=l1,...n
Amennyiben a fenti egyenlStlenségben egyenldség all fenn, akkor mindkét jatékosnak azt
a stratégidt érdemes jatszania, amellyel a garantdlt maximdlis nyereséget illetve minimélis
veszteséget érik el, és ezt a kozos értéket nevezik a jaték értékének. Altalidban nem 4ll fenn
egyenldség a két érték kozott, a fentiekben hasznalt példankban m = —500 és M = 500. Ilyen
esetekben szokds a kevert stratégidk vizsgalata.

Kevert stratégiak: Kevert stratégiak esetén az A jatékos nem egy stratégidt véalaszt, ha-

nem egy p = (p1,...,pm) valosziniiségi eloszlast definidl a stratégiai halmazan. Hasonl6an
Bis egy g = (q1,...,qn) eloszlast valaszt. Ekkor p;-¢; annak a valdsziniisége, hogy a ja-

tékosok az i-edik és j-edik stratégidt valasztjak. Ezért a nyereség varhaté értéke p! Cqg =
m n C .
i:1Zj:1Pz ijqj-
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4.3. A JATEKELMELETI REPREZENTACIO 17

A tiszta stratégidkhoz hasonléan ekkor az A jatékos garantdlni tudja a max, min, p'Cq
nyereséget, a B jatékos pedig garantdlni tudja, hogy nem veszit tobbet a min, max, pTCq
értéknél. A tiszta stratégidkkal ellentétben kevert stratégidk esetén ez a két érték biztosan
megegyezik, amint azt az alabbi tétel mutatja.

7. tétel. (Neumann-féle Minimax Tétel) Barmely C mdtrix dltal megadott 2 személyes z¢é-
rusosszegii jdatékra
maxmin p? Cg = minmax p’ Cgq.
P 4 q p

Ha p rogzitett érték, akkor a p! Cq fiiggvény g-nak egy linedris fiiggvénye, és minimali-
zélt az éltal, hogy az a g; érték 1-re van dllitva, amihez a legkisebb egyiitthato tartozik ebben
a linedris fiiggvényben. Tehat ha a B ismeri az A jatékos p eloszlasét, akkor az 6 optimalis
stratégidja tiszta lehet. Ez forditva is igaz, ha az A ismeri az B jatékos g eloszlasét, akkor
az 6 optimadlis stratégidja tiszta lehet. Ez a minimax tétel egyszer(sitett valtozatdhoz vezet.
Legyen e, egy egységvektor, 1-essel a k-adik pozicioban és 0-val a tobbi pozicidban. Ekkor

a kovetkezd tételt kapjuk:

8. tétel. (Loomis Tétel) Bdarmely 2 személyes, zérusosszegii, C mdtrix dltal adott jdatékra:

maxmjinCej = minmaxeiTCq.
P q i

4.3. A jatékelméleti reprezentacio

Amennyiben egy feladatnak adott méret mellett véges sok lehetséges bemenete van és véges
sok lehetséges algoritmus adhat rd megoldést, akkor a probléma leirhaté jatékelméleti eszko-
zokkel. Az A jatékos generdlja az I bemenetet, a B jatékos pedig kivalasztja a ALG online
algoritmust. A fejezet elején bemutatott példahoz a fenti métrixjaték tartozik.

Ha egy online probléma versenyképességét vizsgéljuk, akkor a nyereségmatrix az
ALG(I)/OPT (I) értékeket tartalmazza, amit A maximalizalni, B pedig minimalizalni akar. A
B jatékosndl a tiszta stratégia a determinisztikus algoritmusokat adja meg, a kevert a véletle-
nitett algoritmusokat. Az A jatékos kevert stratégidi pedig a véletleniil generalt bemeneteknek
felelnek meg.

Tehat azt kaptuk, hogy ha a P online probléma olyan, hogy adott méretre véges szdmu
bemenettel, és véges szamu determinisztikus algoritmussal rendelkezik, akkor a fentieknek
megfeleléen a versenyképessége egy matrixjatékkal irhato le.

Loomis tétele alapjan azt kapjuk, hogy a legrosszabb bemenet eloszlds esetére véve a le-
hetd legjobb determinisztikus online algoritmust ugyanazt a versenyképességet tudjuk elérni,
mint a legjobb lehetséges véletlenitett algoritmussal a legrosszabb determinisztikus bemene-
ten. Ennek kovetkezménye a Yao elv, amit gyakran hasznalnak alsé korlatok igazoladséra.

Yao elv: [52] Tetszblegesen valasztott bemeneti eloszlasra nézve az optimalis determi-
nisztikus online algoritmus varhaté versenyképessége alsé korlatot ad a véletlenitett online
algoritmusok versenyképességére.
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S. fejezet

Példak véletlenitett online
algoritmusokra

5.1. Sibérlési feladat

Vegyiik a kovetkezd véletlenitett algoritmust a sibérlési feladatra (a si vasarlasi dra B egység).
Az R algoritmus 1/2 valdszintiséggel a 3/4B idGpontig vér és utdna vasérol, 1/2 valészind-
séggel pedig a B id6pontig var és utdna vasarol.

9. tétel. Az R algoritmus 15/8-versenyképes.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszOleges bemenetet, jeldlje I. Azaz I napig sieliink. Kiilon-
boztessiik meg a kovetkezd eseteket.

e Ha I < 3/4B, akkor az optimdlis koltség I, tovdabbd R koltsége is I mindkét dontés
esetén, igy az E(R(I))/OPT (I) hanyados 1.

e Ha 3/4B <[ < B, akkor az optimalis koltség I, tovabba R koltsége vagy B+ 3/4B — 1
vagy I. Tehdt E(R(I)) < 1/2-7/4-B+1/2-1. Felhasznalva, hogy I > 3/4B kapjuk,
hogy E(R(I))/OPT(I) < (1/2-7/4-B+1/2-1)/I<1/2-7/4-4/3+1/2=10/6.

e Ha B < I, akkor OPT(I) = B. Az R algoritmus koltsége pedig vagy B+ 3/4B — 1
vagy 2B — 1, igy E(R(I)) <1/2-7/4-B+1/2-2-B = 15/8B. Kovetkezésképpen
E(R(I))/OPT(I) <15/8. 01

Az elsé fejezetben belattuk, hogy nem létezik 2 — 1/B-nél kisebb versenyképességi ha-
nyadossal rendelkezd determinisztikus algoritmus, igy a fentiekben vizsgélt véletlenitett al-
goritmusnak kisebb a versenyképességi hanyadosa, mint barmelyik determinisztikus algorit-
musnak (feltéve hogy B elég nagy, vagyis B > 8).

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy miként hasznalhaté az el6z6 fejezetben bemutatott
Yao elv a sibérlési feladat esetén.

10. tétel. Nincs olyan véletlenitett online algoritmus hanyag ellenfél ellen, amelynek a ver-
senyképességi hanyadosa kisebb lenne, mint 5 /4.

18
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Bizonyitds: Adjunk a Yao elv alapjin egy alsé korlatot a sibérlési problémat megold6
véletlenitett algoritmusok versenyképességi hanyadosdra. Haszndljuk a kdvetkezd valoszin(-
ségli bemeneti eloszldst. A bemenet legyen 1/2 valészintiséggel B/2 és 1/2 valdszintiséggel
3/2-B.

Az elsG bemenet esetén az optimdlis koltség B/2 a masodik esetében B. Ahhoz hogy
hasznalhassuk a Yao elvet, meg kell hatdroznunk az optimélis determinisztikus algoritmusra
az A(I)/OPT (I) hanyados varhato értékét. Vegyiink egy tetsz6leges determinisztikus online
algoritmust. Ezt egyértelmtien meghatirozza egyetlen érték, ami azt adja meg, hogy hanyadik
napot kovetden vdsdrol silécet, ha addig nem fejezddik be a sielés. Jelolje az algoritmust
meghatarozo értéket x.

Ha x < B/2, akkor az algoritmus koltsége mindkét lehetséges bemeneten x + B. Tehat
E(A(I)/OPT(I))=1/2(x+B)/(B/2)+1/2(x+B)/B > 3/2.

Ha B/2 < x < 3/2B, akkor az algoritmus koltsége az els6 lehetséges bemenetre B/2 a
masodikra x + B, igy E(A(I)/OPT(I)) = 1/2(B/2)/(B/2)+1/2(x+B)/B > 1/2+1/2-
3/2=5/4.

Ha 3 /2B < x, akkor az algoritmus koltsége az els lehetséges bemenetre B/2 a masodikra
3/2B,igy E(A(I)/OPT(I)) =1/2(B/2)/(B/2)+1/2(3/2-B)/B=5/4.

Kovetkezésképpen minden determinisztikus online algoritmusra teljesiil, hogy az adott
bemeneti eloszlas mellett E(A(1)/OPT (1)) > 5/4, igy a Yao elv alapjan adddik, hogy nincs
véletlenitett algoritmus, amelynek a versenyképességi hdnyadosa kisebb lenne, mint 5/4. [J

5.2. Lapozas

Az aldbbiakban a bélyegz6 algoritmus véletlenitett véltozatdt mutatjuk be, amelyben nem
determinisztikus dontés alapjan valasztjuk azt a lapot, amely kikeriil a memoriabdl. A vélet-
lenitett bélyegzd (RB) algoritmust a kdvetkez6képpen definidlhatjuk.

A RB algoritmus

1. Ha a kért lap a memoridban van, akkor amennyiben még jeloletlen, megjeloljiik.

2. Ha a kért lap nincs a memoridban, és nincs mar jeldletlen lap a memdoridban, akkor az
Osszes jelolést toroljiik.

3. Vesziink egy jeloletlen lapot egyenletes eloszlas alapjan a memoridbol (az el6zd 1épés
miatt van ilyen), a kért lapot ennek a lapnak a helyére berakjuk, majd megjeloljiik.

11. tétel. [23] A RB algoritmus 2H-versenyképes hanyag ellenfél ellen, ahol Hy = Zf-‘zl 1/i.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszOleges I bemenetet, és rogzitsiink egy optimélis offline
algoritmus, amit jeloljon OFF. A bemenetet bontsuk fazisokra ugyanigy, mint a determinisz-
tikus esetben. Ekkor ismét teljesiil, hogy akkor kezdddik tj fazis, amikor az RB algoritmus
torli a bélyegeket a memoridban. Vegyiik észre, hogy a fazisok nem fiiggnek az algorit-
mus véletlen dontéseitdl (a fazison beliili koltség igen). Jeldlje a fazisok szamat n. Most
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20 5. FEJEZET. PELDAK VELETLENITETT ONLINE ALGORITMUSOKRA

vizsgéljuk meg, hogy egy adott i-re mennyi RB varhato koltsége az i-edik fazisban. Ennek
meghatdrozdsahoz a fazis sordn kért lapokat két halmazba osztjuk. Réginek nevezziik azokat
a lapokat, amelyek a fazis megkezdésekor RB memoridjaban voltak, ezek szamdt jelolje r;. A
tobbi lapot (akik nem szerepeltek RB memodridjaban) j lapnak nevezziik, ezek szama legyen
u;. Minden 4j lap hibét okoz, és egyetlen lap sem okoz egynél tobb hibat egy fazison beliil,
igy azt kapjuk, hogy az 0j lapok éltal kapott hibak szama u;.

Most vizsgéljuk meg, hogy mennyi a régi lapok altal okozott hibdk varhat6 szama. Nyil-
vanvaléan egy régi lap csak az els6 megjelenésénél okozhat hibat, pontosan akkor, ha a lapot
az algoritmus madr kirakta a memoridjabdl. Vizsgéljuk meg ennek a valészintiségét. Tegyiik
fel, hogy egy régi lap els6 megjelenésénél, a memoria tartalmaz x darab 1j lapot €s y darab
megjelolt régi lapot (ezek mar szerepeltek a fazisban). Ekkor a k — y jeloletlen régi lap koziil
egyenletes eloszlds alapjdn x darab nem szerepel a memoridban, igy annak a valdszintisége,
hogy a kért lap nem szerepel, azaz hibat okoz x/(k —y). Tehdt a lap dltali hibdk szdmanak
varhat6 értéke x/(k—y) < u;/(k—y). Kovetkezésképpen a régi lapok dltal okozott hibdk var-
hat6 szdma legfeljebb Z;’: oui/ (k—j). Igy azt kapjuk, hogy az algoritmus varhaté koltsége a
fazis sordn legfeljebb

i
u; + Z u,'/(k—j) < u;H.
j=0
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy RB(I) < Y7, u;Hj.

Most vizsgaljuk meg az optimalis koltséget. Ehhez legyen d; azon lapok szama, amelyek
az i-edik féazis el6tt szerepelnek az offline memdridban, de nem szerepelnek RB memorid-
jaban. Feltessziik, hogy d; = 0, azaz ugyanazzal a memdridval kezdenek az algoritmusok.
Hasznéljuk a d,, 1 értéket is, ez az algoritmus befejezésekor fenndll6 érték. Legyen az oft-
line algoritmus koltsége az i-edik fazisban OF F;. Mivel az i-edik fazisban pontosan azokat a
lapokat kérik, amelyek szerepelnek a végén RB memoridjaban, ezért minden lap, ami a fazis
végén ezektdl kiilonbozik egy hibat okoz az offline algoritmus szdmdara. Kovetkezésképpen
OFF; > di;1. Masrészt azon 1j lapok, amelyek nem voltak az offline algoritmus memorid-
jaban a fazis elott, a szamadra is hibat okoznak. Ezen lapok szdma legaldbb u; — d;, igy azt
kapjuk, hogy OF F; > u; — d;. A két korlat alapjan adédik, hogy OF F; > (u; — d; +dit1) /2.
Osszegezve ezeket az értékeket adédik, hogy

n

OFF(I) > (Y uj—dy+dui1)/2> () ui) /2.
i=1 i=1

Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy RB(I) < 2H,OF F(I), amivel a tételt igazoltuk. [J

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy hanyag ellenfél ellen nem adhaté RB-nél nagysag-
rendileg jobb algoritmus.

N

12. tétel. [23] Nincs olyan véletlenitett algoritmus a lapozdsi problémdra, amelynek a ver-
senyképességi hanyadosa hanyag ellenfél ellen kisebb, mint Hy.

Bizonyitds: A tétel bizonyitdsdhoz ismét a Yao elvet hasznéljuk fel. Tehat vehetiink egy
tetszOleges valdszintliségi eloszlast, és az azdltal generdlt bemeneten kell megvizsgdlnunk a
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legjobb determinisztikus online algoritmust. Altalaban egy adott eloszldsra a legjobb determi-
nisztikus algoritmus megtaldldsa igen nehéz feladat, igy az ilyen esetekben gyakran hasznalt
otlet olyan eloszlast vdlasztani, amelyen minden algoritmus ugyanazt a varhat6 eredményt éri
el. Most is ezt tessziik. Vegyiink k 4 1 kiilonb6z6 lapot és legyen I kérések egy olyan soro-
zata, amelyben n darab kérés érkezik, melyek mindegyike egyenletes eloszlas alapjan valaszt
egy lapot a k+ 1 lap koziil. Definidljuk a generdlt sorozat fazisait, az el6z0 bizonyitdsokhoz
hasonléan. Az i-edik fazis az LFD algoritmus i-edik hibdjanél kezdddik és a kovetkezd hi-
bat megel6z6 lapig tart. Ekkor LFD koltsége minden fazisban 1. Most vizsgéljuk az adott
fazis varhat6 hosszat. Akkor kovetkezik be a kovetkezd hiba, amikor arra a lapra érkezik a
kérés, amit LFD kitett a memoridbdl, de ezt megel6zben a tobbi lapra is kellett kéréseknek
érkeznie. Tehat egy fazis varhatd hossza 1-el rovidebb a legrovidebb olyan sorozat varhaté
hosszanal, amelyben mind a k + 1 lapra érkezik kérés. Masrészt pontosan az ilyen sorozatok
varhat6 hosszat vizsgalja a kupon gy(ijt6 probléma (14sd [46]). Egy ilyen legrovidebb sorozat
varhat6 hossza (k+ 1)Hy 1. Azaz egy fézis varhaté hossza (k+ 1)Hg 1 — 1 = (k+ 1)Hy.

Most vegyiik észre, hogy tetszSleges online algoritmust véve minden 1épésben a hiba
valdszindisége, igy varhaté értéke 1/(k+ 1). Tehat az online algoritmus varhat6 koltsége egy
fazisban (k+ 1)H;/(k+ 1) = Hy. Kovetkezésképpen minden fazisra az online algoritmus
vérhat6 koltsége Hy-szor az offline koltség, amivel az allitdst igazoltuk. [

5.3. Lista hozzaférés

A lista hozzéaférési feladat esetén az MTF algoritmusnak aldbbi véletlenitett kiterjesztését
szokas vizsgalni.

BIT algoritmus: Kezdetben minden elemhez hozzarendeliink egy bitet, 0-at vagy 1-et,
egymastol fiiggetleniil egyenletes eloszlds alapjan. Az i elemhez rendelt bit b(i). Ezt kdvets-
en, ha egy elemre meghivjak a KERES algoritmust, akkor a hozzarendelt bitet megvaltoztat-
juk. Amennyiben a bit 0-rdl 1-re valtozott, akkor az elemet a lista elejére vissziik.

Az alabbi, bizonyitds nélkiil kozolt tétel mutatja, hogy ez az algoritmus kisebb verseny-
képességi hanyadossal rendelkezik, mint az MTF algoritmus, s6t kisebb versenyképességi
hanyadossal, mint barmelyik determinisztikus algoritmus.

13. tétel. [35] A BIT algoritmus 1.75-versenyképes.

A BIT algoritmusnal kisebb versenyképességi hanyadossal rendelkezik a COMB (kom-
bindlt) algoritmus, amely a jelenleg ismert legkisebb versenyképességi hanyadossal rendel-
kezd véletlenitett online algoritmus a lista hozzéférési feladatra. Az algoritmus az alabbi
2-versenyképes determinisztikus algoritmust hasznélja.

TIMESTAP algoritmus: Az x elemet a KERES(x) miiveletet kovetéen a lista legelsd
olyan eleme elé rakjuk a listdban, amelyet legfeljebb egyszer kértek x utols6 kérése 6ta.
Ekkor a COMB algoritmust a kovetkez6képpen definidlhatjuk.

COMB algoritmus: 4/5 valészintiséggel a BIT algoritmust hasznaljuk, 1/5 val6szin(-
séggel a TIMESTAP algoritmust.
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22 5. FEJEZET. PELDAK VELETLENITETT ONLINE ALGORITMUSOKRA

Az algoritmus versenyképességét az aldbbi tétel adja meg, amely bizonyitdsa tilmutat a
jegyzet keretein.

14. tétel. [2] A COMB algoritmus 1.6 - versenyképes.
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6. fejezet

A k-szerver probléma

Az egyik legismertebb online modell a k-szerver probléma. A probléma dltaldnos defini-
cidjanak megaddsihoz sziikség van a metrikus tér fogalmara. Egy (M,d) pérost, ahol M a
metrikus tér pontjait tartalmazza, d pedig az M x M halmazon értelmezett tavolsdgfiiggvény,
metrikus térnek neveziink, ha a tdvolsagfiiggvényre teljesiilnek az aldbbi tulajdonsagok:

d(x,y) > 0 minden x,y € M esetén,

d(x,y) = d(y,x) minden x,y € M esetén, vagyis d szimmetrikus,

d(x,y)+d(y,z) > d(x,z) minden x,y,z € M esetén, vagyis teljesiil a haromszog-egyen-
16tlenség,

d(x,y) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha x = y.

A k-szerver problémdban adott egy metrikus tér, €s van k darab szerveriink, amelyek a tér-
ben mozoghatnak. A probléma sorédn a tér pontjaibdl all6 kérések egy listdjat kell kiszolgélni
azaltal, hogy a megfeleld kérések helyére odakiildiink egy-egy szervert.

A probléma online, ami azt jelenti, hogy a kéréseket egyenként kapjuk meg, és az egyes
kéréseket a tovdbbi kérések ismerete nélkiil azok érkezése el6tt kell kiszolgalnunk. A cél a
szerverek éltal megtett 0ssztdvolsdg minimalizdldsa. Ezen modellnek és specidlis eseteinek
szdmos alkalmazdsa van. A tovdbbiakban azt a metrikus tér pontjaibdl 4ll6 multihalmazt,
amely megadja mely pontokban helyezkednek el a szerverek (azért kell multihalmazokat
hasznalnunk, mert egy pontban tobb szerver is lehet), a szerverek konfigurdciojanak nevez-
zik.

Az els6 fontos eredményeket a k-szerver problémdra a [44] publikdltdk. A probléma
megoldasara javasolt elsd eljards a kovetkezd Egyensily algoritmus, amelyet a tovabbiak-
ban ES-el jeloliink. Az eljaras sordn a szerverek mindig kiilonb6z6 pontokban helyezkednek
el. Az algoritmus futdsa sordn minden szerverre szdmon tartja, hogy az aktudlis idGpontig
Osszesen mekkora tavolsagot tett meg. Jeldlje rendre s1,. .., 5% a szervereket és a pontokat is,
ahol a szerverek elhelyezkednek. Tovéabba jelolje Dy, ..., D; rendre a szerverek dltal az adott
id6pontig megtett dsszutat. Ekkor, amennyiben egy P pontban megjelenik egy kérés, akkor
az ES algoritmus azt az i szervert vdlasztja a kérés kiszolgdldsara, ahol a D; + d(s;, P) érték
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minimalis. Tehét az algoritmus szdmon tartja a szerverek S = {sy,...,s¢} szerver konfigu-
racidjat, és a szerverekhez rendelt tdvolsdgokat, amelyek kezdeti értékei D1 = --- = Dy = 0.
Ezt kdvetden a algoritmus egy I = Py, ..., P, pontsorozatra a kovetkez6képpen fut

ES(I)

forj=1ton

= argmin{Di + a’(si,Pj)}

szolgdljuk ki a kérést az i-edik szerverrel
D;:=D;+ d(S,',Pj)

S; ‘= Pj

Példa: Tekintsiik a kétdimenzids euklideszi teret, mint metrikus teret. A pontok (x,y) va-
16s szampdarokbol dllnak, két pontnak (a,b)-nek és (c,d) -nek a tédvolsdga \/(a —c)2 + (b — d)>.
Legyen két szerveriink kezdetben a (0,0) és (1,1) pontokban. Kezdetben D; = D, = 0,
s1=1(0,0), s = (1,1). Az els6 kérés legyen az (1,4) pontban. Ekkor D; +d((0,0),(1,4)) =
V17 > Dy +d((1,1),(1,4) = 3, igy a masodik szervert hasznéljuk és a kérés kiszolgéla-
sa utdn D; = 0,D, = 3, 51 = (0,0), 52 = (1,4) teljesiil. Legyen a masodik kérés (2,4),
ekkor Dy +d((0,0)(2,4)) = v/20 > Dy +d((1,4)(2,4) = 3+ 1 = 4, igy ismét a misodik
szervert hasznéljuk, és a kérés kiszolgdldsa utdn D; = 0,D, =4, s; = (0,0), s, = (2,4) tel-
jesiil. A harmadik kérés legyen ismét az (1,4) pontban, ekkor Dy +d((0,0)(1,4)) = /17 <
Dy +d((2,4)(1,4) =4+ 1 =5, igy az elss szervert hasznaljuk és a kérés kiszolgdldsa utan
Dy =+17,D, =4, s = (1,4), s = (2,4) teljesiil. Az algoritmus futdsat a 6.1 dbrdn szem-
1éltetjiik.

K1 | K2 K3l 53 |

1 11 H
0 BH

81 5 & |
D1=0,d1 =4.123 D1=0, d1 =4 472 D1=0. 41 =4.123
D2=0.d2=3 D2=3 d2=1 D= .2 =1

6.1. dbra. Az ES algoritmus 1épései

Az algoritmus hatékony specidlis terek esetén, miként ezt a kovetkezd 4llitds mutatja. A
tétel bizonyitdsat nem ismertetjiik.

15. tétel. [44] Amennyiben a metrikus tér legaldbb k + 1 pontot tartalmaz, akkor az ES
algoritmus enyhén k-versenyképes.

Az alébbi 4llitds mutatja, hogy a k-szerver problémara éltaldban nem adhaté meg k-
versenyképesnél jobb algoritmus.

16. tétel. [44] Nincs olyan legaldbb k + 1 pontbol dllo metrikus tér, ahol megadhato len-
ne olyan online algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi hdanyadosa, mint k (enyhe
versenyképesség esetén).
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Bizonyitas: Tekintsiink egy tetsz6leges legalabb k + 1 pontbdl all6 teret, és egy tetszdle-
ges online algoritmust. Jelolje az algoritmust ONL, a pontokat ahol kezdetben ONL szerve-
rei dllnak Py, Ps,..., P, a térnek egy tovabbi pontjét jelolje Py, ;. Vegyiik kéréseknek egy
hosszu I = Qy,...,Q, sorozatat, amelyet igy kapunk, hogy a kovetkez6 kérés mindig a
P1,P, ..., P pontok koziil abban a pontban keletkezik, ahol a ONL algoritmusnak nem
tartézkodik szervere.

Vizsgéljuk elsként az ONL(I) koltséget. Mivel a Q; pont kiszolgaldsa utdn a Q4 pont
lesz szabad, ezért a Q; pontot mindig a Q| pontban 4ll6 szerver szolgalja ki, igy a kiszol-
gélds koltsége d(Q;,Qj+1). Kovetkezésképpen

n
ONL() = Y d(Q;,Qj:1),
j=1
ahol Q,+ azt a pontot jeloli, ahol az (n + 1)-edik kérés lenne, azaz azt a pontot, amelyrdl
kiszolgaltuk az n-edik kérést.

Most vizsgéljuk az OPT (I) koltséget. Az optimalis offline algoritmus meghatdrozasa he-
lyett definidlunk k darab offline algoritmust, és ezek koltségeinek az atlagat hasznéljuk, mivel
mindegyik algoritmus koltsége legalabb akkora mint a minimadlis koltség, ezért a koltségek
atlaga is fels6 korlétja lesz az optimélis koltségnek.

Definidljunk tehdt k darab offline algoritmust, jelolje 6ket OFFy, ..., OFF,. Tegyiik fel,
hogy a kiindulasi allapotban az OFF; algoritmus szerverei a Py, P, ..., P pontok koziil a
P; pontot szabadon hagyjék, €s a halmaz tovabbi pontjainak mindegyikén egy szerver helyez-
kedik el. Ez a kiindulasi éllapot elérhetd egy C; konstans extra koltség felhasznaldsaval.

A kérések kiszolgdlasa a kovetkezOképpen torténik. Ha a Q; ponton van az OFF; algo-
ritmusnak szervere, akkor nem mozgat egyetlen szervert sem, ha nincs, akkor a Q;_; ponton
levé szervert hasznélja. Az algoritmusok jol definidltak, hiszen ha nincs szerver a Q; ponton,
akkor az ezen ponttdl kiilonbozd Py, Ps,. .., P11 pontok mindegyikén, igy Q;_i1-en is van
szerver. Tovabba a Q| = Py ponton az OFF; algoritmusok mindegyikének all szervere a
kezdeti konfigurdciéban.

Vegyiik észre, hogy az OFF,..., OFF; algoritmusok szerverei rendre kiilonb6z6 konfi-
gurdcidkban vannak. Kezdetben ez az allitds a definici6 alapjan igaz. Utdna ez a tulajdonsig
az alabbi észrevételek alapjan igazolhaté. Amely algoritmusok nem mozditanak szervert a
kérés kiszolgdldsara, azoknak a szerver konfigurdcidja nem véltozik. Amely algoritmusok
mozgatnak szervert, azok mind a Q;_1 pontrdl viszik el a szervert, amely pont az el6z0 kérés
volt, igy ott minden algoritmusnak van szervere. Kovetkezésképp ezen algoritmusok szerver
konfigurdcidja nem allitédhat azonos pozicidba olyan algoritmus szerver konfigurdcidjaval,
amely nem mozditott szervert. Mdsrészt, ha tobb algoritmus is mozgatna Q;_1-rol Q;-be a
szervert azok szerver konfigurdcidja se valhat azonossd, hisz az a mozgatast megel6zdleg
kiilonboz6 volt.

Kovetkezésképp egy Q; kérés esetén minden OFF; algoritmusra mds a szerver konfigu-
raci6. Tovdbba minden konfigurdcionak tartalmaznia kell Q;_1-et, tehat pontosan egy olyan
OFF; algoritmus van, amelynek nincsen szervere a Q; ponton. Tehat a Q; kérés kiszolga-
lasdnak a koltsége az OFF; algoritmusok egyikénél d(Q;—1,Q;) a tobbi algoritmus esetén
0.

Kovetkezésképp
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k n
Y OFFi(I)=C+ Y d(Q:,0i1),
j=1 i=2
ahol C = Z’J‘.: 1 Cj egy, a bemeneti sorozattol fliggetlen konstans, amely az offline algoritmu-
sok kezdeti konfiguracidinak bedllitasanak koltsége.

Masrészt az offline optimadlis algoritmus koltsége nem lehet nagyobb semelyik offline
algoritmus koltségénél sem, igy k- OPT(I) < ZI;':1 OFF;(I). Kovetkezésképpen

k-OPT(I) <C+ id(QhQi—l) < C+ONL(I),
i=2

amely egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy az ONL algoritmus versenyképességi hanyadosa
nem lehet kisebb, mint k, hiszen a bemeneti sorozat hosszisaganak novelésével a OPT ()
érték tetsz6legesen nagy lehet. [

A probléma felvetése nagy érdekl6dést keltett. Az altalanos esetre konstans versenyképes
algoritmust (O(2%)-versenyképes algoritmust) elséként a [25] cikkben fejlesztettek ki. Ezt
kovetéen hosszan nem sikeriilt Iényegesen csokkenteni a felsd €s az alsé korlat kozotti rést.
Az attorést a [4 1] cikkben publikalt eredmény hozta meg, ahol sikeriilt a probléma megolda-
sara a munkafiiggvényen alapul6 algoritmust elemezniiik és igazolniuk, hogy az algoritmus
(2k — 1)-versenyképes. Nem sikeriilt meghatdrozniuk az algoritmus pontos versenyképessé-
gi hdnyadosat, bar éltaldnosan sejtett, hogy az algoritmus valdjaban k-versenyképes. Ezen
versenyképességi hdnyados pontos meghatdrozasa, illetve egy k-versenyképes algoritmus ki-
fejlesztése azota is az online algoritmusok elméletének legismertebb és sokak altal legfonto-
sabbnak tartott nyilt problémédja. Az aldbbiakban ismertetjiik a munkafiiggvény algoritmust.

Legyen Aq az online szerverek kezdeti konfiguraciéja. Ekkor a t-edik kérés utdni X mul-
tihalmazra vonatkozé munkafiiggvény, w; (X ), az a minimdlis koltség, amellyel kiszolgdlhat6
az elso t kérés az Ap konfiguraciébdl kiindulva ugy, hogy a szerverek az X konfiguricio-
ba keriiljenek a kiszolgdlds végén. A MUNKAFUGGVENY algoritmus a munkafiiggvényt
hasznélja. Legyen A;_; a szervereknek a konfigurdcidja kozvetleniil a 7-edik kérés érkezése
elott. Ekkor a MUNKAFUGGVENY algoritmus azzal az s szerverrel szolgalja ki az R; pontban
megjelent kérést, amely szervernek a P helyére a w,_j(A;—1 \ {P} U{R;}) +d(P,R;) érték a
minimdlis.

Példa: Tekintsiik azt a metrikus teret, amelyben harom pont van: A, B és C, a ta-
volsagok d(A,B) =1, d(B,C) = 2, d(A,C) = 3. A teret a 6.2 abrdn szemléltetjik. A
kezdeti szerver konfigurdcid legyen A,B, vagyis két szerveriink van, az A és B pontok-
ban. Ekkor a kezdeti munkafiiggvények wo({A,A}) =1, wo({A,B}) =0, wo({A,C}) =2,
wo({B,B}) =1, wo({B,C}) = 3, wo({C,C}) = 4. Legyen az els6 kérés a C pontban. Ekkor
wo({A,B}\{A}U{C})+d(A,C)=3+3=5é wo({A,B} \{B}U{C})+d(B,C)=2+42=
4,igy a MUNKAFUGGVENY algoritmus a B pontban levd szervert kiildi a kérés kiszolgaldsa-
ra.

A munkafiiggvény algoritmusra teljesiil a kovetkezd allitas, amely bizonyitdsa tilmutat a
jegyzet keretein.
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6.2. dbra. A példaban szerepld metrikus tér

17. tétel. [41] A MUNKAFUGGVENY algoritmus enyhén (2k — 1)-versenyképes.

Az altalanos probléma vizsgélata mellett a probléma specidlis eseteit szdmos dolgozatban
vizsgaltdk. Amennyiben barmely két pont tavolsdga 1, akkor a lapozasi problémat kapjuk
meg. A pontok megfeleltethetek a kért lapoknak, az egyes szerverek megfeleltethetéek a
memoridban szerepld egyes helyeknek. Tovabba az, hogy egy szerver egy pontot kiszolgal
azt jelenti, hogy az adott lapot berakjuk a szervernek megfelel6 helyre a memoridba. Egy
masik vizsgdlt specidlis tér az egyenes. Az egyenes pontjait a valds szdmoknak feleltetjiik
meg, és két pontnak a-nak és b-nek a tdvolsdga |a — b|. Erre az esetre, ahol a metrikus tér
egy egyenes, a [ 12] cikkben fejlesztettek ki egy k-versenyképes algoritmust, amelyet dupla
lefedd algoritmusnak neveziink. Az algoritmus a P kérést a P-hez legkozelebb esd s szerverrel
szolgéalja ki, és amennyiben vannak szerverek P-nek az s-sel atellenes oldalan is, akkor azon
szerverek koziil a P-hez legkozelebbit d(s, P) egységnyivel mozditja P felé. A tovébbiakban
a dupla lefedd algoritmust DL-el jeloljiik.

Példa: Tegyiik fel, hogy hdrom szerveriink van, s1,s7,s3, amelyek az egyenes 0,1,2
pontjaiban helyezkednek el. Amennyiben a kovetkezd kérés a 4 pontban jelenik meg, akkor
DL alegkozelebbi s3 szervert kiildi a kérés kiszolgéldsara a tobbi szerver helye nem véltozik,
a koltség 2 és a kérés kiszolgaldsa utan a szerverek a 0, 1,4 pontokban lesznek. Amennyiben
ezt kovetden a kovetkezd kérés a 2 pontban jelenik meg, akkor DL a legkdzelebbi s, szervert
kiildi a kérés kiszolgéldsara, de mivel a kérés mésik oldaldn is van szerver, ezért s3 is megtesz
egy egységnyi utat a kérés felé, igy a koltség 2 és a kérés kiszolgdldsa utdn a szerverek a
0,2,3 pontokban lesznek. A példat a 6.3 dbran szemléltetjiik.

g T 2 [k

111111
T8 83 8y
Ko

S i MUY

TS s S3

S0 e

6.3. dbra. A dupla lefedd algoritmus miikodése

A DL algoritmusra teljesiil a kovetkezd 4llités.

(© Ddésa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE © www. tankonyvtar. hu



www.tankonyvtar.hu

28 6. FEJEZET. A K-SZERVER PROBLEMA

18. tétel. [12] A DL algoritmus enyhén k-versenyképes ha a metrikus tér egy egyenes.

Bizonyitds: Vegylink a kéréseknek egy tetsz6leges sorozatit, jelolje ezt a bemenetet /. Az
eljaras elemzése soran feltételezziik, hogy parhuzamosan fut a DL algoritmus és egy optima-
lis offline algoritmus. Szintén feltessziik, hogy minden kérést els6ként az offline algoritmus
szolgél ki, utdna pedig az online algoritmus. Az online algoritmus szervereit és egyben a
szerverek pozicidit (amelyek valds szdmok az egyenesen) sy, ..., s jeloli, az optimdlis off-
line algoritmus szervereit €s egyben a szerverek pozicidit xp,...,x; jeloli. Mivel a szerverek
rendszeres atjelolésével ez elérhetd feltételezziik, hogy s1 <o <+ s ésxy <xp <+ <y
mindig teljesiil.

A tétel allitasat a potencialfiiggvény technikdjaval igazoljuk. A potencidlfiiggvény a szer-
verek aktudlis poziciéjahoz rendel egy értéket, az online és az offline koltségeket a potenci-
alfiiggvény valtozasainak alapjin hasonlitjuk Ossze. Legyen a potencialfiiggvény

k
¢:kZ|xi—Si|+Z(Sj—Si)-
i=1

i<j

Az alabbiakban igazoljuk, hogy a potencialfiiggvényre teljesiilnek az aldbbi allitdsok.

o Amikor OPT szolgalja ki a kérést, akkor a potenciélfiiggvény novekedése legfeljebb
k-szor akkora mint az OPT szerverei dltal megtett tivolsag.

e Amikor DL szolgélja ki a kérést, akkor ® legaldbb annyival csokken, mint amennyi a
kérés kiszolgalasanak koltsége.

Amennyiben a fenti tulajdonsagok teljesiilnek, akkor a tétel allitdsa kovetkezik, hiszen
ebben az esetben adddik, hogy ®, — g < k- OPT(I) — DL(I), ahol ®, és &y a potencidl-
fliggvény kezdeti és végsd értékei. Mivel a potencidlfiiggvény nemnegativ, ezért adédik, hogy
DL(I) < kOPT(I) 4+ ®y, azaz azt kapjuk, hogy a DL algoritmus enyhén k-versenyképes.

Most igazoljuk a potencialfiiggvény tulajdonsdgait.

Els6ként vizsgéljuk azt az esetet, amikor OPT valamely szervere d tdvolsdgot mozog.
Ekkor a potenciélfiiggvényben szerepld elsé rész legfeljebb kd-vel novekszik a masodik rész
nem véltozik, tehdt az els6 tulajdonsdga a potencidlfiiggvénynek valéban fenndll.

Most vizsgdljuk DL szervereit. Legyen P az a kérés melyet ki kell szolgdlni. Mivel
elsdként OPT szolgdlta ki a kérést, ezért x; = P valamely szerverre. Most kiilonbdztessiink
meg két esetet DL szervereinek elhelyezkedésétdl fiiggden.

Els6ként tegyiik fel, hogy minden szerver P-nek ugyanarra az oldaldra esik. Feltehetjiik,
hogy minden szerver pozicidja nagyobb P-nél, a masik eset teljesen hasonl. Ekkor s; a
legkozelebbi szerver P-hez és DL s;-et kiildi P-be, mds szervert nem mozgat. Tehat DL kolt-
sége d(s1,P). A potencidlfiiggvényben szerepld elsé dsszegben csak az |x; — s;| tag valtozik
és ez csokken d(s, P) egységgel, tehdt az els6 rész csokken kd(s1, P) egységgel. A mésodik
tag novekszik (k— 1)d(sy, P) egységgel, igy ® értéke csokken d(sy, P) egységgel.

Most tekintsiik a masik esetet! Ekkor P-nek mindkét oldaldra esik szerver, legyenek
ilyen szerverek példaul s; és s;1. Tegyiik fel, hogy s; esik kozelebb P-hez, a mésik eset
teljesen hasonld. Tehdt DL koltsége 2d(s;, P). Vizsgéljuk a potencidlfiiggvény elsé részének
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véltozasait! Az i-edik és az i 4- 1-edik tag valtozik. Az egyik tag novekszik, a masik csokken
d(si, P) egységgel, tehat az elsG rész osszességében nem valtozik. A P fiiggvény masodik
részének véltozdsa

d(si,P)(— (k= i)+ (i—1) = () + (k= (i+1))) = —2d(s:, P).

Tehat ebben az esetben is fenndll a potencidlfiiggvény masodik tulajdonsdga. Mivel tobb eset
nem lehetséges ezért igazoltuk a potencidlfiiggvény tulajdonsdgainak fennélldsat, amivel a
tétel allitasat is bebizonyitottuk. [

Az egyenes altalanositdsaként kaphatjuk a fa metrikus teret. Vegylink egy tetszdleges
stlyozott fat. A metrikus tér pontjai a fa csicsai, tovabba minden élhez, minden 0 < A < 1
értékre definidljuk az élet A és 1 — A ardnyban feloszté pontokat. Mivel a fa kormentes ezért
barmely két pont kozott egyetlen Ut vezet. A két pont kozotti tdvolsdg a kozottiik vezetd tt
hossza. Az élek bels6 pontjai esetén az €l hosszanak a felosztdsnak megfeleld részét vessziik
figyelembe.

Ekkor definidlhatjuk a DL algoritmus egy érdekes altaldnositdsat. Az algoritmus defi-
nidlasdhoz sziikségiink van a kovetkezd fogalomra. Azt mondjuk, hogy egy szerver lat egy
pontot, ha a kozte és a pont kozott levd dton nincs masik szerver.

Lefed6 algoritmus: Az algoritmus egy kérést uigy szolgdl ki, hogy minden szervert, ami
latja a kérés helyét egyenletes sebességgel mozgat a szerver felé. A kérést latd szerverek
halmaza csokkenhet a szerverek mozgatdsa soran, amikor az elsd szerver eléri a kérést a
tobbi szerver is megall, mert utdna mar nem latjak.

A DL algoritmus elemzéséhez hasonléan igazolhat6 az aldbbi 4llitas.

19. tétel. [12] Ha a metrikus tér egy fa, akkor a lefedd algoritmus enyhén k-versenyképes.
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7. fejezet

Utemezési feladatok

7.1. Online iitemezési modellek

Az litemezési feladatok elméletének igen nagy irodalma van. Az els6 online iitemezési ered-
ményt tulajdonképpen a [28] cikkben publikaltdk, ahol a LISTA online iitemezési algoritmust
elemezték. Mondhatjuk ezt annak ellenére, hogy ott még nem hasznaltdk az online algorit-
musok korében kés6bb elterjedt fogalomrendszert és a vizsgélt algoritmust nem online algo-
ritmusként, hanem kozelitd algoritmusként tekintették. Specidlisan online iitemezési algorit-

musokkal az 1990-es években kezdtek el foglalkozni és azdta szdmos eredmény sziiletett.

Utemezési problémakban munkédk végrehajtdsait kell megtervezniink. Az altalanos mo-
dellben a munkadarabok tobb tevékenységbdl dllhatnak és a tevékenységekhez kell megha-
taroznunk a gépeket, amelyeken és az idSintervallumokat amelyekben az egyes miiveletek
végrehajtandéak. A tovdbbiakban azt az egyszer(ibb modellt vizsgaljuk, amelyben minden
munka egyetlen miveletbdl all. Tehét a feladatunk az, hogy a munkdkhoz, amelyeknek is-
merjilk a megmunkalési idejeit hozzarendeljiik a gépet, amelyen a munkat végrehajtjuk és a
megmunkadlds kezdési és befejezési idGpontjat, amely idSpontok kiilonbsége a megmunkalasi
1d6 kell legyen.

A gépek tekintetében harom kiilonb6zd modellel foglalkozunk. Amennyiben a munka
megmunkalasi ideje minden gépen ugyanannyi, akkor azonos parhuzamos gépekrdl beszé-
link. Amennyiben a gépekhez hozza van rendelve egy s; sebessé€g, a munkédknak van egy p;
megmunkalasi stilya és a j-edik munka megmunkaldsi ideje az i gépen p;/s;, akkor hasonlo
parhuzamos gépekrdl beszéliink. Végiil, ha a j-edik munka megmunkalési ideje tetszoleges
Pj=(pj(1),...,p;(m)) nemnegativ vektor lehet, ahol a munka megmunkaldsi ideje az i-edik
gépen p (i), akkor fiiggetlen parhuzamos gépekrdl beszéliink.

Utemezési problémak esetén szamos iitemezési célfiiggvényt szokds vizsgalni, mi itt csak
azt a modellt vizsgaljuk, amelyben a cél a maximdlis befejezési id6 minimalizdldsa. A fejezet
elsd részében ismertetjiik a két legelterjedtebb online iitemezési modellt, és a kovetkezd két
fejezetben ezen modellekkel foglalkozunk. Végiil két ujabb részteriiletet ismertetiink. Els6-
ként azt a modellt mutatjuk be, amelyben lehetséges a munkdk visszautasitdsa, majd azt a
modellt, ahol a gépeket is meg kell vasarolni.
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7.1.1. Lista modell

Ebben a modellben a munkék egy listardl érkeznek. Amikor egy munkat megkapunk a lis-
munkat, hozzdrendelve a kezdési és befejezési id6t, amelyeket kés6bb mar nem valtoztatha-
tunk meg, és csak ezt kovetden kapjuk meg a listardl a kovetkezd munkat.

Vegyiik észre, hogy amennyiben a célfiiggvény a maximalis befejezési idd, akkor (miként
az offline esetben is) elegendd olyan algoritmusokkal foglalkoznunk, amelyek nem hagynak
iires részeket a gépeken, azaz amelyekben az egyes gépeken a munkdk sziinet nélkiil ko-
vetik egymdst. Ebben az esetben minden gépre a maximalis befejezési id6 megegyezik a
id6k Osszegét a gépen leve roltésnek hivjuk. Hasonléan gépek és munkdk egy tetszleges
halmazara azt az értéket, amit gy kapunk, hogy a munkak megmunkalési idejeinek Osszegét
elosztjuk a gépek szdmaval a munkdknak az adott géphalmazra vonatkoz6 toltésének nevez-
zik.

Példa: Tekintsiik a LISTA modellben az azonos parhuzamos gépek esetét, legyen két

//////

//////

rendelkezd munkat kapja csak meg, hozzarendeli valamelyik géphez, tegyiik fel, hogy az M,
géphez. Ezt kovetben az algoritmus a 3 megmunkéldsi id6vel rendelkezd munkat kapja csak
meg, €s ezt hozza kell rendelnie valamelyik géphez, tegyiik fel, hogy az M, géphez. Majd
az algoritmus a 2 megmunkaldsi idével rendelkezd munkét kapja csak meg, és ezt hozza kell
rendelnie valamelyik géphez, tegyiik fel, hogy ismét az M, géphez. Végiil az algoritmus
valamelyik géphez, tegyiik fel, hogy az M géphez. Ekkor a gépeken a toltés 4 + 35, illetve
3+ 2, és valoban elérhetd, hogy a toltések legyenek a maximadlis befejezési id6k, hiszen
az els6 gépen a munkdkat végrehajthatjuk a (0,4) és (4,9) idGintervallumokban, a mésodik
gépen a (0,3) és (3,5) idGintervallumokban. A kapott iitemezést és az optimélis iitemezést
mutatja a 7.1 dbra.

7.1. abra. A két azonos gép példdjiban szerepld litemezések

7.1.2. 1d6 modell

A masodik modellben, a munkaknak egy r; érkezési ideje is van, a munkdrdl semmit sem
tudunk a érkezési ideje el6tt (még a 1étezését sem), de a munka érkezése utdn barmikor meg-
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kezdhetjilk a munka végrehajtasat, ha van olyan gépiink, amely nem dolgozik. Amennyiben
egy munkdt elkezdiink végrehajtani, akkor nem szakithatjuk félbe.

Példa: Tekintsiink egy két darab hasonl6 parhuzamos gépbdl all6 példat. Legyen az M,
2ép sebessége 1, az M, gép sebessége 2. Vegyiik a kovetkezd I = (1,0),(1,1),(1,1)(1,1)
munkasorozatot, ahol a munkdk a (megmunkaldsi id6, érkezési id6) parokkal vannak meg-

//////

//////

id6pontig var és akkor kezdi el végrehajtani a munkat az M gépen. Az 1 id6pontban meg-
érkezik harom Ujabb munka, ekkor csak az M, gép szabad, kezdjiik el végrehajtani az egyik
(1,1) munkdt a gépen. A 3/2 idGpontban viélik szabaddd mindkét gép, ekkor mindkét géphez
hozzérendelhetiink egy-egy munkat, amelyek az M gépen a 5/2 az M, gépen a 2 idGpontban
fejez6dnek be, igy az algoritmus koltsége 5/2. Latszik, hogy amennyiben egybdl elkezdjiik
a 0 id6pontban az els6 munka végrehajtdsat, akkor az algoritmus a kisebb 2 koltséggel is
iitemezhette volna a munkdkat. A példdban szereplé litemezést mutatja a 7.2 dbra.

52

l4
32

12

s=1 s=2

7.2. dbra. Az id6 modell péld4jaban szerepld iitemezés

Fontos megjegyezniink, hogy (a Lista modellel ellentétben) ebben a modellben bizonyos
esetekben hasznos lehet varakoztatni munkakat, ezzel helyet hagyva az esetleg késobb érkezd

//////

példaban.

Példa: Tekintsiink ismét két gépet, de ezek legyenek egyforma parhuzamos gépek, vagy-
is ahol mindkét gép sebessége s = 1. Az elsd két munka érkezzen a 0 idSpontban, mindkettd

//////

//////

folyamatban levé munka végrehajtdsa befejezddik, vagyis a 2 idopontig. A hosszabb munkat
csak ekkor lehet elkezdeni. A mindkét utols6 munka az 5 id6pontra késziil el, de az optimalis
befejezés a 4 idGpont lenne, amennyiben az elsé két munka koziil az egyiket 0, a méasikat
a 2 idépontban kezdenénk el ugyanazon a gépen, ekkor a késébb érkezé munkat rogton el
lehetne kezdeni az érkezésekor a mésik gépen, és a teljes dtfutdsi id6 csak 4 egység lenne.
Persze, nem tudhatjuk el6re, hogy ilyen hosszabb munka késébb érkezni fog-e, ezért nem
tudhatjuk eldre, hogy érdemes-e még varni valamilyen tovdbbi munkéra, vagy sem. Csak
annyit tehetiink, hogy ha varunk (tovabbi munkara), akkor nem véarunk tdl sokat.
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7.2. A Lista modell

Az aldbbiakban egy egyszer( online algoritmussal ismerkediink meg. Az eljards ismertetése
el6tt megismételjiik, hogy az algoritmusnak csak az egyes gépekhez kell hozzdrendelni az
egyes munkdkat, ezt kovetéen az egyes gépeken a maximalis befejezési id6 minden iiteme-
z€sre, amelyben nincsenek iires idotartamok, megegyezik a géphez rendelt munkdk megmun-
kalasi idejeinek 6sszegével.

Az els6 algoritmus, amelyet LISTA algoritmusnak neveziink, a kovetkez6képpen miiko-
dik.

LISTA algoritmus

Eldkészito rész. A j; munkat rendeljiik az M géphez, tovabba legyen r := 1.

Iterdcios rész (r-edik iterdcid). Ha r = n, akkor vége az eljardsnak. Ellenkez6 esetben a
Jr+1 munkat rendeljiik ahhoz a géphez, amelyre a gépen levo toltés minimalis. Ha tobb ilyen
gép is van, akkor vélasszuk ezek koziil a legkisebb indexiit. Noveljiik r értékét 1-gyel, és
folytassuk az eljarast a kovetkezd iterdcidval.

Az algoritmus az optimdlishoz kozeli eredményt eredményez, amint azt az aldbbi tétel
mutatja.

20. tétel. [28] Egyforma pdrhuzamos gépek esetén a LISTA algoritmus versenyképességi
hdnyadosa 2 — 1 /m, ahol m a gépek szdma.

Bizonyitds: Els6ként igazoljuk, hogy LISTA 2 — 1/m versenyképes algoritmus. Legyen
6 ={J1,...,Jn} tetsz8leges munkasorozat rendre py, ..., p, megmunkalasi id6kkel. Tekint-
siik a LISTA algoritmus altal kapott iitemezést. Legyen j; az a munka, amely a legkés6bb
fejezddik be. Vizsgadljuk ezen munka S; kezdési idejét. Mivel egyetlen gép sem kezdte el ezt
a munkdt litemezni S; el6tt, ezért minden gép sziinet nélkiil dolgozott az S; id6pontig. Ebbdl

azt kapjuk, hogy

1” 1”
(L pi=p) =5 () ot

N ij
9&

.
~

Kovetkezésképp

LISTA(c) = Sl—{—pl< ij

Masrészt az optimalis iitemezésben is végre kell hajtani az 6sszes munkét, igy OPT (G) >
%( —1pj). Tovdbbd a p; munkat is végre kell hajtani valamely gépen, igy OPT(G) > p;.
Ezen becslések alapjan egybdl adddik, hogy

LISTA(o) < (1+ mT_l)OPT(G),
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amivel bizonyitottuk, hogy LISTA 2 — 1/m versenyképes algoritmus.
Most igazoljuk, hogy a kapott korlat éles. Vegyiink m(m — 1) darab munkat 1/m meg-

elsé m(m — 1) munkdt egyenletesen elosztja a gépek kozott, majd az utolsé munkat az M,
gépen iitemezi. Tehdt a maximdlis befejezési id6 1+ (m — 1) /m lesz. Egy optimdlis iiteme-
z€s pedig a rovid munkdkat egyenletesen osztja szét az els6 m — 1 gép kozott, majd az utolsé
munkat az m-edik géphez rendeli, és a maximdlis befejezési ideje 1 lesz. Tehdt ebben az
esetben az algoritmus 4dltal kapott megoldds és az optimalis megoldas célfiiggvényértékeinek
hdnyadosa 2 — 1/m, amivel igazoltuk az éllitdsunkat. (]

Els6 ranézésre nehéz elképzelni mds algoritmust az online esetre, de tobb algoritmust fej-
lesztettek ki, amelyek versenyképességi hanyadosa 2-nél kisebb szamhoz konvergal, amennyi-
ben a gépek szdma tart a végtelenhez. Ezen algoritmusok tobbsége azon az otleten alapszik,
hogy a gépek tobbségén igyekszik egyenletesen elosztani a munkékat, de a LISTA algo-
ritmussal ellentétben a gépek egy részén alacsonyan tartja a toltést, biztonsagi tartalékként
A jelenleg legkisebb versenyképességi hanyadossal (1 + /(1 +1n2)/2 ~ 1.9201-hez tart, ha
a gépek szama tart a végtelenhez) rendelkez6 algoritmust a [24] cikkben publikaltak.

A tovédbbiakban az dltalanosabb eseteket, amelyekben a gépek nem azonosak, vizsgéljuk.
Az 4ltaldnos modellben nyilvanvaléan nem elegendd azzal foglalkoznunk, melyik gépen mi-
nimdlis az aktudlis toltés, hiszen azon a gépen nagyon nagy lehet a munka megmunkélasi
ideje. A LISTA algoritmus, amely mohé mdédon iitemezi a munkékat a kovetkezoképpen
altalanosithat6. A munkék helyét a kovetkez$ szabdly alapjan hatdrozzuk meg: iitemezziik
a munkat azon a gépen, ahol a toltés a munka {itemezése utdn minimalis lesz. Ha tobb ilyen
gép is van, akkor ezek koziil azt vélasztjuk, ahol a munka megmunkalasi ideje a legkisebb
€s ha ilyen gépbdl is tobb van, akkor ezek koziil a legkisebb index(i gépet valasztjuk. Ezt az
algoritmust MOHO algoritmusnak nevezziik.

Példa: Tekintsiik a hasonlé parhuzamos gépek esetét, ahol 3 darab gép van és a sebessé-
gek s1 =sp =1, 53 = 3. Vegyiik a kovetkezd I = (2,1, 1, 3,2) munkasorozatot, ahol a munkak
M3 gépen é€s a 2 id6pontban a tobbi gépeken, igy M3 hoz rendeljiik. A kovetkez6 munka az
1 id6pontra fejezhetd be az 0sszes gépen, igy M) kapja. A kovetkezd munka a 2 idSpontra
fejezhetd be M1-en és az 1 id6pontban a tobbi gépen, igy M; kapja. A negyedik munka M1-en
Mj-n a 4 idGpontban fejezGdne be, az M3-on 5/3, igy M3-ra keriil. Végiil az utolsé munka
M;j-en M>-n a 3 id6pontban fejez6dne be, az M3-on 7/3, igy M3-ra keriil. Az iitemezést a 7.3
abra mutatja.

Példa: Tekintsiik a fiiggetlen parhuzamos gépek esetét, ahol 2 darab gép van. Vegyiik
a kovetkezd I = (1,2),(1,2),(1,3),(1,3) munkasorozatot, ahol a munkdk a megmunkalasi
id6vektorok altal vannak megadva. Ekkor az els6 munka az 1 idSpontban fejezhetd be az M,
gépen és a 2 id6pontban a masodik gépen, igy M1-hez rendeljiik. A kovetkezd munka az 2
id6pontra fejezhetd be mindkét gépen, igy M kapja. A harmadik munka a 3 idGpontra fejez-
hetd be mindkét gépen, igy ismét M| kapja. Végiil az utols6 munka a 4 idSpontra fejezhetd
be az M gépen és a 3 idSpontra fejezhetd be az M, gépen, igy az M, géphez rendeljiik. Az
iitemezést a 7.4 dbra mutatja.

Az algoritmus versenyképességi hanyadosat fiiggetlen gépek esetén a [4] cikkben hata-
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= 713
2 513
1 3 213
f:
i 1|0
g=1 g=1 =3
M, M, M,

7.3. abra. A moho algoritmus a hasonl6 gépekre

I B,

M, M,
7.4. abra. A fiiggetlen parhuzamos gépek példija

roztak meg.

21. tétel. [4] A MOHO algoritmus versenyképességi hdnyadosa m a fiiggetlen pdrhuzamos
gépek esetében, ahol m a gépek szama.

Bizonyitds: Els6ként megmutatjuk, hogy az algoritmus versenyképességi hanyadosa nem
lehet kisebb, mint m. Tekintsiik a kdvetkez6 munkasorozatot. Legyen € > 0 egy kicsi szam.
gépen 1, az m-edik gépen 1+ €, a tobbi gépen oo, (vagyis pi(1) =1,p(i) =o0,i=2,...,m—
1,p1(m) = 1+¢), ezt kvetben a j-edik munkdra a megmunkaldsi idS j a j-edik gépen, 1+¢€
a j— l-edik gépen, és oo a tobbi gépen (vagyis p;(j— 1) =1+¢, p;(j) = j, pj(i) = oo, ha
i#j—1ési#j).

Ezen munkasorozatra, a MOHO algoritmus a j-edik munkdt a j-edik gépen iitemezi, és
a maximédlis befejezési id6 m. Masrészt az optimadlis offline algoritmus az elsé munkét az m-
edik gépen, utdna a j-edik munkdt a (j — 1)-edik gépen iitemezi, igy az optimdlis maximalis
befejezési id6 1 +¢€. A hanyados m/(1+¢€). Ez az érték m-hez tart, ha az € érték 0-hoz tart,
amivel az allitast igazoltuk.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus m-versenyképes. Tekintsiink egy tetszéleges
munkasorozatot, legyen az optimalis maximalis befejezési id6 L*, tovabba legyen L(k) az
els6 k munka MOHO algoritmus 4ltali iitemezésében a maximalis befejezési id! Mivel az i-
edik munka iitemezéséhez valamely gépen legaldbb min;p;( ;) id6 sziikséges, és egyik gépen
sem hasznalhatunk L*-ndl tobb id6t, ezért mL* > Y min;p;(j).
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Most igazoljuk teljes indukcidval, hogy L(k) < Zi'(:l min;p;(j). Mivel az els6 munkat
ahhoz a géphez rendeljiik, ahol a leghamarabb végrehajthatd, ezért az 4llitds k = 1-re igaz.
Most legyen 1 < k < n és tegyiik fel, hogy az allitas k-ra igaz. Tekintsiik a k + 1-edik mun-
kat. Legyen az [-edik gép, amelyre a munka megmunkalési ideje minimélis. Ezen a gépen
végrehajtva a munkdt a megmunkalési id6 legfeljebb L(k) + pri1(l) < Zfill min;p;(j) (az
indukcids feltevés alapjan).

Mivel a MOHO algoritmus altal kapott maximalis befejezési id6 legfeljebb annyi, mint
abban az esetben, ha a k + 1-edik munkat az [-edik géphez rendeljiik, ezért L(k+ 1) <
Zf:ll min;p;(j), azaz az allitdst igazoltuk k + 1-re, igy tetszSleges n-nél nem nagyobb egész-
re.

Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy mL* > Y'!'  min;p;(j) > L(n), amivel igazoltuk,
hogy az algoritmus m-versenyképes. []

Az aldbbi, a hasonl6 parhuzamos gépek esetére vonatkozo allitas a [4] és [ 1] cikkekben
keriilt publikalasra.

22. tétel. [4, 1 1] A MOHO algoritmus versenyképességi hdanyadosa O(logm) hasonld pdr-
huzamos gépek esetén.

Els6ként megmutatjuk, hogy az algoritmus versenyképességi hanyadosa nem lehet ki-
sebb, mint Q(logm). Tekintsiik a gépeknek a kovetkezd halmazit. A Gy halmazban van
egy gépiink amelynek a sebessége 1, a G| halmazban van 2 gépiink, amelyek sebessége 1/2,
igy folytatva a G; halmazban olyan gépeink vannak, amelyek sebessége 27'. A G; halmaz
elemszamat tigy definidljuk, hogy a benne levd gépek annyian legyenek, ahdny 27 siilyd
munka végrehajthaté a Go, Gy, ..., G;—1 halmazban levé gépeken Osszesen 1 egységnyi 1dd
alatt. Formdlisan |G;| = ¥._{)|G;[2"~/. Definidljunk k+ 1 ilyen halmazt. Egyszer( szdmolds
alapjan adédik, hogy ekkor |G;| = 2%~!, hai > 1, igy a gépek szdma m = 1 + %(4" -1).

Tekintsiik a kovetkez6 munkasorozatot. Els6ként az elsd fazisban érkezzen |Gy| darab
munka 2% sillyal, majd a masodik fazisban |G_;| munka 2~ (k=1) sullyal, és igy folytat-
va az i-edik fazisban |G;| munka 2 sillyal, egészen az utolsé, k + 1-edik fazisig, ahol egy
munka érkezik 1 sillyal. Egy offline algoritmus iitemezheti az i-edik fazis munkait a Gx1_;
géphalmaz gépein, ekkor a maximalis befejezési id6 1, igy az optimélis offline koltség leg-
feljebb 1.

Vizsgaljuk meg a MOHO algoritmus viselkedését ezen a bemeneten. A G; halmaz elem-
szdmanak definicidja alapjdn, az elsd fazisban érkez6 munkdk végrehajthatéak a Gy, ..., Gy
halmazba es6 gépeken 1 id6 alatt, €s a G halmaz gépein is 1 ideig tart végrehajtani a fazis-
ban érkez6 munkdkat, ezért ezeket a munkdkat az algoritmus a Gy, ...,Gy— halmaz gépein
hajtja végre, azokon a gépeken utdna 1 lesz a toltés, a Gy halmaz gépein 0. Ezt kdvetSen a
mdsodik fazis munkdit az algoritmus a Gy, ..., G_> halmazok gépein hajtja végre, a harma-
dik fazis munkdit a Gy, ..., Gy_3 halmazok gépein, és igy tovabb végiil az utolsé elbtti és az
utolsé fazis munkéjat a Go halmazba esé gépen. Tehat a MOHO algoritmus koltsége k + 1,
(ez a maximadlis befejezési id6 a Go-ba es6 gépen), és mivel k = Q(logm), ezért az allitast
igazoltuk.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus O(logm)-versenyképes. Ehhez vegyiink egy tet-
szbleges bemenetet. Legyen L az algoritmus 4ltal kapott maximalis befejezési id6, L* pedig
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az optimdlis offline algoritmus &ltal kapott maximaélis befejezési id6. A bizonyitds alapotlete
az aldbbi lemmadkon alapul, amelyek az egyes gépeken levé toltés mennyiségére adnak alséd
korlétot.

3.lemma. A toltés a leggyorsabb gépen legaldbb L — L*

Vegyiik azt a munkdt, amelynek a befejezési ideje megegyezik a maximalis befejezési
id6vel. Ha a munka a leggyorsabb gépen van iitemezve, akkor az 4llitds nyilvanvaldan tel-
jesiil. Tegyiik fel, hogy nem a leggyorsabb gépen iitemeztiik. Mivel az optimélis iitemezés
koltsége L*, ezért ezen munkdnak a leggyorsabb gépen torténd végrehajtasa legfeljebb L*
ideig tarthat. Mdsrészt ezt a munkat ugy iitemeztiik, hogy a befejezési ideje L lett, ami azt je-
lenti, hogy a munka iitemezésekor a toltés a leggyorsabb gépen legaldbb L — L* kellett legyen,
hiszen kiilonben a munkat ott iitemeztiik volna.

4. lemma. Amennyiben a toltés minden legaldbb v sebességii gépen legaldbb [, akkor a toltés
legaldbb | — AL* minden legaldbb v/2 sebességii gépen.

Amennyiben [ < 4L*, az allitds nyilvanvaldan teljesiil. Tegyiik fel, hogy [ > 4L*. Te-
kintsiik azon munkék halmazat, amelyeket a legalabb v sebességli gépeken ilitemeziink az
[l —2L*,1] intervallumban. Ezen munkdk Osszsilya nem lehet kevesebb, mint 2L*-szor a
legaldbb v sebességli gépek sebességeinek az Osszege, kovetkezésképpen van olyan munka
kozottiik, amelyet az optimélis offline algoritmus lassabb gépen iitemez (hiszen ellenkezd
esetben nem lehetne az offline maximalis befejezési id6 L*).

Legyen egy ilyen munka j. Mivel v-nél lassabb gépen litemezi az offline algoritmus,
ezért a megmunkalasi silya legfeljebb vL*. Kovetkezésképpen ezen munka megmunkalasi
ideje a legaldbb v/2 sebességili gépeken legfeljebb 2L*. Mivel ezen munka befejezési ideje
a MOHO algoritmus mellett legaldbb / — 2L*, ezért a munka iitemezésekor minden legaldbb
v/2 sebességli gépen a toltés legaldbb I — 4L* volt, hiszen ellenkezs esetben egy ilyen gépen
titemeztiik volna a munkat. [J

Most ratériink a tétel bizonyitdsara. Legyen viax a leggyorsabb gép sebessége, ekkor ezen
a gépen a toltés legalabb L — L*. Ezt kdvetden tobbszor alkalmazva a fenti lemmat azt kapjuk,
hogy a legaldbb v.c2 " sebességii gépeken a toltés legaldbb L — L* — 4iL*. Kovetkezésképp
a legaldbb v, /m sebességli gépeken a toltés legaldbb L — (1 + 4[logm])L*. Jeldlje I a
legfeljebb viax /m sebességli gépek halmazit!

Vizsgaljuk most meg a munkdk megmunkaldsi sulyainak W Osszegét! Mivel az offline

algoritmus dgy osztja el a munkdkat, hogy a maximalis toltés L*, és mivel legfeljebb m gép
van, amelyeknek a sebessége kisebb mint vy,ax /m ezért

m
W <L* Z v < mL*vmaX/m+L*Zvi < 2L*Zvi.
i=1 il il
Masrészt az online algoritmus ezeket a munkdkat osztja sz€t, ezért nem lehetséges, hogy
minden /-n kiviil es6 gépen a toltés 2L*-nal nagyobb legyen, hiszen ez a fenti felsd korlatnal
nagyobb W értéket eredményezne.
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Kovetkezésképp azt kapjuk, hogy
L—(1+4[logm])L* <2L*,

amibdl adédik, hogy L < 3 + 4[logm])L*, azaz igazoltuk, hogy az algoritmus O(logm)-
versenyképes. [l

7.2.1. Az 1do modell

Ebben a modellben egyetlen algoritmust elemziink, amelynek alapétlete, hogy a munkakat
az érkezési 1d6k alapjan szétosztja €s az egyes munkahalmazokat a munkak ismeretében op-
timdlisan offline médon iitemezi. Ezt a algoritmust intervallumonkénti iitemezd algoritmus-
nak nevezziik és INTV algoritmusként jeloljiikk. Az algoritmust a [49] cikkben publikaltak.
Legyen ¢ az els6 munka érkezési ideje, ettdl az id6ponttdl kezdve az algoritmus a kovetkezd-
képpen viselkedik.

INTV Algoritmus

amig a munkasorozat nem ér véget
1. legyen H at id6pontig megérkezett €s litemezetlen munkdk halmaza
2. legyen OF F ezen munkdkra egy optimdlis offline litemezés
3. rendeljiik hozz4 a munkdkat a gépekhez a kapott iitemezésnek megfelelden
4. legyen g a kapott maximaélis befejezési 1d6
5. ha érkezett a (z,¢| intervallumban 4j munka vagy a munkasorozatnak vége van, legyen
t:=gq
6. egyébként legyen r a kdvetkezd munka érkezési ideje

27 2

A INTYV algoritmus versenyképességére vonatkozik a kovetkez6 allitas.
23. tétel. [49] Az Idé modellben az INTV algoritmus 2-versenyképes.

Bizonyitds: Vegyiik a munkdknak az algoritmus éltal kapott litemezését. Az algoritmus
tulajdonképpen fizisokban dolgozik, minden offline iitemezési megoldas végrehajtasa egy
fazisnak felel meg. Jeldlje i ezen fazisok szamat, vagyis azt ahdnyszor az optimadlis liteme-
zést megkerestiik a mdr megérkezett de még nem litemezett munkakra. Tovabba jeldlje #;
a j-edik fazis kezdetét minden j-re és T az iitemezés befejezési idejét. Legyen 73 =T —¢;,
T, =ti—ti_1, Ty =ti_1 és Topr az optimalis offline koltség. Ekkor 7> < Tppr. Ez az észrevétel
nyilvanval6 abban az esetben ha az (i — 1)-edik fazis befejezésekor nincs titemezend6 munka.
Ha az utols6 fazis rogton az (i — 1)-edik fazis befejezésekor kezd6dik, akkor az egyenl&tlen-
ség azért teljesiil, mert az i-edik 1épésben iitemezett munkdkat az optimélis algoritmusnak is
utemezni kell. Masrészt 71 + T3 < Topr. Ezen észrevétel igazolasdhoz vegyiik észre, hogy az
i-edik 1épésben ilitemezett munkdk mindegyikének legaldbb 77 =t;_; az érkezési ideje, ellen-
kezd esetben mar az i — 1-edik 1épésben iitemeztiik volna dket. Kdvetkezésképp az optimalis
algoritmus nem iitemezheti ezeket a munkakat a 77 id6pont el6tt. Mdasrészt a munkdk végre-
hajtasdhoz legaldbb tovabbi 73 id6 kell. Mivel az algoritmus éltal kapott iitemezés koltsége
T\ + T» + T3, ezért a tétel allitasa kovetkezik. [J
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Kés6bb az algoritmusndl kisebb versenyképességi hanyadossal rendelkezd algoritmuso-
kat is sikertiilt kifejleszteni. Az [50] dolgozatban igazoltdk, hogy az ONLINE LPT algoritmus,
amely minden id&pontban, amikor szabad haszndlhaté gép van, a mar megérkezett de még
el végrehajtani a gépen, 3 /2-versenyképes. Szintén az [50] dolgozatban igazoltak az alabbi
allitast.

24. tétel. [50] Nincs olyan online algoritmus az online iitemezés 1dé modelljében a maxi-
madlis befejezési id6 minimalizdldsdra, amelynek a versenyképességi hanyadosa kisebb, mint
4/3.

Bizonyitds: A bizonyitdsban egy némileg erdsebb allitast igazolunk. Legyen o ~ 0,3473
az o —30+ 1 = 0 egyenlet [1/3,1/2] intervallumba esé megolddsa. Igazoljuk, hogy egyetlen
online algoritmusnak se lehet kisebb a versenyképességi hanyadosa, mint 1 4 o. Vegyiink egy
tetszbleges online algoritmust, jelolje ALG. Tekintsiik a kovetkezd munkasorozatot.

A 0 id6pontban egyetlen munka érkezik, amelynek a megmunkélési ideje 1. Legyen S
az az id6pont, amelyben az algoritmus elkezdi a munkét végrehajtani valamely gépen. Ha
S1 > a, akkor erre az egyetlen munkdbdl all6 bemenetre ALG(I)/OPT (I) > 1+ o, amivel az
allitast igazoljuk. Tehat feltehetjiik, hogy S1 < .

A kovetkezd munka érkezzen az S; idGpontban, a megmunkalasi ideje legyen /(1 — ).
Legyen a kezdési ideje S». Amennyiben S, < §;+ 1 —o/(1 — ), akkor a munkasorozatot m-
1 darab munkdval fejezziik be, amelyek mindegyikének az érkezési ideje S, a megmunkdalasi
ideje pedig 1 + o /(1 — o) — S». Ekkor egy optimdlis offline algoritmus az els6 két munkat
ugyanazon a gépen litemezi, a maradék m — 1 munka mindegyikét pedig egy-egy gépen az S
id6pontban elkezdve, igy az optimalis maximalis befejezési id6 1 4+ o /(1 — o). Masrészt az
online algoritmus esetében az utolsé m + 1 munkabdl legalabb egyet csak az els6 vagy a ma-
sodik munka befejezése utdn kezdhetiink el, igy erre a bemenetre ALG(I) > 1+20a/(1 — o),
amibdl adodik, hogy ebben az esetben sem lehet az algoritmus versenyképességi hanyadosa
kisebb, mint 14 o.. Kovetkezésképpen feltehetjiik, hogy S» > S1+1—0o/(1 —a).

Ekkor az S +1—a/(1 — o) id6pontban m — 2 darab munka érkezik, amelyeknek a meg-
munkadlasi ideje o/ (1 — ) és egy tovabbi munka, amelynek a megmunkalasi ideje 1 — ot/ (1 —
o). Az optimdlis iitemezésben a mdsodik és utolsé munka kivételével, minden munkat kiilon
gépen hajtunk végre, a masodik és az utols6 munkat ugyanazon a gépen és igy egy olyan
titemezést kapunk, amelyben a maximalis befejezési id6 1+ S;. Mivel az S1+1—a/(1 — )
az utols6 m munka egyikét sem kezdte el az online algoritmus, ezért van olyan gép, amelyen
ezutdn az idpont udn legalabb két munkat kell végrehajtania, és ezen a gépen a maximalis
befejezési id6 legaldbb S; +2 —a/(1 — o) lesz. Mivel S; < o, ezért az OPT (I)/ALG(I) ha-
nyados az S1 = o érték mellett minimalis, és ebben az esetben a hdnyados 1 + o, amivel az
allitast igazoltuk. [

7.3. Visszautasitasos modellek

A visszautasitdsos modellt a [7] cikkben definidltdk. Ebben a modellben is m darab gép van,
minden munkdnak van egy p; megmunkaldsi ideje de a munkdknak van egy b; biintet€s érté-
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ke, amely a visszautasitds koltségét adja meg. A munkdkat vissza lehet utasitani, az elfoga-
dott munkdkat titemezni kell, a minimalizaland teljes koltség a kapott litemezés maximalis
befejezési idejének és a visszautasitott munkdk Osszbiintetésének az Osszege. Itt a problé-
ma online véltozatat vizsgaljuk, amelyben a munkak egyenként érkeznek és minden munka
esetén a munka érkezésekor el kell donteniink, hogy a munkat visszautasitjuk-e. Amennyi-
ben a munkat elfogadjuk akkor azon nyomban iitemezniink kell. Az algoritmusok elem-
z€se soran hasznalni fogjuk a kovetkezd jeloléseket: tetszdleges H halmazra By =Y ;cy bi,

Py =Y icy Pi» Mg = max;cy p;, tovdbbd legyen ¢ = # ~ 1.62. Az algoritmusok elemzése
sordn hasznaljuk a Py halmazt, amely azokat a munkakat tartalmazza, amelyekre b; < p; /m,
tovabba egy rogzitett optimélis megoldas esetén OP és OS jeloli az elutasitott €s az iitemezett
munkdk halmazat.

//////

visszautasitasnal.

RP, Algoritmus:
- Ha a munkdra b; < ap; teljesiil, akkor utasitsuk vissza a munkat, egyébként iitemezziik
a LISTA algoritmus szerint. Az algoritmusban o egy pozitiv paraméter.

Az algoritmus versenyképességi hanyadosat két gépre az aldbbi tétel adja meg, amit bi-
zonyitds nélkiil kozliink.
25. tétel. [7] Két gép esetén az RPy_| algoritmus @ versenyképes.

Megjegyezziik, hogy az algoritmus nem konstans versenyképes ha a gépek szdma tart a
végtelenbe. A masodik algoritmus az éltaldanos esetre is j6 megoldast szolgaltat.

RTP, Algoritmus

- Amennyiben a munka a Py halmaz eleme, akkor utasitsuk el.

- Egyébként legyen B a Py halmazon kiviili, visszautasitott munkdk 6sszbiintetése. Ha B+
bj < apj, akkor utasitsuk vissza a munkdt, ellenkezd esetben iitemezziik a LISTA algoritmus
szerint.

26. tétel. [7] Az RTPq_ algoritmus (1 + @)-versenyképes.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetsz6leges I bemenetet és rogzitsiink egy optimélis megoldast.
Legyen oo = ¢ — 1. Legyen ROPT (I) az optimdlis teljes biintetés és SOPT (I) az optimélis
litemez€si koltség. Legyen P az RTPy_; algoritmus altal elutasitott munkak halmaza. Ekkor

az algoritmus definicidja alapjan kapjuk, hogy Py C P. Definialjuk a kovetkezd halmazokat:

X =0S\P, Y=0P\P,
Z=0PN(P\R), U=O0PNPk,,

V=0SNP), W=0SN(P\PR).
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optimalis algoritmus

elutasit elfogad

OP 0os
Po U V

usenjz

RPTg-1

peboyja

7.5. dbra. A felhasznalt halmazok

A halmazokat a 7.5 dbra szemlélteti. Allitjuk, hogy ezekre a halmazokra a kovetkezd
egyenldtlenségek teljesiilnek:

(1) Bw < oMy,
(2) o-My < Bz+ By + By.
P
(3) By <—* ha BC P
m

P
(4) BHZEH ha BNPy=0

Els6ként igazoljuk (1)-et. Legyen j az utolsé munka a W halmazbdl. Amikor a munkét
visszautasitottuk, akkor B+b; < o« p; teljesiilt. Mdsrészt j az utolsé munka W-bdl, igy a
hasznélt B + b; ért€k pontosan By, tovabba p; < My nyilvanvaldan teljesiil.

Most igazoljuk (2)-t. Legyen j € Y a maximadlis méretli munka: p; = My. Amikor a mun-
kat elfogadtuk titemezésre akkor teljesiilt B+b; > op ;. Masrészt a Py-n kiviili visszautasitott
munkékat a ZUW halmaz tartalmazza. Igy az algoritmusban vizsgalt B+ b érték legfeljebb
Bz + By + By, amivel (2)-t igazoltuk.

A (3) és (4) egyenl6tlenségek egybdl adédnak a Py halmaz definiciéja alapjan.

Mivel a LISTA algoritmust haszndljuk az litemezéshez, ezért azt kapjuk, hogy

Py +P
RTP(I) < X117

+ Mxyy + By + By + By + Bw.

Els6ként tegyiik fel, hogy My y = Mx. Ekkor haszndlva az (1)—(4) egyenlGtlenségeket
azt kapjuk, hogy

Px Py
RTP(I) < ot By + My + By +By+ -+ oMy <

(14+0)SOPT(I)+2-ROPT(I) < (1+)OPT(I).

Most tegyiik fel, hogy My y = My. Ekkor haszndlva az (1)—(4) egyenl6tlenségeket azt
kapjuk, hogy
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Bz + By

Px Py
RTP(I)§Z+By+ +My +By +By + -+ oMy <

(2+0€)SOPT(I) + (1 + l/oc)ROPT(I) < (1 +(p)0PT(I),
mert

1
2—}—0L:1+(pvalamint1+1/oc:1+F:1—|—(p

Mivel az Osszes esetet megvizsgéltuk, ezért az allitast igazoltuk. [J

A lehetséges versenyképességi hdnyadosokra teljesiil az aldbbi als6 korlat.

27. tétel. [7] Nincs olyan online algoritmus amely jobb, mint c-versenyképes az m-gépes
visszautasitdsos iitemezési feladatra, ahol ¢ az X"~ +x""2 + ...+ 1 = x. egyenlet megolddsa.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy van olyan algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi
hényadosa, mint c¢. Vegyiik a kovetkez6 munkasorozatot. Legyen az i-edik munka (1,1/c")
i=1,...,m—1, (ahol tehdt p; = 1 és b; = 1 /'), és az m-edik munka (1,1). Ha az algoritmus
az els6 m — 1 munka koziil valamelyiket elfogadja, akkor a sorozat véget ér. Tegyiik fel, hogy
a j-edik munkét fogadta els6ként. Ekkor az algoritmus koltsége 1 + Z{:—ll 1/ct az optimalis
koltség Y7, 1/ ¢, igy a hanyados c, ami ellentmondés. Tehdt az algoritmus el kell fogadja
az els6 m — 1 munkat, igy fliggetleniil attél, hogy az utolsé munkét elfogadja -e a koltsége
1+ Z;.";II 1/c' lesz, mig az optimdlis koltség 1. Tehdt a hanyados ismét ¢, amivel ismét
ellentmondashoz jutottunk. []

Visszautasitdsos modelleket vizsgdlnak még példaul a kdvetkezd dolgozatok is: [19, 20].

7.4. A gépkoltséges iitemezési feladat

A gépkoltséges iitemezési feladatot a [34] cikkben definidltdk. Ellentétben a hagyoményos
titemezési feladatokkal, amikor a gépek m szdma el6re adott, és ezekkel a gépekkel kell
valahdny munkét elvégezni. A gépkoltséges litemezési feladat esetén kezdetben egyetlen
gépiink sincs, a gépeket is meg kell vasarolni. A legtobb vizsgalt modellben minden gép
vasarlasi koltsége 1. A feladat online, vagyis egyenként érkeznek az elvégzendd munkdk. A
legels6 munka érkezésekor megvessziik az elsd gépet.

Ha mdr ugy latjuk jénak, hogy a kdvetkezd munkdt ne a meglevd egyetlen géptinkre lite-
mezziik, akkor vehetiink egy masodik gépet, ismét 1 egységnyi dron, és arra is iitemezhetjiik
az éppen megérkezett munkdt, és igy tovabb.

A kérdés az, hogy mikor vasaroljunk dj gépet, masrészt pedig a meglévd gépeken a mun-
kakat hogyan iitemezziik.

Tehat egy-egy ) munka érkezésekor dontiink arrdl, hogy vesziink-e 4j gépet, és arrdl is
hogy az aktudlis munkét melyik gépre iitemezziik. Eddig legink4bb azt a modellt vizsgaltak,
amikor a cél a gépekre kifizetett pénz (vagyis a vasarolt gépek szdma), és a teljes atfutdsi id6
0sszegének minimalizalasa.
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Az els6 algoritmus, amit a [34] cikkben mutattak be a feladatra, az a kdvetkez6. Folya-
matosan szdmoljuk a mar megérkezett munkdk S 0sszhosszat. Amint ez az S érték eléri a
kovetkez6 négyzetszam értékét, vagyis § > k%, ahol k egész szam, akkor megvessziik a k-
adik gépet, (egyébként nem vesziink 1j gépet), a munkdk litemezését pedig mindig a LISTA
algoritmus szerint végezziik.

Az algoritmus versenyképességi hdnyadosa az aranymetsz€s ardnya, ami ¢ = @ ~
1.62. A cikkben tovdbbd bebizonyitottdk hogy a feladatnak 4/3 &~ 1.333 alsé korlatja.

Az el6bbi algoritmus alapgondolata a kovetkezd: Ha sok kicsi méretli munka érkezik, ak-
kor ezeknek egy-egy téglalapot megfeleltetve amelyeknek a szélessége 1, mig a magassaga
pedig a munka mérete, ezekre akkor kapunk optimdlis megoldast, ha a gépek szdma meg-
kozelitdleg egyenld a teljes atfutdsi idovel (mert ekkor egy nagy négyzetbe pakolhatok be a
kicsi téglalapok). Ugyanis a célfiiggvény a gépek szama plusz a teljes atfutdsi idS, ez a be-
foglal6 téglalap félkeriilete (szélessége plusz magassdga), adott teriilet esetén pedig a keriilet
akkor minimalis, ha a téglalap négyzet. Emiatt tehat akkor kell 4j gépet vasdrolni, amikor
a kis téglalapok Osszteriilete mar nagyobb mint az aktudlis gépszdm négyzete. Ez az otlet
jol miikodik akkor, ha kicsi a téglalapok mérete. (Ilyenkor val6jaban a 4/3 versenyképességi
hanyados is elérhetd, ami a feladat als6 korlatjaval egyenld, tehat ilyenkor optimalis az el6bbi
algoritmus.)

Ha azonban valamikor egy jokora méretli munka érkezik, akkor az el6bbi technika mar
nem vezet optimdlis algoritmushoz. A [21] cikk egy olyan algoritmust javasol, amelynek

a versenyképességi hanyadosa 1.6-nal mar némileg kisebb, pontosabban (2\/6—1— 3) /5~
1.5798.

Ez az algoritmus a kovetkez8képpen miikodik: Utemezziik a munkét a jelenlegi gépek
egyikére a LISTA algoritmus szerint, ha ezaltal a teljes atfutdsi id6 nem novekszik 2k folé,
ahol k a gépek aktudlis szdma. Egyébként vegyiink 4j gépet, és arra iitemezziik a kovetkezd
munkat.

Ez az algoritmus némiképp képes tehat kivédeni azt az esetet, ha utoljara (vagy valamikor)
egy hosszabb méreti munka érkezik.

A jelenleg legjobb versenyképességi ardnnyal rendelkezd algoritmust a [18] cikk kozli,
ennek versenyképességi hanyadosa (2 +7 ) /3 &~ 1.5486, ami tehat kozelit6leg harom sza-
zaddal jobb, de még mindig 1.5 f6lott marad. A versenyképesség bizonyitdsa itt mar tobb
mint 6 oldalt igényel. Ez az algoritmus a kdvetkezd munka ilitemezésénél mar figyelembe
veszi a teljes atfutasi id6 esetleges novekedését, a munkak 0sszhosszat, valamint ezen kiviil
még a legnagyobb munka hosszat is.

A versenyképességi hanyados felsékorlatjanak bizonyitasa sok feladat esetében gy torté-
nik, hogy az algoritmus altal kapott célfiiggvény-értéket nem kozvetleniil az optimdlis megol-
dds értékével hasonlitjuk 6ssze, hanem egy, a bemenetre vonatkoz6 alsé korlattal, LB(I)-vel.
Ennek oka az, hogy ez ut6bbi sok esetben konnyen kiszamithat6, mig OPT (I) értékét sok
esetben nem ismerjiik pontosan. A gépkoltséges feladat esetén a két szokdsos alsé korlat a
kovetkezs: 2+/P, ahol P a munkdk osszmérete, valamint L + %, ha L > /P, ahol L a leg-
nagyobb munkaméret. A gépkoltséges feladat esetén tehat LB(I) = 2+/P, ha /P > L, és
LB(I) =L+ %, ha L > +/P. A [18] cikkben szerepel annak a bizonyitésa is, hogy nincs olyan
algoritmus, amelyre ennek az als6 korldtnak a segitségével ALG(I)/LB(I) < 1.5 bizonyitha-
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t6 lenne. Ez nem azt jelenti hogy ennél hatékonyabb algoritmus nem konstrualhat6é (ennek
eldontése még nyitott kérdés), csak azt, hogy ha taldlhat6 olyan algoritmus amelynek a ver-
senyképességi hdnyadosa 1.5-nél kisebb, akkor ennek bizonyitdsdhoz tovabbi, djfajta alsé
korlatok felhaszndldséra lesz sziikség.

A gépkoltséges feladat alsé és felsd korldtja kozotti rés a masik oldalrdl is szikiilt, mert
a cikk a feladat alsé korlatjat 4 /3-r6l v/2-re javitja. Ez a jelenleg ismert legjobb alsé korlat.
Vagyis egy optimadlis algoritmus versenyképességi hanyadosa 1.414 és 1.548 kozott van.

A feladat édltalanosabb valtozataval foglalkozik [33], ahol a gépek vasarldsanak koltsége
egy altalanos koltségfiiggvénnyel van megadva.
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8. fejezet

Ladapakolas és altalanositasai

8.1. Ladapakolasi modellek

A ladapakolasi probléméban bemenetként targyak egy L sorozatit kapjuk meg, ahol az i-edik
targyat a mérete hatdrozza meg, ami egy a; € (0,1] érték. Célunk a tirgyak elhelyezése a
lehetd legkevesebb, egység méretli ladaba. Formalisabban megfogalmazva, a targyakat olyan
csoportokba akarjuk osztani, hogy minden csoportra a benne levo targyakraa ) a; < 1 feltétel
teljesiiljon, és a csoportok szdma legyen minimaélis.

A ladapakoldsi problémak elemzésére a versenyképességi hanyados helyett az aszimp-
totikus versenyképességi hanyadost vizsgaljdk. (A versenyképességi hanyadost a legtobb
ladapakolasi modellben nem vizsgéljdk, ha igen akkor abszolut versenyképességi hanyados-
nak hivjak.) Egy A algoritmus aszimptotikus versenyképességi hdnyadosa (RY) a kovetkezd
formulédkkal definidlhato:

RY =max{A(L)/OPT(L) | OPT(L) =n}

R} = limsupR}.
00

Az aszimptotikus hdnyados f6 tulajdonsiga az, hogy azt vizsgalja, miként viselkedik az
algoritmus akkor, ha a bemenet mérete nd, pontosabban ha az optimalis koltség végtelenhez
tart. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus szabadon helyezheti el a kezdeti elemeket a listardl.

A fentiekben definidlt Iddapakolasi problémdanak szamos valtozata, dltaldnositdsa van. Az
aldbbiakban megemlitiink néhdnyat. A lddapakolési probléma harom kiilonbozé médon 4l-
taldnosithatd tobb dimenzidra. Az elsd éltaldnositds a vektorpakolds, amelyben a targyak
d-dimenzids vektorok és ugy kell elpakolni 6ket, hogy minden ldddban minden koordinatara
az ott szerepld értékek Osszege legfeljebb 1 legyen. A mdsodik altalanositds a dobozpakolds,
ahol tobbdimenziés dobozokat kell pakolni tobbdimenzids egységliddiakba. Végiil a harma-
dik éltaldnositds a savpakolds, ahol egy egységnyi sz€les savba pakolunk targyakat és célunk
a sziikséges magassdg minimalizdldsa. Fontos még megemliteniink a 1ddafedési problémat,
amelyben célunk, hogy a targyakkal a lehetd legtobb ladat toltsiik legalabb egységnyi méreti-
re. Ezeket a modelleket itt nem targyaljuk, részletek taldlhatok a [15] attekint dolgozatban.
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8.2. Az NF algoritmus, helykorlatos algoritmusok

Erdemes még megemliteniink azt a modellt, amelyben az egyszerre nyitott 1ddak szdma kor-
latozott. Ez azt jelenti, hogy amennyiben a nyitott 1dddk szdma elér egy k-korlatot, akkor ezt
kovetden csak akkor nyithatunk dj 1adat, ha az eddig nyitott 1dddk valamelyikét bezarjuk, ami
azt jelenti, hogy tobbet nem haszndlhatjuk. Ha a nyitott 1dddk szdma csak egy lehet, akkor az
egyetlen algoritmus, amely haszndlhat6, a kovetkezd a [37, 39] dolgozatokban bemutatott €s
elemzett NF algoritmus.

NF algoritmus: Amennyiben a targy elfér a nyitott 1dddban tegyiik oda! Ellenkez6 eset-
ben zérjuk be a nyitott 1adat, nyissunk egy 1j 1adét és tegyiik abba a targyat!

28. tétel. [37, 39] Az NF algoritmus aszimptotikus versenyképességi hdnyadosa 2.

Bizonyitds: Vegylink egy tetszbleges G targysorozatot. Jelolje n az NF algoritmus 4ltal
hasznalt 1adak szamdt, tovabbd legyen S;, i = 1,...,n az i-edik laddban levé targyak mérete-
inek Osszege. Ekkor S; + S;+1 > 1, hiszen ellenkez esetben az (i + 1)-edik ldda elsG eleme
elfért volna az i-edik 1dd4dban, ami ellentmond az algoritmus definicidjdnak. Kovetkezésképp
a targyak méreteinek Osszege legaldbb |n/2]. Mdsrészt az optimdlis offline algoritmus sem
rakhat 1-nél tobb osszméretli targyakat egy laddba, igy azt kapjuk, hogy OPT (c) > |n/2].
Ez azt jelenti, hogy

NF (o) o
OPT (o) ~ |n/2|

Misrészt ha n tart végtelenbe, akkor 1/|n/2] tart a 0-hoz, amivel igazoltuk, hogy az
algoritmus aszimptotikusan 2-versenyképes.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa leg-
alabb 2. Ehhez tekintsiik minden n-re a kovetkezd G,, sorozatot. A sorozat 4n targybodl all, a
(2i — 1)-edik targy mérete 1/2, a 2i-edik targy mérete 1/2n, ahol i = 1,...,2n. Ekkor az NF
algoritmus az i-edik laddba a (2i — 1)-edik és a (2i)-edik targyat teszi, és NF(c,) = 2n. Az
optimalis algoritmus az 1/2 méret( targyakat parositja, és a kis targyakat egy tovabbi ladaba
teszi, igy OPT (6,) = n+ 1. Mivel NF(c,)/OPT(c,) =2—2/(n+1) a 2 értékhez konver-
gdl, ha n tart végtelenbe, ezért igazoltuk, hogy az algoritmus aszimptotikus versenyképességi
hanyadosa legaldbb 2. Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy val6jdban azt is igazoltuk, hogy
az algoritmus abszolut versenyképessége is 2. [

<2+41/|n/2).

Itt érdemes megemliteniink, hogy amennyiben egynél tobb (de korlatozott szamu) lada
lehet nyitva, az NF algoritmusndl jobb algoritmusok is ismertek. A jelenlegi legjobb algo-
ritmusok a harmonikus algoritmusok csalddjdba tartoznak, ahol az alapétlet az, hogy a (0, 1]
intervallumot részintervallumokra osztjuk, és minden targynak az az intervallum lesz a ti-
pusa, amely intervallumba a mérete esik. A kiillonboz6 tipusu targyakat kiillonbozé 1addkba
pakoljuk, az algoritmus parhuzamosan alkalmaz egy-egy NF algoritmust az egyes tipusokhoz
tartozo targyakra.
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8.3. Also korlatok online algoritmusokra

Ebben a részben azt vizsgaljuk, miként taldlhatunk dltaldnos alsé korldtokat a lehetséges
versenyképességi hanyadosokra. Els6ként egy egyszer( als6 korlétot tekintiink, ezt kovetden
megmutatjuk miként altaldnosithaté a bizonyitds alapgondolata egy dltaldnos mddszerré.

29. tétel. Nincs olyan online algoritmus a lddapakoldsi problémdra, amelynek az aszimpto-
tikus versenyképességi hanyadosa kisebb, mint 4 /3.

Bizonyitds: Legyen A egy tetsz6leges online algoritmus. Tekintsiik tdrgyaknak a kovet-
kez§ sorozatdt. Legyen € < 1/12 és Ly egy n darab 1/3 + € méreti targybdl all6 sorozat, L,
pedig n darab 1/2 + € méreti targybdl all6 sorozat. Els6ként az algoritmus megkapja az L,
listat. Ekkor az algoritmus bizonyos laddkba két targyat tesz, bizonyos lddakba egyet. Jelolje
k azon laddk szamdt, amelyek két targyat tartalmaznak. Az L; lista pakoldsat a 8.1 dbran
szemléltetjiik.

203+

Ly

13+

-

~— ~
k darab lada n-k darab lada

8.1. dbra. Az bizonyitdsban hasznélt pakolds

Ekkor az algoritmus koltsége A(L;) = k+ (n — 2k) = n — k. Masrészt az optimélis off-
line algoritmus minden laddba két targyat tesz, igy a koltség OPT(L;) = n/2. Amennyi-
ben ugyanez az algoritmus az LiL; Osszetett listat kapja, akkor az elsé részben szintén k
1adat hasznal két targynak. (Az online algoritmus nem tudja, hogy az L vagy az LiL; lista
alapjan kapja a tdrgyakat.) Kovetkezésképp az 1/2 + € méretd targyak koziil csak n — 2k
darabot pérosithat az el6z6 targyakhoz, a tobbihez mindhez uj 1adat kell nyitnia. Tehdt
A(LiLy) > n—k+ (n— (n—2k)) = n+ k. Maszrészt az optimalis offline algoritmus min-
den 14dédba egy kisebb, 1/3 + € méretdi és egy nagyobb, 1/2 + € méreti targyat tesz, igy
OPT (L1L,) = n. Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy az A online algoritmusra van olyan L
lista, amelyre

A(L)/OPT(L) > max { ”n;zk , ”T*k} > 4/3.

Misrészt a fenti hdnyadosokban az OPT (L) érték legaldbb n/2, ami tetszGlegesen nagy-
nak valaszthaté. Igy a fenti egyenl6tlenségbdl adédik, hogy az A algoritmus aszimptotikus
versenyképességi hanyadosa legaldbb 4 /3, amivel a tétel allitasat igazoltuk. (]

A pakolasi mintak médszere

A fenti bizonyitds alapétlete, hogy egy hosszabb tirgysorozatot (a fentiekben LiL,) ve-
sziink és az algoritmus viselkedésétdl fiiggden vélasztjuk ki a sorozatnak azt a kezdészeletét,
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amelyre a koltségek hanyadosa maximadlis. Természetes gondolat a bizonyitdsban hasznalt
sorozatndl bonyolultabb sorozatot hasznalni. Tobb alsé korlat sziiletett kiilonbdz6 soroza-
tok felhaszndldasaval. Mdasrészt a sorozatok elemzéséhez sziikséges szamitasok egyre bonyo-
lultabbak lettek. Az aldbbiakban megmutatjuk miként irhaté fel a sorozat elemzése vegyes
egészértékid programozasi feladatként, amely lehet6vé teszi, hogy az alsé korlatot szamitégép
segitségével hatdrozzuk meg.

Tekintsiik a kdvetkez6 targysorozatot. Legyen L = L1L; ... Ly, ahol L; n; = o,;n egyforma
méret(i tdrgyat tartalmaz, amelyek mérete a;. Amennyiben egy A algoritmus C-versenyképes-
ségfi, akkor minden j-re teljesiilnie kell a

) A(Ly...Lj)
C > limsup ———————
feltételnek. A fentiekben tekinthetjiik azt az algoritmust, amelyre az altalunk adhat6 alsé
korldt minimalis, igy célunk az

R = mingmax ;_; _;limsup AL L)
S e OPT(Ly ... L))
érték meghatarozasa, amely érték egy also korlat lesz a versenyképességi hdanyadosra. Ezen
érték meghatarozhat6 egy vegyes egészértékii programozési feladat optimumaként. A feladat
megadasdhoz sziikségiink van a kovetkezd fogalmakra.

Egy tetsz6leges ldddra, a 1dda tartalma leirhat6 a 1dda pakoldsi mintdjaval, amely azt ad-
ja meg, hogy az egyes részlistadkbdl hany elemet tartalmaz a lada. A pakoldsi