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Kivonat

A szimbolikus algebra rendszerek elterjedése kapcsan egyre nyilvanvalobb az optima-
lizalasi feladatok atirasanak, kedvezébb alakra hozasanak lehetsége. Az ilyen egyszertisi-
tések haszna tobbrétd lehet. Egyrészt kevesebb mivelettel kiértékelhets alakra hozhatjuk
az érintett fliggvényeket. Folismerhetiink tovabbé olyan, a feladat redundancidjara vo-
natkozo Osszefiiggéseket, amiket altalaban nincs esélyiink észrevenni. Ezek ismeretében az
atalakitott feladat megoldasaibol az optimalis pontokbol allo alteret is meghatarozhatjuk.
Végiil az esetleges dimenzi6csokkentés a legtobb optimalizalasi eljaras iteracioszamanak
csokkenését eredményezi. Az automatikus miikodés miatt eljardsunk érdemi emberi kézbe-
avatkozast nem igényel, és igy nagy meéreti, bonyolult feladatok is kezelhetévé valhatnak.
A jelen cikkben attekintjiik az e téren végzett munkéankat, és Gj eredményeket mutatunk
az intervallum aritmetikan alapulé globélis optimalizalasi algoritmus hatékonysaganak és
pontossidganak novelése vonatkozasaban.

1. Bevezetd

Szimbolikus eszkozok régota hasznalatosak optimalizalasi feladatok megoldasaban. Pél-
d4ul a szimbolikus preprocesszalas a linearis programozasban [16], illetve ilyen atalakités
az AMPL automatikus ,presolving” mechanizmusa is [9, 10]. Egy djabb példa Liberti és
munkatéarsai Reformulation-Optimization Software Engine nevi (vegyes-)egészértékd opti-
malizalasi segédprogramja [14].

Csendes és Rapcsak cikkei [7, 19] megmutattak, hogy lehetséges korlatozas nélkiili nem-
linearis optimalizalasi feladatokat gy atirni automatikus modon szimbolikus eszkézokkel,
hogy kolcsondsen egyértelmid hozzarendelés létezzen a két probléma szélsGértékei kozott.
Ez a modszer alkalmas a redundans valtozok kikiiszobolésére és a feladat mas szempontbél
vald egyszerisitésére is.

Az eredeti (kicsit bonyolult) motivalé feladat a kovetkezs légzésmechanikai paraméter-
becslési probléma volt [13], a
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minimalizalésa, ahol Z1(w;) € C a mért impedancia érték és Z7 (w;) az impedancia mo-

dellfiiggvénye az w; frekvencia értékekre (i = 1,2,...,m). A keresett modell paraméterek
Row, Iaw, B, és 7. Az eredeti nemlinearis modellfiiggvény a fizikai modell paramétereivel:
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ahol v = 10'/% és 2 a képzetes egység.
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A szimbolikus algoritmus kidolgozasat a kovetkezs egyszertisitett modellfiiggvény mo-
tivalta, ami lineéris a modell paraméterekben:

Z’L(w)zRaw-l-——z ”

B Lowiw + A+ 0.25B + Blog(w) .
4.6w

A nehezen folismerhetd iigyes helyettesités lényegében az A = Blog(7). A modell paramé-
terek szama megegyezik a két alakban. Az atalakitas nagy érdeme, hogy linearis modellek
legkisebb négyzetes illesztése egyszeri, nem is igényel optimalizilast.

A cikk a kovetkezs szerkezetet koveti. A masodik szakaszban ismertetjiik az Gtletet és
megadjuk a kapcsolodo elméleti eredményeket. A harmadik szakaszban pedig az eljarassal
elérhetd javulés részleteit adjuk meg t6bb szempont szerint rendezve.

2. Az egyszertisitési modszer, otlet és elméleti ered-
mények

Tekintsiik a korlatozéas nélkiili nemlinearis optimalizalasi feladatot a

Jnin f(x), (1)
alakban, ahol f(z) : R” — R egy sima fiiggvény, amit képlet formajaban is ismeriink. Itt
képleten szimbolumoknak (konstans, valtozo, miiveleti jel, fiiggvény név és zarojel) egy zart
alakban folirt, szintaktikailag helyes kombinaciojat értjiikk. Ezt egy szamitogépes algebra
rendszerben (mint amilyen példdul a Mathematica) altalaban egy irdnyitott kormentes
grafot [20] leir6 listaval adhatjuk meg. A szimbolikus alak rendelkezésre allasa az egysze-
rlisités természetes foltétele, habar az optimalizalandé fiiggvény gyakran csak eljarassal
adott, esetleg kozelités formajaban, vagy példaul szimulaciéra tdmaszkodva érhetd el.

Az egyszertisitG eljaras azt donti el, hogy (1) atalakithato-e olyan ekvivalens alakba,
amely kedvezdbb valamely szempontboél: az 4j fiiggvény kevesebb aritmetikai miveletet
igényel a kiértékeléshez, a probléma dimenzidja alacsonyabb, vagy egyszertibb megolda-
ni valamely méas okbol. Az ekvivalens alak itt azt jelenti, hogy kdlcsonisen egyértelmi
leképezés adhato az eredeti és az atalakitott feladat szélsGérték pontjai kozott.

Csendes és Rapcsak [7] megmutattak, hogy egy g(y) célfiiggvény ekvivalens f(x)-el, ha
g(y) elsall a kovetkez6 transzformacioval:

e alkalmazzunk egy helyettesitést f(x)-re:
yi :=h(x), 1<i<nmn,
ahol h(x) egy sima fiiggvény, aminek értékkészlete R, és szigoriian monoton legalabb
egy x; valtozojaban,
e a megmaradé valtozokat nevezziik at:
yji=x5, j=1,...,i—1i+1,...,n,
és
e hagyjuk el azokat az y; valtozokat, amelyek nem szerepelnek a kialakult célfiiggvény-
ben.
Alkalmas helyettesitésen olyan y; = h(x) helyettesitést értiink, amelyre teljesiil, hogy
e h(x) sima, monoton legalabb egy z; viltozoban, és az értékkészlete R,

e h(x) jellemzi legalabb egy x; valtozo osszes elSfordulasat, azaz x; teljesen eltavolit-
hat6 f(x)-bél, ha h(x)-et y;-vel helyettesitjiik, és

e y; = h(x) nem egy egyszerd atnevezés, tehat h(x) # x;, i =1,...,n.



Az y; = h(x) helyettesités utan y valtozoinak szama legfoljebb annyi, mint az @ dimen-
zi6ja. A redundans valtozok torlddnek, ha h(x) tobb valtozo 6sszes eldfordulasit jellemzi.
Mas szoval fel tudjuk ismerni, hogy a modelliinket kevesebb ismeretlennel is meg lehet-e
fogalmazni. A megadott, a helyettesitésre vonatkozo foltételek elegendéek, de nem foltétlen
sziikségesek. Ennek megfelelGen a targyalt eljaras csak egy a lehetségesek kozott, mas utak
is elképzelhetsk.

Tekintsiik példaul az f(x1,22) = (x1+22)? fiiggvény minimalizalasat. Ez nyilvanvaloan
ekvivalens a g(y1) = yi szélséértékének megkeresésével, és az 1 és x2 optimalis értékeit
meghatarozhatjuk az y1 = x1 + z2 egyenletbdl, ami egy alkalmas helyettesitést ad. Ezen
a moédon végtelen sok minimumpontot is tudunk kezelni, ami amigy nem lenne lehetséges
a szokasos numerikus modszerekkel. Ez az egyik f6 célja a modszeriinknek: szimbolikus
helyettesitéssel felismerni és alkalmas helyettesitéssel megsziintetni a redundanciat a fiigg-
vényiinkben.

Az els§ cikkben [7] igazolt két tétel foltételeket ad az alkalmazott transzformaciokra
ahhoz, hogy az eredeti és az atirt feladat megoldasai szarmaztathatok legyenek.

1. tétel. Ha h(x) sima és szigorian monoton az x; vdltozéban, akkor az ennek megfeleld
transzformdcid egqyszerdsiti a fiigguényt abban az értelemben, hogy h(x) minden eléforduld-
sdt egy 4j vdltozdval helyettesitjik az dtalakitott g(y) figgvényben, mig f(x) minden helyi
minimumpontja (mazimumpontja) transzformdltja o g(y) fiiggvény minimumpontja (ma-
zimumpontja) lesz.
2. tétel. Ha h(x) sima és szigorian monoton az x; vdltozéban, és az értékkészlete egyenld
a valds szdmokkal (R), akkor a g(y) dtalakitott fiigguény minden y* helyi minimumpont-
jdhoz (mazimumpontjdhoz) van olyan x*, hogy y* az az ** transzformdltja, és x* helyi
minimumpontja (mazimumpontja) f(x)-nek.

Ugyanez a cikk mddszert javasolt az alkalmas helyettesitési képletek megkeresésére az
1. és 2. allitasban [7], ehhez képezni kell a 0 f(x)/0x; parcialis derivaltakat, majd szorzatra
bontani ezeket, és a faktorok k6zott megkeresni az alkalmas helyettesits képleteket.
1. allitds. Ha az x; vdltozd az f(x) sima figgvény képletében mindeniitt az h(x) kifeje-
2és formdjdban fordul eld, akkor a Of(z)/0x; parcidlis derivdlt folirhaté (Oh(x)/0z;) p(x)
alakban, ahol p(z) folytonosan differencidlhats.
2. allitas. Ha az z; és x; vdltozdk az f(x) figgvényben mindenhol eqy h(x) kifejezés
formdjdban jelennek meg, akkor a Of(x)/0x; és Of(x)/0x; parcidlis derivdltak szorzatra
bonthatdk gy, hogy (Oh(x)/0x;:) p(x), illetve (Oh(x)/0x;) q(x), és p(x) = q(x).

Ha Of(x)/0z; nem bonthato szorzatra, akkor csak olyan alkalmas helyettesitést végez-
hetiink, amelynek képlete az x; valtozo linearis fiiggvénye.

Az emlitett elméleti eredmények alapjan egy olyan szamitéogépes programot lehet ir-
ni, amely korlatozas nélkiili optimalizalasi feladatok egyszerisitésére automatikusan képes
alkalmas helyettesitést keresni. Az implementéacionk a kovetkezs lépéseket koveti.

1. Hatéarozzuk meg a célfiiggvény gradiensét.
2. Faktorizaljuk a parcidlis derivaltakat.

3. Gyfjtsiik Ossze az z;-re vonatkozo lehetséges helyettesitési képleteket az [; listaba:

(a) Inicializaljuk l;-t az iires halmazzal.

(b) Ha a faktorizalas eredményes volt 0f(x)/Ox;-re nézve, akkor egészitsiik ki az
l; listat a faktorok megfelel§ integraljaival.

(c) Bévitsiik az l; listat f(x) olyan részkifejezéseivel, amelyek linearisak z;-ben.

(d) Toroljiik I; azon elemeit, amelyek nem teljesitik az alkalmas helyettesités fol-
tételeit (az l;-beli kifejezéseknek monotonnak kell lenniiik z;-re vonatkozoban).

4. Hozzunk létre alkalmas helyettesitéseknek f(x)-re valo alkalmazasabol egy S listat:
S:Uli, izl,...,n.

5. Valasszuk ki a legkisebb miveletigényt elemet S-bdl, ami az egyszertsitett célfiigg-
vény lesz.

6. Oldjuk meg az egyszertisitett célfiiggvény minimalizalasi feladatat (ha lehetséges).



7. Hatarozzuk meg az eredeti feladat megoldasat az inverz transzformaéacié alkalmaza-
séaval.

Az algoritmus altal megkivant lépések tobbsége (parcialis differencialas, szorzatra bon-
tas, szimbolikus integralas és helyettesités) kozvetleniil elérhet6k a modern szamitogépes
algebra rendszerekben. Masrészt a Maple rendszerben irt els§ implementacionk azt mu-
tatta, hogy még a piacvezetd szamitogépes algebra rendszerekben is komoly hidnyossagok
vannak a behelyettesitési képességek és az intervallum aritmetika végtelen intervallumokra
val6 alkalmazasa terén [4].

Egy fiiggvény monotonitasat intervallum aritmetikaval is lehet ellendrizni. Egy f : R" —
R fiiggvény akkor monoton, ha barmely @,y € R"-re ha @ < y, akkor f(xz) < f(y)
(f(x) > f(y)). Ez ellentrizhets az f derivaltja értékkészletével: amennyiben az nem tar-
talmazza a nullat, akkor f monoton. Az algoritmusunkban azt kell tisztazni, hogy a h;(x)
helyettesits képletre igaz-e, hogy Oh;(x)/dz; nem veheti 6l a nulla értéket. Meg kell emlite-
ni, hogy a monotonités intervallum aritmetikaval val6 ellenérzését neheziti az intervallumos
szamitasok gyakori tilbecslése (az, hogy a kapott korlatok sokszor nem élesek).

3. Implementacié és szamitégépes eredmények

A [4] cikkben bemutatott Maple implementéci6 soran felmeriilt — a programkornyezet-
bél ad6dé — hidnyossagok kikiiszobolésére az eljarast megvalositottuk Mathematicaban is
[3]. A korabbival Gsszehasonlitva a Mathematicanak t6bb elénye is van. El6szor is, a mi
célunkhoz sziikséges helyettesitések sokkal jobban mikédnek, mivel a Mathematica progra-
mozasi nyelve term-atiradson alapul [15]. Pontosabban, a Mathematica helyettesits rutinja
regularis kifejezésekkel megadott term-atirasi szabalyokkal vezérelhetd, raadasul ezek a fel-
hasznalé altal definialt szabalyok magasabb precedenciat élveznek a rendszerbe épitettekkel
szemben [11]. Az megirt specialis helyettesit6 rutin mintegy 6tven programsorbol all, ami
a Mathematica elegéans, kifejez6 nyelvét ismerdk szaméra 6nmagéaban is arulkodik Gssze-
tettségérsl. Tucatnyi (késleltetett) szabalyt vezettiink be, amiket négy kiilonb6z6 modon
értékeliink ki, bevonva a képlet Mathematica altal kifejtett, egyszeriisitett, és faktorizalt
alakjait is. Valoszinileg ez a rutin a program legfontosabb része, hiszen t6bb fazisban is
meghivédik, igy kis javitdsokkal alapvetSen megvaltoztathaté az egyszertsitési folyamat
eredménye.

A Mathematicaban talalhato intervallum aritmetika is megbizhatobb: ez a helyettesités-
re széba jovs kifejezések gyors és megbizhato értékkészlet-becsléséhez kiilonosen fontos. Az
értékkészlet behatarolasara szolgalo naiv intervallumos befoglalast a beépitett intervallum
aritmetikaval valésitottuk meg.

Az j program tamogatja az Osszes lehetséges helyettesités felsorolasat is, majd ezek
koziil a legkedvezobb kivalasztasat az algoritmusunk 4.-5. lépésében, futési id6 tekintetében
mégis felveszi a versenyt az egyszeriibb Maple valtozattal, amely moh6 médon az els6 meg-
talalt alkalmas helyettesitést szolgaltatta. Koszonhets ez a mindkét szamitogépes algebra
rendszer altal kinalt, de a Mathematicaban alapvetSbb [12, 23] funkcionalis programozési
paradigma alkalmazasanak, és a Mathematica rendszer tovabbi kedvezd tulajdonsagainak,
mint amilyen a lista miveletek automatikus parhuzamositasa. Ugyanakkor az 6sszes lehet-
séges helyettesitésen értelmezett keresési térre vonatkozo korlatozas és szétvalasztas jellegi
stratégia megalkotasa gyorsitana az eljarason, ez egy eddig kiaknazatlan tovabbfejlesztési
lehetéség.

Késziilt egy webes alkalmazas is a bemutatott algoritmus képességeinek demonstrala-
sara, ez a Mathematica programkoddal egyiitt a kovetkezs linken érhetd el:

http://www.inf .u-szeged.hu/"csendes/symbsimp/

3.1. Elorelépés a Maple valtozathoz képest

A Mathematica implementécio hatékonysagat elGszor is a sajat teszthalmazon, abbdl is
a Maple verzi6 szamara problémaés eseteken vizsgaltuk. A korabbi vizsgélatainkban szerepld
tesztesetekre a Mathematicaban elért eredményt az 1. tablazat tartalmazza. Az ebben nem
szerepld esetekben a két implementécio kimenete azonos volt. Az érdekesebb helyettesité-
sek kiemelése érdekében az egyszerii atnevezéseket (y; := ;) nem tiintetjiik fel. Jelolések:
Azon.: a feladat azonositéja, Fel.: a feladat tipusa, Ered.: az eredmény jellege. Utobbi



1. tablazat. A problémds sajdt tesztfigguvényeken elért eredmények a Mathematica
implementdcioval

Azon.  f fiiggvény g fiiggvény Helyettesitések Fel. Ered.
Sin2 2x3 -sin(2z1 + z2) 2z3sin(y1) Y1 = 221 + 22 A 1
Expl eritee et Y1 = x1 + T2 A 1
Exp2 2e"1 T2 2e¥1 Y1 = x1 + T2 A 1
Sql 33 semmi semmi D 2
Sq2 (122 + 23)2 yi Y1 = T1T2 + T3 A 1
SqCosl (z1x2 + x3)% — cos(z1x2) v —cos(ziz2) Y1 = T1w2 + T3 A 1
SqExp2 (z1 + x2)? +2e'e1 12 y? + 2e!tu Y1 = T1 + T2 A 1
SqExp3 (z1 + x2)? +2e!T¥1H2 yi 4 2ettu Y1 =T1+ T2 A 1

két jellemz6 tartalma: A feladat tipusat A-nak definidljuk, ha egyszeriisité atalakitasok
adhatok a bemutatott elmélettel 6sszhangban. A feladat tipusa D, ha nem szamitottunk
semmilyen hasznos atalakitasra. Az eredmény jellege azt mutatja, hogy a programunk kor-
rekt helyettesitést adott (1), vagy semmilyen helyettesitést sem adott (2). A kategorizalas
részletesebb volt korabbi kozleményeinkben [2, 3, 4]

A Maple intervallum aritmetikaja kapcsan jelentkezd anomalidk miatt az eredeti imple-
mentacioban heurisztikat alkalmaztunk az értékkészlet-becslésre. A felmeriil6 hibak méasik
nagy csoportjat a gyenge helyettesité rutin okozta. A kovetkezGkben részletesen kifejtjiik
az eredményekben jelentkezd kiilonbségeket. A Sin2 problémara az Gj implementéacioé al-
kalmas helyettesitést talalt, mig a régi egy Osszetettebb, de nem monoton helyettesitést
szolgaltatott.

Ezp2-ben e"11*2 grtekkészlete nem a teljes valés szamok halmaza, de a Maple-ben
hasznalt heurisztikus értékkészlet-becslés alkalmas helyettesitésként ismerte fel. A Mathe-
maticaban késziilt értékkészlet-becsld rutin jobban teljesitett ebben az esetben.

Az Sql esetén a Maple nem ismerte fel z?z3-ben a xizo képletet, habar Sg2-nél
r1z2+x3-at megtalalta a négyzetes alakban. Mivel az utébbi a legmagasabb szinten szorzat
helyett Gsszeadas tipusid, a reprezentacidja kiilonboz6. MathematicaAban hasonlé az eset,
de az egyedi helyettesitési szabalyokbol épitkezs specialis helyettesitd rutin jol vizsgazott
erre a feladatra. Masrészt 122 nem monoton sem zi, sem o fiiggvényeként a teljes ke-
resési tartoményban (amit R-nek feltételeziink), ezért nem volt alkalmas helyettesitésként
megjeldlve.

Hasonloképp az SqCosi tesztfeladatra az 4j, Mathematica-alapt eljaras helyesen alla-
pitotta meg, hogy y1 = x1z2 nem monoton, ezért eltavolitotta a lehetséges helyettesitések
listajabol.

SqEzp2-3 esetén ugyancsak a Maple mintaillesztés terén jelentkezs gyengesége figyelhe-
t6 meg, mivel 21 + xo-et felismerte e'e” T@2-ben, ¢! T*1+*2_ben azonban nem. A Mathema-
tica implementacioban nem jelentkezett ez a problema. Osszefoglalasul megallapithatjuk,
hogy a Mathematica alapt implementéacidonk lényeges javitast jelent a korabbihoz képest,
és lényegében az elvarhaté médon miksdik.

3.2. Globalis optimalizalasi tesztfeladatokon elért eredmények

A Mathematica implementaci6 vizsgalata soran a standard és egyéb gyakran hasznalt
globalis optimalizalasi tesztfeladatokat tartalmazé teszthalmazt némileg bévitettiik a ko-
rabbi publikaciohoz képest [4, 3]. A legtobb esetben az 1j eredmény megegyezik a korabbi
megvalositaséval. A két eltérést a Schwefel-227 (Sch227) és a Schwefel-32 (Sch32) fiigg-
vény kétdimenzios alakjanél tapasztaltuk. A Schwefel-227 feladatra a Maple valtozat az
y1 = 27 + 23 — 2z, helyettesitést adta. Ez a kifejezés fedi z2-t, de nem monoton egyik val-
tozojaban sem, ezért a Mathematica véaltozat nem javasolta helyettesitésre. A Rosenbrock
feladattal rokon kétdimenzios Schwefel-32 esetén a Mathematica talalt alkalmas helyette-
sitést, mig a Maple nem.

Ezuttal az atalakitas futasi idejét is mértiik. Minden atirds a Mathematica 9.0-es verzi-
Ojaval késziilt, a futasi id6t fél 6raban maximaltuk. Azokban az esetekben, amikor a teljes



egyszerisités nem zajlott le 1800 masodpercen beliil, a futast megallitottuk. A numerikus
teszteket egy Intel i5-3470 processzorral, 8 GB RAM-mal, és 64-bites operacios rendszerrel
felszerelt szamitogépen futtattuk.

A teljesitmény profil értékelése alapjan kijelenthetd, hogy a futési id6 nagy részét — nem
meglep6 médon — a szimbolikus képlet-atalakitasok és a kiterjesztett helyettesitd rutin
igényelte. Mig az 1. tablazat atalakitasainak mindegyike kevesebb, mint 0,2 masodperc
alatt lezajlott, a standard tesztfeladatok futéasi ideje sokkal nagyobb szorast mutatott. A
45-b6l 24 teszteset kevesebb, mint egy méasodperc alatt futott. Tovabbi 10 esetben kevesebb,
mint egy perc elegendének bizonyult. Viszont 7 esetben t6bb, mint fél 6rat igényelt volna
az automatikus egyszerdsits.

Osszesen 45 jol ismert globalis optimalizalasi tesztfeladatot vizsgaltunk, és ezek koziil
8 esetben a Mathematica program talalt ekvivalens atirast. Mas szavakkal, a modszeriink
a teszthalmaz 18%-ara ajanlott valamiféle egyszerisitést. Tekintve, hogy ezekre a felada-
tokra nincs mas ismert médszer, amely ilyen jelleg automatikus egyszertsitéseket allitana
el6, az eredmény figyelemre mélto. Megvizsgaltuk, hogy a produkalt atirdsok milyen ha-
tast gyakorolnak egy klasszikus numerikus multi-start megoldo teljesitményére. Az Gsszes
tesztfeladat atlagaban a fiiggvény-kiértékelések szamanak az atirasnak kdszonhets relativ
javulasa 32,0% volt. Ugyanakkor ez a mutatoé a sajat tesztfeladataink atlagaban kedvezébb
(51,8%), a standard problémakon kevésbé jo (14,7%). A futasi id6k tekintetében az atalaki-
tott feladatalak szinte minden esetben egy kicsivel gyorsabb futéast tett lehetévé a GLOBAL
31,5%. E mutato6 a sajat tesztfeladataink atlagdban 56,9%, a standard probléméakra pedig
9,3%.

3.3. Az intervallumos befoglalas javitasa

Intervallumos moédszerek [1] mind népszertibbek olyan esetekben, amikor globalis op-
timalizalasi feladatok megbizhaté megoldasara van sziikség. Az intervallum aritmetikat
tamogato olyan korszerd szamitogépes eszkozok, mint a Matlab intervallumos kiegészits
csomagja, az Intlab, vagy magas szintd programozasi nyelvek, amelyek mind az interval-
lumos befoglalé fiiggvényeket, mind a derivaltakat automatikusan tudjik generalni (pl.
C-XSC) szélesitették a lehetséges alkalmazéasok korét. Mégis, az intervallumos szamita-
sok f6 nehézsége, az tigynevezett tilbecslés nagyon meg tudja névelni az egyes feladatok
megoldasahoz sziikséges szamitasi id6t.

A tilbecslésre az egyik gyakran hasznalt elrettents pelda az f(z) = z? — x fiiggveny
értékkészletének intervallumos befoglalasa az in. naiv intervallum aritmetika segitségével.
Tekintsiik az X = [0, 1] intervallumot. Ezen az f(z) értékkészlete nyilvan f(X) = [—0.25, 0],
hiszen 0 és 1 épp f(x) zérushelyei, és f(z) minimuma a 0.5 pontban van, az értéke -0.25.
Ezzel szemben f(z) egy befoglalo fiiggvénye F(X) = X - X — X, amit a [0,1] intervallumon
kiértékelve [0, 1]-]0, 1]—[0, 1] = [0, 1]—[0, 1] = [—1, 1]-et kapunk. Ez az intervallum nyolcszor
szélesebb, mint f(x) értékkeszlete a [0,1] intervallumon! Mikézben mindéssze két miveletet
hajtottunk végre, és nyilvanvaléan a bonyolultabb fiiggvények esetén nagyobb tilbecslésre
szamithatunk.

A probléma részletes elemzésébe most nem tudunk belemenni, de arra szeretnénk ra-
mutatni, hogy a probléméat az okozza, hogy ha matematikai bizonyit6 ergvel bir6é befoglalé
fiiggvényeket hatékonyan akarunk kiszamitani szamitogépen, akkor minden miivelet vég-
rehajtasa soran azt kell foltételezniink, hogy az argumentum intervallumok fiiggetlenek,
azaz az azokban 1év§ valds szdmok barmely kombinécidja el6fordulhat. Ez nyilvan nem
teljesiil a példankban. Az intervallum aritmetika hiivelykszabalya szerint akkor lehet pon-
tos befoglalast kapni, ha a fiiggvényiink tdgynevezett SUE tipust (single use expression),
amely tehat minden valtozot csak egyszer hasznal a kiértékelés soran. Ezt sajnos nem lehet
foltételezni altalaban gyakorlati feladatok esetén, s6t, a nagy méret modellezési feladatok
osszeallitasaban alkalmazott folyamatszintézis rendszerek [8] épp hogy erdsen redundéans
kifejezéseket produkélnak.

A cikkiinkben leirt modszer alapjaban véve az optimalizadlandé fiiggvényiink kiérté-
keléséhez sziikséges miiveletek szamat akarja cstkkenteni, és amennyiben ez lehetséges,
folismerni az eredeti alakban a redundancidt. Ez nem ugyanaz, mint ami az intervallu-
mos kiértékelés pontossaganak noveléséhez kell. A probléma megoldasanak els6 lépéseként
mégis azt vizsgaltuk meg, hogy a meglevé nemlineéris fliggvény egyszertsitési transzfor-



méacionknak mi a hatasa globalis optimalizalasi feladatok intervallumos modszerekkel valo
megoldasara. A tesztelt algoritmus az intervallumos Newton modszerrel kiegészitett korsze-
ri korlatozas és szétvalasztas tipusi globalis optimalizalasi algoritmus volt [18]. A megallasi
feltételbeli konstans legalabb két értékes jegynyi relativ pontossagot kovetelt meg.
Tekintsiik el6szor a jol ismert Rosenbrock feladatot (banan fiiggvényként is ismert, a
képlete (1 — x)? + 100(z* — y)?, az egyetlen helyi minimumpontja nyilvanvaléan (1,1)7,
az optimum értéke nulla). Maga az egyszertsités elhanyagolhaté mennyiségd szamitast
kellett volna hogy megtakaritson, hiszen két fiiggvényalak kozti eltérés a végzett miveletek
szamaban nem jelentds. Az eredeti fiiggvényalakra a kovetkezs eredményt kaptuk:

Function name: ros2

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:
cl: [0.99487304687500, 1.00235210730573] [0.98876953125000, 1.00708007812500]
c2: [1.00271012643331, 1.00488165028086] [1.00097656250000, 1.01318359375000]

The global minimum is enclosed in: [0.000000000000000000, 0.000022260135021864]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)
36 251 174 15 10 0.94

Megallapithatjuk, hogy az eredmény helyes, a cl intervallum tartalmazza a megoldast,
és a kapott relativ pontossag is jo: 3-4 jegynyi a helyben, és hasonlé az optimalis célfiiggvény
értékben. Lassuk az atalakitott feladatra kapott outputot:

Function name: ros2v

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:
ci: [-0.00000000000000, 0.00000000000000] [-0.00000000000000, 0.00000000000000]
The global minimum is enclosed in:

[0.000000000000000000, 0.000000000000000000]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)
9 42 31 1 1 0.11

Ez nyilvan az 4atalakitott feladat eredménye, tehat a nulla értékek a helyben és az
optimum értékében helyesek. A kapott pontossag olyan jo, hogy igazabol 6ssze sem vethets
az eredetiével. A Matlab kiiratasi rendszere ismeretében azt lehet mondani, hogy a kapott
intervallumok eltérnek ugyan a [0,0] intervallumtol, de az eltérések mértéke olyan kicsi,
hogy azt még a standardnal hosszabb szamabréazolas sem tudja megmutatni. Minden esetre
olyan tiz nagysagrenddel pontosabb az eredményiink. Raadasul ezt a szép eredményt nem
novekvs szamitasi raforditassal értiik el, hiszen minden hatékonysagi mutaté javult: 36
helyett elég volt 9 iteracio (Iter). A fiiggvényhivasok (Feval), a gradienshivasok (Geval)
és a Hesse matrix szamitasok (Heval) szama rendre csokkent, rendre: 251-r6l 42-re, 174-
r6l 31-re és 15-r6l 1-re. Az is nagyon beszédes, hogy a foldolgozatlan részintervallumok
maximalis szdma (MLL) is kisebb lett: 10-r6l 1-re. Ez azt jelzi, hogy a moédszer a lehets
legegyszertibbnek talalta az atirt feladatot. A CPU id§ csokkenése ugyan 6sszhangban van
az el6bb mondottakkal, de ennek kisebb a jelentGsége, hiszen valodi feladaton inkdbb az



el6z6 mutatok a fontosak. Osszességében azt mondhatjuk, hogy a kapott eredmény mar-
mér gyanisan kedvezs.

Lassunk most egy masik standard globalis optimalizalasi feladatot, a Levy-10 neviit.

Function name: L10

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:

ci: [ 0.99999993564181, 1.00000006433416 ][ 0.96591507795486, 1.04004632763272 ]
[ 0.99366780273703, 1.12761120490455 ][ 0.93750000000000, 1.19587646550836 ]
[ 0.89381419541709, 1.00189285440539 ]

The global minimum is enclosed in:
[ 0.000000000000000000, 0.000567456706858098 ]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)
17 127 85 6 17 3.20

Az egyszeriisitett feladatra kapott eredmény:

Function name: L10v

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:

ci: [ 0.00000000000000, 0.00077514614094 ][ -0.01031504005235, 0.02046607537265 ]
[ -0.04137133829842, 0.01705999539191 1[ -0.04080756533673, 0.04296875000000 ]
[ -0.02127534259525, 0.01985113485206 ]

The global minimum is enclosed in:
[ 0.000000000000000000, 0.000000000000000000 ]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)
258 2130 1651 133 32 51.73

Megallapithatjuk, hogy ez esetben a hatékonysigi mutatok mind rosszabbak lettek, az
atirt feladatra egy-két nagysagrenddel t6bb szamitogépes eréforrast kellett forditani. Ennek
ellenére ez is egy lelkesitG eredmény, mert ugyan a megallasi feltétel valtozatlan volt, mégis
ismét sokkal pontosabb eredményt kaptunk. A pontossag javulasat is figyelembe véve a
fliggvényhivasok stb. szama fajlagosan lényegesen csokkent. Ennek valdszintleg az az oka,
hogy az atirt fiiggvény kedvezsbb volt a Newton lépés szaméara. Ezt a megallapitast a
tobbi, itt nem részletezett tesztiink is aldtamasztja.

A szamitogépes vizsgalatokat megismételtiik az olyan gyakran hasznalt globéalis opti-
malizalasi tesztfeladatokra, amelyen az egyszertisitési eljarasunk valtoztatott. Az eredmé-
nyeket a 2. tablazatban foglaltuk Gssze. Tehat a kovetkezs lépéseket kovettiik: lefuttattuk
a [18] cikkben leirt intervallumos globalis optimalizal6 algoritmust minden gyorsito teszttel
(monotonitési teszt, konkavitasi teszt, intervallumos Newton lépés) az eredeti és az atirt
feladaton. Ezutdn megmeértiik a globalis optimum helyében és értékében kapott bizonyta-
lansagot. Ezt azzal jellemeztiik, hogy a kiindulési t6bb-dimenzids intervallum meéretéhez
képest mekkora az eredmény intervallumok ossztérfogata. A kapott értékeket szazalékos
forméaban jelenitettiik meg. Az atirt feladatok eredményeit tgy kaptuk, hogy az atalaki-
tott kiindulé box térfogatahoz hasonlitottuk az eredmeény térfogatat. Igy a tablazatunk
Osszevethetd értékeket tartalmaz.

A 2. tablazatban hasznalt jelolések a kovetkezSk. Min. pont rel. mérete (%): a glo-
balis minimum pontot befoglaléo boxok Ossztérfogatanak a kiindulé boxhoz viszonyitott
szazalékos aranya. Min. rel. mérete (%): a minimumot befoglalé box térfogatanak a kiin-
dul6 boxhoz viszonyitott szézalékos aranya. Mindkét ardnyt a visszatranszformélas utan
szamitottuk. A futtatasi id6t masodpercben mértiik, és minden kisérletet 10 alkalommal
megismételtiink. Maga az optimalizalé eljaras determinisztikus, a megismételt futtatasra
csak a futésidé megbizhato meghatarozasa véget volt sziikség. Az atirt feladatok azonosi-
toja végére egy "v'" betit irtunk, tehat az eredeti és az egyszerisitett feladatok egymas
utan kovetkeznek a tablazatban a konnyebb Gsszevetés érdekében.



2. tablazat. Futdsi eredmények az intervallumos globdlis optimalizdlo eljdrdssal
([18]), 10 futtatds dtlagdban.
Azon.  Min. pont rel. mérete (%) Min. rel. mérete (%) Futasi id§ (mp)

Br 6,4114 107904 1,4059 - 107 %1 1,5304
Brv 0,0000 - 1010900 8,7349 . 107008 0,424 3
L8 6,368 0 - 107010 6,457 8 - 107908 1,0499
L8v 1,2049 - 107905 1,9293 - 107931 42791
L9 1,4414-1079% 5,3049 - 107908 1,8486
L9v 1,3570- 107997 3,5078 - 107932 16,6620
L10 1,1151-107%1° 1,7733-107008 3,007 7
L10v 9,5443-107°1! 6,3778 - 107933 51,2230
L11 3,7110- 107930 5,5522- 107913 7,307 1
Lllv 4,0440-107°1° 3,8334.10793° 1 025,000 0
Rb2 7,3628 - 1077 5,5650 - 107008 0,9220
Rb2v 0,0000 - 1010900 3,8670- 107933 0,1123
Rb5 1,1622-107°1 5,6901 - 107996 60,3720
Rb5v 6,2214 - 10791 2,263 7 - 107007 36,8400
Sch3.2 9,3274- 107993 4,4420 - 107904 0,3214
Sch3.2v 0,0000 - 1010900 0,0000 - 10700 0,1014

A 2. tablazat eredményei kiértékelése soran tekintettel kell lenniink arra, hogy az algo-
ritmust az alap beallitasokkal futtattuk, valtozatlan formaban. Igy nem is hangoltuk azt az
adott helyzetre. Ennek kovetkezménye az, hogy a globalis minimum helyében, illetve értéke
korlataiban nagyon eltéré pontossagi eredményeket kaptunk. Minden esetre az megéalla-
pithato, hogy az egyszertsitett feladatokra kapott eredmények minden esetben hatalmas
pontossag javulast mutatnak vagy a helyben, vagy az értékben, vagy mindkett6ben. Ez-
zel messze nem aranyos a mutatkozé szamitasi id6§ igény. Tehét azt jelenthetjiik ki, hogy
az alkalmazott szimbolikus egyszerisitési modszer sok nagysagrendnyi pontossagi javulast
okoz, ezzel Gssze nem mérhetd, sokkal kisebb aranyi szamitasi id6 novekedés aran.

Az intervallumos Newton moédszer az intervallumos globalis optimalizalasi algoritmusok
legkritikusabb eleme, jellemz6 modon més gyorsité technikakkal (példaul a monotonitasi
teszt) utolérhetetlen hatékonysagi is lehet, de nagy id6pazarlast is okozhat. Tanulméa-
nyunk alapjin azt az 6vatos kovetkeztetést tudjuk levonni, hogy a szimbolikus egyszertsits
transzformacidk a megvizsgalt standard globalis optimalizilasi feladatokon nagyon igére-
tes hatékonysag javulast mutattak. A jelen tanulmany csak a kezdetét jelzi a fejlesztési
munkénak, hiszen a talalt rendkiviili pontossagnovels hatas iigyes kiaknazasi modjait még
nem ismerjiik. A kovetkez§ vizsgalatok kiterjedt tesztelés utan olyan atirasi algoritmusokat
keresnek majd, amelyek az intervallumos globalis optimalizalé algoritmusok pontossiganak
novelésére, illetve hatékonysiguk javitasara tornek. Ezzel egyiitt az intervallumos globé-
lis optimalizalasi algoritmust is ennek megfeleléen hangolni kell majd, hogy a megallasi
feltételekkel jol szabalyozhato legyen a pontossag névekedés nyeresége a szamitasi id6 vo-
natkozéasaban.
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Tibor Csendes and Elvira D. Antal:

Nonlinear symbolic transformations for optimization
problems

With the advent of symbolic computer algebra systems the possibility has become clear
for reforming the optimization problems into a more advantageous form. The advantages
of such simplifications are many-folded. At one hand the respective functions can hopefully
be evaluated with less operations. Then we can recognize such redundant relations among
the variables, that usually cannot be noticed. Knowing these allows us to determine the
subspace that consists only of optimal points. And finally, due to the possible dimensi-
on decrease the iteration numbers of most of the optimization techniques can drop. The
procedure does not require human interaction, hence large scale and complex problems
can become solvable by applying our simplification tool. The present paper overviews our
work done on this field, and new results are demonstrated on the application of the novel
algorithm to improve the efficiency and precision of interval arithmetic based optimization
algorithms.
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