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ß àjá�âoã}äTäTãpå�æTçjè1çjã'é�ê,édæTã}ç�å�æTäTä*ëQá�ìjíWá�édàjîWã}ìjè}àjã}ìnéJï
X = [X, X] ⊆ R

æTí¶ê¹îWáJê'äGæTçIð
édá�îYñ'ê'äóò

I
æTí�édàjá�íWá&é)ã'â�îWáJê'ä±æTçtédá�îYñ'ê'äTí�ò

X = (X1, . . . , Xn) ∈ I
n
æTíEê'ç

n
ðcôjæTõ1á�çjíWæTã}ç±ê'ä
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æTçtédá�îYñ'ê'ä<\lê'äTíWã^]Jê'äTäTá�ô`_>a.b�c�ò
w(X) = X−X

æTíEédàjá^d�egf�hji�ã'â
X ∈ I

ê'çjô
wrel(X) =

w(X)/ max{minx∈X |x|, 1}
æqédí�îWá�ä[ê,édæqñ}á~å�æTônédà�ïIß àjá¶å�æTônédà�ã'â	ê�ëQã�k

X ∈ I
n
æTí)édã

ëQá�ìjçjôjá�îWíYédãIãIô ê'í
w(X) = maxi=1,...,n w(Xi)

ï�ß àjá�õ1æTôSlQã}æTçté­ã'âEédàjá�æTçtédá�îYñ'ê'ä
Xå�æTäTä�ëQá�ôjá�çjã'édá�ô®ë
m

mid(X)
ï

ß àjá�íYé�ê'çjô±ê'îWô�è}äTã}ë±ê'ä�ã�lnédæTõ1æonJê,édæTã}çpljîWã}ëjäTá�õq]Jê'ç®ëQá2ôjáMr±çjá�ôÿê'í

min
x∈X

f(x),
\Os�c

å�àjá�îWá
f : R

n → R
æTí*êt]�ã}çtédæTçNìjã}ìjíWäum2ôjæuv�á�îWá�çtédæ[ê'ëjäTáLâoìjçS]&édæTã}ç�ê'çjô

X ∈ I
n
æTíGê ëQã�k�ï

ß àjæTíBl±ê�lQá�î2æTí2îWá�ä[ê,édá�ôÿå�æqédà�édàjá�íWã}äTìnédæTã}ç�ã'âW\Os�c~ñIæ[ê�æTçtédá�îYñ'ê'ä	ëjîdê'çS]�àIð�ê'çjôIðcëQã}ìjçjô
õ1á&édàjãIôjíxwKs�y�zóïQ{cç|l±ê'îYédæo]�ìjä[ê'î�ò�å�á ê'îWáÿæTçtédá�îWá�íYédá�ô�æTç}r±çjôjæTçjè édàjá�õ1ã}íYé4íWìjæqé�ê'ëjäTá
æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}ç4âoã}î íWã}äqñIæTçjè~\Os�c�ï

� Û
�LÙGÓj�>ÓoØQÙ@Î��	� h
f
_ ����� a���hgej����a��
�I�>�,� � hge5a��������>�,� � hge5a��

F : I
n → I

eo� � �
æTçS]�äTìjíWæTã}ç âoìjçS]&édæTã}ç�aO�

f � e �I��a�� �M��� �>� X ∈ I
n � ��f

x ∈ X � f(x) ∈ F (X) � eg� � �
f(X) = {f(x) | x ∈ X} ⊆ F (X)

�

�~íWì±ê'äTäum}ò'ê­íWìjîWîWã}ètê,édá�âoã}îGédàjæTí<ljîWã}ëjäTá�õ æTíGédã�r±çjô�édàjá
æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}ç�ljîWãpñIæTôjæTçjè
édæTè}àtédá�î­æTçS]�äTìjíWæTã}çjí�ò/íWæTçS]�á�æTç®édàjæTí~å
ê�mwédàjá�ôjæuv�á�îWá�çté2ê�].]�á�äTá�îdê,édæTçjè¹ôjá&ñIæo]�á�í2ìjíWá�ô�æTç
æTçtédá�îYñ'ê'ä6�Q���Òõ1á&édàjãIôjíLê'îWá�õ1ã}îWá)áM�p]�æTá�çtéEê,éLôjæTí�]Jê'îWôjæTçjè­ëQã�kná�í�ò,édàNìjí	édàjáQljîWã}ëjäTá�õ
æTí íWã}äqñ}á�ô�âlê'íYédá�î�ï±ß àjá�]�ä[ê'íWíWæo]Jê'ä�õ1áJê'íWìjîWá¶âoã}î
édàjá� Nì±ê'äTæqé�m¹ã'âLê'ç®æTçS]�äTìjíWæTã}ç¹âoìjçS]&édæTã}ç
æTí
édàjá�]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á�ã}îWôjá�î�ï

� Û
�LÙGÓj�>ÓoØQÙ}¡��	� h
F
_ �¢� �~ej� �M£ �
�Me5a����>�,� � hge5a��¤aO�

f
� ��f

Y
_ �¢� _>a.b � d<i � � � f

eo�
f �C¥ � � f
��¦§i � �phji � ]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á�ã}îWôjá�îBaO�

F
eo� � h £o�3� �Mh

α � e �¨hji � � �W� b�eo�Mhj� �Q© a��Mejhge ���� a��6�Mh � ��h
c
�M� � i~hji � hªhji � ej� �3« � ��£ ejhg�

w(F (X))− w(f(X)) ≤ c · w(X)α \5¬�c

i�a £ f�����a�� �M��� �>�
X ⊆ Y

�

­~ãpå�á&ñ}á�î�ò�édàjæTí�ôjáMr±çjæqédæTã}ç æTõpljäTæTá�í�ê®d�a��3�Mh �3� � � ê'ç±ê'äumIíWæTí�ï¯{cçjíYédáJê'ô�ã'â�édà±ê,éJòLæTç ê
îWá.]�á�çtéIl±ê�lQá�î�wKs�°�zóòIédàjá �M±�© ej�>e �3��£	� a�� ��� �5² � � �E� � ©��E� f¶ã'â

F
à±ê'í ëQá�á�ç�ôjáMr±çjá�ô�å�æqédà

édàjá¶ê'æTõ ã'â�õ1áJê'íWìjîWæTçjè�édàjá ����� � � ² � _ � i ��� e5a��,��ïNß àjá¶á�õpljæTîWæo]Jê'ä�]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á2í�lQá�á�ô
æTí~ã}ëné�ê'æTçjá�ôwë
mwê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTçjè;édàjá�ñ'ê'äTìjá�í~ã'â

α
ê'çjô

c
æTç®édàjá�á. Nì±ê,édæTã}çwã}ëné�ê'æTçjá�ô

âoîWã}õ³\5¬�cLë
m*]�à±ê'çjè}æTçjè2édàjá�´
≤ µ íWæTè}ç;édã*´= µ ïtßGã�ôjã�æqéJò'édàjá~á. Nì±ê,édæTã}ç1æTíLédîdê'çjíYâoã}îWõ1á�ôæTçtédã

log10 (w (F (X))− w (f(X))) = log10(c) + α log10 (w(X)) .ß àjá�ç�òLédàjá�ê�]&édì±ê'ä�ñ'ê'äTìjá�í�ã'â
w(F (X))

ò
w(f(X))

ê'çjô
w(X)

ê'îWá�]�ã}õpljìnédá�ô âoã}î
êwè}æqñ}á�ç íWá&é�ã'â�ëQã�kná�í�òLê'çjôÒédàjá

α
ê'çjô

c
]�ã}çjíYé�ê'çtédí�édà±ê,é�ëQá�íYé�rjé�édàjá¶]�ã}õpljìnédá�ô

å�æTônédàjí4ê'îWáwôjá&édá�îWõ1æTçjá�ô$å�æqédà$äTæTçjáJê'î;îWá�è}îWá�íWíWæTã}ç�ï�ß àjæTí�æTí¹æTç ê�].]�ã}îWô±ê'çS]�áwédãÒédàjá
ôjáMr±çjæqédæTã}ç ã'â¶édàjáwédàjá�ã}îWá&édæo]Jê'äI]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á�ã}îWôjá�î�ò)á>k6]�á.lné4édà±ê,é�æTç ã}îWôjá�î1édã è}á&é
édàjá�ëQá�íYé­ê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTã}ç�òIédàjá�æTçjá. Nì±ê'äTæqé�m�æTít]�à±ê'çjè}á�ô®édã1á. Nì±ê'äTæqé�m}ï�{cç�édàjæTí å
ê�m�å�á

¬



å�æTäTä/ã}ëné�ê'æTç¹æTçnâoã}îWõ¹ê,édæTã}ç1ê'ëQã}ìné�édàjá ����� � � ² � _ � i ��� e5a��,��ã'â�édàjá­æTçS]�äTìjíWæTã}ç1âoìjçS]&édæTã}ç�ò
æTçjíYédáJê'ôwã'â	édàjápd�a��3�Mh �3� � � ê'ç±ê'äumIíWæTí�ï±ß àjæTíI]�à±ê'çjè}á¢rjédí~á>kjê�]&édäum®æTç�å�à±ê,é­æTí�çjá�á�ôjá�ô
âoã}î1ê'äTè}ã}îWæqédàjõ1æo]¹ôjá&ñ}á�äTã�ljõ1á�çtéJòEíWæTçS]�á�å�àjá�ç ìjíWá�ô$æTç�ê'ç$ê'äTè}ã}îWæqédàjõ®ò*édàjáwêJñ}á�îdê'è}á
ëQá�à±êJñIæTã}ìjî ã'âLæTçS]�äTìjíWæTã}ç¹âoìjçS]&édæTã}çjí âoã}î îWáJê'äTæTíYédæo]­íWæon�á�æTçtédá�îYñ'ê'äTí æTí
å�à±ê,é~õ¹ê,éWédá�îWí�ï

·±ã}î­ê1è}æqñ}á�çwédá�íYé­âoìjçS]&édæTã}ç
f
å�á�]Jê'çÿìjíWá�ôjæuv�á�îWá�çté¶íWá&édí¶ã'â�ëQã�kná�í­édã¹ôjá&édá�îWõ1æTçjá

αê'çjô
c
ïS{cç�édàjæTí¨l±ê�lQá�î écå�ã1ôjæuv�á�îWá�çté�é�m,lQá�í~ã'â	íWá&édí~à±êJñ}á�ëQá�á�ç¸]�ã}çjíWæTôjá�îWá�ô§¹

º íWá. Nìjá�çS]�á�í­ã'â	á�õ�ëQá�ôjôjá�ôwëQã�kná�í�òQê'äTä�]�ã}çté�ê'æTçjæTçjè;ê�è}äTã}ë±ê'ä�õ1æTçjæTõ1æon�á�îªlQã}æTçtéJò±ê'çjô
º íWá. Nìjá�çS]�á�í­ã'â	îdê'çjôjã}õ¯æTçtédá�îYñ'ê'äTí¨]�ã}çtñ}á�îWè}æTçjè�édã¹ê(lQã}æTçtéJï
» í*á>k6ljä[ê'æTçjá�ô�ëQá&âoã}îWá'ò�âoã}î�á&ñ}á�î¼m�ëQã�k�æTç�ê íWá. Nìjá�çS]�á)å�á�]�ã}õpljìnédáLédàjáEæTçS]�äTìjíWæTã}ç¶âoìjçS]�ð
édæTã}ç�òJê'ç�ê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTã}ç¶ã'âIédàjá�îdê'çjè}áEãpñ}á�î�édàjá�ëQã�k�ò>ê'çjô2édàjá�å�æTônédà�ã'âIédàjá�ëQã�k�ïpß àjá
à±ê'îWôjá�íYé	ã}çjáEédãIljîWãIôjìS]�á)æTí�édàjá�ê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTã}ç2ã'ânédàjá)îdê'çjè}á'ï�½Òá)ã}ëné�ê'æTç�æqé*ë
m¢]�ã}õ�ð
ljìnédæTçjè�ê'ç�á�çS]�äTã}íWìjîWá¶ã'â*édàjá2õ1æTçjæTõ�ìjõ ê'çjô4édàjá¶õ¹ê�knæTõ�ìjõ ã'â*édàjá­âoìjçS]&édæTã}ç4æTç¹édàjá
è}æqñ}á�ç�æTçtédá�îYñ'ê'ä�å�æqédà®ê*¾®ãIã}îWá�ð¼¿,À'á�äTëQãIá¶é�m,lQá�ëjîdê'çS]�àIð�ê'çjôIðcëQã}ìjçjô�è}äTã}ë±ê'ä�ã�lnédæTõ1æonJê>ð
édæTã}ç ê'äTè}ã}îWæqédàjõÁwKs�y�zóòLìjíWæTçjè�édàjá�édá�îWõ1æTç±ê,édæTã}çÂ]�îWæqédá�îWæTã}ç

wrel([f̃ , F (X)]) ≤ 10−8 ò
å�àjá�îWá

f̃
æTí
édàjá�ëQá�íYé~ìSlSlQá�î�ëQã}ìjçjô�âoã}ìjçjô®íWã�âlê'î ë
m4édàjá�ê'äTè}ã}îWæqédàjõ®ï

{cç}l±ê'îYédæo]�ìjä[ê'î�òLæTç�édàjæTípl±ê�lQá�î;å�áwôjæTí�]�ìjíWí¹édàjáÿê�lSljäTæo]Jê,édæTã}ç ã'â2á�õpljæTîWæo]Jê'ä¨]�ã}çtñ}á�î�ð
è}á�çS]�á­í�lQá�á�ô¹ñ'ê'äTìjá�íEédã�íWã}õ1á�âlê�]�æTäTæqé�m�äTã,]Jê,édæTã}ç*ljîWã}ëjäTá�õ1í�ïtß àjá­æTçS]�äTìjíWæTã}ç;âoìjçS]&édæTã}çjí
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ðcí2ê'îWá¢r±çjæqédá
Ò ãtê,édæTçjè,ð�lQã}æTçté�çNìjõ�ëQá�îWí�òQê'çjô4édàjá

εi

ðcí~ê'îWá2í¼mIõ�ëQã}äTæo]2îWáJê'ä�ñ'ê'îWæ[ê'ëjäTá�í
æTçÓw ðEs}òus.zóï

{cçÒå�à±ê,é�âoã}äTäTãpå�í�ò�å�á¹ôjá�çjã'édá1édàjá�ê'ëQãpñ}á¹æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}çjí�ë
m
Fi(X), i ∈ I =

{n, c, b, s, a}
ï§¿Iã}õ1á�ã'â�édàjã}íWá�æTçS]�äTìjíWæTã}ç®âoìjçS]&édæTã}çjíWljîWãpñIæTôjá�õ1ã}îWá�ìjíWá&âoìjäLæTçnâoã}îWõ¹ê>ð

édæTã}ç�òIå�àjæo]�à~]Jê'ç�ëQá�ìjíWá�ô®æTç4è}äTã}ë±ê'ä�ã�lnédæTõ1æonJê,édæTã}ç�ê'äTè}ã}îWæqédàjõ1í�ï,·±ã}î æTçjíYé�ê'çS]�á'ònå�æqédà
édàjá¸]�á�çtédá�îWá�ô�ê'çjôÔ�
ê'ìjõ¹ê'çjç�âoã}îWõ1í¹ê'ç æTçS]�äTìjíWæTã}ç�ã'â2édàjáwè}îdê'ôjæTá�çté¹æTí¹êJñ'ê'æTä[ê'ëjäTá'ò
å�àjæo]�àwê'äTäTãpå�í
ìjí
édã;ìjíWá2édàjá�õ1ã}çjã'édã}çjæo]�æqé�m;édá�íYéJï » çjã'édàjá�îtljîWìjçjæTçjè�édá�íYé~ôjá�í�]�îWæTëQá�ô
æTç`wKs�Õ�z�]Jê'ç�ëQá¶ê�lSljäTæTá�ô1édã��
ê'ìjõ¹ê'çjç�ò@]�á�çtédá�îWá�ô®ê'çjô�íWäTã�lQá­ê'îWæqédàjõ1á&édæo] âoã}îWõ1í�ïNß àjæTí
âlê�]&é�à±ê'í
ê'äTíWã�édã�ëQá~é�ê�À'á�ç�æTçtédã�ê�].]�ã}ìjçté�å�àjá�ç4íWá�äTá.]&édæTçjè�ê'ç�æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}ç1âoã}î
íWã}äqñIæTçjè®êÖljîWã}ëjäTá�õ×\oæTç�édàjá;îWá�íWìjäqédí�æTç ß	ê'ëjäTáF¬Iò�å�á1ìjíWá�ô édàjæTí�æTçnâoã}îWõ¹ê,édæTã}çwå�àjá�ç
íWã}äqñIæTçjè�édàjá�ljîWã}ëjäTá�õ1í
å�æqédà4édàjá�ôjæuv�á�îWá�çté~æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}çjíEc�ï

y



¡ Ø^Ï*ÛÿÛ
Ä�Ö±Ð ÓlÙ*ÛIÞÇÆ_Ö±ÕtÓl×lÓj�>Ù ×oØ�Õ}Ö6�>ÓoØQÙ�ÑGÔ>ØËÚ	×oÛIÐ

{cçÒédàjáFljîWá�íWá�çté�å�ã}î�À�å�á¶]�ã}çjíWæTôjá�î�ê®í�lQá.]�æ[ê'äEé�m,lQá¹ã'â ã}ë@ÛWá.]&édæqñ}á¹âoìjçS]&édæTã}çjí.¹�édàjã}íWá
ëQá�äTã}çjè}æTçjè1édãÖ]�ã}õplQá&édæqédæqñ}á�âlê�]�æTäTæqé�m�äTã,]Jê,édæTã}ç¸ljîWã}ëjäTá�õ1í�w °�zóï	Ü�ã}õplQá&édæqédæqñ}á�äTã,]Jê,édæTã}ç
ôjáJê'äTí�å�æqédà édàjá�ljîWã}ëjäTá�õ ã'â~äTã,]Jê,édæTçjè®âlê�]�æTäTæqédæTá�í2édãxljîWãpñIæTôjá4êÿíWá�îYñIæo]�á�\oã}î�è}ãIãIôjíEc
édã édàjáx]�ìjíYédã}õ1á�îWíÓ\oã}îF]�ã}çjíWìjõ1á�îWíEc�ã'â�ê è}æqñ}á�ç è}á�ã}è}îdê�ljàjæo]Jê'ä­ê'îWáJêÒå�àjá�îWá ã'édàjá�î
]�ã}õplQá&édæTçjè2âlê�]�æTäTæqédæTá�í	ã�v�á�îWæTçjè2édàjá�ídê'õ1á�íWá�îYñIæo]�á­ê'îWá~ê'äTîWáJê'ô6m(ljîWá�íWá�çtéB\oã}î�å�æTäTäjá�çtédá�î
édã¹édàjá�õ¹ê'î�À'á&é¶æTçwédàjá�çjáJê'î­âoìnédìjîWá�c�ï1¾wê'ç
mÿõ1ãIôjá�äTí~ã}çÿédàjá�íWìjë@ÛWá.]&é�ê'îWá�êJñ'ê'æTä[ê'ëjäTá
æTç®édàjá�äTæqédá�îdê,édìjîWá�édà±ê,é­ñ'ê'î¼m®æTç®édàjá�æTçjè}îWá�ôjæTá�çtédí~å�àjæo]�àwâoã}îWõ édàjá�õ1ãIôjá�ä�\oäTã,]Jê,édæTã}ç
í�l±ê�]�á'òQçNìjõ�ëQá�î~ã'â	âlê�]�æTäTæqédæTá�í�édã1ëQá�äTã,]Jê,édá�ô�òSl±ê,édîWã}çjæTíWæTçjè;ëQá�à±êJñIæTã}ìjî�òQê,éWédîdê�]&édæTã}ç�ã'â
]�ìjíYédã}õ1á�îWí)édã�édàjá~âlê�]�æTäTæqédæTá�í�òjï�ï�ïEc�ï�¾wê'ç
m¹îWá&âoá�îWá�çS]�á�íQ]Jê'ç�ëQá~âoã}ìjçjô�æTç`w ÝIòus�¬�zóï6Þ~á>kIéJò
å�á�ljîWá�íWá�çté�ê�ñ}á�î¼m1è}á�çjá�îdê'äQõ1ãIôjá�äjâoã}î)äTã,]Jê,édæTçjè�ê�çjá&å íWæTçjè}äTá âlê�]�æTäTæqé�m�æTç1édàjáIljä[ê'çjá'ï
» íWíWìjõ1á¹édà±ê,é;ê¸]�à±ê'æTç ã'â å
ê'îWá�àjã}ìjíWá�í;ã}î�íWàjã�ljí�å
ê'çtédí�édãÿíWá&é�ìSl êwçjá&å âlê�]�æTäTæqé�m
æTç�ê(ljä[ê'ç±ê'î
õ¹ê'î�À'á&éJòjå�àjá�îWá�íWæTõ1æTä[ê'îEâlê�]�æTäTæqédæTá�í)ã'â<]�ã}õplQá&édæqédã}îWí�òjê'çjôÖlQã}íWíWæTëjäum�ã'âGæqédí
ãpå�çß]�à±ê'æTç�òLê'îWá4ê'äTîWáJê'ô6mÓljîWá�íWá�çtéJï�·	æKkná�ô ôjá�õ¹ê'çjô®lQã}æTçtédí�í�ljäTæqé�édàjá�æTî�ôjá�õ¹ê'çjô æTç
êpljîWã}ë±ê'ëjæTäTæTíYédæo]¶å
ê�mwãpñ}á�î¶ê'äTä�âlê�]�æTäTæqédæTá�í
æTç®édàjá�õ¹ê'î�À'á&éJò�ljîWã�lQã}îYédæTã}ç±ê'äTäum1å�æqédà®édàjá�æTî
ê,éWédîdê�]&édæTã}ç édãwáJê�]�à âlê�]�æTäTæqé�mÿédàjîWã}ìjè}à êwè}îdêJñIæqé�ê,édæTã}ç±ê'äLé�m,lQá¹õ1ãIôjá�äóï*ß àjá�ôjá�õ¹ê'çjô
æTí�ôjá&édá�îWõ1æTçjæTíYédæo]2ê'çjô®æTçjá�ä[ê'íYédæo]'ïnß àjá�ã}ë@ÛWá.]&édæqñ}á�æTí
édàjá�õ¹ê�knæTõ1æonJê,édæTã}ç¹ã'âGédàjá¢ljîWã�rjé
ã}ëné�ê'æTçjá�ô®ë
m4édàjá¢]�à±ê'æTç�ïË��ã'édà�édàjá�äTã,]Jê,édæTã}ç�ê'çjô®édàjá� Nì±ê'äTæqé�mÓ\oôjá�íWæTè}çËc
ã'â	édàjá�çjá&å
âlê�]�æTäTæqé�m¹ê'îWá2édã;ëQá2âoã}ìjçjô�ï±ß àjá�çjã'é�ê,édæTã}ç4ìjíWá�ôwæTç4édàjá�õ1ãIôjá�ä�æTí
édàjá2âoã}äTäTãpå�æTçjèjï

x
ò
α

äTã,]Jê,édæTã}ç4ê'çjô~ Nì±ê'äTæqé�m�ã'âGédàjá�çjá&å@âlê�]�æTäTæqé�m}ò
n

çNìjõ�ëQá�î�ã'â	ôjá�õ¹ê'çjôÖlQã}æTçtédí�ò
pi

ôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçtédí¢\
i = 1, . . . , n

c�ò
ωi

ôjá�õ¹ê'çjôÂ\oã}î ëjì6mIæTçjè*lQãpå�á�îEc ê,é
pi

ò
m

çNìjõ�ëQá�î�ã'â	á>knæTíYédæTçjè�âlê�]�æTäTæqédæTá�í�ò
fj

á>knæTíYédæTçjè�âlê�]�æTäTæqédæTá�íW\
j = 1, . . . , m

c�ò
k

çNìjõ�ëQá�î�ã'â	á>knæTíYédæTçjè�âlê�]�æTäTæqédæTá�í)ëQá�äTã}çjè}æTçjè�édã�édàjá�]�à±ê'æTç�ò
dij

ôjæTíYé�ê'çS]�á�ëQá&écå�á�á�çwôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçté
pi

ê'çjô�âlê�]�æTäTæqé�m
fj

ò
dix

ôjæTíYé�ê'çS]�á�ëQá&écå�á�á�çwôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçté
pi

ê'çjô�édàjá�çjá&å@âlê�]�æTäTæqé�m
x
ò

αij

 Nì±ê'äTæqé�m�ã'âGâlê�]�æTäTæqé�m
fj

ê'ítlQá�î�]�á�æqñ}á�ôwë
m4ôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçté
pi

ò
gi(·)

ê�çjã}çIðcçjá�ètê,édæqñ}á�çjã}çIðcôjá.]�îWáJê'íWæTçjè�âoìjçS]&édæTã}ç�ò
γi

å�á�æTè}àté�âoã}î
édàjá� Nì±ê'äTæqé�m�ã'â
x
ê'í¨lQá�î�]�á�æqñ}á�ôwë
m�ôjá�õ¹ê'çjôÖlQã}æTçté

pi

ò
αij/gi(dij)

ê,éWédîdê�]&édæTã}ç�édà±ê,é~ôjá�õ¹ê'çjôÖlQã}æTçté
pi

âoá�á�äTí âoã}î
âlê�]�æTäTæqé�m
fj

ò
γiα/gi(dix)

ê,éWédîdê�]&édæTã}ç�édà±ê,é~ôjá�õ¹ê'çjôÖlQã}æTçté
pi

âoá�á�äTí âoã}î
édàjá�çjá&å@âlê�]�æTäTæqé�m
x
ï

ß àjá�édã'é�ê'ä�õ¹ê'î�À'á&é~íWà±ê'îWá�ê,éWédîdê�]&édá�ô®ë
m�édàjá�]�à±ê'æTç®æTí è}æqñ}á�ç�ë
m

M(x, α) =
n∑

i=1

ωi

γiα

gi(dix)
+

k∑

j=1

αij

gi(dij)

γiα

gi(dix)
+

m∑

j=1

αij

gi(dij)

,

à



ê'çjô�édàjá�ljîWã�rjé�æqé�è}á&édí^\fédã;ëQá�õ¹ê�knæTõ1æon�á�ôËcEæTí è}æqñ}á�ç®ë
m

Π(x, α) = F (M(x, α))−G(x, α),
\gy
c

å�àjá�îWá
F (·)

æTí2ê'ç�æTçS]�îWáJê'íWæTçjè¹âoìjçS]&édæTã}çwå�àjæo]�à�édîdê'çjíYâoã}îWõ1í~édàjá�õ¹ê'î�À'á&é2íWà±ê'îWá�æTçtédã
á>k6lQá.]&édá�ô ídê'äTá�í¹ê'çjô

G(x, α)
è}æqñ}á�í1édàjá®ã�lQá�îdê,édæTçjèÓ]�ã}íYédí¹ã'â¶édàjáwçjá&å âlê�]�æTäTæqé�m}ï¯{_é

à±ê'í¹ëQá�á�ç íWìjè}è}á�íYédá�ô æTçáw °�z�édãÂ]�àjãIã}íWá
F (M(x, α)) = c · M(x, α), c > 0,

ê'çjô
G(x, α) = G1(x) + G2(α)

å�æqédà
G1(x) =

∑n
i=1 ωi

1
(dix)2+φi

\
φi > 0

ê'îWá®è}æqñ}á�ç
l±ê'îdê'õ1á&édá�îWíEcEê'çjô

G2(α) = e
α

α0
+α1 − eα1

\få�æqédà
α0 > 0

ê'çjô
α1
è}æqñ}á�ç1ñ'ê'äTìjá�íEc�ï6·±ã}î

õ1ã}îWá~ôjá&é�ê'æTäTíEã}ç1édàjá­õ1ãIôjá�ä±íWá�á(w °�zóï,Þ~ã'édæo]�á�édà±ê,é
Π
òtédàjá­ã}ë@ÛWá.]&édæqñ}á~âoìjçS]&édæTã}ç¹ã'â�ã}ìjî

äTã,]Jê,édæTã}ç�ljîWã}ëjäTá�õ®ò±æTí~ê*]�ã}õpljäTá>k�ò/àjæTè}àjäum�çjã}çjäTæTçjáJê'î
âoìjçS]&édæTã}ç�ïS½Òá�ê'îWá�æTçtédá�îWá�íYédæTçjè
æTç¶r±çjôjæTçjè�édàjá2õ1ã}íYé íWìjæqé�ê'ëjäTá¶æTçS]�äTìjíWæTã}ç¹âoìjçS]&édæTã}ç�âoã}î

Π
òIå�àjæo]�à®ê'äTäTãpå�í
ìjí
édã�íWã}äqñ}á

édàjá�]�ã}îWîWá�í�lQã}çjôjæTçjè;äTã,]Jê,édæTã}ç¶ljîWã}ëjäTá�õ¯áM�p]�æTá�çtédäum}ï

Ð â¸ÃGÐÒÛNÔ,ÓlÕ}Ö±×�ã�ÛIÝ�ÃG×j�>Ý�Ö±ÙGÞ�ä�ØQÙGÕt×gÃGÝJÓoØQÙ

·±ã}î�édàjá¹á>k6lQá�îWæTõ1á�çtédí�édàjá~å�æ&ç�èËå�æOéSê ëwäTæTëjîdê'î¼mìw y�z)å
ê'í�ìjíWá�ô å�æqédàÒédàjá4ê'ìnédã}õ¹ê,édæo]
ôjæuv�á�îWá�çtédæ[ê,édæTã}ç édãIã}ä ã'â�å§í§î,î6ï ð�î.ñ�æOéSê ëÿíWã'âfécå
ê'îWá®w ònò ó�zóï�·±ã}î;édàjáwê��1çjáÿê'îWæqédàjõ1á&édæo]
âoã}îWõ édàjá­âoîWá�á�äum¹êJñ'ê'æTä[ê'ëjäTáBï ôõð�ö�ö�äTæTëjîdê'î¼m�å
ê'í
ìjíWá�ôÓw à zóï@½ àjá�ç®ê'ç�æTçS]�äTìjíWæTã}ç1å
ê'í ê�]�ð
]�ìjîdê,édá*\C]�ã}õpl±ê'îWá�ô�édã�ã}ìjî
îdê'çjè}á2ê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édæTã}çËc�òNê'çjô4àjá�çS]�á2édàjá¶ãpñ}á�îWá�íYédæTõ¹ê,édæTã}ç
å
ê'íIn�á�îWãjòjæqédí äTã}ètê'îWæqédàjõ å
ê'í�íWá&é�édã�ðOy�Õnï

ö ��¡t� ��þ
ö �N��¬t�d���d�c¢2���N��¬®�d¢2�t���c� ¤����L¤��J�,�>�d�c�>�d�N¤����c�j����¬ '

α, log10 c
-��p����¥N��� �f�J���c�N���c�c¥N¬}� ��¬4���}´

¤d��¥N�c� �J���[¥t�N¤d�c� �J�N��«,¥N�c���t�¶�����I�c�N���W²N��¢2���N��¬2�o�J¤d�������l��� �'¤����c� �J���t���J¡t� �d¢���© ö �N��¬t�d���d�c¢2���N��¬
α
�p����¥N���)�����
�f�J��� ��¦	��¬;����¡t�Y�J¤��>�d���)¡,���c�N��¤��J�c���d�q���c� �J�¹¤��'�W¨�¤d� �d�,�������c�N� ���d�p�������c� �J�/©

α

¿ ��³,¥N�d�N¤�� ÷
���c¥t�Y��� Á	�d�,���d����¬ Ì���¥t¢����t� ½ ¨��N� ¿ � �J�j�
�)�t� þp© ÈpûpÄ ' © ËpË�- û}© ÄpÄ>÷ ' © ÍpË�- Ç}© ÅpÅpÅ ' © ÍpÈ�- û}© ÄpÄpû ' © ÍpÅ�- þp© ËpË>÷ ' © ËpÍ�-
�����N¬ þp© ÈpÄ>÷ ' © ËpË�- û}© ÇpÄpÍ ' © Ë�É�- ÉN© Å�É,Ä ' © Í}þM- û}© ËpÈ}þ ' © Í>÷�- þp© ËpËpÇ ' © ËpË�-
½ ��� þp© ÈpÄpÈ ' © ËpË�- û}© É,ûpû ' © ËpÇ�- ÉN© ÇpÈpÈ ' © ÷p÷�- û}© ÍpÅpÇ ' © ÍpÄ�- þp© ËpËpÇ ' © ËpË�-

log10 c

�)�t� û}© ÄpÈpÍ Ç}© ËpÇ>÷ Ç}© ËpÇpÄ Ç}© É,Ä}þ û}© ÈpÅpû
�����N¬ û}© ÷'þ�û Ç}© É,ÅpÈ ´óÇ}© Ç>÷JË Ç}© û�É,Å û}© È}þ�È
½ ��� û}© ÄpË>÷ Ç}© Å}þ�Í ´óû}©�þ�Ä}þ Ç}© ûpÍpÍ û}© È}þ&÷

½Òá)á>kjê'õ1æTçjá�ôps�¬ ã}ë@ÛWá.]&édæqñ}áEâoìjçS]&édæTã}çjíGã'ânédàjáEâoã}îWõø\gy
c�ï�{cç�ò�ã'ânédàjá�õýå�á�]�ã}çjíWæTôjá�îWá�ô
°�Õ�ôjá�õ¹ê'çjôplQã}æTçtédí)ê'çjô¶°2á>knæTíYédæTçjè�âlê�]�æTäTæqédæTá�í¨\oè}á�çjá�îdê,édá�ô¹æTç¹ê�îdê'çjôjã}õ§å
ê�m}ònê'í�å�á�äTä
ê'í édàjá�îWá�íYé­ã'âGédàjá¢l±ê'îdê'õ1á&édá�îWíEc�ò/ê'çjô®æTç4édàjá�ã'édàjá�î âoìjçS]&édæTã}çjí�s�Õ�Õ�ôjá�õ¹ê'çjô~lQã}æTçtédí

°



ê'çjô|s�Õÿá>knæTíYédæTçjèwâlê�]�æTäTæqédæTá�í�ï*ß àjá4îWá�íWìjäqédí�ã}ëné�ê'æTçjá�ô å�á�îWá4ñ}á�î¼m íWæTõ1æTä[ê'î2âoã}î�ê'äTäEédàjá
]Jê'íWá�í�ëjìné�ã}çjá'ïS{cç�ß	ê'ëjäTá(s¶å�á�]Jê'ç�íWá�á2édàjá�ê�lSljîWã�knæTõ¹ê,édá�ô

α
ê'çjô

c
ñ'ê'äTìjá�í
âoã}î�édàjá

æTçS]�äTìjíWæTã}ç�âoìjçS]&édæTã}çjíEíYédìjôjæTá�ô�òtå�àjá�ç�ê'äTänédàjáI]�ã}õpljìnédá�ô;å�æTônédàjíEã'â�ê'äTänédàjá�á>kjê'õ1æTçjá�ô
âoìjçS]&édæTã}çjí�ê'îWá�]�ã}çjíWæTôjá�îWá�ô�ï

½Òá`]Jê'ç íWá�áwédà±ê,é¹âoã}î¹ëQã'édà édàjáÿã�lnédæTõ�ìjõ âoã}äTäTãpå�æTçjè íWá. Nìjá�çS]�á�íÂ\5ùWlné>c1ê'çjô édàjá
îdê'çjôjã}õ íWá. Nìjá�çS]�á�í�ã'â±ëQã�kná�í¨\gú~ê'çjôËc�édàjá��
ê'ìjõ¹ê'çjç�âoã}îWõ æTí�édàjá�æTçS]�äTìjíWæTã}ç2âoìjçS]&édæTã}ç
å�æqédà�édàjá àjæTè}àjá�íYé�]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á~í�lQá�á�ô�òNê'í	å�á�äTä±ê'í	å�àjá�ç;å�á¨]�ã}çjíWæTôjá�îLédàjá¨]�ã}õpljìnédá�ô
å�æTônédàjí¹ã'â�ê'äTä édàjáwíWá. Nìjá�çS]�á�í4édã}è}á&édàjá�î`\ » äTäjc�ï�ß àjæTí¹æTí1ôjìjáwédã édàjá®âlê�]&é1édà±ê,é�ã}ç
õ1ã}çjã'édã}çjã}ìjí�ëQã�kná�í­édàjá^�
ê'ìjõ¹ê'çjç®âoã}îWõ æTí~ê�].]�ìjîdê,édá'ïQß àjá�íWá.]�ã}çjô�ëQá�íYé­æTçS]�äTìjíWæTã}ç
æTí4édàjáÒê��1çjáÒê'îWæqédàjõ1á&édæo]ÿâoã}îWõ®ò ê'çjô@æTç édàjá ã}çjäum ê'ç±ê'äum,n�á�ô�]Jê'íWá æTç å�àjæo]�à�édàjá
�
ê'ìjõ¹ê'çjç�å
ê'í�çjã'é¹édàjáwëQá�íYé¹âoìjçS]&édæTã}ç�ò)æqé1å
ê'í1édàjá�ê��1çjáÿê'îWæqédàjõ1á&édæo]4âoã}îWõ édàjá
ã}çjá~ljîWãpñIæTôjæTçjè édàjá®ëQá�íYé1ñ'ê'äTìjá�í�ïEß àjá¸]�á�çtédá�îWá�ô ê'çjô íWäTã�lQá4âoã}îWõ1í�âoã}äTäTãpå+æTç édàjæTí
îdê'çSÀNæTçjèjòIê'çjôFr±ç±ê'äTäum}òIê'í�á>k6lQá.]&édá�ô�ònå�á¶à±êJñ}á­édàjá­ç±ê,édìjîdê'äQæTçtédá�îYñ'ê'ä/á>kIédá�çjíWæTã}ç�òIå�æqédà
ê'ç

α
ñ'ê'äTìjá¶ñ}á�î¼mÖ]�äTã}íWá¶édã�édàjá2édàjá�ã}îWá&édæo]Jê'ä1]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á�ã}îWôjá�î ã'â�s}ï

·	æTè}ìjîWá¨s)æTäTäTìjíYédîdê,édá�í�édàjá)îWá�ä[ê,édæTã}ç2ã'ânédàjáEæTçtñ}á�íYédæTètê,édá�ô�á�õpljæTîWæo]Jê'ä�]�ã}çtñ}á�îWè}á�çS]�á�í�lQá�á�ô
ñ'ê'äTìjá�í	å�àjá�ç;å�á¨]�ã}çjíWæTôjá�îWá�ô;édàjáBs�¬­æTçtñ}á�íYédæTètê,édá�ô�âoìjçS]&édæTã}çjíEê'çjô;ê'äTäIédàjá
íWá. Nìjá�çS]�á�í�ï

-30 -20 -10 0 10
log(w(X))

-30

-20

-10

0

10

lo
g(

ov
er

es
ti

m
at

io
n)

2.5902 + 1.0631 x

     Natural
α      = 1.0631, c = 10
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α      = 2.0363, c = 10
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