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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK
A # () egy halmaz, m > 0 egy egész szam esetén
f: A™ — Aleképezést A-n értelmezett m-vdltozos miiveletnek nevezziik

Mivel A° = {()}, egy 0-véltozés miivelet egy
f-40r— A4

tipusu leképezés, vagyis kijeloli A valamely elemét (ti. ( )-nak a f melletti képét).
Ezt az elemet 4ltaldban azonositjuk magaval a 0-valtozos f mivelettel.

Univerzdlis algebra (vagy roviden algebra) egy A = (A, F) rendszer, ahol
e A = () halmaz, az algebra tartéhalmaza,

e [ az A-nértelmezett miiveletek egy (nem iires) halmaza.



ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Altaldban nem egyetlen algebraval dolgozunk, hanem algebrak egy olyan
osztalyaval, amelyben az egyes algebrak muveleteit ugyanugy jeloljiik.

Miiveleti szimbélumok halmaza: ¥ # () halmaz, r : ¥ — {0,1,...}
Ha . véges, akkor rangolt dbécé

Har(o) = m (o € X), akkor o m-vdltozds miiveleti szimbolum, o rangja vagy

aritdsa m.
Jelolés: X, = {0 € X | r(0) =m}
Ekkor ¥ = Yo JX1J...,ahol Xy X =0, ha k # 1



ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Legyen > muveleti szimbolumok egy halmaza.

S-algebra: egy A = (A, X*) algebra, ahol 24 = {o* |0 € ¥} éshao € ¥,,,,

A

akkor o7 egy m-valtozés miivelet A-n.

o™t a o szimb6lum A-beli realizdltidnak nevezziik.

Példa. Legyen 3 = Y | X2, ahol X2 = {D, ©} és 3o = {0, e}. Tekintsiik az
A= (NU{xx},2%) és B = (NU {oo}, =F) S-algebrdkat, ahol N = {0,1,2,...}

o4 az O0sszeadas, o4 a SZOrzZas, ot =0éset = 1, tovabba

B

®® a minimum képzés, o8 az 0sszeadas, o~ = oo és eB = 0.

Ezen esetben mindkét algebraban ugyanazok az azonossagok teljestilnek, pl
V(a,b,c e NU{o0}):a®b=bPa,aDo=0PDa=a,a@e=e@a=a,
ao=0®a=o,
a®bdc)=(a0b)d(a®c)és(bdc)a=0bOa)d(cOa).
(Altaldban nem biztos.)



ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Ha nem okoz félreértéset, akkor 34-bél és o-bél elhagyjuk A-t:
az algebrat A = (A, X)-val jeloljik és (a1, . . ., am) helyett o(a, . . ., am)-et
irunk.

A X-algebrakat kaligrafikus nagybetiikkel, tartohalmazukat pedig a megfeleld latin
nagybetiikkel jeloljik: A = (A, X)), B = (B, %), stb.

A véges, ha A és X véges (A véges és X rangolt abécé)
B=(B,Y)az A= (A,X) algebra részalgebrdja, ha
e BC Aés

o oP(b,...,bm)=0(b1,...,bm) (1,...,bm € B, 0 € T,n)



ALGEBRAI ALAPFOGALMAK
B az A zdrt részhalmaza, ha 0 (by, ..., by,) € B minden b, ..., b, € B-re
Az A zart részhalmazai az A részalgebrainak tartéhalmazai.
Jelolje S(.A) az A zart részhalmazainak a halmazat.
Nyilvanvald, hogy S(.A) zart a metszetképzésre nézve.
Legyen H C A és
[H]=(\(B|Be€S(A), HCB).

Ha [H] # (), akkor [H| az A részalgebrdja, amit az A algebra H dltal generdlt

részalgebrdjdnak neveziink.

Amennyiben ¥ # (), akkor [H| sohasem iires, még akkor sem, ha H az iires

halmaz.



ALGEBRAI ALAPFOGALMAK
Legyenek A és B Y-algebrak.
Homomorfizmus A-bol B-be: olyan ¢ : A — B leképezés, melyre tetszéleges
oEXmeésal,...,an € Aesetén
A B
90(0. (a’la IR a'm)) — 0 (@(&1), SRR SO(CLWL))

Ha van A-bdl B-be olyan o homomorfizmus, amely rdképezés is, akkor B az A

algebra homomorf képe.

Amennyiben ¢ kolcsonosen egyértelmi 1s, akkor ¢ izomorfizmus, és azt mondjuk,
hogy az A és B algebrak izomorfak. Jelolése: A = B.

Jelolések: A halmaz, p C A x A ekvivalencia relacio6 esetén:
e (a,b) € p: a = b(p) (lehetne még apb, de most nem ezt hasznaljuk)
e acAra/p={bla=0b(p); be A},
e BC A: B/p=1{b/p|be B} (ahol b/p-nak lehetnek elemei B-n kiviil is).



ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

A algebra egy kongruencidja: olyan p C A X A ekvivalencia relacié, melyre

minden o € Y, ésai,...,Qm,b1,...,bm € A esetén
_ . A _ A
ai =bi(p)i=1,....m)=>0"(a1,...,am) =0 (b1,...,bm)(p).
Legyen A egy Y-algebra, p az A egy kongruencidja. Ertelmezziik az
A/p=(A/p,X) algebrit a
A/p(al/p7 ey CLm/,O> — GA(ala e a'm)/p

o

(a1,...,am € A, 0 € X,,,) egyenléséggel.
Ekkor o*/? jolértelmezett, mivel p kongruencia relacio.

A/ p-t az A algebra p-szerinti faktor algebrdjdnak nevezzik.



ALGEBRAI ALAPFOGALMAK
Homomorfia tétel: a homomorfizmus €s a kongruencia fogalméanak 0sszekapcsolasa.

Tétel Ha p az A algebra kongruencidja, akkor A/p az A homomorf képe. Forditva,
ha B az A homorf képe, akkor A-nak van olyan p kongruencidja, hogy A/p = B.

Bizonyitas A/p az A homomorf képe a p(a) = a/p (a € A) természetes

homomorfizmus mellett.

Forditva, legyen ¢ : A — B az A-nak B-re valé6 homomorf leképezése.

Ertelmezziik A-n a p relaciét az

a=b(p) & p(a) = ¢([0) (a,b e A)
ekvivalenciaval. Ekkor p kongruencia relaco lesz.

v: Alp— Bavy(a/p) = ¢(a) (a € A) A/p-nak B-re valé izomorf leképezése.
[
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK
A= (A,X)és B=(B,X) S-algebrdk direktszorzata: A x B = (A x B, L4*F)
algebra, ahol

o B ((a1,b1), s (@ms b)) = (07 (a1, - am), 05 (brs b))

(0 € Xm, (a1,b1),...,(am,bm) € A X B. A direktszorzat fogalma természetes

7 yd

modon terjeszthetd ki kettdonél tobb tényezore is.

Késobb sziikségiink lesz “Osszetett” miveletekre, ahol miiveletek masik

miiveletekbe bedgyazva szerepelnek. Pl. egy S = (S, {-}) félcsoportot az
(81 . 82) - 8S3 = 81 - (82 . 83) (81,82,83 & S)

azonossaggal értelmeziink, amit -(-(z1, x2), x3) = -(x1, -(x2, x3)) alakban is

irhatunk.
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Definiciéo Legyen > miveleti szimbélumok halmaza, Z pedig tetszoleges halmaz,
melyre Z (X = (0. A X Z-termek (polinom szimb6lumok) Fx;(Z) halmaza a
(ZU2Z0U{, } U{()})" halmaz legsziikebb olyan F' részhalmaza, melyre:

o /| Xy CF,
e mindenm > 1,0 € X,, ésp1,...,pm € Feseténo(pi,...,pm) € F.

Példa. Legyen > = 3o U 31 U X, ahol X2 = {o}, X1 = {7} és X0 = {a} és
legyen Z = {a, b}.

Akkor a kovetkezo termek Fx(Z) elemei: a, b, a, y(b), v(«), o(b, @), o(v(a), a),
o(v(a),o(a,b)), ...

12



ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Osszetett miiveletek

Legyen X miiveleti szimbolumok egy halmaza. Minden n > 0 esetén értelmezziik
az X, = {x1,...,zn} halmazt, melynek elemeit viltozoknak nevezziik.
Feltessziik, hogy X,, (2 = 0.

Tekintsiik az Fx (X, ) halmazt.

Han = 0és X = (), akkor Fx(X,,) iires. Ezért a kovetkezGkben mindig
feltessziik, hogy n # 0 vagy X # 0, tehat Fx (X, ) nem iires.

Ha rdaadasul van olyan m > 0, hogy X.,,, # (), akkor Fx (X, ) végtelen.
Nyilvanvald, hogy Fi(X%) C Fs/ (X)) haX C X' ésk <.

Azn = 0(és Yo # D) eset: ekkor X,, = (), ezért a termekben nem szerepelnek

valtozok. Fx(Xo)-t roviden csak Fx-val jeloljik. Fx a X feletti alap termek

halmaza.
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Legyen A = (A, X)) egy algebra és p € Fx(X,,) egy term. A p éltal A-ban indukalt
polinom fiiggvény alatt azt a p™* : A™ — A leképezést értjiik, melyre tetszGleges
a=(ai,...,an) € A" esetén:

- hap =x; (1 <i<n),akkor p™(a) = aj,

- hap =0 € X, akkor p*(a) = o,

-hap=o(p1,...,pm) (0 € Xm, m >0,p1,...,pm € Fx(X,)), akkor
p*(a) = o (pf'(a),. .., pm(a)).

Megjegyzések: 1) Ha n = 0, akkor p”* () helyett p™-t frunk.
2)Ha H = {h1,...,hn} C A, akkor [H] = {p(h1,...,hn) | p € Fx(Xn)}.

Jelolés: hap € Fx(X,) éspi,...,pn € Fx(Xm), akkor

p(p1,...,pn) =p(T1 < P1,...,Tn < Pn) € Fx(Xm), ahol ez utébbi azt a fat
jelenti, amelyet ugy kapunk p-bdl, hogy abban egyidejileg x1 helyére p;-et, ... , T,
helyére p,,-et helyettesitiink.
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Megjegyzés: homomorfizmus €s a kongruencia feltételei polinomokra is teljesiilnek.

1) Ha ¢ : A — B leképezés homomorfizmus .A-bdl B-be, akkor tetszéleges
p € Fx(X,)ésai,...,an € Aesetén

o(p" (a1, am)) = P (p(ar), . .., p(am)).

2) Ha p kongruencia az A algebran, akkor minden p € Fx(X,,) term és
A1,y Qm,b1,...,bm € Aeseténaz a; = b;(p)(i = 1,...,m) osszefiiggésekbdl

kovetkezik, hogy
pat, ... am) =p (b1, ..., bm)(p).

Bizonyitas mindkét esetben a p felépitése szerinti indukcioval.
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Legyen A = (A, Y) tetszleges algebra. Minden p € Fx(A|J X)) term
meghatdroz egy p”* : A™ — A leképezést, amelyet a kivetkezGképpen definidlunk.

TetszGleges a = (a1,...,an) € A™-re:
- ha p = a valamely a € A-ra, akkor p”*(a) = a,

-hap=ux;,p=0 € Xovagy p=o(p1,...,Dpm), akkor p*(a)-t ugyaniigy
definialjuk, mint a polinom fiiggvény esetében tettiik.

Hap € Fs(A|J X)), akkor a p™* : A — A leképezést egyvdltozds algebrai
fliggvénynek nevezziik. Megjegyezziik, hogy ez esetben x1 egynél tobbszor is

elofordulhat p-ben.
A egyviltozos algebrai fiiggvényeinek halmazat Alg, (LA)-val jeloljik.
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Hap =o0(c1,...,¢i—1,%1,Cit1,- .-, Cm) alakd valamely m > 0,0 € X,
1<i<mésci,...,Ci—1,Ci+1,...,Cm € A-ra, akkor p-t az A algebra elemi

transzldcidjdnak nevezzik. Ez esetben x1 pontosan egyszer fordul eld p-ben.
A elemi transzlacidinak halmazat ET(.A)-val jeloljiik.

Nyilvanval6, hogy ET(A) C Alg, (A).
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Tétel Legyen A egy Y-algebra, p C A x A pedig ekvivalencia relacié. Ugy p akkor
€s csakis akkor kongruencia A-n, ha tetszdleges m > 0 egész szam, o € .,
miveleti szimbdlum, 1 < ¢ < m egész szam, a,b € A és

O'(Cl, ey Ci—1, L1, Cid1y e - -y Cm) c ET(.A) esetén az

a = b(p)
feltételbdl kovetkezik, hogy

o(C1y ey Cic1,GyCit1y-yCm) =0(C1y...,Ciz1,b,Cit1,...,Cm)(p).

Bizonyitas Ha p kongruencia, akkor nyilvanvaléan kovetkeznek a feltételek, mert =

ekvivalencia relacio €s igy a reflexivitas miatt

Cl1 = C1 (p), N T — C@'_l(p), Ci+1 = Ci+1(p), N — Cn(p) 1S teljesijl.
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

A forditott irdany bizonyitasahoz legyen o € Y., (m > 0) tetszleges és tegyiik fel,
hogy a; = bi(p), (a:,bi € A, i = 1,...,m). Ekkor a feltételt alkalmazva a
o(x1,az2,...,an) clemi transzlaciéra és az a1 = b1 (p) parra, kapjuk, hogy

o(a1,az,...,am) =0o(bi,az,...,am)(p).
Tth, hogy i-re (1 < ¢ < m) igazoltuk, hogy

a(al, ey Qi —1,Q5, Qj41y - - .,a,m) = O'(bl, . .,bi_1,bi,ai+1, . .,am)(p)

A feltételt alkalmazva a o (b1, ..., b;, T1, ait2, ..., an ) transzlaciora és az

a;+1 = bit+1(p) parra, kapjuk, hogy

O'(b1, .. .,bi_l,b@',ai+1,ai+2, .. .,a,m) EO‘(bl, . .,bi_l,b@-,b@-+1,a@-+2, . .,a,m)(p).
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Végiil, a tranzitivitas miatt

0‘(0,1, ey 31,5, A541,A742, . . .,a,m) = O'(bl, .. .,bi_l,bi,bi+1,a@'+2, .. .,am)(p).

Az i = m esetben kapjuk, hogy o(a1,...,am) = o(bi,...,bm)(p), vagyis p az A

algebra kongruencigja. []
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ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Legyn > muveleti szimbolumok halmaza, n nemnegativ egész szam.
X p-term algebra: az Fs(X,) = (Fs(Xn), 27=")) algebra, ahol minden
m >0, (c €Xm, p1,...,Pm € Fx(X,)) esetén

afZ(X“)(pl, o sPm) = 0(P1y- ey Pm)-

Fx(Xn): az X, altal szabadon generdlt szabad ¥-algebra

Tétel Legyen A tetszOleges -algebra, © : X,, — A pedig tetszbleges leképezés.
Akkor ¢ egyértelmien kiterjeszthetd Fx (X, )-nek A-ba valé6 homomorfizmusava.

Bizonyitas Mivel a homorf leképezés és a polinomok alkalmazasa felcserélhetd,
F=(X,) elemei pedig eléallnak p” =) (z1, ..., z,) (p € Fx(X,)) alakban,
ezért a kiterjesztés csak

‘FE(X’I’L)(

o(p 1, an)) = PP (1), (@)

lehet. Konnyl megmutatni, hogy ilyen modon valoban homomorfizmushoz jutunk.
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TERMEK, FAK

A p € Fx(Z) termet reprezentald véges, irdnyitott, cimkézett és rendezett fa:
e p =z € Z: egy csucspontu fa, melynek cimkéje z,
e p =0 € Xp: egy csucspontu fa, melynek cimkéje o,

e p=0(pi,..-,Pm) (0 € Xp,, m > 0):
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TERMEK, FAK
Példa Eo = {0, 1}, 21 = {—I}, 22 = {\/, /\}, és Em = @, ha m Z 3, /= XQZ

p = A(V(x2,21), (1))

o 1 1 ®
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TERMEK, FAK
Legyen p(€ Fx(Z)) egy X Z-fa.

A p fa részfdinak sub(p) halmaza:
(i) hap € Z|J X0, akkor sub(p) = {p},
(iDhap =o(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor

sub(p) = U(sub(pi) | i =1,...,m) Uip}-
Tehat sub(p) C Fx(Z).

A p faroot(p) gyokere:
(i) hap € Z|J X0, akkor root(p) = p,
(ihap = o(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor

root(p) = o.

Tehat root(p) € Z [ J 2.
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TERMEK, FAK

A p fa h(p) magassdga:
(i) hap € Z|J X0, akkor h(p) = 0,
(iDhap =o(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor

h(p) =1+ max(h(p;) |i=1,...,m).
Tehat h(p) egy nemnegativ egész szam.

A p fa size(p) mérete:
(i) hap € Z|J X0, akkor size(p) = 1,
(iDhap =o(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor

size(p) =1+ > " | size(ps).

Tehat size(p) egy pozitiv egész szam.
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TERMEK, FAK

A p fa fr(p) hatdra:

(ia) hap = z € Z, akkor fr(p) = z,

(ib) ha p = o € Yo, akkor fr(p) = &, ahol ¢ az iires sz,
(iDhap =o(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor

fr(p) = fr(p1) .. . fr(pm).

Tehat fr(p) € Z*.
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TERMEK, FAK

Eszrevételek.

A p fa 0 magassagu részfait gyakran p leveleinek nevezziik. Vilagos, hogy h(p) nem
mas, mint a p-t reprezentald grafban a gyokértdl a levelekig vezetd utak hosszainak

a maximuma, mig size(p) egyszertien ezen graf csticsainak a szama.

Egy részfanak tobb eldfordulasa is lehet p-ben. Egy s € sub(p) fa a p valddi

részfdja, ha s & Z | )Xo és s # p, vagyis s a p-nek nem levele és nem maga p.

Példa A mar ismert p = A(V(x2,x1), (1)) fa esetében
sub(p) = {p, V(z2,x1), 22, 21,(1),1},
root(p) = A, h(p) = 2, size(p) = 6 és fr(p) = xo2x;.

27



FANYELVEK (ERDOK)
Az Fx (X)) tetszGleges T részhalmazat > X, -fanyelvnek (vagy erdének) nevezziik
Példa.

Legyenn = 2,% = Y5 (J X1 | X0, ahol X5 = {0} és X1 = {7}, and Xp = {a}.
Ekkor

T ={o(y"(z1),7" (1)) | k > 0} és U = {o(v"(21),7' (1)) | k, 1 > 0}
valamint
T ={o(v"(a),7" (@) | k> 0} ésU" = {o(v"(),7'(@)) | k,1 > 0}

fanyelvek (T, U C Fx(X1) ésT’,U’ C Fx), ahol v*(z1) jeldli azt a
Y(y(...v(x1)...)) fat, melyben v k-szor fordul eld.

28



FAAUTOMATA

¥ X -faautomata: egy A = (A, a, A") rendszer, ahol
o A= (A,>)-véges X-algebra, amely elemei dllapotok,
o a=(aV,...,a\™) € A" — kezdé-vektor,
o A" C A —végdllapotok halmaza.

Az A faautomta dltal felismert T (A) fanyelv:

T(A) ={p € Fx(X,) | p(a) € A"}

Egy T' C Fx(X,) fanyelv felismerhetd, ha van olyan A Y X, -faautomata, melyre
T=T(A)

A Y X, -faautomatakkal felismerhetd fanyelvek osztalyat Rec(32, X, )-nel jeloljik.
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FAAUTOMATA

Tehdt egy A = (A, a, A") faautomata estén az a kezd6-vektor dimenzidja
(komponenseinek szama) adja azt az n-et, melyre T(A) C Fx(X,,).

A jelolésrol:
e alaphalmaz: A # ()
e Y-algebra: A = (A,Y)
e faautomata: A = (A,a, A’),ahol A’ C Aésa = (a'V,...,al™) e A"

e hasonléan B, B = (B,X),B = (B,b, B’), stb
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FAAUTOMATA

>.X,, faautomata az n = 0 esetben.

Ekkor a = (), tehat a faautomata ,,csak” A = (A, A) alakuy, ahol A = (A, Y) egy
véges Y-algebra és A’ C A.

Ebben az esetben a faautomata alap termeket ismer fel:

T(A)={pec Fs|p" € A'}.

Az n = 0 eset is elég altalanos ahhoz, hogy tanulmanyozhassuk a faautomatak
legfontosabb tulajdonsagait. Kivéve, a faautomata altal felismert fak hatérai altal

meghatarozott nyelveket. Erre az n > 0 eset lesz alkalmas.
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VEGES AUTOMATA

Automata felismerd: egy M = (Q, Z, 6, qo, Q") rendszer, ahol
o () # () véges halmaz — dllapotok halmaza,
e 7 + () véges halmaz — bemend jelek halmaza,
® 0:Q X Z — (- dtmenet-fiiggvény,
® qo € Q) —kezdddllapot,

o Q' C Q —végdllapotok halmaza.
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VEGES AUTOMATA

Z-feletti véges szavak halmaza: Z™

U= 2z122...2k_12k € Z* egy (input) sz0, ahol z1,...,zx € Z
<1 Z2 Zk—1 2k
O > O > o e e > O > O
qo qi dk—1 dk

g1 = 6(q0,21)s- - qr = 6(qr—1, 2x), jelolés: qx, = qou™ vagy csak qx = qou
Az M dltal felismert L(M) C Z™ nyelv:

LM)={ue Z" | quecq'}.
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VEGES AUTOMATA, MINT FAAUTOMATA
M = (Q, Z, 6, qo, Q") automata esetén

z € / felfoghato, mint egy o, egyvaltozds miiveleti szimbdlum, tovabba legyen
Yz =(2z)1={0.|2€ 2}

Konstrudljuk meg az A = (A, ¥ z) univerzalis algebrat, ahol A = Q

0(q) =8(q.2),  (9€ A, z€2).

Azu = z1 ...z, € Z* szénak megfeleltetjik a p, = 0., (... (0, (21))...) fat

(Ugyanannak az adatnak egy masik reprezenticiogja.)
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VEGESAUTOMATA;MHWTFAAUTOMATA
Tetszbleges qo € Q ésu = z1 ...z, € Z™ esetén az M automataban:

q1 = 5(6107 Zl), ceey Q. = 5(%—1, Zk) vagyis

<1 Z2 Zk—1 2k
O e e e

qo qi qk—1 qk

Y

35



VEGES AUTOMATA, MINT FAAUTOMATA

Az u szénak megfelels p, = 0., (...0., (z1)...) fakiértékelése az A algebraban a

,,go helyen™:
L1 ¢ 40
Oz1 ¢ Q1
Oz o Q2
Ozp_ 1 . qk — 1
Oz & Gk
azaz qou™ = p'(qo)
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VEGES AUTOMATA, MINT FAAUTOMATA

AzM = (Q, Z,6,qo, Q") véges automatdhoz hozzérendeljiik az A = (A,a, A")
Y. z X1 -faautomatdt, ahol a = (qp), A’ = Q' és A = (A, X z) az el6bb

megkonstrualt algebra. Ekkor tetszGleges u € Z™ input szora
gu™ € Q < pf(a) c A
Tehat természetes bijekcié van az M altal felismert
LM)={u€ Z" | queQ'}
nyelv és az A 4ltal felismert
T(A) ={p € Fs,(X1) | p(a) € A’}

fanyelv kozott.

Ily modon minden véges automata tekinthetd faautomatanak.
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VEGES AUTOMATA, MINT FAAUTOMATA

AzM = (Q, Z,6,q0, Q") véges automata szimuldlhaté 0-valtozés faautomataval is.
Ekkor >z = (X2)1 U (Xz)o={0: |z € Z}U{#},azu=21...2, € Z*
szonak apy, = 0, (...02,(#) ...) € Fx, fat feleltetjiik meg.

27 27

Az A = (A, X z) univerzélis algebraban (lasd el6z6 didk) tovabbra is
07'(q) = 6(q,2). (¢ € A, 2 € Z), tovdbbd #” = qo

Végiil az M véges automatdhoz hozzérendeljiik az A = (A, A")
> 7 Xo-faautomatat, ahol ismét A" = Q.
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FELISMERTHETO FANYELVEK BOOLE MUVELETEKRE VALO ZARTSAGA

S, T C Fx(X,) fanyelvek esetén az S| JT', ST és
S\T ={p|pe€ Sésp ¢ T} miveleteket Boole-féle miiveleteknek nevezziik.

Tétel TetszSleges Y-rangolt dbécére és n természetes szamra, Rec(3, X,,) zart a

Boole-féle miiveletekre nézve.

Bizonyitas Legyenek S és T felismerhetd > X, -fanyelvek, azaz S = T'(A),
T =T (B), ahol

A=(AaA)A=(A42),a=(aP,. ..  a™)és
B = (B,b,B),B=(B,%),b=(bW,...,b") X X,-faautomaték.
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FELISMERTHETO FANYELVEK BOOLE MUVELETEKRE VALO ZARTSAGA

Konstrudljuk mega C = (A x B, ¢, C") ¥ X,,-faautomatat, ahol
c = ((aV,bM), ..., (a'™,b™)), tovibba A x B az A és B algebrak
direktszozata, C'-t pedig késdbb adjuk meg.

Azonnal lathato, hogy

p™*(c) = (p"(a), " (b)).
Konnyl szamolassal igazolhat6, hogy
C'=(A"x B)|J(A x B')esetén: T(C) = ST
C'= A" x B esetén: T(C) = ST és
C'=A"x(B—B')esetén: T(C) =S\ T.
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PUMPALO LEMMA FELISMERHETO FANYELVEKRE

Jelolések:

Legyen £ egy tj segédszimbolum. Ekkor Fi (X U{&})-vel jeloljiik az Gsszes
olyan Fx (X, | J{£}) fak halmazat, amelyekben & pontosan egyszer fordul eld.

TetszSleges p € Fx(X,) U F\E(Xn U{&Y) ésq € ﬁz (Xn U{E}) esetén
p-q=q(§ <+ p),

tovabba a ¢" k-adik hatvdnydt az alabbi médon értelmezziik:

(i) ¢° =&, és

() ¢" =q-¢" ' hak > 0.
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PUMPALO LEMMA FELISMERHETO FANYELVEKRE

Tétel (Pumpal6 lemma) Legyen A egy k-allapoti X X,,-automata. Hap € T'(A)
legaldbb k magassdgu fa, akkor vannak olyan ¢ € Fs(X,) ésr, s € Fs(Xn U{¢})
fak, hogy

Dp=q-r-s,
2)h(r) > 1,
g -rt-seT(A) (£=0,1,...).

Bizonyitas Legyen p € T'(A), h(p) > k és tegyiik fel, hogy p = o(p1,...,Pm)
(0 € X, m>0).

Legyen 1 < ¢ < m egy olyan index, melyre h(p;) = h(p) — 1 és irjuk fel p-t

P =Di- O-(pla' . . 7pi—17€7pi+17' . ;pm)

alakban. Legyen
S§1 :— O-(pla <. 7pi—17€7pi-|-17 <. ;pm>
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PUMPALO LEMMA FELISMERHETO FANYELVEKRE
Ezen eljarast folytatva, p felirhatdo p = sg4+1 - Sg - ... - S2 - s1, alakban, ahol

- Sk+1 € Fu(Xn),

- s1,. .., 80 € P (Xn ULED),
-h(s;) > 1mindeni =1,..., k-ra.

Mivel A éallapotainak a szdma k, vannak olyan 1 <17 < 7 < k + 1 : indexek, hogy
(Skt1---.-8i)(a) = (Skg1 ...+ s5)(a).
Legyen
q=Skt1 ---"Sj, T=2385j—-1"-.."8i, S=8i—1"...81.

Azonnal lathato, hogy

minden £ = 0, 1, .. .-re. [
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A PUMPALO LEMMA ALKALMAZASAI

A pumpal6 lemma segitségével megmutathatjuk, hogy egy fanyelv nem

felismerhetd. Nem felismerhetd fanyelvek:

1) A nem felismerhetd (kozonséges) nyelvek kodolasaként kapott fenyelvek. Pl. az
{a”™b"™ | n > 0} nem felismerhet6 nyelvnek megfelels

{ga( ..aaj(?b(. . (Gll(x1>> ...)) | n>0}

.
~~ ~~

Mn-SZer MNn-SZer

fanyelv, ahol o, és o, egyvaltozos szimbolumok.)

2) A fanyelvekre adott példak koziil T' és T' nem felismerhetd.
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A PUMPALO LEMMA ALKALMAZASAI

A pumpal6 lemma segitségével megmutathatjuk, hogy egy fanyelv nem

felismerhetd. Nem felismerhetd fanyelvek:

3) A teljesen kiegyensulyozott binaris fakbdl 4ll6 fanyelv nem felismerhetd. Legyen
>) = ¥, ahol X5 = {o}. Ekkor a

{a,o0(a,a),0(0(a,a),o(a,a)),...}

fanyelv nem felismerhetd.
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A PUMPALO LEMMA ALKALMAZASAI
Eldonthetdségi kérdések felismerhetd fanyelvekre.

Tétel Legyen A egy k-allapotd ¥X,,-automata. Ugy T'(A) akkor és csakis akkor
nem iires, ha van egy k-ndl kisebb magassagu fa T'( A)-ban.

Bizonyitas Az allitas egyik fele nyilvanval6

A masik irdnyra indirekt bizonyitast adunk. Evégett tth T'(A) # () és minden
T'(A)-beli fa magassaga legalabb k. Legyen p € T'(A) egy minimalis méretd
T'(A)-beli fa.

A pumpal6 lemma szerint 1€tezik p-nek olyan p = ¢q - r - s felbontasa, amely

kielégiti ezen lemma feltételeit. Igy ¢ - s € T'(A) is teljesiil. Ugyanakkor a ¢ - s fa

mérete kisebb p méreténél, ami ellentmondas. ]

Tétel TetszOleges A ¥ X, -faautomata esetén eldonthets, hogy T'(A) iires-e.

46



A PUMPALO LEMMA ALKALMAZASAI
Eldonthetoségi kérdések felismerhetd fanyelvekre.

Tétel Tetszbleges A és B X X, -faautomatak esetén eldonthetd, hogy
T(A) C T(B) teljesiil-e.

Bizonyitas Tudjuk, hogy T(A) C T(B) < T(A) \ T(B) = 0.

Konstrudljuk meg azt a C faautomatat, melyre 7(C) = T'(A) \ T(B) (Boole
mivetekre valé zartsag), majd dontsiik el, hogy T'(C) iires-e.

Tétel Tetszbleges A és B X X, -faautomatak esetén eldonthetd, hogy
T(A) = T(B) teljesiil-e.
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A PUMPALO LEMMA ALKALMAZASAI
Eldonthetoségi kérdések felismerhetd fanyelvekre.

Tétel Legyen A egy k-allapoti ¥ X, -automata. Ugy T'(A) akkor és csakis akkor
végtelen, ha tetszdleges [ > 0 egész szamra létezik az

[ +k <h(p) <l+ 2k

osszefliggéseket kielégité p € T'(A) fa.
Bizonyitas dp : | + k < h(p) < 1+ 2k = (a pumpal6 lemma szerint) T'(A)

végtelen.

Megforditva, tth T'(A) végtelen. Akkor van olyant € T'(A), hogy h(t) > [ + 2k és
foltehets, hogy size(t) minimalis. Tovabb4, ¢ felbonthatd

t = 8k+1 Sk ... 82+ 81,

alakban, ahol s1, sa, ..., sx+1 a pumpald lemma bizonyitasiaban szerepld fak.
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A PUMPALO LEMMA ALKALMAZASAI

Legyen1 <1 < j < k+ 1ugy, hogy

(Shqt ... 85)M @) = (Suqr - ... s:)"(a)
€s 7 — ¢ minimalis.
Tekintsik ap = sg41 ...+ 85 - si—1 ... 81 fat. Teljesiil, hogy
-p e T(A)és
- size(p) < size(t).

Mivel ¢t a minimalis méretd olyan fa volt, melyre h(¢) > | + 2k, kapjuk, hogy
h(p) <1+ 2k.

Tovabba, az s1, s2, ..., sx+1 fak definicigjabol, valamint abbdl, hogy 7 — 4
minimalis, kdvetkezik, hogy h(¢) — h(p) < k. Ez utébbibdl viszont kovetkezik,
hogy | + k < h(p). Tehat ez a p fa megfeleld.
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A PUMPALO LEMMA ALKALMAZASAI
Eldonthetoségi kérdések felismerhetd fanyelvekre.

Kovetkezmény Legyen A egy k-dllapoti XX, -automata. Ugy T'(A) akkor és
csakis akkor végtelen, ha 1€tezik a

k <h(p) <2k
osszefiiggéseket kielégité p € T'(A) fa.
Bizonyitas

7 7

Az el6z6 tételbdl kapjuk az [ = 0 esetben.

Tétel TetszOleges A ¥ X, -faautomata esetén eldonthets, hogy hogy T'(A)

végtelen-e.

Bizonyitas A k < h(p) < 2k Osszefiiggéseket kielégitd p fak szdma véges.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI
Jelolés: Az A halmaz részhalmazainak a halmazat P(A)-val jeloljiik.

A halmaz feletti m-vdltozds (m > 0) nemdeterminisztikus miivelet:
f:A™ — P(A) leképezés. (Ham = 0, akkor f C A.)

Nemdeterminisztikus (nd) L-algebra: A = (A, ¥4), ahol A4 = {04 | 0 € X} és
minden m > O-raés o € ¥,, esetén o egy A feletti m-valtozoés

nemdeterminisztikus miavelet.

A nd X-algebra, o € ¥, és Ay, ..., Ay € P(A) esetén definidljuk:

ot (A1, ..., Am) = U(JA(al,...,am) a1 € A1,...,am € An).
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Legyen A = (A, ¥) nd algebra. Minden p € Fx(X,,) indukal .A-ban egy

p?t : P(A)™ — P(A) polinom fiiggvényt, amelyet a kovetkezSképpen definidlunk.

TetszGleges a = (A, ..., A"™) € P(A)" esetén:
Dhap=ux; (1<i<n),akkor p?*(a) = A9,
2)hap = o € %o, akkor p™(a) = ¢ (C A),

3Yhap =o0(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor

p*(a) = o’ (' (a),....pm(a)).

52



FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Nemdeterminisztikus (nd) XX ,,-faautomata: egy A = (A, a, A") rendszer, ahol
o A= (A, >)-végesnd X-algebra, amely elemei az dllapotok,
o a= (AW ... AM) c P(A)", a kezdb-vektor
o A’ C A, avégdllapotok halmaza.

Az A dltal felismert T'(A) fanyelv:

T(A) = {p € Fs(Xa) [ p"(a)( A # 0}.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

A determinisztikus faautomata az nd faautomata specialis esete.

A nd faautomata determinisztikus faautomataval valé szimulalasahoz:
Legyen A = (A, ¥) egy nd X-algebra

Az A részhalmaz algebrdja a P(A) = (P(A), ©7A) algebra, ahol tetsz6leges
o€ XmésAl,...,An € P(A)™ esetén

cP (AL, AR) = M (AL A).

P(A) ,determinisztikus”, tovabbd minden p € Fx(X,,) és
a=(AD ... AM™) c P(A)" esetén
A P(A

( “(a).

p(a)=0p
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Tétel Az nd X X, -faautomatakkal felismerhet6 erdok osztdlya megegyezik
Rec(3, X, )-nel.

Bizonyitas Legyen A = (A, a, A’) egy nd X X,,-faautomata. Konstruéljuk meg a
B = (P(A),a, B’) (determinisztikus) ¥ X ,,-faautomatat, ahol
B' ={be P(A) | b A’ # 0}. Mivel p*(a) = p©' Y (a), kapjuk, hogy

peT(A) & pl(@a)NA #0 & p"W@)NA #£0 <

pF(a) e B’ & p e T(B)

Tehit T(A) = T(B)
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Nemdeterminisztikus (nd) felszdllé Y-algebra: egy A = (A, ) pér, ahol A # ()
halmaz, az A elemeinek a halmaza, tovabba ¥4 = {o** | ¢ € £}, ahol

_hao € X, akkor o C A,
-hao € 3,, ésm > 0, akkor o : A — P(A™).

Nemdeterminisztikus (nd) felszdllé ¥ X ,-automata: egy A = (A, A, a) rendszer,
ahol

o A véges nd felszallé Y-algebra, amely elemei az dllapotok,
o A'(C A) akezdd-dllapotok halmaza,

o a= (AW ... A (e P(A)") avégdllapot-vektor.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

(a1,...,am) € c(a)

57



FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Legyen A = (A, A’, a) egy nd felszillé6 X X, -automata. Definidljuk az
o™ Fu(X,) — P(A)
leképezést: minden p € Fx(X,,) esetén

e hap =ux; (1 <i<n),akkor a®(p) = AW,

A

A(p) = o,

e hap=o0 (o € X)), akkor «

e hap=o0(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor
a?(p) ={a € Al o (a)N(a®(p1) x ... x a®(pm)) # 0}

Néha a”* (p) helyett csak a(p)-t frunk.
Az A altal felismert fanyelv: T(A) = {p € Fx(X,) | a™(p) N A" # 0}.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Példa Legyen X = >3 = {o}. Tekintsiik a A = (A, X) nd felszall6 algebrat, ahol
A = {ao, a1}, tovabba

e o(ao) = {(ao,a0)}

e o(a1) = {(ao,a1),(a1,a0)}

Végiil legyen A = (A, A’, a) nd felszallé X X»-automata,
ahol A" = {a1}ésa = ({a1},{ao}).

Ekkor
T(A) ={p € Fx(X2) | p-ben pontosan egy =1 van}.

Jeloljiik ezt az erdot T, -gyel.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Példa Legyen > = ¥» = {o}. Tekintsiik a A = (A, 3J) nd felszall6 algebrat, ahol
A= {ao, al}, tovabba

e o(ao) = {(ao,a0), (a1,a1)}

e o(a1) = {(ao,a1),(a1,a0)}

Végiil legyen A = (A, A’, a) nd felszallé X X»-automata,
ahol A" = {a1} ésa = ({a1},{ao}).

Ekkor
T(A) = {p € Fx(X2) | p-ben paratlan szdmu x; van}.

Ha A" = {ao}, akkor

T(A) = {p € Fx(X2) | p-ben paros szimu =1 van}.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Tétel A nd felszallo > X, -faautomatak altal felismert erdok osztalya megegyezik az
nd Y X,,-faautomatak altal felismert erdSk osztalyaval (vagyis Rec(X, X, )-nel).

Bizonyitas Legyen A = (A, A’, a) nd felszéll XX, -faautomata, ahol
A=(4,%),a= A0, . . . AM)

Definidljuk a B = (A, ) nd X-algebrat a kovetkez6képpen:

ceacoPsacot(ac A o

e acoP(al,...,am) < (a1,...,am) € 0**(a) minden

(a,a1,...,am € A, 0 € X, m > 0) esetén.
Definidljuk a B = (B, a, A") nd X X,,-faautomatit.
Megmutatjuk, hogy T'(A) = T'(B)
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

El6tt egy példa: Legyen 3 = Yo = {o}. Tekintsiik a A = (A, 3) nd felszalld
algebrat, ahol A = {ao, a1 }, tovabba

o 0% (ao) = {(a0,a0)}, 07 (a1) = {(ao, a1), (a1, a0)}
ésaz A = (A, A’,a) nd felszéllé X X»-automatat, ahol A" = {a1} és
a= ({a1},{ao}).
Ekkor B = (A, X) az az nd X-algebra, melyben

o o5(ao,a0) = {ao}, cP(a1,a1) =0,

o 0"(ap,a1) = oP(a1,a0) = {a1},

és B = (B,a, A") pedig a rdépitett nd X X»-faautomata.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Megmutatjuk, hogy T'(A) = T'(B)

El6szor azt igazoljuk, hogy tetszbleges p € Fx(X,,) fara «

h(p) szerinti indukci6

(i) h(p) = 0:

(ia) ha p = z; (1 < i < n), akkor a®(p) = A = pP(a).

(ibyhap = o € %o, akkor a®(p) = o = % = p®(a),
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

(ii) h(p) > 0, vagyis p = o(p1,...,pm) (0 € X, m > 0)

A

a € a(p)= (Jai,...,am € A):
((a1,-..,am) € c*(a)) A (a; € a

A(pl)|7’:177m)

= (definici6 + ind. feltevés) (a € o°(ai,...,am) A (a; € pF(a) |
= a € p°(a)

Forditva — a = megforditdsaval. Kapjuk, hogy o (p) = p®(a).
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Igy
peT(A) <

A NA 20" P57 BN £0 e
p €T (B)

Vagyis a nd felszallo faautomatikkal felismerhetd erdok felismerhetdk nd
faautomataval (€s igy faautomataval) is.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Forditva, legyen B = (B, a, A") nd XX, -faautomata, ahol B = (A, X) és
a= (AWM ... AM)

Vegyiik az A = (A, ) nd felszall6 algebrat, ahol -

acoP sacot (ac A o€

~a €oP(ar,...,am) < (a1,...,am) € 0% (a)

(a,a1,...,am € A, 0 € Xy, m > 0)

és tekintsiik az A = (A, A, a) nd felszall6 faautomatdt. Végezziik el A-ra a
bizonyitds elsd felében latott konstrukcidt. Akkor visszakapjuk B = (BB, a, A")-t.

Masrészt a konstrukcidé megdrzi a felismert erdot.

Igy a nd faautomatakkal felismerhetd erd6k felismerhetdk nd felsz4lls

faautomatakkal is.
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI
Az A = (A, Y) nd felszall6 algebra determinisztikus, ha
-|lo*] < 1,hac € Zg és

-|o*(a)| < 1, minden o (€ X,,, m > 0) miiveleti szimbdlumra és a(€ A)

allapotra.

Egy A = (A, A’ a) nd felszdll6 faautomata determinisztikus, ha
e A determinisztikus,
o A’ egyegyelemi {ao} halmaz.

Ekkor A’ helyett egyszerien ao-t frunk, vagyis A = (A, ao, a). (Figyelem:

az a vektor elemei a determinisztikus esetben is halmazok!)

A determinisztikus felszallo > X, -faautomataval felismerhetd fanyelvek osztalyat
Det(3, X, )-nel jeloljik. A determinisztikus felszall6 faautomataval felismerhetd

fanyelveket determinisztikus fanyelveknek hivjuk.

67



FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Példa Legyen > = 5 U X4, ahol X2 = {0} és 31 = {v}. Tekintsiik az
A = (A, Y) determinisztikus felszall6 algebrat, ahol A = {ao, a1, a2}, tovabba

® O'(CL()) = (a,l,ag), a(al) — O'(CLQ) — (Z),
e y(a1) = a1, y(az) = az.

Végiil legyen A = (A, A’, a) az a determinisztikus felszall6 faautomata, ahol
A" ={ap} ésa= ({a1}, {az2}). Ekkor

T(A) ={o(y"(z1),7"(x2)) [ m,n = O}.

Jeloljiik ezt az erd6t Ty, n-nel. Tehat T, ,, € Det(2, X2).
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Tétel A determinisztikus erd6k osztilya a felismerhetd erd6k osztalyanak valddi

részosztalya.
Bizonyitas Legyen > = 3o = {0}, n =2¢és 15 = {o(x1,x2),0(x2,71)}.
Megmutatjuk, hogy 7> € Rec(3, X2) \ Det(2, X2).

Egyrészt T5 felismerhet$ a kovetkezd A = (A, (a1, a2),{ao}) X X2-automataval,
ahol A = ({ao, a1,a2,c}, ), tovabbd o (a1, a2) = o(az,a1) = ao és minden mas

a, b kombinacié esetén o(a, b) = c (= csapda allapot).
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Masrészt T nem ismerhetd fel determinisztikus felszalld faautomataval, amit
indirekt bizonyitassal mutathatunk meg.

Tfh. T felismerheté a B = (B, bo, (B, B®)) determinisztikus felszalld
>} Xz-automataval. Legyen o(bo) = (b1, b2).

Mivel o(z1, z2) € T(B), kapjuk, hogy by € BY) és by € B(®
Mivel (2, z1) € T(B), kapjuk, hogy by € B® és by € B
Tehét {b1, b2} € BW és {by,b2} C BP,

Ekkor viszont B felismeri a o(x1, x1) és o(x2, r2) fkat is, tehat 7o # T (B).
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI

Ugyanez rajzban:

T1 py  CEVRSTE G e pM) A, € BO)
bl b2 B
o(xo,x T
o 1 ( 2’£)§ ( )5)1 EB(2)/\b2 EB<1)J
M I}
bo o 0‘(5(71,561),0'(562,562) c T(B)
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FAAUTOMATAK VALTOZATAI
A kovetkezd részben X olyan rangolt 4bécé, melyben 2o = ().

Egy A = (A, A, a) felszall6 faautomatdnak egy a € A allapota 0-dllapot, ha
T((A,{a},a)) =0.

Tétel Létezik algoritmus annak eldontésére, hogy a 0-allapot-e.

A normalizdlt, haminden o € ¥, a € A, (a1,...,am) € o(a) esetén a;-k
egyike sem 0-allapot.

Tétel Barmely A = (A, A’, a) nd felszall6 faautomatéhoz van vele ekvivalens
A = (A', A’ a) normalizalt nd felszall6 faautomata.

Bizonyitas Ha (a1, ..., am) € o(a) tartalmaz egy olyan komponenst, amely
0-allapot, akkor toroljiik o (a)-bol.
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DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK

Minden o € X, (m > 0) esetén bevezetjiik a
Ay =4{01,...,0m}

(rangolatlan) dbécét. Hao # 7. A, (A, = 0. Legyen A = | J(Ay | 0 € X0).

Tetszoleges p € Fx(X,) és x € X,, a p-beli x-utak g_(p) C A" halmaza:
() g,(z) ={e}ésg,(y) =0 hay #z (y € Xyn)
(il hap = o(p1,...,pm), akkor

g2,(p) = o1g,(p1)U. .- Uomg, (pm)
Szemléletesen: A p fa o-val cimkézett csucsabdl kiindul6 i-ik €lhez irjuk a o;
cimkét. Akkor a p-beli x-utakat ugy kapjuk, hogy p-ben a gyokértdl az x-szel
cimkézett levelekhez vezetd utak mentén az €élek cimkéit a gyokértdl a levelek felé

haladva Osszeolvassuk.
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DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK
Példa p = o(7(x2, 1), p(x2))

T2 1 T2

Ay ={o1,02}, Ar ={m,m}, A, ={p1}, A ={o1,02, 71,72, p1}

g, (p) ={o1m2}, g, (p) = {0171, 02p1}

74



DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK

Kiterjesztés: tetszleges T' C Fx (X, )-re és x € X, -re
g, (T) = Jg.(p) IpeT).
Egy T C Fx(X,) fanyelv ¢(7T) lezdrtja:
c(T) ={p € Fu(Xn) | (Vo € Xun) : g,(p) € g,(T)}.
Nyilvanval6, hogy 7' C ¢(7"), mertha p € T', akkor (Vz € X,) : g.(p) C g_(T).

Azt mondjuk, hogy T zdrt, ha T = c(T).
Ha T = {p}, akkor T zart.
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DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK
Példa. A T5 = {o(z1,x2),0(x2, 1)} erd6 nem zart.
T1 X2 L2

01 02 01

Lathato, hogy g, (T2) = {o1,02} = g, (12). Tovébba,

2., (0(@1,21)) = {01,002}, g, (0(21,21)) =0,
g, (0(x2,22)) =0, g, (0(x2,72)) = {o1,02}.

Ezért C(TQ) = {0(5131, 5132), 0(5132, 5131), 0(5131, CL'1), 0(5132, ZL’Q)}

Példa. A T, erdd sem zart.
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DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK

Tetszbleges A = (A, A’, a) nd felszalld faautomata esetén (ahol
a= (A", ..., A™)) bevezetjiik a P(A) = (P(A), A, b) felszll6 faautomatat,
ahol

1) P(A) = (P(A),X) det. felszall6 algebra, melynek miveletei:

o" N (H) = (Jm(e*(a) a € H),...,|J(wm(c"(a) | a € H)).
(0 € Xm, H € P(A) és m; az i-edik projekcid: m;(c1,...,cn) = ¢i)),
b= (BW,...,B™)é BY ={H c P(A) | HNAY # 0}.

Nyilvanvald, hogy P(A) determinisztikus, mert
— oM P(A) — P(A)™, tehét az érték egy vektor, melynek elemei halmazok
— P(A)-nak egy kezd@allapota van: A" € P(A).
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DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK

Ugyanakkor, altalaban T'(P(A)) # T(A), mert mint lattuk az nd felszall6
faautomatak “nem determinizalhatok™: van olyan nd felszallo faautomata, amelyhez

nincsen vele ekvivalens determinisztikus felszallo faautomata

Ha viszont A determinisztikus, akkor T'(P(A)) = T(A), mert a P(A)
kezd@allapota egyelemi halmaz (A’ = {ao}) és o™ (a) = 0*(a) minden
a € A-ra.
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DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK

Példa. Legyen A = {ap,a1,a2}, 3 = 3o = {0} és tekintsiikk az A = (A, ) nd
felszallo algebrat, ahol o(ap) = {(a1,az2), (az,a1)} éso(a1) = o(az) = 0.
Tekintsiik tovdbbd az A = (A, A’, a) nd felszallé faautomatét, ahol A" = {ao} és
a = ({a1},{az2}). Nyilvanvaléan T'(A) = {o(z1,x2), 0(x2,21) }.

A P(A) = (P(A),X) determinisztikus felszallé algebraban

o({ao}) = ({a1,a2},{a1,az2}), stb

Ekkor a P(A) = (P(A), A’, b) determinisztikus felszallé faautomatéban

b = ({{a1},{a1,a2},...},{{az2},{ai,a2},...}) és
T(P(A)) = {O‘(wl,wl),O'(ml,wz),0(%2,%1),0($2,ZE2>}.
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DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK

Tétel Legyen A = (A, A’ a) nd felszallé faautomata. Ha A normalizélt, akkor
T(P(A)) =c(T(A)).

Bizonyitas

T(P(A)) Cc(T(A)): Tthp e T(P(A)) ésu € g, (p) (z; € Xn)
Legyen u = (01)s; .- (0k )i, (K >0)ésd1,...,0, € 2.

A P(A) def. alapjan nyilvanvald, hogy Jao, . .., ar € A:

Dage A ésay € AV,

2) 87 (ao) i1-edik komponense ar,..., 7\ (ar—1) ix-adik komponense ay

Az agp, . .., ar egyike sem O-allapot, mivel A normalizalt

Igy az u utat ki tudjuk egésziteni olyan ¢ € T'(A) fava, melyre u € e, (q).
Kovetkezésképpen p € c(T(A))

c(T'(A)) C T(P(A)): nyilvanvaldan teljesiil, mert P(A) a kiilonb6z6 fakban 1évd
utakat “egyszerre latja”. ]
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DETERMINISZTIKUS FELSZALLO FAAUTOMATAK
Tétel Egy felismerhet6 erd6 akkor és csakis akkor determinisztikus, ha zart.

Bizonyitas Tekintsiink egy A nd felszall6 faautomata altal felismert fanyelvet €s

tegyiik fel, hogy A normalizilt.

Ha A determinisztikus, akkor T'(P(A)) = T(A). Az el6z8 tétel szerint viszont
T(P(A)) =c(T(A)). Tehat T(A) = c¢(T(A)), vagyis T'(A) zart fanyelyv.

Ha T'(A) zart vagyis T'(A) = c(T'(A)), akkor ugyancsak az el6z6 tétel szerint
T(P(A)) =T(A), tehat T(A) determinisztikus. O]

Kovetkezmény 75, T,,, ¢ Det(X, X2) (mivel egyik sem zart). Ugyanakkor
Tr.n € Det(X, X2), tehat zart.
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REGULARIS FANYELVTANOK

Egy reguldris > X, -fanyelvtan egy G = (A, 3, X,,, P, ap) rendszer, ahol
o A £ () véges halmaz, a nemtermindlis szimbolumok halmaza,
e > rangolt abécé,
o ANEUX,) =0,

o P dtirdsi szabdlyok véges halmaza, melyek alakja a — r, ahol a € A és

e ap € A, akezddszimbolum.

Ha G értelmezésében X vagy X,, nem nyer specifikalast, akkor reguldris

fanyelvtanrol beszéliink.
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REGULARIS FANYELVTANOK

p=a q (p,q € Fx(AlJ Xn)) — kozvetlen derivdcio:

a—1reP

p =& q — derivdcid
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REGULARIS FANYELVTANOK
AG= (A%, X,, P, ap) regularis fanyelvtan altal generdlt fanyelv:
T(G) ={p € F=(Xyn) | a0 =" p}.
Példa Legyen G = (A, X, X2, P, a1) egy regularis > Xo-fanyelvtan, ahol
A ={ao,a1}, X =32 = {0}, és P akovetkezd szabalyokbdl 4ll:
e a1 — o(ao,a1) | o(ai,ao0) | x1,
e ap — o(ao,ao0) | xa.

Konnyt latni, hogy T'(G) = T, .
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REGULARIS FANYELVTANOK

Példa Legyen G = (A, X, X2, P, ap) egy regularis > Xo-fanyelvtan, ahol
A ={ao,a1,a2}, X = 3o U, ahol 39 = {0}, 31 = {7} és P akovetkezd
szabalyokbol all:

e ap — o(ai,az),
o a1 — y(a1) | x1,
® (9 — ’7(@2) | xIo.

Konnyt latni, hogy T(G) = Ty n.

)
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REGULARIS FANYELVTANOK

Egy G = (A, X, X, P, A") rendszer kiterjesztett reguldris XX ,,-nyelvtan, ahol
A, X, X,, P ugyanaz, mint a reguldris XX, -nyelvtan definiciéjdban, A" C A
pedig a kezdbszimbolumok halmaza.

AG= (A2, X,, P, A" kiterjesztett regularis fanyelvtan altal generdlt fenyely:

TG)={pe€ Fs(Xn)|a="p, ac A'}.

Tétel Barmely kiterjesztett regularis fanyelvtanhoz van vele ekvivalens regularis
fanyelvtan.

Bizonyitas G = (A, X, X,,, P, A") tetszGleges kiterjesztett reguléris fanyelvtanhoz
megkonstrudljuk a G = (A, X, X,,, P, ao) reguléris fenyelvtant, ahol
A=A J{ao} (a0 € A Gj nemtermindlis) és P = {agp — a|a € A’} |JP.
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REGULARIS FANYELVTANOK

A G = (A, X,, P, A") kiterjesztett regularis fanyelvtan normdlalakban adott, ha

atirasi szabalyai a kovetkez6 alakuak:
e a > x;(a €A x €X,),vagy
e a—o(a€ A, o€y, vagy

e a —~o(ai,...,am) (a,a1,...,am € A, 0 € Xp,, m > 0).
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REGULARIS FANYELVTANOK
Abl'ap — G(p]_, LI 7pm>$
a—o(ar,...,am) € P,a,="p;, i =1,...,m),

a,:}o'(a,l,...,am) :* 0(p1,---7pm>
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REGULARIS FANYELVTANOK

Tétel Barmely G (kiterjesztett) reguldris fanyelvtanhoz van vele ekvivalens

normalalakban adott (kiterjesztett) reguléris fanyelvtan.

Bizonyitas Legyen G = (A, X, X, P, A") Kiterjesztett reguldris fanyelvtan és
egyen a — p € P olyan szabaly amelyik nem felel meg a normalalak

kovetelményinek.

1) h(p) = 0, vagyis a szabdly a — b (b € A) alaki. Ha van olyan ¢ — r € P
szabaly, melyre » € A és b =™ ¢, akkor helyettesitsiik P-ben az a — b szabalyt az
0sszes a — r szabdllyal. Kiilonben az a — b szabdlyt elhagyjuk P-bdl.

(Lancszabaly mentesités.)
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REGULARIS FANYELVTANOK

2)h(p) >0, p=0(pi1,...,pm) (0 € X, m > 0).

Ha p; € A, akkor vegyiink fel egy 4j a; nemtermindlis szimbdlumot és a; — p;
szabalyt. Az a — p szabdlyt helyettesitsiik az a; — p; (1 < i < m) szabalyokkal

ésaza — o(bi,...,bn) szabdllyal, ahol tetszdleges ¢ (1 < ¢ < m) indexre
b B a;, ha Di Q/ A,

pi, kiilonben.

A fenti médositds ekvivalens fanyelvtant eredményez. Masrészt mivel h(p;) < h(p),
ezért véges szamu 1€pésben egy normal alakban adott kiterjesztett regularis

fanyelvtanhoz jutunk.

Az is nyilvanval6, hogy ha G nem kiterjesztett, akkor az eredményiil kapott reguléris

fanyelvtan sem kiterjesztett. ]

90



REGULARIS FANYELVTANOK

Tétel A regularis > X, fanyelvtanok altal generalt erd6k osztdlya megegyezik a
felismerhets erd6k osztalyaval (vagyis Rec(32, X, )-nel).

Bizonyitds Legyen G = (A, X, X,,, P, A’) normal alakban adott, kiterjesztett

regularis fanyelvtan.

Ertelmezziik az A = (A, ) nd felszall6 algebrit a kovetkezéképpen:
1)0620:GEGA<:>Q—>O'€P,

2)0 € X, m>0:

(a1,...,am) € 0*(a) © a—o(ai,...,am) € P.

Majd definidljuk az A = (A, A", a) (a = (A", ..., A1) nd felszill6
faautomatat, ahol a € AW < a — 2, € P (1 < i< n).
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REGULARIS FANYELVTANOK
Megmutatjuk, hogy tetszbleges a € A és p € Fx(X,,) esetén
* A
a=>gp<saca(p).
h(p) szerinti indukci6

(i) h(p) = 0:

a)p=x; (1 <i<n):
o=t Sa—r € PeacAY oacat (),

ahol a masodik ekvivalencidkndl A" definici6jdt, a harmadiknal pedig az

AW = o™ (z;) egyenlGséget hasznaltuk ki.

(ib) p = o € Xo:
e=>hosa—s0€EPsacot &aca®(o),

ahol a masodik ekvivalencidkndl o definici6jat, a harmadiknal pedig az
oA = o™ (o) egyenl8séget hasznaltuk ki.
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REGULARIS FANYELVTANOK

(i) h(p) >0, p=0c(p1,...,pm) (0 € X, m > 0):

Ekkor a levezetés a = o(ai,...,am) =¢ o(p1,. .., pm) alakban irhatd.
Az els6 1épés szerint a — o(a1,...,an) € P, ami ekvivalens azzal, hogy
(a1,...,am) € o(a).

Tovabba, minden 1 < i < n-re, a; = ¢ pi, tehat az indukci6 feltevés szerint
a; € o (pi).
Kapjuk, hogy a € o (o(p1, - .., pm)). Forditva : forditva.

Igy: p € T(G) = (Fac Aa="peap)NA A0 pcT(A),

A

ahol a masodik ekvivalencia az el6bb bizonyitott a =" p < a € o™ (p)

ekvivalenciabol kovetkezik.

Kovetkezésképpen, a reguléris fanyelvtanokkal generalhato erdok felismerhetok.
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REGULARIS FANYELVTANOK

Forditva, legyen A = (A, A’,a) (a = (AW, ..., A"™) nd felszdll6 faautomata,
A = (A, X)) nd felszallé algebra.

Konstrudljuk meg a G = (A, 3, X,,, P, A”) kiterjesztett regularis fanyelvtant, ahol a
P szabalyhalmazt a kovetkezOképpen definialjuk:

—MindenaEEoésaEAesetén:aGaA(:)a—HIEP,

-Mindeno € X,,, m >0é&sa,ai,...,an € A esetén:
(a1,...,am) € 0(a) © a = o(a1,...,am) € P,

—MindenlgignésaeAesetén:aEA(i)@a%xiEP(lgign)

A kapott GG normal alakban adott.

Konstrualjuk meg GG-hez a bizonyitas els6 felében latott nd felsz4llo faautomatat.

Visszakapjuk A-t. Masrészt a konstrukcié megérzi a generalt erd6t: T(A) = T(G).
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REGULARIS FANYELVTANOK

Megjegyzés. Az el6z6ek értelmében Rec(X, X, ) barmely eleme reprezentalhat6 az

alabbi eszkozok barmelyikével:
e > X, -faautomata,
e nd > X, -faautomata,
e nd felszalld >. X, -faautomata,
e barmilyen tipusu regularis > X, -fanyelvtan.

Tovéabba, Det(3, X, ) valddi részosztalya Rec(2:, X, )-nek és Det(2, X,,) a
Rec (2, X,,) zart elemeibdl 4ll.
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REGULARIS FANYELVTANOK
Kovetkezmény. Minden véges erdd felismerhetd.
Bizonyitas Legyen T' = {p1,...,pr} C Fx(X,) egy véges erdd.

Tekintsiik a G = (A, X, X,,, P, A") fanyelvtant, ahol
A= A/ = {ao}
P:{ao — P1,y...,00 —)pk;}.

Nyilvanvald, hogy L(G) = T.
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MUVELETEK FANYELVEKEN

El6szor bevezetiink egy jelolést: tetszbleges o € ¥y, és 11, ..., Ty C Fx(X,)
esetén:

o(Th,...,Tn) ={cp1,...,om) |pi €T, i=1,...,m}.

Ol-helyettesités (outside in): tetszéleges T, T4, ..., T, C Fx(X,) estén definialjuk
aT(x1 < Th,...,x, < Ty) fanyelvet. (T-beli fakban x; helyébe T;-beli fakat
helyettesitiink oly médon, hogy x; kiilonb6z6 el6fordulasai helyébe kiilonbozo
T;-beli fak helyettesithetok. )
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MUVELETEK FANYELVEKEN

Ol-helyettesités (outside in):

1) ElGszor tetszbleges p € Fx (X, )-re definidljuk a p(x1 < 11, ..., x5 < T},)
fanyelvet:

-Hap=x; (1 <i<n),akkor p(x1 + T1,...,xn < Ty) =T,.
-Hap =0 (0 € Xo), akkor p(x1 < T4, ..., xn < Tn) = {o}.
-Hap=o0(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor
plx1 < Th,...,¢0n < Ty) =
opi(xr < Ti,...,xn < Tyn),...,0m(x1 < Th,..., 20 < Th)).

2) Ezek utan tetszoleges T'-re:

T(xi+Ti,...,2n < Ty) = Up(ml —Ti,...,xn < Ty).
pET
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MUVELETEK FANYELVEKEN

Tétel Ha'T,T1,...,T, C Fx(X,) tetszbleges felismerhets erdd, akkor
T(:Ul —Th,...,xn < Tn) 1s az.

Bizonyitds Legyen T =T(G) ésT; =T(G;) (i =1,...,n), ahol
G= (A% X, Pao)és G, = (A;,2, Xy, Pi, a;) na-ban adott regularis
fanyelvtanok. Tth A, A1, ..., A, paronként diszjunktak

Konstrualjuk meg a G = (A, X, X, P, ag) regularis fanyelvtant, ahol
A=AJA1U...lA.és

P=P—{a—x|acA 1<i<n}
U{a—)ai|a—>a¢¢€P, 1 <i<n}

Urel---UPe.

Azonnal lathato, hogy

T(G)=T(x1 < T1,..., 20 < Ty).
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MUVELETEK FANYELVEKEN

x;-Szorzat:

Legyen S, T C Fx(X,)és1 <1i <n.AzS é T x;-szorzatat a kovetkez6képpen
definialjuk:

S .o T =

T(:Ul < {371}, ey Li—1 {:1:1-_1},:(:@- < S, Tit1 < {ZEZ'_H}, ey L {In})

Tétel A felismerhet6 fanyelvek osztalya zart az x;-szorzasra nézve.

Bizonyitds Kovetkezik az Ol-helyettesitésre vald zartsagbol és abbdl, hogy az {z; }
egyelemu fanyelvek felismerhetok. ]
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MUVELETEK FANYELVEKEN
x;-1teracio:
Tetszbleges T' C Fx(X,,) és (1 < i < n) esetén:

707 = (i), |
Tithre — (3% . TYJT?% (j=0,1...)

Tovabba, a T" erd0 x;-iterdltjdt a kovetkezOképpen €rtelmezziik:
T = @ | j=0,1,...).

Allitas T*% ., T C T*,

Bizonyitas Legyen g € T"% - T'. Akkor:

IpeT, pi,...,pe €T : q € {p1,..., Pk} "x; {P}
tovabba, 35 : p1,...,ps € TV 7.

Ezértq € T7%i ., T C TITh% C T*%,
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MUVELETEK FANYELVEKEN
Tétel A felismerhet6 erdék osztalya zart az x;-iteraciéra nézve.

Bizonyitas Legyen T' C Fx;(X,,) felismerhet6 erdS, 1 < i < n természetes szam és
tegyiik fel, hogy T' = T'(G), ahol G = (A, X, X, P, ap) egy na-ban adott reguldris

fanyelvtan.

Tekintsiik a G = (A, X, X,,, P, A’) kiterjesztett reguldris fanyelvtant, ahol

-A=AU{d} (d € A),
-P={d—z;}UPU{a—ao|a— x; € P}
-A/:{d,ao}

Nyilvdnvaléan T'(G) = T*%i, ]

Az egyesités, az x;-szorzat €s az x;-iteracid miveleteket reguldris miiveleteknek

hivjuk.

Tétel A felismerhet6 erdék osztalya zart a regularis miiveletekre nézve.
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE

Reguldris >. X, -kifejezések halmaza a legsziikebb olyan R halmaz, amelyre
teljestilnek az alabbi feltételek:

)0 e R.
2) % U X, C R.
3)Ha¢,( € R, akkor
-(§+¢) ER,
(€2, Q) € R(1 <@ <n),
-(§™) eR(1<i<n).
4YHao € ¥, (m >0)és&1,...,&m € R, akkor (&1, ...,&m) € R.

A regularis X X, -kifejezések halmazat RE(X, X, )-nel jeloljiik.
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE

Minden 7 € RE(3, X,,) regularis kifejezés meghatdroz |n| C Fx (X, ) fanyelvet,

amelyet a kovetkezoképpen €rtelmeziink:

1) Ha np = (), akkor |n| az iires erdd.

2)Han € Yo |J X, akkor |n| = {n}.
-Han = (£ + (), akkor |n| = [¢[U [¢],
-han = (£ 2, ¢) (1 <4< n), akkor |n| = [¢] -z, [],
-han = (£) (1 < ¢ < n), akkor [n| = |€]*".

Y Han=o(r,...,&m), akkor [n] = a(|€1],. .., [Eml).

Egy fanyelv reguldris, ha meghatarozhat6 regularis kifejezéssel.
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE
Példak
DHan =2, (a2 (o(z1,22)*"")), akkor

| |={a,0(a, B),0(0(a, B), ), -}

2) Han = (7(22))2 -, (v(21))™" 2, (0(x1,2)). akkor

|0 |={o(v"(21),7" (x2)) | n,m > 0}.

3) Minden p € Fx(X,) esetén p € RE(X, X,,) és |p| = {p}. (Bizonyitas: p
felépitése szerinti indukcié.) Minden véges erdd regularis: ha L = {p1,...,pm},

akkorn =p1 +... 4+ pm.
Tétel (Kleene) Egy erd6 akkor és csak akkor regularis, ha felismerhetd.

Bizonyitas Kovetkezik két részben.
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE
Tétel A regularis erddk felismerhetok.
Bizonyitas: Az 7 regularis > X, -kifejezés felépitése szerinti indukcidval.

1) Ha n = (), akkor |n| felismerhetd barmely olyan 3 X ,,-automatdval, amely

végallapotainak a halmaza iires.

2)Han € Yo |J Xy, akkor a G = ({ao}, 2, Xn, P, ao) reguldris fanyelvtan, ahol
P = {ao — 1}, az |n| erd6t generalja.

)n=(E+C),n=(£ 2 ¢)én=(£"): az indukci6 feltevés és a felismerhetd

erdok egyesitésre, x;-szorzasra €s x;-iteraciora valo zartsaga miatt.
Hn=oc(i,...,&m): tthaz |&1], ..., |&mn ]| erdOk felismerhetSk.
Ekkor

a(|€1], .-y [Em|) = {o(z1,...,zm)}(x1 < [&1],. .., 2m — |Em]),

tehat o (&1, . . ., |Em]) is felismerhetS az 10-helyettesitésre vald zartsdg miatt.
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE
Tétel A felismerhet6 erd6k regularisak.

Bizonyitas Legyen A = (A, a, A’) egy X X,,-automata, ahol A = {1,...,k}.

Tetszbleges K C A, 0 < h < késl <1 < kesetén Tf(?z az 0sszes olyan
p € Fx (K |JX,) fak halmaza, melyekre:

p(a) = 7 és p minden s valddi részfdja esetén 1 < s(a) < h.

(A p(a) egy allapot, melyet az algebrai alapfogalmak részben definidltuk.)
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE

Példa A = {1,2,3,4},a = (1,3), A = {4} és K = {2, 4}

p = o(p(z1,7(x2),21),7(2))

T2 o T2 o9

I 1 7'02 1 1 2 02
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE

Nyilvanval6, hogy T'(A) = U(Tm(k;) | i € A"). Ezért elegend§ igazolni, hogy
minden K C A, 0< h <késl <z <kesetén Tl,({hz reguldris.

h szerinti indukcio:

(1) h = 0: Ekkor nincs “ko6zbiilso allapot”, ezért

T3 €S| ) Xn |4
{o(1, - ym) | 0 € S, y1, .- ym € So | Xn | KD,

véges fanyelv, tehat reguldris.
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE

(i1)) h = h + 1: Tfh. egy rogzitett 0 < h < k mellett T}Q regularis. Megmutatjuk:

(h+1) _ (h) (h) (h) *h+1 (h)
TK,i - TK,z’ UTK,h+1 "h+1 (TKU{h+1},h+1) "h+1 TKU{h—i—l},i' (D)
Jelolje (1) jobb oldalat S.
Az S C Tgf:rl) tartalmazas nyilvanvalo.

Forditva, tth. p € ngfl) tetszOleges. Irjuk a p fa s részfdjanak a gyokeréhez
masodik cimkeként az s(a) allapotot. A p gyokerétdl a leveleihez vezetd utakon

h + 1 bels6 el6forduldasainak maximalis [ szama szerinti indukcidval igazoljuk, hogy
pes.

1 =0:pe€ Ty, igy allitdsunk igaz.
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE

2) Tth. [ > O:

ni,...,ng csucsokhoz
vezetd uton nincs
h + 1 belsd cimke

api,...,pqrészfakat
helyettesitsiik a
h + 1 allapottal,
jeldlje q a kapott fat.

or
(h)
q € TKU{h—l—l},i
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE
P1,...,0d € T}?Z}r)l ésapi,...,pqsfak mindegyikében a h + 1 allapot [-nél
kevesebbszer fordul eld. Tehat az indukci6s feltevés szerint

)*h+1’h_|_1T(h) C

(h) (h) (h)
P1,...,Pd € TK,h—I—l UTK,h—|—1 "h+1 (TKU{h—I—l},h—I—l KUu{h+1},h+1 =

(h) (h) (h) wxh—4+1_
TK,h+1 UTK,h+1 "h+1 (TKu{h+1},h+1> =

(h) (h) sh-+1
TK,h—|—1 "h+1 (TKU{h—H},h—H)

Tehat
(h)

h h
pEA{P1,--,Pa} ht1qC TK,h—|—1 "h+1 (TI(<L)J{h+1},z'
]

x«h+1 (h)
) ht1 TKU{h—|—1},z’ cs
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KLEENE TETELE REGULARIS FANYELVEKRE
Kleene tételének egy masik alakja.

Tétel Egy fanyelv akkor és csak akkor felismerhetd, ha megkaphat6 véges

fanyelvekbdl a regularis miveletek véges sokszori alkalmazasaval.

Bizonyitas A egyik irdny abbdl kovetkezik, hogy a véges fanyelvek felismerhet6k

és a felismerhet0 fanyelvek zartak a regularis miveletekre.

Forditva, legyen T' felismerhetd fanyelv. A Kleene tétel miatt van olyan 7 regularis
kifejezés, melyre T' = |n|. Az n felépitése szerinti indukcidval fejezhetjiik be a

bizonyitast.
(i) Han = 0 vagy nn € 3o |J X, akkor maga a T fanyelv is véges.
(i) Hanp = £ + ¢, akkor T' = T4 | J T%, ahol T1 = [£| és T = |(|. Tovabba az

indukcios feltevés miatt a T és T» fanyelvek megkaphatdk véges fanyelvekbdl a

regularis muveletek véges sokszori alkalmazasaval. Ezért T is megkaphato

ugyanigy. Stb, stb ...
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Legyenek A és B > X, -faautomatdk. Egy ¢ : A — B leképezés A-nak B-be val6
homomorfizmusa, ha

D) =" i=1,...,n).

2) ¢ az A algebranak a B algebraba valé6 homomorf leképezése

3)p H(B)=A.

Ha van A-nak B-be olyan o homomorf leképezése, amely raképezés, akkor B-t az
A faautomata homomorf képének mondjuk. Amennyiben ¢ kolcsondsen egyértelmi
is, akkor -t izomorfizmusnak nevezziik, és azt mondjuk, hogy az A és B
faautomatak izomorfak, jelben A = B.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Lemma Ha B az A homomorf képe a ¢ : A — B homomorfizmus mellett, akkor
tetszleges p € Fx(X,)ésai,...,a, € Aesetén

plai,...,an) € A" & p(p(ar),...,p(an)) € B'.

Bizonyitas

plai,...,an) € A" & p(plai,...,an)) € B' < plp(ai),...,plan)) € B,
ahol az els6 ekvivalecia a ¢~ ' (B’) = A’ feltételbdl, a masodik pedig a

o(plar,...,an)) =ple(ai),...,p(an)) feltételbsl kovetkezik (1d.

homomorfizmus definicidja utan).

Tétel Ha B az A homomorf képe, akkor T'(A) = T'(B).

7 7

Bizonyitas A p(a”) = bV feltételbdl és az el6z6 tételbdl kapjuk, hogy minden
p € Fx(X,)-rep(a) € A’ < p(b) € B’ ami pontosan azt jelenti, hogy
T(A) = T(B). ]
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Legyen A = (A, a, A’) egy X X,,-faautomata és p C A x A ekvivalencia reldcid.
p az A kongruencidja, ha

1) p az A algebra kongruencidja, és

2)haa =0b(p) (a,b € A)ésa € A’, akkor b € A’ (vagyis p szaturalja A’-t).

Jelolés: a/p = (a'P /p, ..., a'™ /p)
Ha p az A kongruencidja, akkor az A /p = (A/p,a/p, A’/ p) faautomatit az A

p-szerinti faktor 3. X ,,-automatdjdnak nevezzik.

Tétel Ha p az A kongruencidja, akkor A /p az A homomorf képe. Forditva, ha B az
A homomorf képe, akkor A-nak van olyan p kongruencidja, hogy B = A /p.

Bizonyitas Ismert, hogy ¢(a) = a/p (a € A) az A algebranak A/ p-ra val6
homomorfizmusa. Ez egyttal A-nak A /p-ra val6 homomorfizmusa is, mivel

D p(al?) =al/pés
3Yae A s alpe A'/p< ¢p(a) € A'/p, ahol az elsd ekvivalencia abbdl
kovetkezik, hogy p szaturdlja A’-t.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

A masodik 4llitas bizonyitdsa végett legyen ¢ : A 8 B az A faautomatdnak B-re
torténd homomorfizmusa. Ismert, hogy az

a1 = az2(p) < pla1) = p(az2) (a1,a2 € A) Osszefliggéssel definialt ekvivalencia
relacié az A algebra kongruencidja. Megmutatjuk, hogy p az A faautomata

kongruencidja is.

Tth. a1 = a2(p) ésar € A’. A p definici6jabdl és abbdl a ténybdl, hogy h
homomorfizmus, kévetkezik, hogy ¢(a1) = p(az2) € B’, amibdl ugyancsak h

homomorfizmus volta miatt as € A’.

Most igazoljuk, hogy B =2 A /p. Ismert, hogy ¥ (a/p) = ¢(a) izomorfizmus az
A/ p és B algebrak kozott. Ekkor v izomorfizmus A /p és B kozott is, mivel

D ¥(a®/p) = pa) = b,
Na/pe A Jpsac A< pla) € B ela)=glale) Y(a/p) € B’ O
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Kovetkezmény Ha p az A kongruencidja, akkor T'(A) = T (A /p).

Definicio. Legyen T' C Fx (X,,) felismerhetd erdd, Cr pedig a T'-t felismerd
>. X ,-automatak osztidlya. Egy A faautomata minimalis Kr-ben, ha barmely
B € Kr faautomatara |A| < |B|.

Célunk egy adott nyelvet felismerd minimalis faautomata algoritmikus
meghatirozasa.

Legyen A = (A, a, A’) egy faautomata és definidljuk pa C A x A reldciét a
kovetkez6képpen: a = b(pa ) akkor és csak akkor, ha minden p € Alg, (A) esetén
pla) e A" < pb) e A'.

Ha a = b(pa ), akkor azt mondjuk, hogy a és b ekvivalensek.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Tétel pa az A = (A, a, A’) kongruencidja.
Bizonyitas Nyilvanvald, hogy pa ekvivalencia.

1) El6szor megmutatjuk, hogy pa az A kongruencidja. Indirekt bizonyitas.

Legyen a,b € A gy, hogy a = b(pa ) és tth pa nem kongruencia. Akkor van
o(C1,...,Ci—1,T1,Cit1,.--,Cm) € ET(A), melyre

O'(Cl,. ey, Ci—1,Q,Ci4+1, .. .,Cm) 5_'5 O'(C1,.. .,Ci_1,b, Ci+1, - ..,Cm)(pA).

Ekkor a pa definicidja szerint l1étezik p € Alg, (A), melyre
plo(ci,...,ci—1,a,Cit1,...,cm)) € A" &
plo(cr,...,ci—1,b,Cit1,...,cm)) & A’

De akkor a ¢(z1) = p(o(c1, ..., Cim1,T1,Cit1,...,Cm)) € Alg,(A) algebrai
fliggvényre teljesiil, hogy

qgla) =plo(ci,...,Ci—1,a,Cit1y---,Cm)) €S
q(b) =p(o(ci,y...,ci—1,b,Cit1,.-.,Cm)).

Kapjuk, hogy q(a) € A" < q(b) ¢ A’, ami ellentmond annak, hogy a = b(pa ).
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA
Végiil megmutatjuk, hogy pa szaturdlja A’-t.

Legyena = b(pa) ésa € A'. Ap =x; € Alg,(A) algebrai fiiggvényre p(a) = a
és p(b) = b.

Tehitap(a) € A" < p(b) € A’ feltételbdl kapjuk, hogy b € A'. O

Az A /pa faktorautomatit az A-hoz tartozo redukdlt faautomatdnak nevezziik. Ha
pA az egyenlségi relacié A-n, akkor azt mondjuk, hogy A redukdlt.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Tétel Legyen ¢ az A X X,,-automatanak a B > X, -automatéara val6 homomorf
leképezése. Ugy tetszbleges két a, b € A llapotra teljesiil az

a =b(pa) < pla) = ¢(b)(pB)
ekvivalencia.

Bizonyitas Lasd Appendix.

Kovetkezmény TetszGleges A > X, -automatdra az A /pa faktor faautomata
redukalt.

Bizonyitas Tfth. a/pa = b/pa(pa/p,)). Alkalmazzuk a fenti tételt az A és az
A /pa faautomatdkra és a természetes o : A — A/pa homomorfizmura. Kapjuk,

hogy a = b(pa ), vagyis a/pa = b/pa.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Definicio A B = (B, b, B’) faautomata az A = (A, a, A") dsszefiiggd része, ha
-B={p(a) | p € Fx(Xn)},
-b=aésB'=BNA"

Ha B az A 0sszefiiggd része, akkor nyilvanvaléan T'(B) = T'(A).

A = (A, a, A") faautomata dsszefiiggd, ha A = B, vagyis ha
A={p(a)|pe Fa(Xn)}

Lemma Ha A 6sszefiiggd és p az A kongruencidja, akkor A /p is sszefiiggd.

Tétel Legyenek A és B 6sszefiiggd ¥ X ,-automatdk. Ugy T(A) = T'(B) akkor és
csakis akkor teljesiil, ha A /pa = B/ps.

Bizonyitas Tth A /pa = B/ps. Mivel a homomorfizmus megé6rzi a faautomata
altal felismert erddt, a faktor faautomata pedig a faautomata homomorf képe, ezért

T(A) = T(A/pa) = T(B/ps) = T(B).
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA
Forditva, tth. T(A) = T'(B).

Vegyiik az A" = A /pa és B’ = B/pp faautomatdkat. Mint l4ttuk,
T(A’) = T(B’), tovibbd A’ és B’ sszefiiggdek és redukaltak.

Ha be tudjuk bizonyitani, hogy A’ = B’, akkor készen is vagyunk, mert
A/pa =A' 2B =B/ps.
A bizonyitdst az A’ és B’ helyett az egyszer(ibb A és B jeloléssel végezziik.

Tegyiik fel tehat, hogy T(A) = T (B), tovabba A és B osszefiiggbek és redukaltak.
Megmutatjuk, hogy A = B.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Legyen ¢ = {(p(a),p(b)) | p € F=(X»)} C A x B. Mivel A és B 6sszefiiggd, ¢
értelmezési tartomanya A, értékkészlete pedig B.

(a) Megmutatjuk (indirekt bizonyitassal), hogy ¢ injektiv leképezés A-bdl B-re.
Tth 3p1,p2 € Fx(Xy): pi(a) = p2(a) és p1(b) # pa(b).
Mivel B redukalt, van olyan p(b1,...,bi—1,21,bit1,...,bx) € Alg,(B), melyre

p(b1,...,bi—1,p1(b),bit1,...,bx) € B’ &
p(b1,...,bi—1,p2(b),biy1,...,br) & B’

Mivel B 0sszefiiggd, minden j € {1,...,79— 1,7+ 1,..., k}-re 1étezik
g5 € Fu(Xn) : g;(b) = b;

Legyen

1 :p(qla' c5yqi—1,P1,4i+1, - - ,Qk:) S FE(X?%)J
ro =p(q1,...,qi-1,P2,qit+1,..-,qr) € Fx(Xn)
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Legyen
r1=p(q1,...,qi-1,P1,Gi+1,---,qk) € Fx(Xn),

r2 = p(q17 ceyqi—1,P2,qi4+1,- .., Qk:) S FE(X"’L>
Az el6z8 oldalrdl kapjuk, hogy r1(b) € B’ < r2(b) ¢ B'.

Mivel p1(a) = p2(a), ezért ri(a) = ro(a). Masrészta T'(A) = T (B) feltételbsl
kovetkezik, hogy rj(a) € A" < rj(b) € B’ (7 = 1, 2). Kapjuk, hogy

ri(b) € B & ri(a)e A & ra(a) e A & ra(b) € B,

ami ellentmondas.

Végiil, az A és a B szerepét felcserélve az is adddik, hogy ¢ injektiv.

125



FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

(b) Megmutatjuk, hogy ¢ homomorfizmus is.
Dp=x; (i=1,...,n): p(a) =a'? és p(b) =b
2) legyen o(€ Xp,) és p1, ..., pm € Fx(Xy) (A és B 0sszefiiggd):

p(o(pi(a),...,pm(a))) = p(a(p1,...,pm)(a)) =
o(p1,---,pm)(b) = a(pi(b),...,pm(b)) = o(p(p1(a)),. .., v(pm(a))),

3)p(a) € A" < p(b) € B' & o(p(a)) € B,

1

N
N—’

b

ahol az els6 ekvivalenvcia a T'(A) = T'(B) feltételbdl, a masodik pedig a
p(b) = ¢(p(a)) osszefiiggésbdl kovetkezik.

Tehat B homomorf képe A-nak a ¢ injektiv homomorfizmus mellett, vagyis
A = B.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Kovetkezmény Ha A € K1 0sszefiiggd faautomata, akkor minden B € Cr

osszefiiggd faautomata esetén A /pa a B homomorf képe.

Bizonyitas A homomorfizmus tétel szerint B /pg homomorf képe B-nek. Tovabba,
aT(A) =T(B) egyenl6ség miatt A /pa = B/pp. Ezért A/pa is a B homomorf
képe. []

Kovetkezmény TetszGleges A € Cr Osszefiiggd faautomata esetén A /pa

minimalis Cr-ben. Tovabba, barmely két Kr-beli minimélis automata izomorf.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Az eddigieket Osszefoglalva, egy adott 1" erdot felismerd minimdlis faautomatat a
kovetkezoképpen adjuk meg:

1) Vesziink egy tetszbleges A € /Cr faautomatat €és megkonstrudljuk annak B

Osszefiiggd részét.

2) Megkonstrualjuk a B/pp faautomatat.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

1)Az A = (A, a, A") dsszefiiggs részének meghatdrozasa.

(i) Ho = {a™,...,a™}U{c? | 0 € Zo}....

(i) Hiy1 = HiJ {o(a1,...,am) |0 € Xm,m >0, a1,...,am € H;},
Mivel H; C H;+1 (1 = 0,1,...) és A véges, van olyan k, melyre Hy = Hp1.
Megmutatjuk,hogy Hy, = Hi4; (1 =0,1,...).

Elegendd igazoni, hogy ha (Hy = Hy1) akkor (Hg4+1 = Hi42).

Ttha € Hy4o

1) Haa € Hy41, akkor készen vagyunk.

2)Haa &€ Hi41,akkor 3o € X0, a1,...,0m € Hig1 :a=o0(a1,...,am).
De Hy = Hy41,1gy a1, ...,am € Hy, kovetkezésképpen a € Hy 1.

Hj, az A algebranak az {a'V, ..., a\™} részhalmaz 4ltal generélt részalgebrija.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

2) Az A /pa redukalt faautomata meghatarozasa (= pa kiszamitasa).

Definidljuk a po, p1, . . . relacidkat a kovetkez6 modon:

Da=0blpy) = (ac AAsbe A)

(i) a = b(piv1) = a = b(p:i) A (Vp € ET(A))(p(a) = p(b)(p:))
Nyilvanvalo, hogy po 2 p1 O ...,ezért Ik : pr = Pr+1.

Allitds pa = pr.

Bizonyitas Lasd Appendix.
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LOKALIS FANYELVEK

Egy p(€ Fx(X,)) fa eldgazdsainak fork(p) halmaza:

(i) ha p € X0 |J Xn, akkor fork(p) = 0,
(iDhap =o(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor

fork(p) = fork(p1) U e U fork(pm ) U{(a, root(p1)
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L.OKALIS FANYELVEK

Példa p = o(p(x1,7(z2),21), T(22))
$2 1e)

o

fork(p) = {(o, p7), (p, x1721), (T, 22) }
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LOKALIS FANYELVEK
Definicio6 fork(X, X,,) := [J(fork(p) | p € Fx (X)), véges halmaz.
Definicio Legyen R C X | J X, és F' C fork(X, X, ). Ekkor

T3, Xn, R, F) :={p € Fx(X,) | root(p) € R és fork(p) C F'}.

(Szemléletesen, T'(3, X, R, I') az 0sszes olyan fak halmaza, melyek gyokere
R-ben, valamennyi elagazasa pedig F'-ben van.)

Egy T(C Fx(X,)) fanyelv lokdlis, ha 1étezik R C > J X, és F' C fork(2, X,,),
melyekre T' = T'(3, X, R, I).

A lokalis X X,,-fanyelvek osztalyat Loc (2, X, )-nel jeloljiik.
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LOKALIS FANYELVEK
Példa Legyen X = Yo = {0} és
T ={x2,0(x2,x1),0(c0(x2,21),21), ...}
Ekkor T lokalis (pontosabban T' € Loc (32, X2)), mivel T' = T'(3, X2, R, F'), ahol
o R={x2,0}¢és

o = {(0‘,0‘:171),(0‘,372371)}.
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LOKALIS FANYELVEK

Tétel Loc(>, X,,) C Rec(X, X,,): minden lokdlis erdd felismerhetd.
Bizonyitas Tegyiik fel, hogy T' = T (3, X,,, R, I'), ahol F' C fork(X, X,,) és
R C X X..

Ertelmezziik az A = (A, a, A") faautomatat, ahol A = X |J X, [J{*}
(x € X |J X,), tovabba
A

-minden o € >p-rac” = o,

-minden m > 0,0 € YXm,ésa1,...,an € A esetén
A o, ha(o,a1...am) € F,
o (a1,...,am) =

x,  kiilonben.

Végiilla = (z1,...,2,),és A" = R.

Megmutatjuk, hogy minden a € A \ {x} és p € Fx(X,) esetén a = p(a) akkor és
csak akkor, ha root(p) = a és fork(p) C F.

Ebbdl és az A’ = R feltételbdl kovetkezik a tétel allitasa.
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LOKALIS FANYELVEK
Allitds: V(a € A\ {*}) : a = p(a) < root(p) = a A fork(p) C F
=> irany: h(p) szerinti indukciéval

() h(p) =0
(ia) p = x;: p(a) = z; = root(p) és fork(p) = 0,
(ib) p = o € Xo: p(a) = o = root(p) és fork(p) = ()

2)h(p) > 0ésp=o(p1,...,pm)
A feltétel szerint p;(a) = a; #*x (i =1,...,m)éso(ar,...,am) = a # *.

Az indukci6s feltevés szerint: a; = root(p;) A fork(p;) C F

Ao(al,...,am) =a # * feltételbdl és o definiciéjabol:

a = o = root(p) A (o,root(p1) ...root(pm)) € F

Tehat root(p) = a és fork(p) C F.

< 1rany: forditva
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LOKALIS FANYELVEK

Tétel Det(32, X1) \ Loc(X, X1) # (): van olyan felismerhetd fanyelv amely nem
lokalis.

Bizonyitas Legyen 3 = X1 = {0} és vegyiikaT = {o(o(x1))} fanyelvet.
Nyilvanvalod, hogy T determinisztikus (mivel felismerhetd €s zart).

Tth. T lokalis, azaz T = T'(X3, X1, R, F') alkalmas R-re és F'-re.
Akkor fork(o(o(z1))) = {(0,0),(0,21)} C F Ao € R.
De akkor 0" (x1) € T (k= 1,2,...), ahol

(i) 0'0(371) = T, és
(i) o*(z1) = o(¢" (1)), ha k > 0,

ami nyilvanval6an ellentmondas.

(Tehat még az i1s igaz, hogy van olyan véges (egyelemil) fanyelv, amely nem lokalis.)
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L.OKALIS FANYELVEK

Példa Megmutatjuk, hogy a
T ={o(y" (21),7"(22)) | m,n > 0}

fanyelv nem lokalis. Tegylik fel ugyanis, hogy van olyan R C > U X3 €s
F C fork(X, X2), melyekre T' = T (2, X2, R, F).

Akkor nyilvanvaléan o € R, tovabba, (o,~7v), (v, 1), (v, x2) € F.

De akkor o(y(x1),v(z1)), o(v(z2),v(x1)), stb szintén T' (3, X2, R, F')-ben van,
ami ellentmondas, mert 7' = T'(3, X2, R, F).
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L.OKALIS FANYELVEK

Definici6é Legyenek X és €2 rangolt abécék és tekintsiink egy 70 : > — 2 rangtartd
leképezést (tehat 7(X2,,) C Q2 (m =0,1,...)).

7o természetes mdodon Kiterjeszthetd egy 7 : Fx (X, ) — Fa(X,) leképezéssé,

amit projekcionak hivunk:

(ia) minden x € X,,-re 7(x) = x
(ib) minden o € ¥p-ra 7(0) = 10(0)

(i) minden m > 0, 0 € ¥, €S p1, ..., pm € Fx(X,) esetén

T(o(p1,--ypm)) = To(o)(T(P1)s -, T(Pm))-
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LOKALIS FANYELVEK

Példa

Yy =Y1UX2UUXs, X1 ={o1,01}, X2 = {02}, B3 = {03}
Q=0 U2 UQs, Q1 ={wi}, Q2 = {w2}, Q3 = {ws}

T0(01) = 10(01) = w1

7'0(02) = W2

7'0(0'3) = w3

[T(o(p1;---.pm)) = T0(0)(T(P1), -, T(Pm))]
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LLOKALIS FANYELVEK

x2o xQO

1 W1 4 L1 i)

w2

p = 02(03(x1,01(22), 21),01(22)) T(p) = wa(ws (w1, wi(w2), 1), w1 (22))
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LOKALIS FANYELVEK

Projekciok vizsgalata estén feltehetS, hogy 7(Fx (X)) = Fa(Xn), vagyis
7'0(2) = Q.

Tétel Legyen 79 : > — Q projekcio. Ha T C Fx(X,,) felismerhetd, akkor 7(T") is
az. Tovdbbd, ha R C Fqo(X,,) felismerhetd, akkor 771 (R) is az.

Bizonyitas a) 7(7") felismerhetd:
Legyen T' = T'(G), ahol G = (A, X, X,,, P, ap) na-ban adott regularis fanyelvtan.

Konstrualjuk meg a G = (A, Q, X,,, P, ap) fanyelvtant a kovetkez8képpen:
(iayHaa — x; € P (a € A, z; € X,,), akkora — x; € P.

(ib)Haa — o € P (a € A, o € X9), akkor a — 19(c) € P.

(i) Haa — o(a1,...,am) € P(m > 0,0 € X, a,a1,...,am € A), akkor

a— 71o(0)(ar,...,am) € P.
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7(T) C T(G): tetszbleges a € A és p € Fx(X,,) esetén

(a = p) = (a =5 7(p))-
Bizonyitas h(p) szerinti indukciéval

(i) h(p) = 0:
Gayp=z,(1<i<n)ia—z, €P=a—1,€ P=a=gx =T1(p)
(ib)p:O'GZoZCL—)O'EPiCL—)To(O')Ep:>a:>(;7'0(0'):7'(p)

(i) h(p) > 0: p=0o(p1,...,pm) (M > 0,0 € 1),

A derivacié a =g o(ai,...,am) =g o(p1,...,pm) = p alakban irhatd.
Egyrészt a — o(ai,...,an) € P, amib8l P értelmezése szerint
a— 1o(o)(ai,...,am) € P.

Masrészt a; = ¢ ps, amib6l az indukcio feltevés szerint a; =5 7(p;).

Tehit a = T0(0)(a1,...,am) =5 10(0)(T7(p1), ..., 7(Pm))-
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L.OKALIS FANYELVEK

T(G) C 7(T): tetszbleges a € A, q € Fqo(X,,) esetén

(a =g q) = (3p € Fu(Xn))(a=cpAT(p) =9q)
Bizonyitas h(q) szerinti indukcidval.
(i) h(q) = 0: ¢ = x; vagy ¢ = w € Qp, minkét eset trivialis.

(iDh(q) >0:¢q=w(qi----,qm) (M >0,w € Q)

a=gw(a,...,am) =5 w(q1,...,qm) =¢

Egyrészt a — w(ai,...,am) € P, tehat Jo € X, 70(0) = w és
a— o(ai,...,am) € P.

Misrészt a; =75 q; (1 = 1,...,m), tehat az indukcids feltevés szerint

dp; € Fx(Xy), melyre a; =¢ pi és 7(pi) = qs.

Ap=oc(p1,...,pm)faraa =g o(ai,...,am) = oc(p1,...,pm) A7(p) = q.
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LOKALIS FANYELVEK

a) 7' (R) felismerhetd: Legyen R = T'(G), ahol G = (A, Q, X,,, P, ag) na-ban
adott regularis fanyelvtan.

Tekintsik a G = (A, X, X, P, ao) regularis fanyelvtant, ahol

(ia)a = x; € P& a— x; € P(x; € X,).
(ib)a— o€ P& a— 1(0) € P (o€ o).
(i)a — o(ai,...,am) € P&

a— 10(0)(ai,...,am) € P (0 € X, m > 0).

Megmutatjuk, hogy tetszbleges a € A-raés p € Fx(X,,)-re

a=cpsa=>aT(p).

= 1rany: mint az elso allitas bizonyitasaban.
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<« irdny: Tth. a =5 7(p)
(i) h(p) = 0:

(a)p=x; € Xp: 7(p) =xiésa —x; EP=>a—x; €P

ib)p=0c€Xo:a—>T1(0)eP=>a—>0€P

() h(p) > 0:p=o(p1,...,pm) (M >0, € X,,) és
7(p) = 10(o)(T(P1),- -, T(Pm))
a =g T0(0)(a1,...,am) =& 10(0)(T(P1),...,7(Pm))

Egyrészt a — 7o(o)(a1,...,an) € P, amibdl kapjuk, hogy
a— o(ai,...,am) € P.

Masrészt a; =5 7(ps ), tehdt az indukcei6 feltevés szerint a; =G p;.

Osszevetve, kapjuk, hogy a =g o(a1,...,am) =& o(P1,...,Dm).
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LOKALIS FANYELVEK
Tétel Barmely felismerhet6 fanyelv megkaphat6 egy lokalis fanyelv projekcidjaként.

Példa Tekintsiik a kovetkez6 regularis fanyelvtant:

ap — 02(a1, Cbo),

- ay — 0‘3(0,1,0,1,0,1),
- ar — T1,

- ay — 0‘1(0,2),

- a2 — T2,

- ag — 0o

Ekkor aogp = 0‘2(0,1,0,0) — 0'2(0'3(0,1,0,1,0,1),0,0) — 0'2(0'3(0,1,0'1(0,2),0,1),0,0)

=" o2(03(21,01(22), 1), 00)
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LOKALIS FANYELVEK

A levezetés €s a levezetett fa A szabdlyok lesznek szimbolumok
Tro oao T2 o
(a1—01(az2))
Tq aq o1 oaJ1 Tq aq ] o L1

o0 o ag (ap—00) _

o3 [ai (a1—o3(a1,a1,a1))

oo © ag (ag—o2(a1,aq)) °

A jobb oldali fa projekcioja a bal oldali fa.
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LOKALIS FANYELVEK

Bizonyitas Legyen G = (A, X, X,,, P, ap) na-ban adott regularis fanyelvtan. Tth.

/////

Ertelmezziik az € rangolt 4bécét a kovetkezSképpen:

Qo ={{(a—0)|a—>0c€P, 0 €Xp},

Q= {{a = o(a1,...,am)) |a = o(a1,...,am) € P, 0 € X, m > 0}
¢és legyen

F={({a —»o(a1,...,am)),d1...dm) |a — o(ai,...,am) € P, m > 0,
d; = (a; = pi),haa; — p; € Pésp;, & X,, vagy

di =x,haa; - x € P} és

R ={(ao = p) | a0 = p € Pp ¢ Xu}| ]
{z]ag =2 € P, xe Xy}

Tekintjiik a T'(2, X,,, R, F') lokalis fanyelvet.
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Meg fogunk adni egy 79 : {2 — X projekciot, amelyre 7(T'(2, X, R, F)) = T(G).

(a) Elészor megadunk egy G = (A, Q, X,,, P, ao) reguldris fanyelvtant, melyre
T(G)=T(Q, X, R, F).

(a)a —x; € P a—x € P (v € Xy),

(ib)ya = {a—0o)€EP<a—ocP (o€,

() a — (a = o(ai,...,am))(a1,...,am) € P& a— o(a1,...,am) € P

(0 € X, m>0).

Megmutatjuk, hogy minden a € A és q € Fo(X,) esetén

a =% q < (fork(q) C F) A ((root(q) = (a = p)) V (¢ = zs Na — z; € P))
=> 1rany:

() h(g) =0

(ayg=x; (1 <i<n)ia—xz, € P=a—xz, € PANfork(q) =0 C F
(ib)yg=(b—=0) (0 €Xp):a— (b— o) € Pésb=a.lgyroot(q) = (a — o).
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(i) h(qg) >0,g=w(q1,.-.,qm) (W= {a — o(ai,...,am)) € Qm, m > 0):

a=s(a—o(a,...,am))(a1 A,
=g (a—=o(ar,...,am))(q --,qm)
Tehdta — (a — o(a1,...,am))(a1,...,am) € Pésa; =% q;. A P értelmezése

szerinta — o(ai,...,am) € P.

Az ind. felt. szerint fork(q;) C F és

(a; — pi) ahola; — p; € P, haq; & Xy,

root(q;) =
r e Xy, haa; - x € P.
Tehat ((a — o(a1,...,am)),ro0t(q1) ...root(qm)) € F és
root(q) = {(a — o(ai,...,am))

A fork(q) értelmezése szerint fork(q) C F.

< 1rany: az el6z0 eljaras megforditasaval.
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(b) Most megadunk egy 7o : €2 — X projekciét, amelyre 7(T'(G)) = T(G). Legyen

-10({a — o)) = o, minden {(a — o) € (2o esetén, és
-10({a = o(ai,...,am))) = o, minden (a — o(ai,...,am)) € QLm, m >0

esetén.

A 7(T(G)) = T(G) bizonyitasa. Elegend6 megmutatni, hogy

minden a € Aésq € Fo(Xn)esetén: a =5 ¢ & a =¢ 7(q).

=> irdny: h(q)-szerinti indukciéval

(i) h(g) =0
(a)g=zi:a=5q&a—>r, € Poa—x € Pea=571(9),
(ib)g=(b— o) € Qo :
a=>sqgeb=aNa—{a—o)eEPsa—ocePsa=51(q)
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(i) h(q) > 0,g=w(q1,-..,qm),ahol w = (@ = o(a1,...,am)) € Qm, m >0

a=>a(a—o(ar,...,am))(a1,...,am)
=5 (a—o(ar,...,am))(q1,. .., qm) =q
Tehdta — (a — o(a1,...,am))(a1,...,am) € Pésa; =5 ¢
A P definiciéja szerint a — o(ai,...,am) € P.

Mdsrészt, az ind. feltevés szerint a; = 7(q;). Osszevetve, kapjuk, hogy

a =g o(a,...,am)
= o(t(q1), .., 7(qm)) = o(W)(T(q1), .-, T(qm)) = 7(q)

< 1rany: hasonldan ]
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LOKALIS FANYELVEK
Példa Az el6z6 tétel bizonyitasaban szerepld konstrukcidkat szemléltetjiik.

Legyen ¥ = {o® ~(1) (91} éslegyen G az a ¥ X -fanyelvtan, melynek
szabalyai a kovetkezok:

ap — o(ap,a1) ap —>a a1 —y(a1) a1 — T
Ekkor T(G) = {a, o (e, v"(x1)), 0 (0 (e, v* (21)), 7' (#1)), - - .}
Tovabba Qo = {<CLO — Oé>}, Q1 = {<CL1 — fy(a1)>}, QQ = {(ao — 0(&0,&1))},

ag,a1)), (a0 — o(ao,a1))(ar — v(a1))),
Qao, CL1)>, <CLO — O'(CLQ, CL1)>LB1),

{ (
{ (
(ao — o(ao, a1)), (a0 = a)(a1 — v(a1))), ({ao — o(ao, a1)), (a0 = a)z1),
{ (
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Példa Az el6z6 tétel bizonyitasaban szerepld konstrukcidkat szemléltetjiik.
A G nyelvtan szabdlyai:
ao — (ap — o(ap,a1))(ao,a1) ao— {ap — )
a1 — (a1 — y(a1))(a1) a; — T1.
A bizonyitis értelmében: T'(G) = T'(Q, X1, R, F).

Tovabba, 19 definicidja:

T0({ao — o(ap,a1))) = o, 1o({ao = a)) = a, 70({a1 = v(a1))) =~

Ugyancsak a bizonyitas értelmében T'(G) = 7(T'(G)), tehat
T(G)=7(T(Q,X1,R, F)), vagyis T(G) aT(Q2, X1, R, F") lokalis erd6

projekcioja.
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Egy kapcsolat a lokalis fanyelvek €s a felismerheto fanyelvek kozott:

Tétel. Egy fanyelv akkor és csak akkor felismerhetd, ha megadhat6 egy lokélis

fanyelv projekcigjaként.

Bizonyitas. Az egyik irdany az el6z6 tételbdl kovetkezik, a masik pedig abbdl, hogy
minden lokalis fanyelv felismerhet és a felismerhet6 erdok zartak a projekciora.
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Egy észrevétel.

Legyen G = (A, X, X,,, P, ap) na-ban adott regularis fanyelvtan, melyre
teljesiilnek az alabbi (*) tulajdonsagok:

- tetszbleges 0 € Ypesetén |[{a | a - o € P}| < 1.
- tetszOleges a € A és o € X, (m > 0) esetén
{(a1,...,am) |a —o(a1,...,am) € P} <1
Konstrudljuk meg G-hez az A = (A, ao, a) felszallé faautomatat az ismert médon:
A = (A, ) egy nd felszall6 algebra, melyre
—UEEO:CLEUA<:>CL—>GEP,
-m > 0,0 € X, esetén: (a1,...,am) € 0(a) © a — o(ai,...,am) € P.
cac A a5z eP(1<i<n)

Ekkor T'(A) = T(G) és a két feltétel miatt A determinisztikus.
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Az el6z6 tételben szereplé G nyelvtan P szabdlyai:
a— (a — o) és
a— {a—>w(a,...,am))(a1,...,am)

alakiak. Tehdt G nyelvtan is (*) tulajdonsdgi, ezért T'(G) felismerhet
determinisztikus felszallo faautomataval. Az el6z0 tétel bizonyitasaban lattuk, hogy

T'(G) lokdlis is. Tehat érvényes a kovetkezd.

Kovetkezmény Barmely felismerhet6 fanyelv megadhato egy lokalis és

determinisztikus fanyelv projekciojaként.

Tétel Egy fanyelv akkor és csak akkor felismerhets, ha megadhaté egy lokalis és

determinisztikus fanyelv projekciojaként.
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Osszefoglalés:

Tétel Teteszoleges T' C Fx(X,,) fanyelvre a kovetkez6 harom allitas ekvivalens:
(1) T felismerhetd,

(2) létezik Q rangolt d4bécé, T' C Fo(X,,) lokdlis fanyelv és 9 : Q — X
projekcid, melyekre T' = 7(T"),

(3) 1étezik 2 rangolt dbécé, T’ C Fq(X,,) determinisztikus fanyelv és
70 : Q — X projekcié, melyekre T = 7(T").

(4) 1étezik Q rangolt d4bécé, T' C Fq(X,,) lokdlis és determinisztikus fanyelv és
70 : Q — X projekcid, melyekre T = 7(T").

e e

Bizonyitas (1) = (4) : el6z6 tétel + az észrevétel; (4) = (3) és (4) = (2): trivialis
(3) = (1) és (2) = (1): a felismerhetd erdok zartak a projekciora.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Kornyezetfiiggetlen nyelvtan: G = (A, X, P, ap) rendszer, ahol
o A anemtermindlis szimbolumok (X ,,-nel diszjunkt) véges, nemiires halmaza,
e X, atermindlis szimbolumok véges halmaza,

e P az a — w alaku dtirdsi szabdlyok (produkciok) véges halmaza, ahol a € A
ésue (AU X,)",

o ao(€ A) akezddszimbdlum.

Az u =¢ v és u = v relacidkat a szokasos mdodon értelmezziik, ahol
u,v € (AU X,,)". A G indexet altalaban elhagyjuk a = és =¢; jelolésekbdl.

A G = (A, Xn, P, ao) altal generdlt nyelv: L(G) = {u € X, | ap =" u}.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Példa

G = ({ao,a1},{x1,x2}, P, {ao}) egy kfiiggetlen nyelvtan, ahol

P = {ao (—12 aiaop, ag (32 T2, ai @ ri1ai1xi, al @ 8}

(1) (3) (4 (2)
ap = a1 = r1a41xr1a0 = r1xr1a90 = r1Ir1I2

N—’

€ o
T1 ail o L1 L2
al ao
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK
G derivdcios fdja = termindlis derivdcionak megfeleld derivdcios fa

Egy derivacios fa D részfajanak fr(D) hatdra az az X, -beli sz6, amelyet a
kovetkez6 médon kapunk:

(i) Ha D-nek egyetlen csicsa van €s annak cimkéje x(€ X, | J{e}), akkor

fr(D) = x.

(11) Ha D gyokere kozvetlen leszarmazottjainak részfai rendre D1, ..., Dy, akkor
fr(D) = fr(D1) ... fr(Dy).

A D derivicios fa hataran tehat azt a szot értjilk, amelyet ugy kapunk, hogy D
leveleinek cimkéit balrdl jobbra haladva 6sszeolvassuk.

Ismétlés: p € F(Z) fa fr(p) hatdra:

(ia) ha p = z € Z, akkor fr(p) = z,

(ib) ha p = o € X9, akkor fr(p) = ¢, ahol ¢ az iires sz0,

(i) hap = o(p1,...,pm) (0 € X, m > 0), akkor fr(p) = fr(p1) ... fr(pm)

A kettd nem ugyanaz!
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK
Tétel Ha T' C Fx(X,,) felismerhetd erds, akkor fr(7") kdrnyezetfiiggetlen nyelyv.
Bizonyitas Legyen T' = T(G), ahol G = (A, X, X,,, P, ap) na-ban adott regularis

fanyelvtan.

Konstrudljuk meg a G = (A, X,,, P, ao) kdrnyezetfiiggetlen nyelvtant, ahol
P={a— fr(p) | a — p € P}.

Tehat, aza — o(a1,...,am),a — a és a — x; P-beli szabalyok

a—ai...am,a — €& a — x; alakban "mennek at” P-ba.

Megmutatjuk, hogy fr(T) = L(G).
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

fr(T) C L(G): Elegendé megmutatni, hogy minden a € A és p € F(X,,) esetén
a =¢ p-bol kovetkezik, hogy a =% fr(p)

h(p)-szerinti indukcid

(i) h(p) =0
peXoUXnia=gp=a—peP=a—fi(p) € P= a=%fr(p).

(ii))h(p) >0,m >0,p=0(p1,---,Pm), (0 € Xn):
a =g o(al,...,am) =g o(Pi,---,0m)
Egyrészt a — o(ai,...,am) € P masrészt a; =¢ pi.

Akkor a P értelmezése szerint a — aq . .. a,, € P. Tovabba, az ind. feltevés

szerint a; =75 fr(p;).

Kapjuk, hogy a = a1 ...am =5 ft(p1) .. . fr(pm) = fr(p),
amibdl a = ao-t véve fr(T) C L(G) adédik.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

L(G) C fr(T):

Elegendé megmutatni: ha a =5 u (v € X,), akkor van olyan p € Fx(X,),
melyre a = p és fr(p) = u

Bizonyitds az a =5 u derivaci6 k hossza szerinti indukcidval.

k=1

(ia) a =& €: @ — € € P. Akkor van olyan o € Yo, melyre a — o € P. Tehit
p = o ]O.

(ib)a =4 it a — x; € P, ezérta — x; € P;igy p = z; jo.

(i) k> 1,vagyisa =g a1...0m =5 UL ... Um = U

Egyrészt a — ay . .. am € P, amibdl a P értelmezése szerint

do:a— o(ai,...,am) € P.

Masrészt a; :>Z‘—; u4, melybol az indukcios feltevés szerint
dp; @ a; :>Z; pi N\ fTI'(pZ> = U;.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

A kettSt egybevetve kapjuk, hogy ap = o(p1, ..., pm) fara
a =g o(a,...,am) =g o(Pi,---,Pm) = pés
fr(p) = fr(p1) .. . fr(pm) = w1 .. . Uy = u.

Igy a = ao-t véve L(G) C fr(T) adédik.

Példa. Legyen ¥ = {o®, 4V a9} és legyen G az a ¥ X, -fanyelvtan, melynek
szabalyai a kovetkezok:

ap — o(ap,a1) apo—a a1 — y(a1) a1 — T

Ekkor T(G) = {a, o(a, 7" (21)), 0 (0 (e, 7" (21)), 7' (21)), - - .}

A G kornyezetfiiggetlen nyelvtan szabdlyai: ag — aga1, ag — €, a1 — x1 (és
a1 — a1). A bizonyitds értelmében L(G) = fr(T(QG)), tehat fr(T(G))
kornyezetfiiggetlen.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Definicié Az A > X, -faautomata dltal felismert nyelven az

nyelvet értjuk.

Tehat L(A) C X, és az el6z6 tétel értelmében L(A) kornyezetfiiggetlen. Ezért a
faautomatdkkal felismerhetd nyelvek kornyezetfiiggetlenek. Megmutatjuk, hogy a

forditottja is érvényes.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Definicio Legyen G = (A, X,,, P, ao) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Definialjuk

a 22 rangolt abécét, ahol
Ym ={{a > u)|a—ueP, |lu=m}

(m=0,1,...)és |u| az u sz6 hossza.

Minden d € A|J X, estén P(G,d) C Fx(X,) a legsziikebb olyan fanyelv, melyre
teljestilnek:

(i) ha d = z;, akkor P(G,d) = {z;},

(ihad € Aésd — dy...dn € P (aholdy,...,d, € AlJ X,), akkor minden
pi € P(G,d;))(i=1,...,m)esetén (d — di ...dm)(p1,-..,pm) € P(G,d).

P(G, ao) a G produkcids fdinak halmaza.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Derivacios fa: Produkcios fa:
:UQ fo) aj2 o
X1 ai o T € r1, (a1—x2) I

ai ao (a1—>a:1a1:131 <a0_>8>

aop © (ag—ra1ag)s
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Tétel Legyen G tetszbleges kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Akkor P (G, ao) lokalis
fanyelv, tovabbd L(G) = {fr(t) | t € P(G,ao0)}.
Bizonyitas P(G, ao) lokalis, mivel P(G,a0) = T(X, Xn, R, F'), ahol X az el6bbi
rangolt abécé,

R = {{a0 = u)|ao — u € P},
F pedig az 6sszes ((a — d1...dm),c1 ...cm) alaku eldgazdsok halmaza, ahol

m>0,a >di...dm € P(di1,...,dm € AU X,,) és tetszdleges i(= 1,...,m)

esetén

di; ha dz € Xn,
C; —
<di — uz->, had; € Aésd; — u; € P.
Az L(G) = {fr(t) | t € P(G,ao)} egyenl8ség nyilvanvalo. ]
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Osszefoglalva:
Tétel Egy nyelv akkor és csakis akkor kornyezetfiiggetlen, ha felismerhetd

faautomataval.

Bizonyitas Mint mar igazoltuk, a faautomatakkal felismerhet6 nyelvek
kfiiggetlenek.

Forditva, minden G kfiiggetlen nyelvtan esetén P(G, ao) felismerhetS, mivel
lokélis. Tovabba,
L(G) = {fr(t) | t € P(G,a0)}.

Tehat L(G) egy felismerhet$ erdd hatara, vagyis felismerhetd faautomataval.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Eszrevétel Tetszbleges T' C Fo(X,,) erdd, 1o : 2 — 3 projekcid esetén minden
p € Fo(X,,) fara fr(p) = fr(7(p)) (a projekcié megérzi a fak fr hatarat). Ezért

fr(T) ={fr(p) [ p € T} = {fr(7(p)) |[p € T} =

(p

{fi(p') | o € 7(T)} = K(r(T)).
1. Kovetkezmény Egy nyelv akkor és csakis akkor kornyezetfiiggetlen, ha
felismerhetd determinisztikus felszallo faautomataval.

Bizonyitas Az egyik irany nyilvanvalé. Forditva, legyen L C X,
kornyezetfiiggetlen nyelv. Az el6z0 tétel értelmében van olyan Y. rangolt abécé és
T C Fx(X,) felismerhet8 erds, melyre L = fr(T'). Egy korabbi tétel miatt van
olyan €2 rangolt dbécé, T' C Fq(X,,) determinisztikus erdd és 7o : 2 — X

projekcid, melyre 7(T") = T. Ezért
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK.

2. Kovetkezmény Egy L nyelv akkor és csakis akkor kornyezetfiiggetlen, ha van

olyan lokdlis és determinisztikus 7" erds, melyre L = fr(T").

Bizonyitas Az egyik irany nyilvanvalé. Forditva, legyen L C X,
kornyezetfiiggetlen nyelv. Az el6z0 tétel értelmében van olyan . rangolt abécé és
T C Fx(X,) felismerhet8 erds, melyre L = fr(T"). Egy kordbbi tétel miatt van
olyan 2 rangolt dbécé, T C Fq(X,,) lokalis és determinisztikus erd6 és

70 : Q — X projekcid, melyre 7(T") = T. Ezért

(T = fr(+(T")) = f(T) = L.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK.

A kornyezetfiiggetlen nyelvek egy Kleene-szeri jellemzése.

Legyenek L1, Ly C X, ésx; € X,.

L1 és Lo x;-szorzata:

L1 ‘T4 Lo :{Uluva e e Um—1Um —1Um, | V1L;V2 ... Um—1TLiUm E LQ,

x; nem szerepel vj-ben (j =1,...,m), u1,.

L C X, nyelv x;-iterdltja:

() L% = {a:} |
(i) L7% = 17— Lz U(Lj—l,wz' ‘w; L),j =1,2,....

Végiil L**t = | J(L7" | =0,1,...).
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK.
Allitas tetszSleges 11, To, T C Fx(X,,) esetén

D fr(Ty UTe) = fir(Th) U fr(T),
2) fr(Ty -, To) = fr(T1) -, f1(T3),
3) fr(T*%) = fr(T)*.

3) abbél kovetkezik, hogy fr(T7") = fr(T)"%i (j = 0,1,...) és 1) végtelen

egyesitésre is igaz.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

Tétel Egy L nyelv akkor és csakis akkor kornyezetfiiggetlen, ha megadhat6 véges
nyelvekbdl az egyesités, az x;-szorzas és az x;-iteracio véges sokszor valo

alkalmazasaval. (Vo.: Kleene tétel masodik alakja.)

Bizonyitas Tth. az L nyelv megadhat6 a tétel szerint.

Tekintsiik a 3 = Yg | X2 abécét, ahol Yo = {o} és 3o = {a}.

Tetszbleges L C X véges nyelvhez van olyan T' C F%(X,,) véges erdd, hogy
I = (7).

Példaul, legyen L = {x1, zox122,c}. Akkor

sz_ {0(041371) o(x2,0 _(a:l x2)), a}-ra i i
fr(T) = {fr(o(a, x1)), fr(o(x2, 0(x1,x2))), fr(a) } = {x1,x27122,6} = L.
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FAAUTOMATAK ES KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

L-nek a véges L nyelvekbdl val6 felépitésének megfelelSen épitsiink fel a véges T
erdokbdl egy T’ erdot.

Ekkor 7' megkaphat6 véges erd6kbdl a regularis miiveletek véges sokszori

alkalmazéséval, tehat felismerhetS. Mdsrészt, az Allitas szerint L = fr(T).
Tehat L kornyezetfiiggetlen.

Forditva, legyen L kornyezetfiiggetlen nyelv. Van olyan T' felismerhet6 erdd, hogy
L = ft(T).

T" megadhato6 (a Kleene tétel szerint) véges erdokbdl az egyesités, az x;-szorzas €s
az x;-iterdcio véges sokszor val6 alkalmazasaval. Igy az Allitas szerint L
megadhato véges nyelvekbdl (ti. a véges erdok hataraibol) az egyesités, az

x;-S20rZas €s az x;-iteracid véges sokszor valo alkalmazasaval.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Tétel Legyen ¢ az A > X,,-automatanak a B > X, -automatéara val6 homomorf
leképezése. Ugy tetszbleges két a, b € A dllapotra teljesiil az
a=b(pa) & ¢(a) = ¢(b)(ps) ekvivalencia.

Bizonyitas Tth a = b(pa).

Legyenp € Fx(Xg), 1 <i<k,b1,...,bi—1,bix1,...,br € B tetsz0leges és
vegylik a p(b1,...,bi—1,21,bit1,...,br) € Alg,(B) algebrai fiiggvényt.
Legyenek ai,...,ai—1,ai+1,-..,ar € A olyanok, hogy ¢(a;) = b;.

Mivel a = b(pa) Ap(ai,...,z1,...,ar) € Alg,(A), kapjuk, hogy
p(al,...,ai_l,a,aiﬂ,...,ak) c Al «—
p(al, e, Qi—1,b, 0541, . ..,ak) c A
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA
Mivel ¢ homomorfizmus és ¢ (a;) = b;:

/
p(al,...,ai_l,a,ai+1,...,ak) €A &

Sp(p(a’la ey Qi—1,Q, Aj4-1, - - -,ak>> c B/ <~
p(bl, .. .,bi_l,gp(a),le, .. ,bk) c B’

/
p(al,...,ai_l,b,aiﬂ,...,ak) cA <

QO(p(CLl, ceey Qi—1, ba Ai+1,y. .-, ak)) < B’ <~
p(bl, ooy bica, gO(b), bit1,..., bk) c B’
Mindez egyiitt azt jelenti, hogy

p(bl, .. .,bi_1,90(a,),b7;_|_1, .. ,bk) c B &
p(bl, .. .,bi_l,gp(b),bi+1, .. ,bk;> c B/,

vagyis p(a) = ¢(b)(pB)-
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Forditva, tegyiik fel, hogy a Z b(pa ). Akkor vagy olyan
plai,...,ai—1,T1,0i41,...,ar) € Alg,(A), hogy
plai,...,ai—1,a,ait1,...,a;) € A’ &
plai,...,ai—1,b,aiy1,...,a5) € A’

Mivel ¢ homomorfizmus:
plai,...,ai—1,a,aiy1,...,a;) € A’ &
o(plai,...,ai-1,a,ai+1,...,ax)) € B' <
p(p(ar),....plai-1), p(a), p(ait1),. .., p(a)) € B’ és
plai,...,ai—1,b,aiy1,...,a;) € A’ &
o(plai,...,ai—1,b,ait1,...,ax)) &€ B' &
p(p(ar),....p(ai-1),p(b), p(ait1), ..., p(ak)) € B’

A pa definicigjabodl és a p(p(a1),...x1,...,p(ar)) € Alg, (B) feltételbdl kapjuk,
hogy ¢ (a) # ¢(b)(pB) -
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

A pa = pi. bizonyitasanak elokészitése.

Definicié Alg, ; (A) = {p € Alg,(A) | z1 legfeljebb egyszer szerepel p-ben}

Allitas Ha p € Alg, | (A) és x1 szerepel p-ben, akkor van olyan
p1,-..,p; € ET(A)), hogy

pla) = (p1-...-pj)(a) (a € A),

ahol j = 0Oeseténpy - ... -p; = 1.
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

A pa = pg bizonyitasanak eldkészitése.

Tétel o = b(pa) akkor és csak akkor, ha
((Vp € Alg, 1 (A))(p(a) € A" < p(b) € A').

Bizonyitas —- nyilvanval6

<= Tth a,b: (Vp € Alg, ;(A))(p(a) € A" < p(b) € A)

Megmutatjuk, hogy (Vg € Alg,(A))(q(a) € A" < ¢q(b) € A",
ami definici6 szerint azt jelenti, hogy a = b(pa).

Legyen evégett

(oo @1y 1y ey Ty e, T, .. .) € Alg, (A) tetszbleges ...
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA
A pa = pi. bizonyitasanak elokészitése.

Megmutatjuk, hogy (Vg € Alg,(A))(q(a) € A" < q(b) € A").

Legyen evégett

(. T,y Ty ety ey Ty e, X1, .. .) € Alg, (A) tetszbleges. Akkor
q(...,a,...,a,...,...,0a,...,a...) € A

Ta(.. w1, 5a,..0,.5a,...,a,...) € Alg, ;(A)
qg(...,b,...,a,...,...,a,...,a,...) € A

Ta(. )b, 21,00, 50, 0) € Algy (A)
q(...,b,...,b,...,...,a,...,a,...) € A’

Tt
q(...,b,...,b,...,....b,...,a,...) € A’

Tal. ;bbb oz, ) € Algy 1 (A)
qoiby bbb ) EA
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

A pa = pi bizonyitasa.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy (a fenti k-ra) pr, = pr+1 (= 0,1,...)
Elegend6 igazolni, hogy (pr = pr+1) = (Pr+1 = pr+2)
Tth a = b(pk;_|_1)

= def: (Vp € ET(A))(p(a) = p(b)(px))

)
= pr = prt1: (Vp € ET(A))(p(a) = p(b)(pr+1))
= def: a = b(pr12)
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Allitas Ha a = b(pit;) (1,7 =0,1,...), akkor tetszSleges p1, . . .

esetén
(1. ps)a) = (pr- ... ps)(b)(p2).
Bizonyitas j-szerinti indukcidval

(1) 7 = 0 nyilvanvalo

Gi)j— 1= j
a = b(pitj)
= def: p1(a) = p1(b)(pi+j—1)
= ind. felt.: (p2 - ... p;)(p1(a)) = (P2 ... p;)(P1())(ps)
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA
Kovetkezmény pi. C pa.

Bizonyitas Tth a = b(px) és p € Alg, ; (A) tetszSleges
Feltehets, hogy x1 el6fordul p-ben, ekkor dp1,...,p; € ET(A)):

p(c) = (p1-...-pj)(c) (c € A).

a = b(prk)
= Pk = Pr+ji @ = b(pr+j)
= AlL: (p1-...-pj)(a) = (pr-...-p;) (D) (pr)
= pr. < po: (1 pj)(a) = (p1-...-p;)(b)(po)
= def.: (p1-...-pj)a) e A< (p1-...-pj)(b) € A
p(a) p(b)
= pla) € A" & pb) € A
= a = b(pa)
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA

Allitas Ha a # b(p;) akkor van olyan p1, ..., p; € ET(A)), hogy

(1. pji)a) # (pr- ... - p;)(b)(po).

Bizonyitas :-szerinti indukciéval
i)i=0:z1 (j=0)j6

(i)i — 1 =4 a Z b(pi)
(iia) ha a # b(pi—1), akkor az ind. felt. szerint van megfeleld p1,...,p; € ET(A))
(iib) ha a = b(pi—1), akkor a def. szerint van p1 € ET(A):
pi(a) # p1(b)(pi-1)
= ind. felt. Ips,...,p; € ET(A)):

(P2~ ... ps)(pi(a)) # (P2 - - - ps)(P1(b))(po)

(p1-p2 ... p;)(a) (p1-p2- ... pj)(b) [
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FAAUTOMATAK MINIMALIZALASA
Kovetkezmény pa C pg.

Bizonyitas

Tth a # b(pk)
U ALl 3py,...,p; € ET(A))

(p1-...-pj)a) & (p1-...-p;j)(b)(po)
| def.

(p1-...-pj)(a) € A) & ((pr-...-pj)(b) € A")
Upi-... pj € Alg (A))

a Z b(pa)

Tétel pa = px.
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